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Confiabilidade e Precisao na Estimacao de
Médias

Julio M. Singer’
Carmen Diva Saldiva de André?
Clévis de Araujo Peres?®

Resumo

Num estudo planejado para estimar a concentracdo média de diéxido de nitrogénio ao
longo de um corredor de onibus, m filtros passivos (réplicas) sdo colocados em n diferentes
locais (repeticGes). A analise de problemas com essa estrutura pode ser realizada por intermédio
de um modelo misto e a amplitude do intervalo de confianca construido nesse contexto depende
da relacdo entre o niumero de repeticGes e réplicas além do coeficiente de correlacéo intraclasse
que, em geral precisa ser estimado por meio de um estudo piloto. Mostramos que, para
coeficientes de correlacédo intraclasse maiores que 0,2 e nimero de observacoes (N = n x m) da
ordem de 20 ou mais, a escolha de quatro réplicas corresponde aproximadamente ao
planejamento que minimiza a varidncia do estimador. Utilizando os dados do estudo
supramencionado, mostramos como esse resultado pode ser empregado no planejamento de um
experimento cujo objetivo é estimar a concentracdo média de didoxido de nitrogénio com uma
precisdo pré-fixada.

Palavras-chave: confiabilidade, coeficiente de correlacado intraclasse, modelos com fatores

aleatorios, planejamento 6timo, repeticées, réplicas.

" Departamento de Estatistica - Universidade de S&o Paulo, Brasil. Correspondéncia: jmsinger@ime.usp.br
2 Departamento de Estatistica - Universidade de S&o Paulo, Brasil.

3 UNIFESP e Departamento de Estatistica — Universidade de Sdo Paulo, Brasil.
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1. Introducao

O objetivo de um estudo realizado pelo Laboratério de Poluicdo Atmosférica
Experimental da Universidade de Sao Paulo (LPAE) é estimar a concentracdao média de
diéxido de nitrogénio (NOz) ao longo de um corredor de dnibus. Em um experimento
piloto, esse poluente foi monitorado em 5 locais dessa via;, em cada local, foram
colocados 4 filtros passivos que geram medidas da concentracdo de NO: por meio de
um processo quimico.

Os dados estao dispostos na Tabela 1.

Tabela 1: Concentracdo de di6xido de nitrogénio (zg/m?®)

Local Concentracdo Local Concentracdo
1 170,6 3 128,4
1 154,7 3 118,1
1 136,4 4 153,9
1 153,1 4 149,1
2 68,0 4 147,5
2 66,4 4 103,8
2 70,3 5 83,9
2 71,1 5 101,4
3 151,5 5 117,3
3 138,0 5 1141

A andlise de problemas em que varias (m) réplicas de uma mesma caracteristica
sdo obtidas em n unidades amostrais (repeticoes) pode ser concretizada por meio de um

modelo de analise de varidncia com um fator aleatério da forma

Yy = Hta t¢€ (1)

em que ai & ~N(0,07) e ej ~N (0,07) sdo independentes, i = 1, ....,nej =1, .., m

Para detalhes, o leitor pode consultar Neter et al. (2005, cap 25), entre outros.
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No estudo descrito acima, as repeticdes correspondem aos locais de coleta (n = 5) e as

réplicas (M = 4) as medidas realizadas no diferentes filtros. O coeficiente de correlacao

intraclasse sob o modelo (1), dado por

p=0;l(0:+07) ()

¢ uma medida de confiabilidade de uma observacdo da resposta conforme indicam
Bartko (1966), Fleiss (1986) ou McGraw and Wong (1996). Fleiss (1986) também
utiliza coeficiente de correlacdo intraclasse de confiabilidade ou simplesmente

confiabilidade para se referira p.

Quando a varidncia das observacdes intra-unidades amostrais, o?, é pequena

e I
relativamente a variancia das observacdes inter-unidades amostrais, g> , o valor de QO
se aproxima de 1; por outro lado, o valor de p diminui, quando Uez aumenta com Jez

fixo. Portanto, quando as observacdes intraunidades amostrais sdo mais homogéneas,
o valor de p se aproxima de 1. Segundo Fleiss (1986), em ensaios clinicos, valores de
L maiores que 0,75 indicam alta confiabilidade e valores menores que 0,4,

confiabilidade baixa. A confiabilidade da resposta de um estudo pode ser aumentada,
se cada um de seus valores corresponder @ média de m réplicas. Conforme comenta
Fleiss (1986), assim como a média de m > 1 observacées constitui um estimador mais
preciso da média populacional do que uma Unica observacao, pode-se dizer que a média
de Mmréplicas é uma medida mais confidvel do que uma Uunica delas. Nesse contexto,

sob o modelo
Yy, =uta +E (3)

Em que Y, =m‘1er":1yij e € =m_1er":1Qj, o coeficiente de correlacdo intraclasse, que

corresponde a confiabilidade da média das m réplicas, é dado por

Pm =0, (07 + a2 m) 4
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Como

P =(MP) /[1+(m-1)p] ()

A confiabilidade da média de m réplicas depende do nimero m de réplicas e de p
e aumenta com o nuimero de réplicas. De (5) conclui-se que o valor de m necesséario

para se atingir uma confiabilidade p,, fixada previamente, é

m=p,1-p) [pA- py)] (6)

Estudos nos quais as médias de observacdes obtidas em duplicata, triplicata, ou,
mais geralmente, em M-plicata, constituem os valores da varidvel resposta sao bastante
freqlientes e exemplos podem ser encontrados em Singer et al. (2007) entre outros. No
experimento piloto realizado pelo LPAE, as observacées foram realizadas em
quadruplicatas e um de seus objetivos era avaliar que nimero (m) de filtros deveria ser
colocado em cada um dos n locais de coleta para se estimar a concentracao média de
NO:2 com uma confiabilidade fixada previamente ou equivalentemente, para obter um
intervalo de confianca com uma amplitude pré-fixada num estudo subsequente.

Singer et al. (2007) utilizaram o modelo (1) para avaliar a influéncia do nimero m
de réplicas na amplitude do intervalo de confianca para a média x4 da variavel resposta.
Esses autores mostraram que a diminuicdo dessa amplitude depende ndo sé do valor de
M, mas também do coeficiente de correlacdo intraclasse ©. Como, em geral, o valor
desse pardmetro é desconhecido, ele deve ser estimado a partir de algum estudo piloto.

O objetivo deste trabalho é propor um planejamento com a finalidade de estimar p.
Na secdo 2, resumimos os resultados obtidos por Singer et al. (2007) e expressamos a
reducdo no comprimento do intervalo de confianca para a média em termos do
acréscimo da confiabilidade da resposta. Determinamos o planejamento que minimiza a
variancia de um estimador de 0 na Secdo 3. Os resultados apresentados nas Secdes 2
e 3 sdo aplicados ao estudo realizado pelo LPAE na Secdo 4. Conclusdes e

consideracdes finais sdo apresentadas na Secdo 5.
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2. Precisao versus confiabilidade na estimacao da média

Singer et al. (2007) mostraram que, sob o modelo (1), a reducdo da amplitude do

intervalo de confianca para média (L, baseada em N medidas obtidas em m-plicata

(m> 1) relativamente a amplitude do intervalo de confianca baseado em m =1 é de

1-p+@- )/ mx100% (7)

Como (7) é uma funcao decrescente de O, a reducao serd tanto menor, quanto maior
for p para um valor de m fixado. Por outro lado, para um mesmo valor de 0, a reducéao
serd maior quando m aumenta. De (5) conclui-se que a confiabilidade da média de m
observacdes é m/[1 + (M - 1) p] vezes a confiabilidade de uma Unica observacdo. Para
um valor de m fixado esse fator € uma funcédo decrescente de p, e para p fixado, a

confiabilidade é uma funcao crescente de m.

O aumento da confiabilidade da resposta corresponde a uma reducao da amplitude
do intervalo de confianca para a média, ou seja, um aumento na precisdo da estimativa
da média. Para ilustrar este resultado, apresentamos na Figura 1, reducdes percentuais
na amplitude do intervalo de confianca e correspondentes aumentos da confiabilidade

para diferentes valores de p, e de m.
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Figura 1: Reducdo na amplitude do intervalo de confianca para |1 e aumento no grau de confiabilidade da
média de m-plicatas relativamente aquele obtido com uma tnica medida (m= 1), para diferentes valores de
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3. Alocacao 6tima para estimacao de PO

Seja N = m x N o numero total de observacodes, fixado a partir de consideracoes
(custo, por exemplo) sobre o fendbmeno sob investigacdo. A questdo que vamos
responder é: quais devem ser os valores de M e N para que a variancia do estimados de
L seja minima? Consideramos o seguinte estimador baseado na anélise de variancia

para o modelo (1):

QMA-QMR
QMA+(m-1)QMR

p= (8)
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em que QMA = (n - 1)" Y LM}, = F.)?, e QMR=(N-n)">" " (y; ¥.)%,
com ¥, =m'Zy, e V.. =N7ZL 3" y,.. Donner and Koval (1980) mostram que a
varidncia de p é

20~ p)*[n+ (N -n)p]?

VA TN —=D)

9)

Para p fixo, V(0)tende ao infinito quando N tende a 1 ou a N. Podemos entéo
afirmar que, dado p, existe pelo menos um valor de n inteiro no intervalo (1, N) que
minimiza (9). Ching (1995) mostra que esse valor é dado por

N = N(N-Dp+2
* [(IN+D+(N-Dg]

(10)

Os valores 6timos de n e de M, dependem do pardmetro 0 que queremos estimar.

Vamos mostrar que é possivel obter um planejamento préximo do 6timo que independe

de O em parte do seu campo de variacdo. Em outras palavras, vamos determinar n tal

que V (0) obtida com esse valor seja préxima daquela obtida quando n=n_, independa

o’

de p. Substituindo n por N ,em (9), a variancia de 0 sob o planejamento 6timo é

n=ny= =0/ 104 20+

(11)

Na figura 2, representamos a funcdo dada em (1), para diferentes valores de N.
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Figura 2: Variancia do estimador ,5 sob o planejamento 6timo para N/ = 30, 60 e 100

0,05 1

N
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)
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0,04 -

0,03 -

0,02 / e TTETER

0,014 /

Variancia sob planejamento 6timo

0,00 -

Dado N, (11) atinge seu valor maximo quando

N-3
0 =

ECEY (42

e utilizando (10), concluimos que o correspondente valor 6timo é n, =(N + 3)/4. Para

valores de N préximos daqueles usualmente empregados na pratica (e.g., N = 40), o

valor n, pode ser aproximado por N/4. Conseqlientemente, quando 0O =(N-3)/[3(N-1)],

o planejamento com n = N/4 e m= 4 esta préximo do 6timo. Para encontrar um

planejamento préximo ao 6timo para outros valores de 0 < p < 1, notemos

primeiramente que, quando N = N/4 e m = 4, podemos concluir de (9), que

V([")\n: N /4) - 2(1_p)2(1+3p)2

3(N - 4) (13)
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Na Figura 3, representamos a expressdes (11) e (13) como funcédo de p, para

N=60 e N=100. Essa figura sugere que, para 0 > 0,2, a variancia de P obtida sob
o planejamento 6timo é préxima daquela obtida com n=N/4. Para fazermos uma

comparacdo analitica das variancias obtidas sob os dois planejamentos, consideremos a

funcao

V(p\n=N/4)
V(p\n=n,)

Rel(p) =

Que tem as seguintes propriedades:

(N-D°
12(N - 4)

a) Rel(0) = —socom N - o

_1\2
a) Rel(1) = jﬂﬂ—ig—-a1,3300m N - oo
3N(N -4)

c) Para N>7, min Rel(p)=1e para N<7,, min Rel(p)<1

Figura 3: Variancia de f) sob o planejamento 6timo e sob o planejamento com n = N/4 para
N = 60e 100
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A funcdo Rel(p) esta representada na Figura 4 para N=20, 40, 60 e 100.

Observamos, por exemplo, que, quando N = 20, Re/(p)< 1,2 para valores de p entre

0,07 e 0,62.

Figura 4 : Funcéo Rel/ ( O ) para N = 20, 40, 60 e 100
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4. Estudo da confiabilidade das medidas de Dioxido de
Nitrogénio

No Estudo descrito no inicio deste trabalho foi adotado o planejamento quase

6timo para estimar O, sendo o nimero total de observacées N = 20. Na Tabela 2

temos os valores de estatisticas descritivas para as concentracoes de NO2 nos 5 locais

de coleta.

Tabela 2: Estatisticas descritivas para a concentracéo de di6xido de nitrogénio (zg/m?) nos cinco locais de

coleta
Local Média Desvio padrao Minimo Mediana Maximo
1 153,7 14,0 136,4 153,9 170,6
2 69,0 2,2 66,4 69,2 71,1
3 134,0 14,2 1181 133,2 151,5
4 104,2 15,2 83,9 107,8 117,3

Da andlise de variancia obtém-se QMA = 4533,2 e QMR = 235,4, concluindo, por

meio de (8), que a estimativa do coeficiente de correlacdo intraclasse é 0= 082.
Substituindo este valor em (13), obtemos V (p) = 0,016. Para que no estudo final a

confiabilidade da resposta seja de 90% utilizamos (6) obtendo m = 2. Este resultado
indica que os valores da resposta em cada local devem ser obtidos como médias das
concentracdes observadas em 2 filtros. Assim, se o numero maximo de filtros
disponiveis for 20, devem ser selecionados 10 locais de coleta, em cada qual 2 filtros
devem ser colocados. A média das concentracdes observadas nesses dois filtros sera
considerada como o valor observado da concentracdo de NO2 nesse local. Quando este
planejamento é adotado, a reducdao na amplitude do intervalo de confianca para y é de
4,6,%.

Os dados da Tabela 2 indicam que tanto a média quanto a varidncia observadas

sao consideravelmente menores no local 2 do que nos demais. Em uma reanalise dos
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dados realizada com a exclusao desses valores obtivemos [)= 055. Nesse caso, para

gue no estudo final a confiabilidade da resposta seja de 90%, deveriamos ter m=8.

5. Consideracdes Finais

Utilizando resultados de Singer et al. (2007), concluimos que o aumento do grau
de confiabilidade de uma resposta obtido a partir do aumento do numero de réplicas
pode também ser quantificado por meio do aumento da precisdo da estimativa da média
(expressa como amplitude do intervalo de confianca correspondente) e que o
conhecimento do coeficiente de correlacao intraclasse é indispensavel para quantificar o

ganho obtido. Para situacbes em que p >0,2, o planejamento com mM=4 réplicas

produz um estimador com varidncia préxima da o6tima. Este resultado foi obtido

considerando o estimador de andlise de varidncia para 0, que pode gerar estimativas

negativas dos componentes de variancia. Embora, na pratica esse tipo de situacao nao
seja comum (em geral, espera-se que a variabilidade entre unidades amostrais seja maior
que aquela intraunidades amostrais), os resultados aqui obtidos se mantém inalterados
com a utilizacdo do estimador de maxima verossimilhanca desse parametro (ver Ching
(1995), por exemplo, para detalhes).

Como no exemplo considerado, as andlises sugerem que o numero de réplicas
esteja entre M = 2 e M =8, o planejamento do estudo final poderia envolver os custos
de obtencao das réplicas em um mesmo local e aqueles relacionados com a selecdo dos
locais de coleta. Resultados apresentados em Singer et al. (2007) podem ser utilizados

para incorporar essa informacao.
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Abstract

In a study designed to estimate the mean nitrogen dioxide concentration along a bus line, m of
passive filters (replicates) are placed in n different spots (repetitions). The analysis of problems with
this structure may be carried out via a mixed model and the range of a confidence interval constructed
in this context depends on the relation between the number of repetitions and replicates as well as on
the intraclass correlation coefficient, that, in general, must be estimated by means of a pilot study. We
show that, for intraclass correlation coefficients larger than 0.2 and number of observations (N=n x m)
of the order of 20 or more, the choice of four replicates corresponds approximately to the design that
minimizes the variance of the estimator. Using data from the study mentioned above, we show how
this result may be employed in the design of an experiment to estimate the mean nitrogen dioxide

concentration with a given precision.
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UMA TIPOLOGIA DE TABUAS DE
MORTALIDADE

Heitor Pinto de Moura Fllho’

Resumo

Tadbuas de mortalidade s&o instrumentos fundamentais para a representacdao de
mecanismos demograficos. Propomos uma tipologia dessas tdbuas a partir de seus critérios de
construcdo. Fazemos uma primeira distincdo entre tabuas “empiricas”, que tém por referencial
populacdes existentes ou que existiram no passado, e tabuas “matematicas”, modeladas sobre
caracteristicas empiricas, mas parametrizadas em funcdo de variaveis demograficas, como o
crescimento natural da populacdo ou sua esperanca de vida ao nascer. Estudos demograficos
fazem uso crescente de combinacées de ambos esses tipos, aproveitando as regularidades
embutidas nas tabuas tedricas para suprir informacoes desconhecidas nos dados em estudo. As
tabuas matematicas sao divididas em composicées de tabuas empiricas (tabuas-modelo), tabuas
derivadas da teoria de populacées estaveis ou quase-estaveis, ou aplicacoes mistas dessas duas
formas. Comentamos sucintamente algumas tabuas construidas para representar a mortalidade

brasileira de 1870 a 1950.

Palavras-chave: demografia histérica; mortalidade; tdbua de mortalidade.
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1. Introducao

...homens ndo morrem em Proporcées exatas, nem em Fracdes...
John Graunt, 1662°

Em que pese ser indubitavelmente verdadeira a afirmacao de Graunt, tdbuas de
mortalidade (ou de sobrevivéncia) sao instrumentos fundamentais para a representacao
dos mecanismos demogréficos.

Uma tdbua de mortalidade agrupa um conjunto de indicadores que quantificam,
sob varios aspectos, a evolucao da mortalidade de um grupo, a medida em que seus
componentes envelhecem: probabilidade de morrer no ano seguinte ao completar certa
idade, numero de sobreviventes que completam cada idade, nimero de 6bitos em cada
idade, entre outras medidas. Do ponto de vista da fundamentacdo metodolégica desta
evolucdo, podemos fazer uma primeira distincao, entre tdbuas “empiricas”, que tém por
referencial populacdes existentes ou que existiram no passado, e tdbuas “matematicas”,
modeladas sobre caracteristicas empiricas, mas parametrizadas em funcao de variaveis
demograficas, como a variacao natural da populacdo ou sua esperanca de vida ao
nascer. Estudos demogréaficos fazem uso crescente de combinacdes de ambos esses
tipos, aproveitando as regularidades embutidas nas tdbuas tedricas para suprir
informacdes desconhecidas nos dados em estudo. Embora possa eventualmente nao
haver maiores diferencas numéricas entre duas tdbuas, uma originada de levantamentos
empiricos e outra calculada exclusivamente a partir de férmulas matematicas, cremos
importante que o usuario desse instrumento ou dos resultados obtidos por sua aplicacao
possa apreciar os alicerces epistemoldgico metodoldgico de uma e de outra.

Qualquer tdbua de mortalidade — empirica ou matematica — pretende representar a
evolucao da mortalidade de certo grupo. No caso das tabuas empiricas, esta seria um
registro da mortalidade efetivamente ocorrida numa populacao real, em algum periodo
passado. O principal critério de sua avaliacdo vem a ser a precisdo com que traduz a
mortalidade ocorrida. No caso das tabuas matematicas, o grupo retratado ndo passa de

uma populacdo abstrata que tenha certas caracteristicas definidas, tais como

2 Em Natural and Political Observations Mentioned in a Following Index, and Made Upon the Bills of
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composicdo por faixas etdrias em certas proporcoes ou taxa de crescimento natural
conhecida. Nao ha sentido em se considerar a precisdo de representacdo como critério
de andlise de uma tdbua matematica, pois, por definicdo, esta sempre satisfaz
exatamente as condicoes desejadas. Ao compararmos tabuas empiricas com tabuas
matematicas, no entanto, surge a questdo da semelhanca entre as duas curvas de
mortalidade. Para efetuar esta comparacdo, torna-se preciso entendermos como uma
populacdo empirica qualquer poderia atingir — e eventualmente manter - as
caracteristicas da populacdo tedérica. Como reverso da medalha, hd a questdao de se
saber qual a curva matematica que melhor representaria certo momento na histdria da
mortalidade de uma populacdo existente. Ao serem estudadas as propriedades
matematicas de populacdoes parametrizadas por sua fecundidade, sua mortalidade ou
sua taxa de variacdo natural, foram desenvolvidos os conceitos de populacées
estaciondrias, estaveis e quase-estaveis, que se tornaram o principal instrumento tedrico
para fazer a ponte entre populacbes virtuais, matematicas, e populacées empiricas,

P 3
estatisticas™.

Mortality, transcrito em Smith & Keyfitz (1977), nossa traducéo.

3 Desde o inicio do século XX, Alfred J.Lotka introduziu o conceito de populacédo estavel. Smith & Keyfitz
(1977) transcrevem trés de seus textos, entre 12 trabalhos sobre teoria de populacdes estaveis. Outras
fontes sobre o assunto sdo: Nathan Keyfitz (1977:77-111) que expde a teoria e analisa diversos tdpicos
pontuais; Ansley Coale (1972) faz um estudo sistematico e formal do tema; S.Halli e K.V.Rao (1992:30-34)
resumem criticamente seus resultados; o Manual |V das Nagcbes Unidas expde a teoria de populacdes
estaveis e propoe diversos exemplos detalhados de célculo (United Nations 1967). Noutro relatério, The
Concept of Stable Population. Application to the Study of Populations of Countries with Incomplete
Demographic Statistics, hd um tratamento abrangente da teoria e sua aplicacdo (United Nations 1968).
Livros-texto, como Shryock e Siegel (1976:316-20, 487-91) e Keyfitz e Beeckman (1984:55-92),
formalizam a exposicao desses conceitos. Hervé Le Bras faz a critica do uso do modelo de populacéo
estavel com referéncia a populacdes histdricas, sujeitas a picos de mortalidade, e desenvolve uma anélise
formal da aproximacao a estabilidade (Le Bras, 1971).

R. Bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 73, n. 236, p.21-46, jan./jun. 2012 23



Em termos de dados, as estimativas de O6bitos e de populacao em risco,
necessarias para o calculo de tadbuas empiricas, dependem da conjugacdao dos trés
principais registros demograficos: censos, estatisticas vitais e controle de migracoes.
Sabemos das dificuldades, mesmo nos dias de hoje, de se obter dados completos e
precisos para cada um desses registros, mas tais empecilhos ndo impediram os
demoégrafos de construir tAbuas por caminhos alternativos, que buscam — cada um a sua
maneira — contornar as falhas das estatisticas referentes a dada populacdo. Embora tais
detalhes da “cozinha” da demografia sejam amplamente conhecidos por demdgrafos de
formacéao, cremos importante explicitar alguns de seus pressupostos, em beneficio de
historiadores e outros usuarios dos resultados obtidos pela aplicacdo dessas tdbuas de

mortalidade.

2. Objetivos

Com o objetivo de esclarecer o leitor mais distante da demografia formal sobre os
multiplos embasamentos, empiricos e teéricos, das tdbuas de mortalidade, propomos
uma tipologia dessas tadbuas a partir de seus critérios de construcdo. Nosso objetivo
aqui nao é reproduzir as explicacbes dos manuais e, sim, buscar esclarecer sobre a
representatividade de cada tipo de tdbua para a andlise da mortalidade de populacoes
atuais ou passadas.

Complementando e exemplificando essa proposta de tipologia de tabuas de
mortalidade segundo suas fontes e método de construcdo, analisamos

comparativamente algumas tdbuas referentes a populacao brasileira do final do século

19 e primeira metade do século 20, como exemplos da classificacdo proposta.

24 R.Bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 73, n. 236, p.21-46, jan./jun. 2012



3. Tabuas empiricas

Desprezando, por ora, as demais funcdoes que constam de uma tdbua de
mortalidade, podemos nos fixar no nimero de pessoas, de um hipotético contingente
inicial — 100.000, por exemplo — cuja evolugcdo acompanhamos ano a ano, a medida em
que envelhecem, isto é, do seu nascimento até a mais provecta idade que haja.

Podemos supor, como primeira hipdtese, que essas 100.000 pessoas tenham sido
pessoas de fato existentes e que, portanto, a tdbua represente seu histérico de vida (e
morte). Tabuas para paises que mantém registros populacionais completos, isto €, que
acompanharam cada pessoa através de todas as etapas de sua vida (como, por
exemplo, na Suécia a partir de meados do século XVIIl) ou que foram calculadas sobre
conjuntos fechados de pessoas (como os nobres ingleses ou os contribuintes da
previdéncia social brasileira) se enquadrariam nesta classificag:éo4. Note-se que, nestes
casos, um unico banco de dados indica o estado bioldgico (se vivo ou morto) e, em
geral, também o estado civil de cada habitante, suprindo tanto a informacdo sobre
6bitos ocorridos como sobre a populacao em risco. Apesar de eventuais discrepancias
(como dupla contagem ou falhas no acompanhamento), esta fonte propicia o Unico
método empirico no qual temos certeza de compatibilidade total entre a populacdo em
risco e os dbitos registrados.

E importante distinguir estas tabuas, calculadas sobre populacées fechadas e,
consequentemente, com informacdao completa tanto sobre o&bitos como sobre a
correspondente populacao em risco a cada época, das pioneiras tdbuas calculadas por
John Graunt (em 1662), Edmund Halley (em 1693) e outros, construidas somente sobre

dados de ébito.

* Ver: sobre a Suécia, G.Utterstrom (1965); sobre os nobres ingleses, T.H.Hollingsworth (1964; 1965);
sobre contribuintes da previdéncia brasileira, K.l.Beltrdo & S.Sugahara (2002). T.H.Hollingsworth
(1969:197-224) cita um grande nimero de tais estudos, referentes a populacées fechadas definidas por
religido, classe social e profissdo, entre outros critérios.
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Um caso especial de tabuas do tipo “histérico de vida” ocorre em estudos de
reconstituicdo de familias. Como, nesses estudos, ndao ha usualmente fontes que
registrem as emigracdes, o tratamento dos dados para apurar a populacdao em risco
exige cuidados. Em seu estudo pioneiro sobre a paréquia de Crulai, na Normandia, nos
séculos XVII e XVIIl, E.Gautier e L.Henry explicitam a condicdo essencial para o calculo
de uma taxa de mortalidade: conhecer-se ndao somente os o6bitos, mas também, por
intermédio de informacdes desvinculadas dos registros de o6bitos, a populacédo
correspondente que estaria submetida ao risco, isto é, que estivesse presente no local
no mesmo periodo em que ocorreram os 6Obitos. Dada a inexisténcia de estatistica de
migracdes, limitam sua amostra de populacao sujeita ao risco a uma subpopulacdo sobre
a qual tém forte presuncado de ter estado presente: a populacdo infantil até 14 anos,
cujos pais se casaram na pardquia e os autores sabem que ainda |4 estavam no ano
seguinte a morte do filho". Seguindo metodologia semelhante, em seu estudo sobre a
paréquia vizinha de Tourouvre-au-Perche, na mesma época, H.Charbonneau calcula a
mortalidade para as criancas até 15 anos sobre cujas familias mantém registros até o
ano seguinte a cada o6bito. Com este expediente, reiine uma amostra de 4488 casos,
agrupados por década do nascimento. Dada a natureza individual dos registros em seu
banco de dados, até consegue classificar os ébitos segundo a profissdao do pai, gerando
tdbuas de mortalidade especificas para cada um desses grupos de criancas
(Charbonneau, 1970:161-181). Para o calculo da mortalidade dos adultos, nos dois
estudos, os autores nao encontraram condicoes de determinar a populacao em risco e

precisaram recorrer a tdbuas-modelo para complementar as informacodes disponiveis.

® Sobre 1615 nascimentos, anotam 578 6bitos e 1037 “perdas de observacao”. “L’étude de la mortalité
dans une paroisse est particuliérement difficile. On connait par les registres, le nombre de personnes de tel
age, mettons 50 ans, qui sont mortes au cours de telle période (...) Mais, pour obtenir un taux de mortalité,
il faut rapporter ces décés a une population (...) celle des personnes qui ont été exposées a mourir dans la
paroisse a 50 ans, c’est-a-dire a I’ensemble des personnes qui (...) ont été présentes dans la paroisse a cet
age. Or, il est difficile de déterminer le nombre d’individus présents dans une paroisse, a un certain dge, au
cours d’une certaine période. A défaut nous avons pensé & nous limiter & I’étude de la mortalité
d’échantillons de personnes pour lesquelles il existe une forte présomption de présence dans la paroisse;
encore faut-il que cete présomption soit tirée de renseignements sans liaison avec la mortalité. Cette
condition impérative restreint, pratiquemente, |'application du procédé aux enfants.” (Gautier e Henry,
1958:159)
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Por extensao desta representacao de histérico de vidas, uma vez calculada uma
tdbua, podemos supor que pessoas nao incluidas neste cOmputo, mas com
caracteristicas biolégicas e sociais semelhantes (habitantes de outros paises
escandinavos, num dos exemplos acima, ou brasileiros nao contribuintes para a
seguridade social, no outro), tenham trajetdrias biolégicas préximas aquela descrita pela
tabua a mao. A mesma tabua, mas agora somente “representativa” da mortalidade de
outra populacado, ndo deve ser confundida (como muitas vezes acontece) com a tabua
em sua qualidade de “histérico de vida”. Enquanto, num caso, os dados da tabua
mostram exatamente a mortalidade ocorrida com o grupo que a gerou, no outro,
somente supomos uma proximidade estatistica entre uma curva de mortalidade
conhecida e outra, desconhecida. Neste uUltimo caso, nao podemos considerar a tdbua
como determinante do que aconteceu aquele grupo especifico. No entanto, dado um
conjunto qualquer de pessoas, vivas e mortas, diferente das que geraram a tabua
original, podemos testar se seu padrao de mortalidade se conforma estatisticamente

R 6
aquele representado pela tdbua".

Um terceiro tipo de tabua de mortalidade decorre de construcdao baseada na
combinacdo de duas fontes distintas de informacéo: levantamentos censitarios, que
aferem a populacdo em risco, e registros de Obitos (dotados de maior ou menor
precisdo). Seria o método “registro mais censo”, o mais difundido para cémputo de
tabuas de mortalidade com abrangéncia nacional. A tdbua é construida a partir da
comparacao dos o6bitos registrados em certa idade, num entorno da data censitdria, com
a populacao recenseada naquela faixa etéaria. Este tipo de tadbua, é claro, se aproxima
tanto mais da tdbua “histérico de vida”, quanto mais precisas e completas forem as
estatisticas vitais e as do censo. Ocorre que nem um nem outro estao isentos de falhas,
principalmente em épocas passadas, dificuldade que marca este método e impde

andlises criticas de sua precisao.

No caso brasileiro, apesar da existéncia de um sistema nacional de registros vitais,

5 Com o surgimento de técnicas matematicas e estatisticas apropriadas, desenvolveu-se a andlise de
sobreviéncia, que dé tratamento estatistico aos conceitos da tdbua de sobrevivéncia/mortalidade, permitindo
aplicacées em qualquer area (medicina, ecologia, controle de estoques etc.) onde se possam empregar as
nocoes de probabilidade de permanéncia versus probabilidade de desaparecimento. O livro The Life Table
and Its Applications, de Chin Long Chiang (1984), é considerado uma das principais referéncia no assunto.
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0 sub registro de 6bitos (assim como de nascimentos) era fato j& conhecido pelos
pioneiros na construcdo de tadbuas de mortalidade. Enquanto Bulhdes Carvalho
acreditava que as estatisticas vitais do entao Distrito Federal — em oposicdao ao que
ocorria noutras regioes do pais — teriam representatividade suficiente para o célculo de
tabuas de mortalidade com razoavel grau de precisdao, Giorgio Mortara insistiu sobre as
falhas do nosso sistema de registros de nascimentos e de 6bitos” Afirmou, em 1957:

“A falta de estatisticas fidedignas dos nascimentos e dos ébitos coloca o Brasil em
condicao de penosa inferioridade no dominio da estatistica demografica internacional...
em consequéncia... todos os dados que foram divulgados nos ultimos lustros acerca da
natalidade e da mortalidade no conjunto do Brasil estao apenas baseados, em parte mais
ou menos ampla, em conjeturas e ndo em levantamentos.” (Mortara, 1957:1)

Esta avaliacdo, todavia, ndo o impediu de estimar diversas tabuas, referente a
periodos desde 1870 até a década de 1950. Lyra Madeira, quase uma década depois,
reafirmava essas falhas dos registros vitais: “A evolucdao demografica brasileira é
conhecida apenas naquilo que os 7 recenseamentos gerais permitem obter. Assim, as
duas componentes demograficas mais importantes, isto é, a mortalidade e a natalidade,
sdo em grande parte desconhecidas.” Sobre as tdbuas calculadas sob a direcdo de
Mortara para as capitais e alguns Estados insistiu: “Nenhuma dessas tdbuas, porém,
pode ser utilizada para a totalidade do pais (Madeira, 1966:86).” Detalhado relatério
internacional sobre fecundidade e mortalidade no Brasil, de 1983, também considerou
serem pouco confidveis as estatisticas vitais anteriores a 1970 (Committee on

Population and Demography, 1983:2,18).

’ Diz Bulhdes Carvalho: “Um némero mais avultado [de populacdo] poderia agradar a vaidade nacional, mas
ndo exprimiria a realidade, sendo facilmente comprovada a sua inexactiddo pelo confronto com as cifras
normaes da natalidade e da mortalidade, — comparacdo essa que demonstra, ao contrdrio, de modo
evidente, a exactiddao approximada dos resultados obtidos no recenseamento effectuado em Setembro de
1920. (...) O confronto da populacdo recenseada em 1920 com o obituario occorido no mesmo anno ...
revela o coeficiente de 19,1 obitos por 1000 habitantes, taxa mortuaria ... assds razoavel para uma cidade
localizada, como é a do Rio de Janeiro, na zona tropical.” (Brasil. Directoria Geral de Estatistica, 1923:XVII)
E Mortara: “Cumpre observar que as tdbuas para o Distrito federal se referem a uma circunscricéo territorial
em que o registro dos nascimentos e dos 6bitos, em 1920, ja estava organizado de maneira bastante
satisfatdria, e compreendia a maxima parte, se nao a totalidade, dos casos que se verificavam. Logo, as
tdbuas de mortalidade do Distrito Federal fornecem uma representacao suficientemente aproximada da
realidade do fenébmeno por elas descrito.” (Mortara, 1940b:675) E sobre o pais em geral: “An almost
insuperable obstacle to the studies on Brazilian demography is the incomplete registration of births and
deaths and the negligence of registration officers, who often omit to notify the central statistical service.”
(Mortara, 1954)
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Na utilizacao do método “registro mais censo”, além dos problemas com a
fidedignidade das informacdes sobre 6bitos, devemos também considerar os problemas
censitarios de subenumeracao das populacdoes em certas idades e, mais importante
ainda, dos erros sistematicos nas declaracdes de idade que distorciam os censos até
muito recentemente. As técnicas de construcdo de tdbuas de mortalidade procuram,
sem dudvida, minimizar tais problemas (por exemplo, pelo agrupamento em faixas
quinquenais, graduacdo de faixas agrupadas e suavizacdo de curvas por diversos
métodos). Independentemente do sucesso dessas técnicas em sobrepor tais
dificuldades, convém ter em mente, ao considerarmos as diferencas conceituais entre
tabuas, quais foram os procedimentos metodolégicos empregados na sua construcdo. A
esses problemas especificos dos dados sobre 6bitos e dos dados populacionais, ainda
devemos acrescentar a necessidade de compatibilizar os limites temporais, geogréaficos e
de cobertura de registro da populacdo onde sobrevieram os ébitos com os da populacdo
recenseada.

Um quarto método de construcao, que evita as falhas dos registros vitais, mas que
sofre duplamente as falhas censitarias, é baseado em dois “censos sucessivos”.
Partindo da populacao existente com idade x no primeiro censo, estima-se a mortalidade
desta faixa etaria pelos sobreviventes com idade x+c, a época do segundo censo,
realizado ¢ anos apdés o primeiro. Este método foi criado e divulgado como uma opcao
factivel e suficientemente aproximada para o célculo da mortalidade em paises sem
registros de o6bitos ou com registros nao confidveis (Coale & Demeny, 1966:6).
Depende, no entanto, de pressupostos fortes: que a populacdo seja absolutamente
fechada a migracdo e — requisito talvez até mais problematico — que o nivel de sub- ou
super-enumeracao, em cada faixa etaria, tenha sido igual nos dois censos. Além disso, o
método ndo permite estimar a mortalidade para idades inferiores ao nimero de anos do
intervalo inter censitario c. Para uma regido sem qualquer informacdo sobre eventos
vitais, este procedimento pode constituir, sem duvida, uma boa aproximacao para o
calculo de sua curva de mortalidade, mas exige uma avaliacao apurada da precisao dos

. ~ ~ . 8
censos empregados, em especial quanto a questdo de erros nas declaracdes de idade”.

8 Sobre a técnica de estimacdo de tdbua a partir de dois censos, ver A.Coale (1984).
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Quadro 1
Tipologia das tabuas de mortalidade — as tabuas eringas

Catgg?:la Tipo Método Exemplos / Referéncias
Registro universal * Suécia a partir de 1750 (Utterstrom, 1965)
para todo um pais * Bélgica a partir de meados do século XIX
histérico . nobre_za i_nglesa (HoI_Iinsworth, 1954; 1965) o
de vida populacdo fechada <« contribuintes do sistema previdenciario brasileiro
(Beltrdo & Sugahara, 2002)
reconstituicdo * Crulai (Gautier & Henry, 1958)
de familias » Tourouvre-au-Perche (Charbonneau, 1970)
* célculos atuariais referentes a projecéo de nibaidd
de populagbes em vida, baseados em tabuas-padrao
tabua representativa e estudos de demografia histérica sobre populacdes
Tébuas cujas caracteristicas demogréaficas associamos a
empiricas populagBes com tabuas calculadas
* Brasil-Capitais; Brasil-DF 1920 BulhBes Carvalho
(Brasil. Directoria Geral de Estatistica, 1928)
registro de 6bitos mais censo (Mortara, 1940b)
* Brasil-DF; capitais 1940 G.Mortara
* Brasil IBGE, tbuas nos anos censitarios desdé 197
* Brasil 1870-1890 G.Mortara (1940a; 1941a; b)
Censos sucessivos * Brasil 1890-1920 G.Mortara (idem anterior)
* Brasil 1940-1950 G.Mortara (1952; 1957)
técnica para calcular filhos tidos, * Mortara (1956)

mortalidade infantil filhos Mortos  * W.Brass (1968:88-139)

G.Mortara, também neste campo, mostrou-se pioneiro ao realizar, na década de
1950, avaliacbes de mortalidade a partir de dois recenseamentos. Nas suas préprias

palavras:

Persistindo a falta de estatisticas fidedignas dos nascimentos e dos 6bitos para a maior
parte do Brasil, torna-se indispensavel aproveitar todos os elementos apropriados para trazer
informacdes sobre esses assuntos, que podem ser obtidos com o auxilio dos dados dos censos
demograficos. O presente estudo visa justamente a obter estimativas dos niveis da mortalidade
pela comparacao entre os resultados dos dois Ultimos censos.

(Mortara 1953)

O Quadro 1 resume estes comentarios de forma esquematica.
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Até aqui, tratamos de métodos que podemos agrupar num grande grupo de tadbuas
“empiricas”, ja que, de uma forma ou de outra, derivam simultaneamente de dbitos
registrados e de populacoes existentes. Tais dados sao compilados em registros
estatisticos, ou seja buscam na prépria populacdo as referéncias para construir as
curvas de sua mortalidade. Técnicas matematicas sdao, sem duvida, aplicadas na sua
construcdao, mas unicamente para corrigir distorcoes percebidas (falhas na informacées
de idade, por exemplo) e “suavizar” a curva obtida com a informacao empirica. O nivel
de mortalidade ndo é definido através de pardmetros ou formulacées matematicas.

Outra distincdo conceitual inerente a tdbuas de mortalidade torna-se importante ao
analisarmos épocas de mudancas demograficas mais acentuadas, isto é, épocas em que
as taxas de fecundidade total e de mortalidade total ndo se mostram estaveis. Trata-se
do entendimento de uma tadbua como indicativa da mortalidade, em certo momento, de
um conjunto de pessoas de vérias idades, isto é, a tAbua como uma “visdo corrente”
das caracteristicas de toda uma populacao, em oposicao a tdbua como indicativa do que
aconteceu ou acontecerd a um grupo etario especifico, a medida em que envelhece, isto
é, a tdbua como uma “visdo de coorte”. No primeiro caso, as caracteristicas de
mortalidade valeriam para toda a populacao considerada, mas somente para um periodo
restrito e, no segundo, valeriam por toda a vida, mas somente para aquela coorte. Em
épocas de alteracdoes importantes na dindmica demogréafica, a conjugacado dessas duas
perspectivas sobre a curva de mortalidade ajuda a entender melhor que subgrupos estao
sofrendo as mudancas e como se comportam sua mortalidade especifica e a da

populacao como um todo.

4. Tabuas Matematicas

As tabuas do segundo tipo, que chamamos de “matematicas”, podem ser
derivadas exclusivamente de pressupostos tedricos, da teoria de populacdes estaveis ou
quase-estaveis, ou podem combinar estas hipdéteses com tdbuas-modelo, empregadas
como base para determinar as “formas gerais” da curva de mortalidade. A teoria das

populacdes estaveis ou quase-estaveis demonstra a existéncia de relacdes légicas entre
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combinacdoes de taxas de natalidade e de mortalidade e a composicao etaria que atingira
uma populacao submetida permanentemente aquelas taxas®.

Ao contrario das tdbuas empiricas, as matematica sao parametrizadas, usualmente
por uma e as vezes por mais variaveis, de modo a definir um conjunto de tabuas que,
dado um formato geral ou um critério teérico, correspondam exatamente a certos niveis
de mortalidade ou de esperanca de vida ao nascer. Entretanto, tém necessariamente um
embasamento empirico na sua construcao, pois buscam sempre um formato de curva de
mortalidade biologicamente plausivel, isto é, que corresponda ao fendmeno empirico
verificado em qualquer populacdo humana. Este formato tem por caracteristicas
principais uma mortalidade infantii mais alta do que a dos adolescentes, um
recrudecimento da mortalidade para jovens adultos e um aumento gradativo da taxa
especifica de mortalidade dos adultos, a medida do seu envelhecimento. Além disso, as
curvas para mulheres mostram-se quase sempre abaixo das curvas para homens.
Praticamente todas as curvas de mortalidade conhecidas seguem estas grandes linhas.

Além dessa conformacao geral, a construcdo de tadbuas-modelo se restringe a
combinacoes plausiveis de mortalidade em cada faixa etaria, ou seja, adota limites
minimos e maximos histéricos para gx, a probabilidade de 6bito no ano seguinte ao
momento em que cada pessoa completa a idade x. Ademais, nem toda combinacao de
valores de gx (ao variar x) é possivel, pois sabe-se empiricamente que curvas de
mortalidade, por exemplo mais préximas do limite historicamente maximo, dificiimente
apresentariam, para algum x, gx muito distante desse limite e, portanto, com valor mais

‘- . . . . . 10
préximo do limite historicamente inferior .

° “As Lotka has demonstrated, a population with constant birth rates and constant mortality rates will

exhibit constant proportions of numbers in the different sex-age groups, which are determined by the birth
and mortality rates. It has been further demonstrated that changes in mortality, unless they are very radical,
have only slight effects on this stable age structure. Hence, an estimate of the birth rate, combined with a
very rough estimate of the death rate, suffices to construct an approximate age distribution if it can be
assumed that the birth rate has been nearly constant for a long period. (United Nations, 1956:17)”

10 “So far as is known, at each age x there are upper and lower limits such that, in the past (and the
foreseeable future), the gx at that age for human populations has never exceeded the upper limit nor fallen
below the lower. It might be supposed then that a set of q values such that, at each age, the gx was within
the permissible limits for that age, might be the basis of a life-table for some population. Observed sets of
q’s suggest otherwise. Such factors as the social, economic and cultural conditions of a population to some
extent tend to influence the mortality level at every age so that if a country has a value of gx near the lower
limit at some age, it is likely to be near this limit at other ages also, and it is extremely improbable that at
any age it might be near the upper limit.” (Carrier e Hobcraft, 1971:7)
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Assim como ocorreu com algumas das técnicas de construcao de tdbuas
empiricas, o desenvolvimento deste tipo de tdbuas surgiu como um recurso para a
andlise da mortalidade em paises com registros vitais e processos censitarios
deficientes. Desde a década de 1940, um grupo na Universidade de Princeton se
preocupou com a modelagem de tais tdbuas, desaguando estes estudos nos trabalhos
que Ansley Coale e Paul Demeny publicaram em 1966, no seu Regional Model Life
Tables and Stable Populations (Coale & Demeny, 1966), a mais citada referéncia sobre
tabuas-modelo e também sobre populacdes estaveis.

As primeiras tdbuas-modelo, no entanto, foram publicadas pelas Nacées Unidas. A
partir de 1952 até a década de 1980, as Nacdes Unidas publicaram e revisaram tdbuas
parametrizadas, representativas da mortalidade em diversos paises, dentro de seu
programa de divulgacdao e padronizacdo de técnicas demograficas (United Nations,
1952; 1955; 1956; 1967; 1968; 1983). O fundamento empirico dessas tdbuas das
Nacoes Unidas (bem como das de Coale e Demeny) provém de um conjunto de

numerosas tdbuas, representativas de varios paises, que serviu de base para regressoes

entre as probabilidades de morte no ano seguinte, a cada idade (gx) e uma variavel-

ancora (por exemplo, gio ou ey, a esperanca de vida ao nascer). Os resultados dessas

regressdes foram em seguida usados para definir formatos médios das curvas de
mortalidade, isto é, proporcdes entre as mortalidades especificas em certas idades, que,
em conjunto, definem “férmas” as quais uma curva de mortalidade deveria aderir para

III

“nao fugir a experiéncia geral”. Cada uma das curvas de um formato analogo apresenta
certo nivel de mortalidade e, portanto, certa esperanca de vida. Ao inverter o sentido
dessa informacdo, partindo de um nivel de mortalidade dado (ou equivalentemente de
um nivel de esperanca de vida) para se chegar a curva que cumpra este requisito, criou-
se o sistema de tdbuas-modelo de mortalidade.

Dentre os possiveis formatos gerais de curvas de mortalidade que estudaram,
Coale e Demeny selecionaram 4 familias de tabuas, nomeadas como Norte, Sul, Leste e
Oeste, que agrupavam curvas de mortalidade assemelhadas. Estas familias de tdbuas
sdo aplicadas até hoje como representativas de padroes distintos de mortalidade. A

validade geral dessas 4 familias, no entanto, sofre algumas criticas. Uma primeira diz

respeito as fontes de dados empregadas para chegarem as curvas “médias”, ja que
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a maioria dessas tdbuas se referem a paises europeus, devido a pequena disponibilidade,
na época, de tadbuas de outras regides. Uma segunda, mais geral, argumenta que é
improvavel que somente esses 4 formatos representem todas as experiéncias de
mortalidade existentes. Essas dificuldades motivaram William Brass a propor um sistema
de tdbuas com dois parametros definidores do formato das curvas, permitindo ajustes
mais flexiveis a situacoes empiricas especificas, em especial com relacdo a diferentes
combinacoes de mortalidade infantil e mortalidade adulta (Brass & Coale, 1968:122-
135). Esta questao, alids, € um dos problemas que mais comumente ocorrem na andlise
de contextos individuais. O estudo de 1983 do Panel on Brazil, do Committee on
Population and Demography (mencionado adiante), apds analisar os dados sobre a
mortalidade brasileira a partir de diversos métodos de estimacao, opta por combinar uma
modelagem em que a mortalidade infantil segue a familia “Sul” de Coale e Demeny,
enquanto a mortalidade adulta segue a familia “Oeste” (Committee on Population and

Demography, 1983:89).

Sully Ledermann, do /nstitut National d’Etudes Démographiques (INED) francés, foi
pioneiro em buscar uma formalizacdo genérica, aplicdvel a qualquer padrdao de
mortalidade, através de um indicador Unico (Ledermann e Bréas, 1959). Seu estudo,
baseado em técnicas de andlise fatorial, mostra que as 157 tdbuas que compilou, de
paises em diversos estagios de desenvolvimento demografico e em diversas épocas,
poderiam ser adequadamente representadas (com altos graus de explicacao) por uma sé
dentre as seguintes varidveis: a esperanca de vida ao nascer, a mortalidade de ambos os
sexos entre O e 5 anos ou ainda a mortalidade de mulheres adultas entre 20 e 50 anos.
Sua técnica foi postumamente traduzida em um conjunto de tdbuas-modelo por Hervé le
Bras (Le Bras 1968; Ledermann 1969). Estas tdbuas, embora citadas em trabalhos
franc6fonos, ndo obtiveram a notoriedade das tadbuas publicadas nos Estados Unidos,
em mais um exemplo das barreiras “extra-académicas” impostas a producao intelectual
fora da comunidade anglo-saxfénica. Seguindo esta trilha, demdgrafos do INED
produziram novo sistema de tabuas-modelo, com parametrizacao tripla, de nupcialidade,
fecundidade e mortalidade (Demonet, Dupaquier et al., 1977), que permite um ajuste
“inteligente”, isto é, explicdvel metodologicamente, a uma grande variedade de

situacoes empiricas.
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A partir dos anos 1970, demdgrafos brasileiros passaram a buscar um sistema de
tabuas-modelo adaptado as condicdes brasileiras. Em que pese a existéncia de poucas
tdbuas brasileiras calculadas pelo método “registro mais censo” (22), desigualmente
distribuidas entre 1920 e 1970 e entre as diversas regides do pais (cobrindo algumas
capitais e o Estado de Sao Paulo), Luiz A.M.Frias e Paulo Rodrigues calcularam uma
familia de tdbuas, parametrizadas por uma varidvel — a esperanca de vida ao nascer — e
com representatividade estatistica para toda a gama de niveis de mortalidade (Frias e
Rodrigues, 1980).

A grande investida em estudos das populacdoes dos paises menos desenvolvidos,
principalmente em centros norte-americanos, durante as duas décadas posteriores a
1950, época do medo da “explosdo demogréafica”, gerou outro grupo de técnicas, de
estimacdo de fecundidade e de mortalidade a partir de pesquisas sobre o nimero de
filhos tidos, filhos ainda vivos e filhos tidos no dltimo ano. Tais dados, combinados com
tabuas-modelo e técnicas de populacbOes estaveis propiciaram o cdlculo de tabuas de
mortalidade. Apesar de ter sido Mortara (1956) pioneiro em *“utilizar proporcoes de
criancas mortas, entre todos filhos tidos, conforme relatado por mulheres de varias

idades, como um indicador de mortalidade infantil"ll

, foi William Brass quem primeiro
formalizou a técnica e a aplicou com sucesso, num grande projeto de estudo da

populacdo da Africa tropical (Brass, Coale et al., 1968).

n Segundo o Panel on Brazil, do Committee on Population and Demography, “Mortara foi o primeiro a

utilizar proporcoes de criangcas mortas, entre todos filhos tidos, conforme relatado por mulheres de varias
idades, como um indicador de mortalidade infantil. Brass desenvolveu esta idéia, propondo um
procedimento que permitia converter as proporcdes observadas de criancas mortas em probabilidades de
morrer entre o nascimento e certa idade exata x, numa tdbua de sobrevivéncia. (Committee on Populatoin
and Demography, 1983:26) Este Panel on Brazil estava composto por Carmen Arretx (Celade), William
Brass (London School of Tropical Medicine), José Alberto Magno de Carvalho (Cedeplar-UFMG), Valéria da
Motta Leite (IBGE), Thomas W. Merrick (Georgetown University) e Axel |. Mundigo (México).
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Quadro 2
Tipologia das tabuas de mortalidade — algumas tabsamatematicas

Categoria Tipo Método Exemplos / Referéncias
geral
sistema de parametro Gnico * S.Lederman e J.Bréas (1959)
(€0, 590, 200 30), calculado por
anélise fatorial * S.Lederman (1969)
* tdbuas-modelo genérica,
Nac¢des Unidas
gy calculadas como regressdo 4 familias de tAbuas-modelo,
Modelo empirico sobre taxas de tabuas Coale e Demeny (1966)
empiricas .
e tdbuas-modelo para a
experiéncia brasileira, 1920-
70. Frias e Rodrigues (1980)
Tabuas modelo logito, de 2
matematicas parametros, sobre curva * W.Brass (1968:88-139)

empirica

sistema de tadbuas
parametrizadas por uma
variavel

* populacdes estaveis de Coale
e Demeny (1966)

Populagéo estavel — -
ou quase-estavel ~ sistema de tabuas

parametrizadas por 3 * M.Demonet, J.Dupaquier,
variaveis (nupcialidade, H.Le Bras (1977)
fecundidade e mortalidade)

tabua teodrica aferida para
parametros censitarios de * E.Arriaga (1976)
paises latino-americanos

Aplicacéo de
populacgédo estavel

Em termos metodolégicos, vimos importantes diferencas entre tdbuas empiricas,
construidas sobre dados estatisticos, e tabuas tedricas, aplicacoes de regras
matematicas que buscam parametrizar variadas condicbes de mortalidade. Quanto ao
resultado numérico derivado de uma ou de outra, as diferencas podem mostrar-se
pequenas ou mesmo desaparecer. Assim, embora as questdes epistemoldgicas
permanecam como um pano de fundo a nos lembrar a origem daquela tabela numérica,
o valor instrumental precipuo de uma tdbua de mortalidade consiste em sua precisao na
representacdo da mortalidade de certo grupo, em certo periodo. Esta precisdo podera
decorrer tanto de uma contagem apurada de eventos reais, quanto da adequacao de
uma férmula matematica aplicada a dados empiricos. A metodologia empregada torna-
se, neste ponto, mero recurso heuristico ou argumentativo, pois o importante é

representar o0 mais precisamente possivel a mortalidade desconhecida.
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5. Algumas tabuas de mortalidade brasileiras

A primeira tdbua de mortalidade para a populacdo brasileira foi estimada sobre
dados censitarios apurados para 1920 e os registros de 6bitos das capitais referentes ao
mesmo ano, por José Luiz Bulhées Carvalho, que entdo dirigia a Diretoria Geral de
Estatistica. Ele calculou trés tabuas (para homens, para mulheres e para a populacao
total) em duas regides geograficas (no Distrito Federal e num conjunto de capitais,
incluindo o préprio DF), totalizando 6 tabuas.

Duas décadas depois, G.Mortara estimou tadbuas (com homens e mulheres em
conjunto) para 1870-1890 e para 1890-1920, com base nas populacdes apuradas nos
censos e em estimativas de natalidade e mortalidade médias nesses periodos
intercensitarios. Ou seja, fixou uma natalidade geral média ao longo de todo o periodo,
estimando a mortalidade pelo nimero de sobreviventes computados nos censos de
1890 e 1920. Mortara estimava que o censo de 1920 havia sido superenumerado,
possivelmente a partir de “ajustes” arbitrarios, ndo explicitados nas publicacées. No
entanto, quanto aos censos de 1872 e de 1890, que empregou na estimativa da
natalidade e da mortalidade média do Brasil, considerou que, na opiniao “dos
competentes”, “[estes censos] sao efetivamente bastante préximos da
verdade...”(Mortara, 1941b:511), o que sabemos ser um otimismo oficialista algo
exagerado.

Ao final da década de 1960, dentro do programa de longo prazo de estudos sobre
demografia latino-americana mantido pelo International Population and Urban Research-
Institute of International Studies da Universidade da California em Berkeley, Eduardo
Arriaga calculou novas estimativas para homens e para mulheres, referentes aos anos
de 1872, 1890, 1900, 1920, 1940, 1950 e 1960, com base nas distribuicGes etarias
dos censos, depois de ajustadas para retificar os erros de declaracdo de idade e de

subenumeracao que identificou.
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Quadro 3

Brasil. TAbuas de mortalidade referentes ao periodde 1870 a 1920

Perlogo Qe Autor Sexos Fontes, metodologia e referéncias bibliograficas
referéncia
H M Registro de 6bitos das capitais e populacéo em risco
Bulhdes Carvalho H:FM, segundo o Recenseamento de 1920 (Brasil.
1920 Directoria Geral de Estatistica, 1928)
Bulhdes Carvalho, . . . »
: idem, suavizadas por ajuste matematico (Mortara,
com ajuste de H+M 1940D)
G.Mortara
1870-1890 e Populag@es censitarias e 6bitos reconstituidos a
Giorgio Mortara H+M partir de hipotese de natalidade geral (Mortara,
1890-1920
1941b)
anos DistribuicBes etéarias por grupos decenais a partir dos
censitérios de  Eduardo Arriaga H M dados censitérios corrigidos para subenumeragao.

1872 a 1960

I, calculados pela equagéo de populacdes estaveis.
(Arriaga, 1976)

Para construir suas tabuas, E. Arriaga se vale de resultado da teoria de populacdes

estaveis, utilizando as distribuicdes relativas da populacao por grupos etarios decenais,

entre 10 e 59 anos, e a taxa de crescimento natural da populacdo. As notdrias

dificuldades de subenumeracao de criancas e de velhos seriam assim contornadas. Além

disso, os calculos ndo seriam afetados pela existéncia de subenumeracao, contanto que

o percentual desta seja igual em todos os grupos etarios decenais. Ha outros dois

condicionantes: a constancia da fecundidade no periodo anterior e a insignificancia de

migracoes. No caso do Brasil até 1920, a primeira condicdo estaria naturalmente

satisfeita. Para contornar a segunda dificuldade, Arriaga utilizou os dados censitéarios

referentes a brasileiros natos.
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As curvas de probabilidades de morte, gx, construidas por Arriaga nao apresentam
a caracteristica “barriga” de baixas probabilidades de morte nas idades entre 1 e 15
anos. A partir dos 20 anos, no entanto, as trés curvas se aproximam. Esta discrepancia
com relacdo as tdbuas de Mortara deve-se, entre outros fatores, ao método de calculo
agregado (em faixas decenais) que empregou. Lembramos que a tdbua de Mortara
referente ao periodo setembro de 1870-setembro 1890 corresponderia, numa média
pontual, a uma base em setembro de 1880. Da mesma forma, a tdbua referente ao
periodo setembro de 1890-setembro de 1920, corresponderia a uma base em setembro
de 1905.

Figura 1
Tabuas referentes ao periodo 1870-1920:

probabilidades de morte por faixas etarias (o, 4Q1 e 5Qx, para x=5,10,...80)

1870 — 1900 1920

1,00 1,00

\ ---- 0,10 k\‘

———EA 1872
= ==GM1870-90
—— EA 1900

e— GM1890-1920
0,01 0,01

0 5 15 25 35 45 55 65 75 0 5 15 25 35 45 55 65 75

= = =EA1900
—EA 1920
w— BCGM-df1920

Fontes: As mencionadas no Quadro 3.

A principal diferenca entre os dois grupos de tabuas reside no intervalo de 1 a 15
anos, o que podemos evidenciar pela comparacao entre esperancas de vida, calculadas
por nés nas idades O e 20 (V. Quadro 5). Enquanto as esperancas de vida ao nascer
mostram discrepancias mais importantes entre as tdbuas de cada estudioso (diferenca
de 3,2 anos ou 8,5% da e20 média), tais discrepancias se reduzem significativamente

aos 20 anos (diferenca de 1,8 anos ou 2,5% da e 20 média).
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Em 1940 foi realizado censo considerado bastante preciso, especialmente com
relacdo ao histérico brasileiro até entdo. O de 1950, no entanto, teria sofrido mais com
problemas de subenumeracdo. Quando ao de 1960, seus resultados detalhados sé
foram publicados duas décadas depois, prejudicando o computo de tdbuas na época.
Além destas dificuldades censitarias, permaneciam as falhas nos registros de 6bitos e de
nascimentos, mantendo o calculo de tdbuas de mortalidade como um exercicio
envolvendo algum malabarismo demografico. Sobre este periodo, mencionamos as

tabuas listadas no Quadro 4, construidas por diversos métodos.

Quadro 4
Brasil. Algumas tdbuas de mortalidade referentes aperiodo de 1936 a 1950
Periodo
de Autor Sexos Fontes, metodologia e referéncias bibliogréficas
referéncia

Eduardo Arriaga H, M Idem Arriaga Quadro 3

Referente a populacéo do Distrito Federal, com ébitos
do periodo 1939-41, elaborada pelo Servico Nacional
de Recenseamento; tabua T13 em Mortara (1946) ou
tabua TS-V-1 bis H em Mortara (1945).

SNR DF 1939-41 H M

1940 Nivel de mortalidade infantil estimado pela técnica de
filhos tidos (United Nations, 1983); curva distribuida
conforme o0 modelo “Sul” de Coale; nivel de

H, M mortalidade adulta estimada pela analise comparativa
de niveis de mortalidade obtidos segundo diversas
técnicas, distribuida conforme o modelo “Oeste”
(Committee on Population and Demography, 1983)

Committee on
Population and
Demography
(CPD)

Tabua calculada por comparag8es de grupos etarios
1936-40  George J. Stolnitz  H, M guinguenais em 2 censos sucessivos.
Transcrita em Mortara (1957:3)

Tabua calculada pela comparacéo entre os censos de

1940-50  Giorgio Mortara H 1940

e de 1950. Mortara (1957:8)

Eduardo Arriaga H, M Idem Quadro 3 (Arriaga 1976)

G.Mortara 1949-51 H, M Mortara (1952)

1950 Estimativas por componentes demograficos sobre

Celade 1950-55 H, M dados fornecidos pelo IBGE (censo, registro vital,
PNAD e DHS).

CPD H M Idem CPD acima

Nota: Com excecdo da tAbua SNR DF 1939-41, todasdesnais séo apresentadas como representando a
mortalidade da totalidade da populagéo brasileira.
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Na figura 2, vemos algumas semelhancas de formato entre as curvas de G.Stolnitz
e G.Mortara, construidas por comparacdes entre as populacées em faixas quinquenais,
num mesmo ano no caso de Stolnitz e entre 1940 e 1950, no caso de Mortara. Ficam
ambas, contudo, em niveis mais altos de mortalidade do que as demais curvas. Mortara
identificou uma mortalidade excessiva em cerca de 21% as estimativas oficiais na tédbua
produzida por Stolnitz.

As tadbuas de E. Arriaga para este periodo foram obtidas pelo mesmo método ja
mencionado, baseado na distribuicdo da populacdo nos momentos censitarios, em faixas
decenais. As do Servico Nacional do Recenseamento foram construidas pelo método
tradicional de “registro mais censo”. As curvas do Celade e do CPD buscaram fontes
variadas para cada componente demografico ou para aferir niveis diferenciados de
mortalidade por grupo etdrio, sendo que esta ultima chega aos mais baixos niveis de
mortalidade entre todas as curvas. E de se notar que as curvas do SNR e do CPD, ao
contrario da de E. Arriaga, apresentam a reduzida mortalidade na faixa dos
adolescentes, sendo que a do CPD se descola das outras duas a partir dos 20 anos,
permanecendo bem abaixo delas.

Figura 2
Brasil. Tabuas referentes a 1940:

probabilidades de morte por faixas etérias (o, 41 e 5(x, para x=5,10,...80)

Curvas de G.Stolnitz e G.Mortara Curvas do SNR, CPD e E.Arriaga
1,00 T—r—T—T—T—T— ) 1,00 T —
7
S N\
0,10 0,10
, Arriagal940-H
| GJS 1936-40
— SNR-1940-DF
e GV 1940-50
Comm Pop 1940
0,01 0,01
0 5 15 25 35 45 55 65 75 & 0 1 5 1015 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85

Fontes: As mencionadas no Quadro 4.

Estas diferencas se refletem nas seguintes esperancas de vida ao nascer, aos 20 e

aos 60 anos (calculadas por nés):
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Quadro 5
Esperancas de vida ao nascer, aos 20 e aos 60 anos de idade, para
diversas tabuas de mortalidade

Tabua € €50 €50
CPD 44,3 40,7 12,6
SNR 40,8 36,2 12,0
G.Mortara 39,3 37,6 12,2
E.Arriaga 36,1 35,8 11,7
G.Stolnitz 34,2 33,7 10,3

Fonte: Dados nas fontes mencionadas no Quadro 4.

Trazemos estes indicadores como ilustracdo das marcadas diferencas entre as
tabuas, sem buscar as razbes para tais diferencas, o que nos levaria além dos limites

deste trabalho .

Conclusoes

Cremos ter mostrado como cada metodologia para calculo de tdbuas de
mortalidade busca apoiar-se, nessa construcdo, em dados empiricos e balizamentos
tedricos bastante distintos. Entender como cada tdbua foi construida é pré-requisito
importante para uma analise informada dos resultados obtidos. Com estes comentarios,
esperamos ter motivado os usudrios das tabuas de mortalidade, em especial daquelas
relativas ao passado mais distante (quando havia menor padronizacao censitaria e, até,
auséncia de registros demograficos) para o interesse em conhecer-se as fontes de dados

e os procedimentos metodolégicos com os quais foram construidas.
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Abstract

Mortality tables are fundamental instruments in representing demographic mechanisms.
We propose a typology of these tables based on their construction criteria. A first distinction is
made between “empirical” tables, which refer to existing or past populations, and
“mathematical” tables, modeled on empirical characteristics, but parametrized as function of
demographic variables, such as the natural growth of the population or its life expectancy at
birth. Demographic studies increasingly use combinations of both these types, benefiting from
the regularities proper to theoretical tables to complete information unknown in the data under
analysis. The mathematical tables are divided into compositions of empirical tables (model
tables), tables derived from the theory of stable or quasi-stable populations, or applications of
both these forms. In conclusion, summary comments are made on some tables built to represent
Brazilian mortality from 1870 to 1950.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é analisar o desempenho dos principais métodos utilizados no
célculo de riscos em um portfélio, sendo eles o teste de estresse (stress test), a perda maxima
(Maximum Loss ou MaxLoss) e o valor em risco (Value-at-Risk ou VaR), sob a presenca de
heteroscedasticidade e longa dependéncia na volatilidade. Consideramos um portfélio formado
por acoes de quatro empresas e utilizamos o modelo CAPM para estimar os pesos dos ativos no
portfélio. Para o calculo do VaR consideramos a abordagem econométrica onde a variancia
condicional é modelada através de modelos FIEGARCH. Para esta analise consideramos dados
observados entre janeiro de 1995 e dezembro de 2001, periodo em que a volatilidade apresenta
longa dependéncia e estacionariedade.
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1. Introducao

z

Em termos financeiros, risco é a possibilidade de que um investimento tenha um
retorno diferente do esperado, incluindo a possibilidade de perda de uma parte ou até
mesmo de todo o investimento original. Formalmente, dado um espaco de probabilidade
(Q,F,P) eo conjunto L°(Q, F,P) de todas as variaveis aleatérias sobre (0, F) que sdo
finitas em quase toda parte, riscos financeiros sao representados por um conjunto
M CLO(Q,T,P) de varidveis aleatérias que interpretamos como perdas do portfdlio
sobre o horizonte de tempo h. Nesse contexto, uma medida de risco com dominio M é
uma funcéo real p: M’ — R.

Medidas de risco sao utilizadas, por exemplo, na determinacdo do capital em risco
ou ainda, quando deseja-se limitar os riscos aos quais a instituicdo financeira esta
exposta (McNeil et al., 2005). A medida mais utilizada (mas nao a Unica) para medir o
risco ou a volatilidade de um determinado investimento é a varidncia (variancia
condicional ou desvio padrao) da rentabilidade histérica. Em termos estatisticos, a
volatilidade pode ser vista como a possibilidade do valor de um ativo cair ou subir
muitas vezes, de forma significativa, em um determinado periodo de tempo. Quando
definimos a volatilidade como sendo a varidncia da rentabilidade histérica de um
investimento, obtemos uma medida de volatilidade absoluta. Essa medida varia com o
periodo de tempo determinado, de forma que na hora do célculo, o periodo escolhido é
de vital importancia. Além de medidas de volatilidade absoluta, existem também formas
de avaliar a volatilidade de forma relativa, ou seja, em relacdo a volatilidade do mercado,
por exemplo. A medida mais usada é o coeficiente § do modelo CAPM, que mede a
volatilidade de um ativo frente a um indice de mercado.

Os métodos mais utilizados no mercado para calcular medidas de risco baseiam-se
na suposicao de distribuicao normal para os processos de inovacao. Um dos problemas
apresentados neste método é que essa funcao de distribuicdo possui caudas mais leves
que as observadas em séries temporais financeiras, subestimando assim as perdas.
Dentre as medidas de risco mais utilizadas estao o valor em risco (Value-at-Risk ou VaR)

e o valor em risco condicional (CVaR ou Expected Shortfall). Até pouco tempo atras, os
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modelos para VaR e CVaR assumiam que os retornos de acbdes eram normalmente
distribuidos. Muitas distribuicdes alternativas vém sendo propostas na literatura. Mesmo
utilizando distribuicoes de caudas mais pesadas para modelar os retornos financeiros,
sabe-se que as medidas de risco ficam subestimadas para probabilidades de ocorréncia
pequenas (eventos extremos).

Outra ferramenta amplamente utilizada para medir os riscos de um portfélio sdo os
denominados testes de estresgstress tegt Os testes de estresse néo sdo influenciados
por caudas pesadas pois ndo baseiam-se em hipéteses sobre a funcdo de distribuicao
das mudancas de fatores de risco. Como tais testes ndo quantificam a probabilidade de
ocorréncia de cendrios individuais, eles sdo utilizados como ferramenta auxiliar para
verificar e complementar as estatisticas do tipo medidas de risco como, por exemplo, o
VaR. Mesmo assim, os cendrios precisam ser minimamente plausiveis e para isso é
necessaria uma idéia, ainda que vaga, das probabilidades de ocorréncia de cada cenario.

A medida perda maxima (Maximum Loss ou MaxLoss), introduzida por Studer
(1997) pode ser vista como uma maneira sistematica de realizar um teste de estresse.
Esta é uma medida de risco que pode ser interpretada como a pior perda possivel que
pode ocorrer em um portfélio em um determinado instante de tempo. Entretanto, em
alguns casos, o pior cenario pode nao existir, dado que a funcao para calcular o valor do
portfélio pode ser nao-limitada inferiormente. Como a probabilidade de ocorréncia de um
cenario no qual o mercado a muito tempo nao se encontra é muito baixa, para o calculo
dessa medida restringe-se a atencdo a cenarios em um certo dominio de admissibilidade,
também denominado regido de confianca.

Neste trabalho comparamos o desempenho da medida valor em risco, do teste de
estresse e da medida perda maxima na andlise de um portfélio sob a presenca de
heteroscedasticidade e longa dependéncia na volatilidade. Para o calculo do VaR
consideramos a abordagem econométrica onde a variancia condicional é modelada
através de modelos FIEGARCH. Na Secao 2 relembramos o método da média-variancia
para selecdo de portfélios eficientes (Markowitz, 1952) e o modelo de precificacao de
ativos (CAPM), utilizado como ferramenta para a andlise da correlacdo dos ativos com o
mercado financeiro. Além disso, nessa secdo apresentamos as principais medidas de
risco utilizadas na literatura e a definicdo de processo FIEGARCH, utilizados na

abordagem econométria para a modelagem da varidancia condicional da série
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temporal. A Secdo 3 é dedicada a andlise de dados reais utilizando as ferramentas
descritas na Secado 2. Na Secdo 4 apresentamos as conclusdes obtidas a partir da

analise dos dados.

2. Medidas de Risco

Segundo McNeil et al. (2005), existem vaéarias abordagens para o célculo de
medidas de risco, mas de modo geral, podemos classifica-las em quatro diferentes
categorias. Neste trabalho consideramos duas dessas categorias. A primeira delas sdo as
medidas de risco baseadas em distribuicAo de perdfas medidas de risco sé&o
estatisticas que descrevem a distribuicao condicional e nao-condicional das perdas do
portfélio sobre um horizonte de tempo pré-determinado, como por exemplo a variancia,
o Valor em Risco (VaR) e o Valor em Risco Condicional (CVaR ou Expected Shortfgll A
segunda abordagem sdo as medidas de risco baseadas em cenaritssta abordagem,
para calcular as medidas de risco em um portfélio, consideramos um numero de
possiveis mudancas de fatores de risco (cenérios), tais como 10% de variacdo nas taxas
de cambio ou queda de 20% no preco das acdes. O risco do portfélio é entdo medido
como a perda maxima do portfélio sobre todos os possiveis cenarios.

Lembramos que, dado o portfélio P = {A,, -+, Ay}, dizemos que P é eficienteseele
contém uma combinacdo de ativos que proporciona o maximo retorno para uma dada
classe de risco, ou de forma equivalente, o minimo risco para uma dada classe de
retornos. Sendo assim, a selecdo dos pesos a = (a,, **,ay)’, para os ativos em P, é de
fundamental importancia. Portanto, antes de discutirmos o calculo das medidas de risco,
relembramos o método da média-varidncia para selecdo de portfélios eficientes

(Markowitz, 1952).

2.1. Calculo do Portfolio Eficiente e o Modelo CAPM

A maioria dos investidores espera que um portfélio eficiente satisfaca ambas as
condicdes, maximo retorno e minima variancia. Segundo Markowitz (1952), o portfdlio
com maximo valor esperado nao é, necessariamente, o de minima varidncia. Existe uma

proporcao tal que o investidor pode aumentar os retornos esperados aumentando a
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variancia ou reduzir a varidncia diminuindo os retornos esperados. Em seu trabalho, o
autor apresenta um estudo sobre a selecao de portfélios eficientes baseado no valor
esperado e na varidncia dos retornos (E - V rule). De acordo com os conceitos
desenvolvidos, o investidor pode reduzir o risco total de seus investimentos através da
combinacdo de ativos que ndo apresentam correlacdo positiva e a reducdao dos riscos
sera tdo maior quanto menor for esta correlacao.

Sharpe (1964) e Lintner (1965) demonstram que o conjunto de portfdlios
eficientes disponiveis para o investidor que emprega a andlise de média-variancia, na
auséncia de um ativo livre de riscQisto é, um ativo nao-correlacionado com o mercado e
com retorno esperado igual ao retorno observado, é inferior ao disponivel quando existe
ativo desse tipo. Segundo Fabozzi et al. (2006) os pesos 6timos a = (ay, -+, ay)’, para o
portfélio eficiente P = {A,,::-,Ay,F}, na presenca de um ativo livre de risco F, s&o

dados por

— -1 _ — pHo—Rp
a=CX '(u—Rpgl), com C FRr DIl RpLY 1)
onde U, é o nivel de retorno esperado, X é a matriz de varidncia-covariancia dos
retornos, it = (E(R,),*,E(Ry))’, Rr é o retorno ativo livre de riscos e 1 é o vetor coluna

com N entradas iguais a 1. Obviamente, o peso para o ativo livre de risco é

arp =1 _E?Ll a;.

A expressdo (1) mostra que todos os pesos para ativos de risco para um portfélio
de minima variancia sdo proporcionais ao vetor r *(u- R;1), com constante de proporgao
C. Mais especificamente (veja Fabozzi et al., 2006), quando introduzimos um ativo livre
de risco no portfdélio, todos os portfélios de minima varidncia sdo combinacdes lineares
de um ativo livre de risco com um portfélio de risco. Este cenario é representado por
uma reta denominada Linha de Mercado de Capita(ML) e corresponde a situacdo do
mercado em equilibrio.

O modelo de precificacdo de ativos de capital (Capital Asset Pricing Modebu
CAPM), desenvolvido por Sharpe (1964) e Lintner (1965), mostra como o retorno
esperado de um ativo estd relacionado ao seu risco sistematico. Tal modelo baseia-
se nas seguintes hipdteses:
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¢ inexisténcia de custos de transacdo (mercado perfeito);

¢ auséncia de informacdo confidencial, o que faz com que ndo hajam ativos
subavaliados ou superavaliados no mercado;

® a decisao do investidor baseia-se unicamente no retorno esperado e no risco; os
investidores estimam o risco em funcao da variabilidade das taxas de retorno estimadas;

e existéncia de um ativo livre de risco, denotado por F, onde os investidores podem
emprestar e tomar emprestado a uma Unica taxa, denotada por Ry, visando obter
alocacoOes Gtimas;

® os investidores ajustam a decisdo de alocacdo as preferéncias de risco decidindo
dessa forma, quando investirdo em ativos livres de risco ou ativos arriscados.

Se o mercado estd em equilibrio, situacdo representada pela linha de capital de
mercado (CML), o retorno esperado de um portfélio € uma funcao linear do valor
esperado do portfélio do mercado e o retorno esperado de ativos individuais deve estar
sobre a Linha de Mercado de Titulos (Security Market Line ou SML) e nado sobre a linha

CML. A SML é definida por

E(R) = Rp + |25 Cov(Ry, Ru) = Re + B(E(Ry) — Rr), )

CDV(RI,RM)

para todo i € {1,---, N}, ondeB; = Var(Ryy)
M

O modelo (2) é também denominado CAPM e sua versdo empirica é a regressdo

linear, denominada /inha caracteristica, dada por

Rit —Rpe =a; + Bi(Rye — Rpe) + &5, 1€{L N} e t€{l,--,n}, (3)

onde n € 0tamanho amostral, &;; € 0 erro e representa o risco nédo-sistematico, ou seja,
a parcela do risco que pode ser eliminada através da diversificacdo (compra ou venda de
acles), f; representa o risco sistematico, isto €, a parcela do risco que ndo pode ser
eliminada pela diversificacdao e estd relacionada com o comportamento do mercado
como um todo e a; é o coeficiente & da acado, definido por a; = Ei — E(R;), e determina

se o ativo esta subavaliado (a; > 0) ou superavaliado (a; < 0).
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Observacdo 2.1 - O coeficiente f do portfélioP = {4,,:--, Ay}, denotado pops, é dado
por B = XX, a;B;, onde B;, parai € {1,+-+,N}, é o coeficiente 5 do ativo 4;.

O coeficiente angular 3;, dado na expressao (Bhde ser visto como uma medida de
volatilidade das taxas de retorno de um ativo qualquer com relacdo as taxas de retorno
do mercado como um todo. Esse pressuposto parte do principio de que todos os ativos
tendem a ter os seus precos alterados com maior ou menor proporcao as alteracoes do
mercado como um todo. Lembramos que o retorno esperado depende apenas do risco
sistematico. Como ativos com valores de S maiores tém riscos sistematicos mais altos,
tém também retornos esperados maiores. Dessa forma, conhecendo-se as
caracteristicas de risco (Seu respectivi;) de uma acao, é possivel estimar-se 0 prego justo

(ou valor intrinseco), tendo-se a indicacao sevo &, ou ndo, uma boa opcéo de compra.

2.2. Medidas de Risco Baseadas na Distribuicao de Perdas e Ganhos

Dado um portfélio fixo P = {A;,:+, Ay}, denotamos por V; o valor do portfélio no
tempo t € N. Assumimos que V;, para todo t € N, sdo varidveis aleatérias observaveis e
denotamos por Liyn:= —(Viyn, —V:) a perda do portfélio P sobre o periodo h. A
distribuicdo da variavel aleatéria L, é denominada distribuicdo de perdas. Em geral, a
variavel aleatoria V, € definida como uma funcdo de um vetor aleatério observavel
Zi=(Zyp . Zy,)', de fatores de riscoou seja,V; = f(t,Z;), para todo t € N, para

alguma funcdo mensuravel f: R X R™ — R, denominada func¢édo dos riscos.

Observacao 2.2 - Em alguns casos, é conveniente utilizar, ao invés dos fatores de risco
em si, a série de mudanca de fatores de risco {X,};en, definida porX;: = Z, — Z,_,, para
todo tEN. Nesse caso, a perda do portfdlio pode ser reescrita como
Liy; =—(f(t+1,Z.+X,41)— f(t.Z;)), para todo t € N. ComoZ; é observavel no
tempo t, a distribuicdo das perdas é determinada pela distribuicdo da mudanca de fator
de risco X; .

A escolha dos fatores de risco e da funcéo f(-) depende tanto do portfélio quanto
do nivel de precisdo desejados. Por exemplo, Se€P. 0 o preco de um ativo qualquer no
instante t, a variacao relativa de precos ou retorno liquido simples (ou ainda taxa de

retorno) € R, =(P. —P;_1)(P._.1)™' e o retorno composto continuamente (ou

simplesmente log-retorno) é dado por r; = In(P;) — In(P;_, ). Dessa forma, para um
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portfélio P = {A,,'-,Ay}, com pesos a = (ay,",ay)’, os fatores de risco sdo os
logaritmos dos precos e a série de mudanca de fatores de risco sdo os log-retornos e

ainda, Ley; = V. XN, a;R;++1,0onde R;; é o retorno do ativo 4;, no tempo t + 1.

Observacao 2.3 - Na pratica R, e r; sdo valores muito préximos entre si e podemos

assumir que Ly, = —VtZ‘f:l a;Tit+1 = —ViTps. Além disso, como a distribuicdo das

perdas fica totalmente determinada pela distribuicdo das mudancas de fator de risco,

sem perda de generalidade, podemos supor Vi =1 ¢ considerar apenas a série temporal
{—7p:}:en ou, equivalentemente, {1p;}een-

Uma das medidas de risco mais utilizadas é a varianciada distribuicdo de perdas e
ganhos. Este fato deve-se ao grande impacto que a teoria de portfélios de Markowitz,
que utiliza varidncia como uma medida de risco, apresenta no estudo tedrico e pratico
da area de financas. Entretanto, como uma medida de risco, a varidncia apresenta dois
problemas. O primeiro deles é que necessitamos assumir que a funcao de distribuicao de
perdas possui segundo momento finito. Além disso, essa medida nao faz distincao entre
desvios positivos e negativos da média. Segundo McNeil et al. (2005), a variancia é
uma boa medida de risco Somente para distribuicbes que sdo (aproximadamente)
simétricas, tais como a normal ou a t-Student (com variancia finita).

Outra abordagem amplamente utilizada atualmente é a anélise dos quantis da
distribuicdo de perdas. Considere um portfélio P = {A;,:-*, Ay} de ativos de risco e um
horizonte h fixos. Seja F (f) =P(L <¥) a funcdo de distribuicdo de perdas
correspondente. Nosso objetivo é definir uma estatistica baseada em F;(-) que seja
capaz de medir os riscos do portfélio sobre o periodo h. Um candidato natural é a perda
maxima possivel dada por inf{f € R: F;(¥) = 1}. Entretanto, em muitos modelos o
suporte de F;(:) é ndo-limitado. Logo, a perda maxima é infinito. A idéia entdo, é
repassar “perda maxima” por “perda maxima que nao é ultrapassada com uma certa

probabilidade”, com esta probabilidade denominada nive/ de confianca.
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Definicdo 2.1 - Seja P = {A,,***, Ay} um portfélio fixo. Dado um nivel de confianca p
€ (0,1), o valor em risco (VaR)do portfélio é definido como

VaR,p:=inf{f e RiP(L = ) =1 —p}=inf{f E R: F (f) = p}.

Em termos probabilisticos, VaR, é o p-quantil da funcédo de distribuicdo de perdas.
Na pratica, os valores freqlientemente utilizados para p sdo 0,95 ou 0,99 e pafaséo 1 ou
10 dias.Assim como na anélise da medida de risco pela varidncia, o VaR, apresenta
certas desvantagens. Artzner et al. (1999ostram que o VaR, ndo é uma medida de
risco coerente pois nao satisfaz o axioma da subaditividade. Isto é, o VaRp deportfélios
somados pode nao ser limitado pela soma do VaRp dos portfélios individuais. Isso

contradiz a idéia de que os riscos podem ser diminuidos através da diversificacdo, ou
seja, através da compra ou venda de ativos. A medida de risco expected shortfall
também referenciada na literatura como valor em risco condicional é uma medida de

risco coerente e esta diretamente relacionada ao VaR,,.

Definicdo 2.2 - Considere uma perda L com funcdo de distribuicdo F;(:), tal que
E(|L|) < co. O expected shortfall (ES)ao nivel de confianca p € (0,1), é definido como

ESp:zéf;qu(FL)du, onde q,() é a funcdo quantil definida por
q.(F) = inf{f e R:F.({) = u}.
As medidas de risco Expected Shortfall e VaR estao relacionadas através da

1
expresséo ES, = ﬁfp VaR,du. Além disso, mostra-se (veja McNeil et al., 2005)que se

L for integrével com fungdo de distribuicdo Fy(-) continua entdo ES, = E(L|L = VaR,).
Se L possui funcao de distribuicdo normal com média u e variancia o? entdo, para todo
p € (0,1), ES, = u +o[¢p(@ ' (p))](1 —p)~", ondeg(:) e @(-) sdo a funcdo densidade
de probabilidade e a funcao de distribuicdo normal padrao, respectivamente. Além disso,
como a fungdo Expected Shortfall (ES) é uma medida de risco coerente, segue que,
dado um portfélio P = {A,,---, Ay}, formado por N ativos, com pesos a = (a,, =, ay)’, a

seguinte desigualdade é sempre valida,
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N
ES,pe41 = Z a;ESpi¢41, para todo teEZ,

i=1

onde ES; p 11 €ES;;+4, denotam, respectivamente, o valor da medida Expected Shortfall

para o portfélio P e para o ativo 4;, para qualquer i € {1,:--,N}, no tempo t + 1.

E imediato que diferentes formas de estimar F;(-) fornecerdo diferentes valores
para o VaR e o ES. A abordagem econométrica baseia-se no fato que séries de retornos
financeiros (ou log-retornos) raramente apresentam tendéncia ou sazonalidades (com
excecdo eventualmente de retornos intra-didrios) e possuem ainda algumas
caracteristicas que nao sao comuns a outras séries temporais tais como: os retornos (ou
log-retornos) sao, em geral, nao-autocorrelacionados; os quadrados dos retornos sao
autocorrelacionados, apresentando uma correlacdo para h = 1 pequena e depois uma
queda lenta para os demais valores de h; séries de retornos apresentam agrupamentos
(clusterg de volatilidades ao longo do tempo; a fungéo de distribuicdo (ndo-condicional)
dos retornos apresenta caudas mais pesadas do que uma funcao de distribuicdo normal.
Além disso, a distribuicao é em geral leptocurtica, embora aproximadamente simétrica;
algumas séries de retornos apresentam a caracteristica de nao-linearidade.

Para modelar séries temporais na presenca de grupos (clusterd de volatilidade é
necessario recorrer a modelos heteroscedasticos condicionais. Estes modelos
consideram a varidncia de um retorno em um dado instante de tempo como uma funcao
que depende de retornos passados e de outras informacdes disponiveis até aquele
momento, obtendo assim, uma variancia condicional Essa varidncia condicional é
diferente da varidncia global (ndo-condicional) da série observada pois varia com o
tempo. Dentre os modelos nédo-lineares mais conhecidos destacamos os modelos ARCH
(Engle, 1982), GARCH (Bollerslev, 1986), EGARCH (&, 1991), FIGARCH (Balillie et
al., 1996) e FIEGARCH (Bollerslev e Mikkelsen, 199Bntre esses, o FIEGARCH ¢ o
modelo mais conveniente pois leva em conta a volatilidade variando com o tempo e a
presenca de clustersde volatilidade (assim como os modelos ARCH e GARCH), a

assimetria dos retornos (assim como o modelo EGARCH) e ainda, a longa dependéncia
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da volatilidade (assim como o modelo FIGARCH). A vantagem dos processos FIEGARCH

em relacdo aos processos FIGARCH é a sua estacionariedade fraca.

Definicdo 2.3 - Seja {X.};ez um processo estocastico. Dizemos que {X;};ez € um
processo EGARCH Fracionariamente Integrado, e denotamos por FIEGARCH(p, d, q), se

Xe = 0: 2y, 4)
2y a(B) Dy —d
In(o¢) = w + ﬁ(l —B) *g(Z;-1), para todo tE€Z, (5)

onde w € R, {Z;};ez € uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d., com média zero e
variancia um, a(-) e B(-) sdo polinémios definidos por a(z):=Y._, (—a;)z' e
B(z):= E?:o (—Bjz’, coma, = 1=, e f(z) # 0 no disco fechado {z:|z| < 1}. O
operador (1 —B)? ¢ definido em termos de sua expansdo através de séries de

] o [(k—d) o
Maclaurin, como (1 - fB)d = Ek:o mﬂk: = Ek=o 6d,kBk e

9(Z) =0Z, +vy[|Z:| — E(|Z:|)], para todo t € Z, comé,y € R.

Uma descricdo mais detalhada dos processos FIEGARCH pode ser encontrada em
Lopes e Prass (2012).Nesse trabalho os autores apresentam as condicées necessérias e
suficientes para estacionariedade, ergodicidade e invertibilidade dos processos
FIEGARCH. Utilizando o fato que {g(Z:)};icz € um processo ruido branco e que
{In(6/)}tez € um processo ARFIMA(q,d,p), os autores mostram que, sob certas
condicdes, {In(X?)}iez € um ARFIMA(q, d, 0). Lopes e Prass (2012) também apresentam as
expressbes para as medidas de assimetria e curtose do processo {X;};cz , para as
funcées de autocorrelacdo e densidade espectral dos processos {In(o7)}cz e
{In(X?)}:cz e discutem suas propriedades assintéticas. Resultados sobre estimacdo e
previsdao em processos FIEGARCH sao também abordados pelos autores e uma férmula
de recorréncia para o céalculo dos coeficientes na representacdo por séries do operador
dado em (5) é apresentada e suas propriedades assintdticas sao estudadas.

Na literatura encontramos diferentes maneiras de definir um processo FIEGARCH.
Na préxima proposicao mostramos que, sob certas restricoes, a expressao (5) pode ser
reescrita como na equacao (6), apresentada em Zivot e Wang (2005) e utilizada pelo

software S-Plus.
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Proposicdo 2.1 - Seja {X;};cz um processo FIEGARCH(p,d, q), dado na Definicdo 2.3.
Se d > 0, aexpressédo de In(ogf), dada em (5), pode ser reescrita como

B(B)(1— B)dln(gtz) =a+t Eio Wil Ze1 il +viZe—1-4). (6)

onde a=—ya(1)E(|Z,

), Y;=—yva; e y;=-—0a; paratodo 0=i=p. (7)
Prova: Veja Prass (2008).

Observacéo 2.4 - E facil ver que a definicdo dada por Zivot e Wang (2005) é mais geral
que a apresentada por Bollerslev e Mikkelsen (1996) ja que os coeficientes ; €y;, para
i € {0,--+,p} ndo precisam, necessariamente, satisfazer as condicées da expresséo (7).

Em alguns casos as séries temporais dos retornos apresentam autocorrelacao
significante entre as varidveis aleatdrias. Quando isso ocorre, a correlacdo entre os
retornos é modelada com o auxilio de um modelo linear, em geral, um ARMA. Para um

modelo ARMA(p,, q,)-FIEGARCH(p,, d, q,) temos

P1 q1
1 = ¢ +Z 171 + X, _Z O Xe— = e + X,
=1 k=1

eX;:= g.Z, € um FIEGARCHp,, d, q,) definido pelas expressdes (4) e (5).

Supondo que Z,~N(0,1), segue que 7:|Fe—y~N(is, ). Como Ly = —V,_;13,
assumindo V; = 1, segue que

VaRj i1 = —lesr + q)_l(p)UHl-

Para o calculo do VaRp para um horizonte h, note que, assim como para h = 1,
podemos utilizar a aproximacéo L., ~ —V,r:[h]. Portanto, precisamos estimar a média
E(r:[h]|F;) e a variancia condicional Var(r;[h]|F;) do retorno h dias a frente, dada a
informacao até o instante t.
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Proposicédo 2.2 - Seja {1} };cz um processo ARMA(p;, q; )-FIEGARCH(p,,d, g ). Entéo,

i. A previsdo da média do retorno de periodo h é dada por 7;[h] =E?=l Tetjo
onde ?':Hj é a previséof passos a frente para o modelo ARMA.

ii. O erro de previsdo é dado por e;[h] = f,-‘;c} [(Efzo IPI')XH}L_}-], onde ;, para
todo i >0, sdo os coeficientes da representacdo MA(c0) do processo

estocastico {1 }1ez-
iii.

vi. A previsdo da volatilidade do retorno de periodo h é dada pela expresséo

2

h—1 j
62l = ) || Do we | sy
j=0 | \i=0

onde y;, para todo i >0, sdo os coeficientes da representacdo MA(c) do processo
estocastico {r;};ez € &tzﬂ é a previsdo j passos a frente para a varianica condicional
descrita pelas equacoes do modelo FIEGARCH.

Prova: Para provar (i), note quer[h] = E;‘:l 7¢4j. Portanto,

h

7¢[h] = E(r:[h]|F-y) = Z E(Tt+j|Tt—l) = Z J"ﬁt+j

i=1 j=1

e, pelas propriedades do modelo ARMA

P1 1
Ttrj = ¢o T E PiTerj—i — § 0;Xerj—jr
i=1 j=0

com Tey; = Teqjp S€J < 0, Xﬁtﬂ- = Xiyj, 56 =0 e)?Hj =0,se >0,paratodol =j =< h.

Para provar (ii) note que, utilizando-se a representacdo MA() do modelo ARMA,
temos 7.y; = X2, ¥iXerji = Xi2; YiXesj—p, Onde i, para todo i >0, sdo os
coeficientes da representacdo MA (o) do processo estocastico {7;}:ez. Logo, o erro de
previsdo, para cada 1 < j < h, é dado por

o0 oo j-1
e(j) = Ttvj — ‘F't+j = Z 11biXt+j—i - Z wiXtﬂ'—i = Z wiXtﬂ'—i
i=0 i=j i=0
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e assim, e.[h] = E;:ol [(Ei—;o llbi)Xth—j]'
Para provar (iil) note que,
of [h] = Var(n.[h]|F;) = Var(r.[h] — a.[h]|F) efi.[h] = 7:[h].

Além disso, E(X;4;|F) = E(0¢4;|F:)E(Zi+;) = 0. Logo, Cov(Xiy;, Xevr|Fe) =0, para
todo 0 < j < k. Portanto,

h—1 i
62h] = Var([h] — #[W|7) = Var(ee[RI7) = ) [( D | 62
j=o [ \i=o

2.3. Analise de Cenarios - Teste de Estresse

O teste de estresse baseia-se na idéia de que o valor do portfélio depende dos
fatores de risco. SejamZ = (Z,*+,Z,,)" o vetor dos m fatores de risco que influenciam
no valor do portfélio e f(*) a funcdo que determina o valor deste portfélio. Entédo,
dizemos que o vetor Z descreve a situacdo do mercado e que f(Z) é o valor do portfélio
para esta situacdo (ou cenario). No que segue, nos referimos a Z,y como a situacdo
atual do mercado e consequentemente f(Z,y;) representa o valor atual do portfélio.

Para o teste de estresse, k diferentes cenéarios Z,,*+,Z, sdo selecionados de
acordo com algum critério especifico e os valores do portfélio f(Zy), ., f(Zy) s&o
calculados sobre esses cendrios. Comparando com o valor atual do portfélio f(Zsy),
podemos determinar as perdas que ocorreriam se 0 mercado passasse repentinamente
da situacdo Z 4, para alguma das k situacdes Z,, -+, Z;.. Ou seja, o teste de estresse nos

diz o que aconteceria se uma dada situacdo de mercado Z repentinamente ocorresse.

2.3.1. Identificacdo dos Maximos e Minimos para Fatores de Risco Individuais

Sejam P um portfélio fixo e Z = (Z;,*+,Z,,)" o vetor dos m fatores de risco que
influenciam no valor deste portfélio. O método tradicional de realizar um teste de
estresse consiste em construir os cenarios baseando-se em dados histéricos dos fatores
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de risco. Define-se o periodo de observacdo histérica como o periodo no qual a série
temporal é considerada, por exemplo, 1 ou 10 anos. O periodo de observacao histérica
é entdo sobreposto por janelas de igual duracédo, por exemplo, 1 ou 10 dias. Para cada
janela temporal determinamos as mudancas de fatores de risco A4Z;, para cada
i €{1,+--,m} . O maximo ou minimo das mudancas de fatores de risco entre todas as
janelas temporais é entdo fixado como a mudanca de fator de risco 4Z;, para cada
i €{l,-,m}

A mudanca dos fatores de risco é geralmente definida como a variacdo entre o
primeiro e o ultimo dia da janela temporal e é denominada Start to End(StE). Note que,
se assumimos que os fatores de risco sdo os logaritmos dos precos dos ativos, entdo as
mudancas de fatores de risco sdo os log-retornos de periodo igual a duracado da janela.
Alternativamente, a mudanca dos fatores de risco pode ser definida como o maximo das
variacdes entre dois pontos quaisquer da janela temporal. Essa variacdo é denominada
drawdown (DD).

E facil ver que, se escolhermos a variacdo minima dentro de cada janela, entdo
AZ;, para cada i € {1,:--,m}, representa a reducdo maxima dos fatores de risco. Se o
maximo é selecionado, entdo estamos considerando o aumento maximo nos fatores de
risco. Podemos também considerar AZ;, para cada i € {1,:-:,m}, como méximo para o
valor absoluto dessas variacoes. Neste caso, obtemos a variacdo maxima dos fatores de

risco nao levando em consideracdo se a mudanca é positiva ou negativa.

2.3.2. Perda Maxima - MaxLoss

Em contraste com o VaRp, a perda maxima (MaxLoss) € uma medida de risco

coerente (veja Studer, 1997pPortanto, a propriedade de subaditividade é sempre valida.
Além disso, o MaxLoss informa, além da dimensdo da perda, o cenario em que a pior

perda ocorre. A definicdo formal dessa medida de risco é apresentada a seguir.
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Definicdo 2.4 - Dado um dominio de admissibilidade A, a perda mdxima de um portfélio
contido em A édado por MaxLossa(f): = f(Zan) — mingea{f(Z)}, onde f(+) é a funcéo
que determina o preco do portfélio € Zay = (Zam1.*** Zamm)' representa o vetor de m

fatores de risco para a situacao atual do mercado.

Note que, para calcular a perda maxima deve-se escolher uma regido de confianca
fechada A, com uma dada probabilidade p de ocorréncia. Entdo, uma definicdo

equivalente é

MaxLosss(f) = max{f(Zay) — f(Z):Z€A e P(A)=p}

Note ainda que a expressdo f(Zay) — f(Z) representa a perda L (ou —L, seZ é
medido em um instante de tempo anterior a AM) do portfélio. Dizemos que um portfélio
é linear seL; é uma funcéao linear em relacdo a cada uma das mudancas de fatores de
risco. O teorema que segue fornece a expressdao da medida MaxLoss para um portfélio

linear.

Teorema 2.1 - Sejam P um portfélio linear e f(+) a funcdo que determina o valor do
portfélio, entdo f(X) = a'X, ondea € R™ é um vetor de constantes reais e X € R™ é o
vetor de mudancas de fatores de risco. Segue que, dado um nivel de confianca p, a
perda maxima do portfdlio é dada por

MaxLoss = — [c,Va'Xa, (8)

ondeX é a matriz de variancia-covariancia das mudancas de fatores de risco e ¢, é o -

quantil da funcdo de distribuicdo X'? com m graus de liberdade. O pior cenario é dado
por
I

7= LL3a )

VarEa

Prova: Veja Studer (1997), Teorema 3.15.
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3. Analise de Séries Temporais Reais

Nesta secdao apresentamos a estimacao e analise de medidas de risco para um
portfélio real de acodes. Este portfélio é formado por acdées de quatro empresas
brasileiras (também denominadas ativos do portfdlio). Denotamos esses ativos por A4;,
i €{1,:,4}, de forma que A, representa as acdes do Bradesco; A, representa as acdes
da Brasil Telecom; A; representa as acdes da Gerdau € A, representa as acles da
Petrobras. Tais acOes sdo negociadas na bolsa de valores de Sado Paulo (Bovespa).
Utilizamos a notacdo A, (ou, equivalentemente, A) para denotar o mercado financeiro.
Os valores do portfélio do mercado sao representados pelo indice Bovespa.

Nesta analise, os fatores de risco para este portfélio sdo os logaritmos dos precos
das acoes. Sendo assim, o vetor de fatores de risco é
Z; = (In(Py;), In(P, ), In(P3;).In(P,;))" e o vetor de mudancas de fatores de risco X; é
o vetor dos log-retornos X; = (7"1,t:7"2,t:7"3,r:7"4,t)!- Assumimos que o instante inicialt =0 &
igual ao primeiro dia de observacdo das séries temporais e consideramos V, = 1. Entao,

o valor porfdlio V; pode ser escrito como

a

P 1,0

as

Pz,o

Qs ay

Pyp+——P,, |
Ps,o

Ve =V,
t 0 Pg,,o

PlJI'. + P2,t +
e depende apenas do preco dos ativos no tempo t. Para o calculo das medidas de risco
consideramos, sem perda de generalidade, a série temporal {— rpyt}tn:l, que representa a
perda percentual, ao invés da série das perdas, definida por L, = —V,_;7p;, para todo
t € N, que representa a perda em unidades monetarias. A funcdo de distribuicao

considerada para o céalculo das medidas de risco foi a Gaussiana.
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3.1. Caracteristicas das Séries Temporais

No que segue, apresentamos a analise das caracteristicas das séries temporais dos
log-retornos dos precos das acdes dos ativos considerados e dos log-retornos do indice
de mercado. Tal andlise é importante na selecao de um modelo para a série temporal
dos log-retornos do portfélio e para identificar a relacdo entre os ativos e o indice do
mercado.

No que segue, apresentamos a analise das caracteristicas das séries temporais dos
log-retornos dos precos das acdes dos ativos considerados e dos log-retornos do indice
de mercado. Tal andlise é importante na selecdo de um modelo para a série temporal
dos log-retornos do portfélio e para identificar a relacdo entre os ativos e o indice do
mercado.

A Figura 1 apresenta as séries temporais compostas por n = 1728 observacoes
que representam, respectivamente, os precos das acdoes do Bradesco, Brasil Telecom,
Gerdau e Petrobras, bem como a série temporal composta por n = 1729 observacées
que representa o indice diario da Bolsa de Valores de Sado Paulo no periodo de janeiro de
1995 a dezembro de 2001. Ainda na Figura 1, apresentamos os respectivos log-
retornos e os valores quadraticos dos log-retornos para as séries temporais
consideradas. Observa-se que tanto o indice do mercado como os precos dos ativos
sofreram uma forte queda em seus valores no periodo em torno de t = 1000 (15 de
janeiro de 1999)Esse periodo corresponde a janeiro de 1999 e foi marcado pela
desvalorizacdo do real. Observamos, nestas séries temporais, as caracteristicas comuns
aquelas de retornos financeiros, tais como média aproximadamente em torno de zero e

agrupamentos de volatilidade.
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Figura 1: Séries temporais do precos dos ativos, do indice Bovespa e dos respectivos log-retornos {Tth}?=1 e

o 2
valores quadraticos dos log-retornos {Tth}TtLh comn = 1728.
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3.2. Estatisticas Descritivas dos Ativos Financeiros

Na Tabela 1 apresentamos as estatisticas descritivas das séries temporais
analisadas. Observamos que todos os ativos apresentam desempenho semelhante,
quantificado pelo valor da mediana dos retornos diarios igual a zero em todos os casos.
Entretanto, esse valor estd abaixo daquele apresentado pelo mercado (0,0014) no
mesmo periodo. O ativo que apresentou maior variabilidade foi o A,, com variancia igual
a 0,0013, sendo esse valor maior do que a variancia do mercado no periodo, que foi de
0,0008. O ativo A; é o menos volatil, com variancia igual a 0,0009. Entre todos os
ativos, o que apresentou o menor retorno no periodo foi o ativo 4, (-0,3530), e este foi
menor do que o menor retorno apresentado pelo mercado no mesmo periodo (-0,1721).
O ativo que apresentou o maior retorno no periodo foi o A4; (0,2933) e foi superior ao
maior retorno do mercado (0,2883) no periodo. Percebemos também que, para todas as
séries temporais de log-retornos, a funcao de distribuicdo dos dados é aproximadamente
simétrica, dado que a medida de assimetria assume valores pequenos. Entretanto, todas
as séries temporais podem ser consideradas como de caudas pesadas. A série temporal
dos log-retornos do ativo A; apresenta o maior valor da medida de curtose (11,9990) e

esse valor é menor do que o da medida de curtose do mercado (15,5581).

Tabela 1: Estatisticas Descritivas para as Séries Temporais dos Log-retornos dos Precos das Acdes do
Bradesco (A, ), Brasil Telecom (4,), Gerdau (A3) e Petrobras (4,) e do indice do Mercado (4;;).

Ativo A A, A A, Ay
Média 0,0010 0,0006 0,0009 0,0010 0,0007
Variancia 0,0009 0,0013 0,0011 0,0011 0,0008
Mediana 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0014
Maximo 0,2933 0,1676 0,2092 0,2068 0,2883
Minimo -0,2162 -0,3530 -0,1507 -0,2103 -0,1721
Assimetria 0,2390 -0,5773 0,3675 -0,0738 0,6920
Curtose 11,9990 10,6346 6,5431 9,1426 15,5581
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3.3. Calculo dos Pesos do Portfolio

Utilizamos a taxa SELIC, cujo log-retorno médio no periodo é igual a R = 0,02,
como ativo livre de risco. No célculo dos pesos a = (a,, a,,a;,a,)’, para o portfélio P
em questao obtivemos

(a1, a3, as, ay) = (0,3381;0,1813; 0,3087; 0,1719),

isto é, para os ativos considerados, o portfdlio sera eficiente se 33,81% do valor total a
ser investido for aplicado no ativo 4;; 18,13% no ativo A,; 30,87% no ativo A; e
17,19% no ativo A,.

A Figura 2 apresenta a série temporal dos valores do portfélio {V.}}-, e a dos log-
retornos do portfdlio (representa os ganhos percentuais), bem como série temporal das
perdas do portfélio (calculada em termos de unidades monetarias) e sua funcao
densidade de probabilidade. Comparando a série temporal dos valores do portfélio com a
série temporal do indice de mercado, apresentada na Figura 1, observamos que ambas
apresentam um comportamento muito semelhante. Observamos ainda que a maior perda
ocorre em t =698 com L, =0,3729 (ou seja, o maior ganho, que ¢é igual a
aproximadamente R$ 0,37 por cada real investido) e a menor perda ocorre em t = 1244,
comL;, = —0,3402 (ou seja, aproximadamente R$ 0,34 por cada real investido). A maior
perda corresponde a mudanca no valor do portfélio, ocorrida entre 24/10/1997 (sexta-
feira) e 27/10/1997 (segunda-feira). Nesse periodo o valor do indice Bovespa passou de
11.545,20para 9.816,80pontos, o que representa uma queda de 14,97%. Nessa data
também ocorreram grandes quedas nos indices Dow Jones (7,18%) e S&P 500 6,87%).
Este periodo é marcado pela forte crise na Asia. O maior ganho no portfélio corresponde
a variacdo ocorrida no periodo de 13/01/2001 a 14/01/2001. O Ibovespa apresenta
uma alta de 2,08% neste periodo. Enquanto que, para o mercado mundial temos que em
14/01/2000 o valor do indice Dow Jones foi de 11.722,98 pontos. Esse valor s6 foi
superado em 03/10/2006, quando o indice atingiu 11.727,34 pontos.
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Figura 2: Séries temporais dos (a) valores do portfélio P, (b) log-retornos do portfélio; (c) perdas do
portfélio, no periodo de janeiro de 1995 a dezembro de 2001. (d) Funcédo densidade de probabilidade das
perdas do portfélio.

Essa andlise nos fornece uma idéia do que aconteceria se um investidor
mantivesse seu portfélio constante durante o periodo considerado. Na pratica, o
investidor compra e vende acoes a fim de obter melhores rendimentos. A fim de decidir
se as acoOes estdao subavaliadas ou superavaliadas o investidor pode utilizar como

ferramenta o coeficiente a das acoes obtido através do modelo CAPM.

3.4. Modelo CAPM

Na Tabela 2 apresentamos a correlacdo amostral entre as séries temporais
analisadas. Observamos que os ativos possuem correlacdo significante, tanto entre si,
como com o mercado financeiro.

Tabela 2: Matriz de correlagcdo amostral para os log-retornos dos precos das acoes do Bradesco, Brasil
Telecom, Gerdau, Petrobas e do Ibovespa, no periodo de janeiro de 1995 a dezembro de 2001.

Ativo Bradesco Brasil Telecom Gerdau Petrobras Ibovespa
Bradesco 1,0000 0,6887 0,4517 0,5982 0,7024

Brasil Telecom 0,6887 1,0000 0,5895 0,6435 0,7817
Gerdau 0,4517 0,5895 1,0000 0,5927 0,7379
Petrobras 0,5982 0,6435 0,5927 1,0000 0,8373
Ibovespa 0,7024 0,7817 0,7379 0,8373 1,0000
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Os valores estimados dos pardmetros f3;, que representa o risco sistematico, e a;,
que indica se o ativo estd subavaliado ou superavaliado, obtidos através da regressao

(3), sdo apresentados na Tabela 3, para cadai € {1,+:+,4}.

Tabela 3: Valores dos coeficientes [3; € &; do modelo CAPM para o ativo A;, i € {1,-+,4}.

Ativo A A, A, A,
B: 0,9525 1,0508 1,1267 1,0153
@, -0,0006 0,0009 0,0026 0,0006

Utilizando-se os valores apresentados na Tabela 3, conclui-se que o coeficiente 5
do portfélio é igual a Br = Y.ioy a;f; = 1,0349. Sendo assim, se o indice do mercado
sofrer um aumento de 10%, o valor do portfélio sofrera um aumento de 10,35%. Pelos
valores apresentados na Tabela 3 conclui-se ainda que, na visdo do investidor, as acdes
do ativo A, estdo superavaliadas pelo mercado (¢ << 0) o que devera proporcionar uma
rentabilidade inferior aquela calculada pelo modelo de equilibrio (CAPM). Portanto,
devem ser vendidas. Enquanto que, para os outros ativos, o valor positivo do coeficiente
o indica que, as acoes estao subavaliadas, isto é, seu preco é menor do que seu valor
intrinseco. Sendo assim, é conveniente compra-las.

A Tabela 4 apresenta os valores (observados) dos retornos de periodos 1 e 10
dias, denotados, respectivamente, por R; =7;1729 © R;[10] = 1;17,¢[10], para cada
i €{1,:,4}. Na Tabela 4 também sdo dados os valores para a média amostral
7, =1/1728% 1728 1, dos retornos observados e os retornos estimados pelo modelo
CAPM, dados por E(R;) = Ry + [;(E(Ry) — Rg), COME(R,;) estimado através da média
amostral dos retornos do mercado, Ry = 0,02 e [; dado na Tabela 3, para todo

i €{1,-,4}.
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Tabela 4: Valores observados dos retornos de periodos 1 e 10 dias (Ri e Rl’ [10]3 respectivamente), média

amostral dos retornos observados (Ri) e os retornos estimados pelo modelo CAPM (E(Ri)) para o ativo

Ai, i € {1;"';4}_

Ativo R; R;[10] R; E(R,)
A, -0,0026  -0,0156 -0,013 0,0016
A, 0,0301 -0,0343 -0,017 -0,0003
A; 0,0680 0,2456 -0,040 -0,0017
A, 0,0021 -0,0551 0,003 0,0004

Comparando com os valores obtidos pelo modelo CAPM notamos que, para o ativo
A, (Bradesco) o log-retorno observado foi menor que o retorno estimado, enquanto que,
para os outros ativos os resultados obtidos através do modelo CAPM foram inferiores
aos observados. Para um periodo h =10 dias o retorno previsto pelo modelo CAPM s6
foi inferior aos log-retornos observados no caso do ativo A;. Para o portfélio temos
R» = 0,02593, R»[10]=0,05485 e E(Rz) = Yi, a;E(R;) = 0,00003. Logo o log-
retorno observado foi maior que o estimado, tanto para h = 1 quando para h =10 dias.

Na Figura 3 apresentamos os valores observados (circulos vazios) e valores
estimados (circulos sélidos) dos log-retornos 73,4, do portfélio, para n = 1728 e
he€{1,---,10}. Os valores estimados foram obtidos através da expresséo
Tpn+n = Rp + Pp(ygn+n — Re), para todo h € {1,---,10}, onde n = 1728, Rz = 0,02,
P = 1,0349 ey 4 € o valor observado do indice da Bovespa, no tempo n + h. Note
que os valores estimados foram préximos aos valores observados, em particular, para
h =1, o log-retorno observado foi igual a 0,02593, enquanto que o estimado foi

0,02217. Em todos os casos, o retorno real foi maior do que o predito.

/0 ® Valor Estimado
:/' © Valor Observado
0.02
\ o
iyt O o
0.00 \'io/ & 5
.
s /
0.021 & o
. .
) 4 6 8 10

Figura 3: Valores observados (circulos vazios) p,,+p e valores estimados 'F;pm.ph (circulos sdlidos) dos
log-retornos do portfélio, paran = 1728 eh € {1,--+,10}.
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3.5. Calculo das Medidas de Risco VaR e ES

No que segue apresentamos o calculo das medidas de risco baseadas na
distribuicdo das perdas do portfélio. Para o céalculo das medidas de risco VaR e ES

utilizou-se modelos ARMA(p,, g;)-FIEGARCH(p,.d, q,) € ARMA(p,, q;)-EGARCH(p, q2)

(abordagem econométrica) e o horizonte considerado é h = 1 dia.

5106

05
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Figura 4: Funcdo de autocorrelacdo amostral da série temporal (a) {—?";njt}%iia; (b) {Tﬁp’t}gig. (c)
1728

Funcéo periodograma da série temporal {T";‘D Jt}tzl .

A funcédo de autocorrelagdo amostral da série temporal {—15.}7_;, € as funcdes de
autocorrelacao amostral e periodograma da série dos valores quadraticos dos log-
retornos do portfdlio sdo apresentadas na Figura 4. Observamos que, embora a funcéao
de autocorrelacdo amostral da série temporal {—7.}7—; apresente um decaimento muito
rapido, ela apresenta valores significativos para h > 1, o que justifica a escolha de um

modelo ARMA(p;,q;). Pela Figura 4(b) conclui-se que a série temporal {r% ,}173° é

correlacionada, o que indica a presenca de heteroscedasticidade. Na Figura 4(b)
observa-se ainda que a funcdo de autocorrelacdo amostral apresenta valores
significativos para diversos valores de h distantes de 1, o que indica longa dependéncia.
Na Figura 4(c) observamos um pico na funcao periodograma na vizinhanca da frequéncia
zero, ou seja, outro indicativo de longa dependéncia. Tais caracteristicas justificam a
escolha de um modelo FIEGARCH(p,. d, q-).

Para a selecdo do modelo mais adequado, considerando a longa dependéncia,
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ajustamos modelos ARMA(p;, q,)-FIEGARCH(p,.d, q;) & série temporal {—7p:}7—,, com
valores de p;,q; € {0,1,2,3} e p,,g, € {0,1}. Levando em conta a hipétese de que os
residuos devem ser uma sequéncia i.i.d. e que estamos interessados em modelos
estaciondrios, descartamos os casos para 0s quais os residuos ainda apresentavam
correlacdo, heteroscedasticidade, ou tais que o valor estimado do pardmetro d foi maior
do que 0,5. Dentre os modelos que restaram, selecionamos 0s que apresentavam o
menor valor dos critérios AIC e BIC e\ou o maior valor da log-verossimilhanca. Os
valores desses critérios para os trés modelos selecionados sdo apresentados na Tabela
5. Nesta tabela, o valor em negrito indica o melhor modelo em relacdao a cada critério.
Tendo em vista que os valores de um mesmo critério para diferentes modelos sdo muito
préximos, e que a analise dos residuos indica que os trés modelos sao adequados para
descrever a série temporal dos log-retornos do portfdlio, optamos pelo mais
parcimonioso. Os coeficientes do modelo escolhido sdo apresentados na Tabela 6. A
titulo de comparacéo, utilizamos um modelo ARMA(p;, q; )-EGARCH(p, q-) (veja Tabela
6) com os mesmos valores de p;,p.,q; € g» que o modelo ARMA(p;,q;)-

FIEGARCH(p,. d, q2).

Tabela 5: Valores dos critérios AIC, BIC e Log-verossimilhanca para trés models ARMA(’pl, dl)-

FIEGARCH(p,, d, q,) para a série temporal {—7 ¢ }$.5°.

P Q1 Do d q- AIC BIC Log-Verossimilhanga
1 0 0 02294 1 -8448,2644 -8410,0813 4231,1322

2 1 0 02367 1 -8456,7829 -8407,6904 4237,3914

2 1 1 0,283 1 -8456,5281 -8396,5262 4239,2640
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Tabela 6: Valores estimados para os parametros dos models ARMA(LO)—EGARCH(G,l) e ARMA(LO)-

FIEGARCH(O, d, 1) para a série temporal {_T;p,t}?:l. O valor em parénteses corresponde ao desvio
padrao do estimador.

Modelo
Parametro ARMA-EGARCH ARMA-FIEGARCH

b0 -0,001 (0,001) -0,001 (0,001)
o) 0,172 (0,025) 0,173 (0,026)
a -1,007 (0,113) -0,498 (0,093)
B 0,899 (0,013) 0,754 (0,060)
Yo 0,295 (0,028) 0,285 (0,029)
Yo 0,448 (0,073) 0,127 (0,017)
d - 0,233 (0,056)

As previsbes para a média e para o desvio padrao condicional da série temporal
1728
{_T:p;t}t=l )

resultados da estimacao das medidas de risco VaR e ES, utilizando a série temporal dos

para os horizontes h € {1,:--,10} dias, sdo apresentadas na Tabela 7. Os

log-retornos do portfélio, sdo apresentados na Tabela 8. Da Tabela 4 temos que
711720 = —0,0026, 1541729 = 0,0301, 73,729 =0,0680 e 74,129 =0,0021. Logo, o log-
retorno do portfdlio, paran = 1728 eh = 1 dia, é igual a»,+; = 0,0259. Comparando o
valor observado do log-retorno do portfélio 75,725 = 0,0259 com os valores
apresentados na Tabela 8, conclui-se que o valor estimado utilizando-se o modelo
FIEGARCH foi o que mais se aproximou do valor observado, tanto para p = 0,95 quanto
para p = 0,99. Além disso, comparando os valores da Tabela 8 com o valor observado
Tp1729 = 0,0259 e com o valor estimado utilizando-se o f» e o log-retorno observado do
lbovespa (p1729 = 0,0222), conclui-se que a abordagem econométrica utilizando

modelos FIEGARCH foi mais precisa.

Tabela 7: Previsdao da média e do desvio padrdao condicional dos log-retornos do portfélio para os

horizontes i € {1,++,10} dias.

h —Tp+n Op,t+n —Tp,t+n 07 t+h
1 0,0001 0,0149 6 -0,0010 0,0161
2 -0,0008 0,0152 7 -0,0010 0,0162
3 -0,0010 0,0155 8 -0,0010 0,0164
4 -0,0010 0,0157 9 -0,0010 0,0165
5 -0,0010 0,0159 10 -0,0010 0,0166
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Tabela 8: Valores estimados para as medidas de risco VaR e ES para as perdas do portfélio, ao nivel de
confiancap = 95% e p = 99% para o horizonte h=17 dia.

p=0,95 p=0,99
Abordagem VaR, i1 ESpn41 VaR,ni1 ESpnia
Empirico 0,0369 0,0588 0,0703  0,0966
Normal 0,0398 0,0712 0,0566  0,0923
EWMA 0,0321 0,0583 0,0461 0,0759
EGARCH 0,0353 0,0625 0,0499 0,0808
FIEGARCH 0,0247 0,0437 0,0349 0,0564

3.6. Analise de Cenarios (Teste de Estresse)

Para realizar o teste de estresse, utilizamos duas abordagens diferentes. A primeira
delas consiste na escolha dos cendarios baseando-se nos dados histéricos. Tal
procedimento é conhecido na literatura como teste de estresse tradicional segunda
abordagem consiste na escolha dos cenarios sob um certo dominio de admissibilidade,
obtendo entdo a medida denominadg@erda maximaou MaxLoss.

Para a construcdo de cenarios baseados em dados histéricos, primeiramente
determinamos as variacoes maximas e minimas de cada fator de risco (log-retornos)
utilizando-se os procedimentos StE (Start to End) e DD (drawdown), descritos na Secéo
2.3.1, com janelas de 1 e 10 dias. Em seguida, utilizando-se essas variacoes maximas e
minimas, construimos 12 diferentes cenarios, denotados por Sj, para j € {1,--+,12},

como descrito a seguir.

* Denotamos por 7;s; o valor do log-retorno do ativo A; sob o cenério Sj, para
cadai € {1,---,4}ej € {1,--,12}.

e Os cenérios S1, S2 e S330 formados pelos log-retornos méaximos dos ativos,
obtidos pelo método StE e DDcom janelas de 1 e 10 dias.

e Os cendrios S4, S5 e SGido formados pelos retornos minimos dos ativos,
obtidos pelo método StE e DDcom janelas de 1 e 10 dias.

e Os cenéarios S7, S8 e S%ido construidos considerando-se os log-retornos
méaximos do mercado e os coeficientes f;, para cada i € {1,:--,4}, fornecidos pelo
modelo CAPM, isto é, define-se Tigj = ﬁi X Tyste OU Tisj = ,81' X TMDD, onde Tmste €
Typp denotam, respectivamente, os log-retornos maximos do mercado obtidos pelo
método StE e DD.
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e Os cenarios S10, S11 e Sl12onsideram os log-retornos minimos do mercado e

os coeficientes f3;, para cada i € {1,:-+,4}, fornecidos pelo modelo CAPM. A construcdo
desses cendrios é analoga a dos cenarios S7,58 e S9.

Os valores obtidos para as variagcbes maximas e minimas dos fatores de risco (ou
seja, os log-retornos maximos e minimos) para cada um dos ativos e para o mercado
financeiro sao apresentados na Tabela 9. Os diferentes cendarios considerados sao
apresentados na Tabela 10. Observamos que S1, S2, S3, S7, S8 e S8o cenarios
otimistas (assumem que os log-retornos sdo iguais aos maximos histdéricos), enquanto
que os demais cenarios sdo todos pessimistas. Os log-retornos do portfélio sob cada

cenario sao apresentados na Tabela 11.

Tabela 9: Variagcbes maximas e minimas dos log-retornos dos ativos do portfélio e dos log-retornos do

mercado.
1 dia (StE) 10 dias (StE) 10 dias (DD)
Ativo  Max Min Max Min Max  Min
Ay 0,2883 10,1721 0,2360 -0,2853 0,38483713
A, 0,2933 -0,2162 0,3010 -0,4761 0,36604761
A, 0,1676 -0,3530 0,3223 -0,5626 0,40875626
A 0,2094 -0,1508 0,3390 -0,3111 0,45883189
A, 0,2068 -0,2103 0,3495 -0,2970 0,42424937

Tabela 10: Cenarios para o Teste de Estresse.

Cenarios Baseados em Dados HistoricosCenérios Baseados ifodo Modelo CAPM
1,55 Tz2,55 T3,55 Tasj 1,55 Ta,55 T3,55 Tasj
S1 0,2933 0,16760,2094 0,2068 S7 0,2746 0,3030 0,3249 0,2927
S2 0,3010 0,32230,3390 0,3495 S8 0,2248 10,2480 0,2659 0,2396
S3 0,3669 0,40370,4558 0,4242 S9 0,3665 0,4043 0,4335 0,3907
S4  -0,2162-0,3530 -0,1508-0,2103 S10 -0,1639 0,1808 -0,1939 -0,1747
S5 -0,4761-0,5626 -0,3111-0,2970 S11 -0,2717 -0,2998 -0,3214 0,2896
S6 -0,3713-0,5626 -0,3189-0,4937 S12 -0,3537 -0,3902 -0,4184 -0,3770
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Tabela 11: Valores dos log-retornos do portfdlio sob os diferentes cenarios.

Cenario 75 Cenario 1p5; Cenario 1pgs; Cenario 7p5s;
S1  0,2297 S4 -0,2198 S7 0,2984 S10 -0,1781
S2  0,3249 S5 -0,4100 S8 0,2442  S11 -0,2952
S3  0,4108 S6 -0,4463 S9 0,3982 S12 -0,3843

Os log-retornos reais observados do portfélio para 1 e 10 dias foram,
respectivamente, 0,0259 e 0,0548. Comparando esses valores com aqueles
apresentados na Tabela 11 conclui-se que, tanto para h = 1 quanto para h = 10 dias, 0s
log-retornos reais foram sempre superiores aos previstos pelos cenarios pessimistas e
foram superestimados por todos os cendarios otimistas.

Pelo Teorema 2.1, a um nivel de confianca p%,a perda maxima do portfélio é dada
pela expressao (8) e o cendario onde isso ocorre é dado pela expressao (9). Na Tabela 12
apresentamos a perda maxima do portfdlio (MaxLoss), para diferentes valores de p
(dominios de admissibilidade) e o valor do log-retorno 7;;; do ativo A; sob o cenério de
perda méaxima, para cada i € {1,:-,4}. Comparando os valores apresentados nas Tabelas
11 e 12, percebemos que as perdas gue ocorrem sob o0s cendrios pessimistas
construidos sob dados histdricos sao maiores do que aquelas que ocorrem quando
consideramos cenarios sob um certo dominio de admissibilidade. Para todos os valores
de p, a perda maxima estimada foi maior que a perda real observada no instante

t = 1729, que foi igual a —rp = -0,0259.

Tabela 12: Perda maxima (MaxLoss) do portfdlio para diferentes valores de p (dominio de admissibilidade)
e seu respectivo cenario.

Cenario
P MaxLoss T1L,ML T2,ML T3,ML T4 ML
0,50 -0,0453 -0,0451 -0,0460 -0,0453 -0,0449
0,55 -0,0475 -0,0473 -0,0482 -0,0475 -0,0471
0,65 -0,0521 -0,0519 -0,0529 -0,0521 -0,0517
0,75 -0,0574 -0,0572 -0,0583 -0,0574 -0,0569
0,85 -0,0642 -0,0640 -0,0652 -0,0642 -0,0637
0,95 -0,0762 -0,0759 -0,0773 -0,0762 -0,0756
0,99 -0,0901 -0,0897 -0,0915 -0,0901 -0,0894
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4. Conclusao

Neste artigo tratamos da estimacao e analise de medidas de risco para um
portfélio formado por acdes de quatro empresas brasileiras, sendo elas: Bradesco, Brasil
Telecom, Gerdau e Petrobras. Tais acdes sdao negociadas na Bolsa de Valores de Sao
Paulo (Bovespa). Os valores do portfélio do mercado foram representados pelo indice
Bovespa. Os pesos do portfélio eficiente foram estimados através do método da média-
variancia, introduzido por Markowitz (1952). O modelo de precificacdao de ativos
(CAPM) foi utilizado como ferramenta para andlise da correlacdo dos ativos com o
mercado financeiro.

Pelo modelo CAPM, obtivemos f5; <X 1, o que significa que o ativo A; (Bradesco) é
defensivo, enquanto que f5; > 1, para i = 2,3,4, o que significa que os ativos A, (Brasil
Telecom), A; (Gerdau) e A, (Petrobras), sdo agressivos. Portanto, se houverem quedas
no indice do mercado, os retornos dos ativos sofrerdo quedas maiores (em termos de
porcentagem) do que a queda do indice do mercado. De forma analoga, se o indice do
mercado sofrer um determinado aumento, o aumento sofrido pelos retornos desses
ativos seréd maior.

Os valores reais observados para os log-retornos 7; 1755, para cada i € {1,-:+,4}, das
séries temporais analisadas foram, respectivamente, -0,0026, 0,0301, 0,0680 e
0,0021. Comparando com os valores obtidos pelo modelo CAPM notamos que, para o
ativo 4, (Bradesco) o log-retorno observado foi menor que o retorno estimado, enquanto
que, para os demais ativos os resultados obtidos através do modelo CAPM foram
inferiores aos observados. Para um periodo h = 10 dias os log-retornos de periodo h,
dados por 1i.[h], para i € {1,:+,4}, sdo iguais a -0,0156, -0,0343, 0,2456 e -0,0551,
respectivamente. Observamos que, neste caso, o retorno previsto pelo modelo CAPM sé
foi inferior aos log-retornos observados no caso do ativo A;. Utilizamos o valor do f» do
portfélio para estimar os log-retornos e obtivemos valores muito préximos embora

sempre menores do que os valores observados.
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Observamos que tanto o indice do mercado como os precos dos ativos sofreram
uma forte queda em seus valores no periodo em torno de t = 1000, aproximadamente
15 de janeiro de 1999. Este periodo foi marcado pela desvalorizacdo do real.
Calculamos o valor do portfélio assumindo que o instante inicial de investimento era
igual ao primeiro dia de observacdo das séries temporais. Em seguida calculamos as
perdas do portfélio e observamos que a maior perda (ou seja, o maior ganho, que é igual
a aproximadamente R$ 0,37 por cada real investido) corresponde a mudangca no valor
do portfélio, ocorrida entre 24/10/1997 e 27/10/1997. Nesse periodo o valor do indice
Bovespa passou de 11.545,20 para 9.816,80 pontos, o que representa uma queda de
14,97%. Nessa data também ocorreram grandes quedas nos indices Dow Jones
(7,18%) e S&P 500 (6,87%)Este periodo é marcado pela forte crise na Asia. O maior
ganho no portfélio corresponde a variacao ocorrida no periodo de 13/01/2001 a
14/01/2001. O lbovespa apresenta uma alta de 2,08% neste periodo. Enquanto que,
para o mercado mundial temos que em 14/01/2000 o valor do indice Dow Jones foi de
11.722,98 pontos. Esse valor sé foi superado em 03/10/2006, quando o indice atingiu
11.727,34 pontos.

Para estimar as medidas de risco VaR e ES utilizando os log-retornos do portfélio e
observamos que o VaR estimado utilizando-se os processos FIEGARCH foi o que mais se
aproximou do valor real da perda observada. Comparando com o valor 0.02217,
encontrado utilizando-se o 5 e o log-retorno do Ibovespa, observamos que a abordagem
econométrica foi mais precisa.

No teste de estresse, observamos que os log-retornos reais foram superiores aos
previstos pelos cendrios pessimistas. Entretanto, todos os cenarios otimistas
superestimaram os log-retornos reais. As perdas que ocorrem nos cenarios pessimistas
construidos a partir dos dados histéricos sao maiores do que aquelas estimadas quando
consideramos cenarios com um certo dominio de admissibilidade.

Conclui-se que o teste de estresse, embora seja uma ferramenta indispensavel,
deve ser realizado em conjunto com wuma analise que leva em conta a
heteroscedasticidade e longa dependéncia da variancia condicional. Se o investidor optar
apenas pelos testes de estresse correra menos riscos mas também podera diminuir sua
margem de lucro. A abordagem econométrica mostrou-se satisfatéria pois forneceu
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estimativas préximas dos valores observados.
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Abstract

The aim of this study is to analyze the performance of the main methods considered in the
literature to calculate risk in a portfolio, namely, the stress test, the maximum loss (MaxLoss)
and the value-at-risk (VaR), under the presence of heteroskedasticity and long-range dependence
in volatility. We consider a portfolio consisting of shares of four companies and use the CAPM
model to estimate the weights for the assets in the portfolio. To calculate the VaR, we consider
the econometric approach where the conditional variance is modeled by FIEGARCH models. For
this analysis we consider a data set collected from January 1995 to December 2001, a period

for which the volatility presents long-range dependence and stationarity.
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Um Método Hierarquico para a Determinacao
do Numero ldeal de Grupos
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Resumo.

A area de Cluster Analysis agrega diversos métodos de classificacdo que podem ser aplicados
com o objetivo de identificar grupos em um conjunto de dados. O nimero de grupos pode ser fixado
ou determinado mediante avaliacdo de algum indice (ou coeficiente). O presente trabalho prope um
novo método de agrupamento hierarquico que foi concebido a partir do estudo do algoritmo
Bisecting K-Means com o objetivo de identificar a quantidade ideal de grupos. A qualidade das
solucoes obtidas é indicada pelo coeficiente Silhueta, que combina coesdo e separacao. Os
resultados apresentados neste estudo indicam que o método proposto é de facil implementacéo e
competitivo em relacdo a qualidade das solucées quando comparado com os algoritmos mais
conhecidos e eficientes da literatura.
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1. Introducao

A anadlise de agrupamento agrega um conjunto de métodos que sao aplicados a
determinacdo de grupos a partir de um conjunto de objetos definidos por certas
caracteristicas (atributos). O objetivo €é obter grupos que apresentem padrdes
(caracteristicas) semelhantes e que possam refletir a forma como os dados séao
estruturados. Para isso, deve-se maximizar a similaridade (homogeneidade) entre os objetos
de um mesmo grupo e minimizar a similaridade entre objetos de grupos distintos [Han and

Kamber, 2006] [Larose, 2005] [Goldschimidt and Passos, 2005].

Formalmente, o problema classico de agrupamento pode ser definido da seguinte

maneira: dado um conjunto formado por n objetos X ={X;,X,,...,.%,...,X,}, com cada
objeto X, 0 X e possui p atributos (dimensdes ou caracteristicas), ou seja, X, ={X",X?,...,.x"},
deve-se construir k grupos C; (j =1,...,K) a partir de X, de forma a garantir que os objetos

de cada grupo sejam homogéneos segundo alguma medida de similaridade. Além disso,
devem ser respeitadas as restricoes concernentes a cada problema particular abordado
[Han and Kamber, 2006] [Ester et al., 1995] [Baum, 1986] [Hruschka and Ebecken, 2001]
[Dias and Ochi, 2003]. Apresenta-se, a seguir, o conjunto de restricoes que definem o

problema clédssico de agrupamento:

k
UG=X 1)

i=1
GiNGj=0 para  ij=1,..,k e i#] 2
CizD para =1, .., 3

Estas restricoes determinam, respectivamente, que: O conjunto X corresponde a
unidao dos objetos dos grupos, cada objeto pertence a exatamente um grupo e todos os

grupos possuem pelo menos um objeto.
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Para este problema, o nimero de solucdes possiveis, ou seja, o total de maneiras em
que 0Sn objetos podem ser agrupados, considerando um numero fixo de K grupos, é dado
pelo nimero de Stirling (NS de segundo tipo [Jr, 1968], e podem ser obtidas pela Equacéo
4 [Liu, 1968]. Para problemas de agrupamento em que o valor de k € desconhecido
(agrupamento automadtico), o ndmero de solucbes possiveis aumenta ainda mais. Este
numero é dado pela Equacao 5, que corresponde ao somatdrio da Equacao 4 para o niumero
de grupos variando no intervalo k=1, .., knax sendo Kmax0niimero maximo de grupos. Para
que se tenha uma ideia da ordem de grandeza deste nimero, no caso de Nn=10 objetos a
serem alocados em k=3 grupos, o nimero de solucdes a serem consideradas é de 9.330.
Mas considerando apenas dobro de objetos, ou Seja,n=20 e k=3, o nimero de solucdes
possiveis (Equacao 4) sobe para 580.606.446. No problema de agrupamento automatico
estes valores crescem exponencialmente com o aumento da quantidade de objetos (n). Esta
caracteristica torna proibitiva a obtencao da solucao 6tima mediante a aplicacao de um
procedimento de enumeracao exaustiva. Esta questdo é comentada em varios trabalhos da

literatura, como por exemplo, no trabalho de Naldi (2011).

k —i(k
NS(nB=— 3 (-DK JUP @
Km
NS(n= _Zalx NE n) (5)
J:

Conforme Kumar et. Al (2009), as ultimas décadas, e em particular os ultimos anos
Conforme Kumar et. Al (2009), as ultimas décadas, e em particular os ultimos anos, tém
sido marcados pelo desenvolvimento de diversos algoritimos de agrupamento. Por sua vez,
estes, estes algoritmos encontram aplicacdo em diversos dominios, quais sejam:
inteligéncia artificial, reconhecimento de padrbes, marketing, economia, ecologia,
estatistica, pesquisas médicas, ciéncias politicas, etc. Nao obstante, nenhum desses
algoritmos é apropriado para todos os tipos de dados, formatos de grupos e aplicacdes.
Esta dltima observacao sugere que ha espaco para o estudo e o desenvolvimento de novos
algoritmos de agrupamento que sejam mais eficientes ou mais apropriados, levando em
conta as caracteristicas especificas de conjuntos de dados. Em muitos casos, inclusive, a
andlise de “0 que é uma boa solucdoé subjetiva, tendo em vista as especificidades do

problema estudado.
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2. Revisao da Literatura

Segundo [Kumar et. al., 2009], talvez um dos problemas de selecao de parametros
mais conhecido seja o de determinar o nimero ideal de grupos em um problema de
agrupamento. Uma dessas técnicas apresentadas na literatura consiste analisar o valor da
Soma dos Erros Quadraticos (SEQ, Equacao 6) das solucdes obtidas em funcdo do ndmero
de grupos. O objetivo é encontrar a quantidade natural de grupos, procurando por uma
quantidade de grupos em que exista uma inflexdo no valor do SEQ. Essa abordagem pode

falhar em algumas situacGes, quais sejam: quando existem grupos entrelacados,

superpostos ou até mesmo aninhados. Na Equacdo 6, dist(G, ¥ indica a distancia

(Euclidiana: Equacado 7) entre o objeto x e o centroide (ci) que esteja mais préximo deste

objeto.

K .
SEGmMiny ¥ dis{ g 6)
i=1x00C;

Essa primeira abordagem pode ser realizada, por exemplo, com a aplicacao de um
algoritmo classico de agrupamento denominado k-Means (Han and Kamber, 2006),

considerando que k é um inteiro que assume todos os valores no intervalo kK =2,..,n. Dessa

forma, aplica-se o algoritmo de agrupamento para cada valor de ke, em seguida, calcula-se

o valor de SEQpara cada uma nas (n—1) solucdes obtidas. A partir destes valores, torna-se

possivel construir um grafico SEQversuso nimero de grupos, conforme apresenta a Figura 1.
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E importante destacar que o algoritmo k-Meansé sensivel a selecdo de protétipos
(objetos ou centréides) iniciais. Ou seja, uma selecdo aleatéria desses protétipos para a
formacao dos grupos iniciais do algoritmo geralmente resulta em agrupamentos pobres, de
baixa qualidade no que concerne a estrutura ou ao valor da similaridade [Kumar et. al.,
2009]. Dessa forma, recomenda-se que para cada numero k de grupos no intervalo
estabelecido, esse algoritmo seja executado considerando diferentes protétipos iniciais. Em
seguida, sao consideradas para a analise somente a melhor solucdo (menor SEQ) para cada

namero K de grupos.

Outra abordagem concernente a determinacao do nimero ideal de grupos consiste na
avaliacdo da funcao Silhueta (apresentada na secdo 2.1) proposta por Rousseeuw (1987) e
utilizada em diversos trabalhos, dentre os quais: [Naldi, 2011], [Cruz, 2010], [Wang et. al.,
20071, [Soares, 2004] e [Tseng and Yang, 2001]. Mais especificamente, aplica-se um

algoritmo de agrupamento para alguns valores de k no intervalo k=2,..,n, escolhendo-se

como o Kideal aquele associado ao maior valor da funcdo Silhueta (Figura 1). Uma vez que
esse trabalho utilizou a funcdo Silhueta, hd uma secdo especifica para a descricao

detalhada da mesma.

Ainda em relacdo & andlise da funcdo Indice Silhueta, também é possivel executar tal
abordagem considerando multiplas execucées do algoritmo k-Means Novamente,
aconselha-se a executar esse algoritmo com diferentes inicializacGes de protétipos para
cada ndmero de grupos e, ao final, deve-se utilizar a funcao Silhueta para avaliar as

solucdes obtidas para cada K.

Com base no algoritmo k-Means foi proposto por [Pelleg and Moore, 2000] o algoritmo
X-Meanspara a resolucao do problema de agrupamento automatico. Este algoritmo recebe
como parametros o problema a ser processada e um intervalo com a quantidade de grupos

k=k.,.k._.e utiliza o indice BIC (Bayesian Information Criterionpara identificar e

retornar qual o melhor ndmero de grupos. Em [Zalik, 2008] é apresentado um algoritmo

gue também adapta o k-Meanspara resolver um problema de agrupamento automatico.
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Figura 1: SEQ versus Numero de Grupos e Silhueta versus Nimero de Grupos (adaptacdo de [Kumar et. al.,
2009])

Ainda no contexto do problema agrupamento automaticos varios trabalhos na
literatura propéem algoritmos baseados em metaheuristicas que tém por objetivo encontrar
um numero ideal de grupos e a sua solucao correspondente. Dentre estes, destacam-se os
seguintes trabalhos: [Soares, 2004] [Cruz, 2010] [Cole, 1998] [Cowgill, 1999]
[Bandyopadhyay and Maulik, 2001] [Bandyopadhyay and Maulik, 2002b] [Hruschka and
Ebecken, 2003] [Hruschka et. al., 2004al[Hruschka et. al., 2004b] [Hruschka et. al.,
2006] [Ma et. al., 2006] [Alves et. al. 2006] [Tseng and Yang, 2001] [Naldi and Carvalho,
2007] [Pan and Cheng, 2007].

Existem, também, as heuristicas que utilizam alguns procedimentos de busca local
baseados no algoritmo k-Means. Em um primeiro momento, essas heuristicas utilizam
algoritmos para construcao de grupos, denominados grupos parciais (temporarios,
componentes conexos) com o objetivo de unir os objetos mais homogéneos. Em seguida,
sao aplicados algoritmos de busca local e de perturbacao sobre esses grupos produzindo
solucdes de boa qualidade [Cruz, 2010] [Tseng and Yang, 2001] [Hruschka et. al., 2004b]
[Alves et. al. 2006] [Hruschka et. al., 2006] [Naldi and Carvalho, 2007] [Naldi, 2011].

Em [Tseng and Yang, 2001] foi apresentado um algoritmo genético denominado
CLUSTERING, que também utiliza a funcao Silhueta para determinar o nimero ideal de
grupos. Para isso, esse algoritmo constréi um grafo, identifica os seus componentes
conexos e atua no agrupamento desses componentes com o objetivo de maximizar a

funcao Silhueta.
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O trabalho Soares [Soares, 2004] apresenta alguns algoritmos baseados nas
metaheuristicas Simulated Annealing e Algoritmos Evolutivos para a resolucdo do problema
de agrupamento automatico. Este trabalho também propde algoritmos para construcao de
solucbes, perturbacdes e refinamentos (buscas locais), incluindo um procedimento de
reconexdo por caminhos (path relinking), que atua na busca de solucées de melhor
qualidade. Em seus experimentos foram realizadas algumas comparacdes com o algoritmo
CLUSTERING [Tseng and Yang, 2001].

O algoritmo CLUES (CLUstEring based on local Shirinking) [Wang et. al., 2007]
também aborda o problema do agrupamento automatico, possibilitando a aplicacao da
funcdo Silhueta ou do Iindice CH (indice de Calinski-Harabasy para a determinacdo do
numero ideal de grupos. Trata-se de um algoritmo iterativo que, com a utilizacao de um
procedimento de encolhimento (Shirinking procedure) baseado nos k-vizinhos mais
préximos, realiza a unidao dos objetos mais homogéneos segundo os seus atributos.

Apdés a aplicacao do procedimento de encolhimento, o CLUES constréi solucoées,
avaliando-as mediante o valor da funcdo de Silhueta ou do indice CH. Ainda em Wang et.
al. (2007) é relatado que os resultados obtidos com a utilizacado da funcéao de Silhueta e do
indice CH foram comparados. A partir dessa comparacdo, observou-se que mediante a
aplicacdo do indice Silhueta foram produzidas solucdes de melhor qualidade no que
concerne ao numero de grupos definidos e a formacao de solucbes denominadas perfeitas
em tal trabalho. Esse algoritmo foi desenvolvido em Re o seu cdédigo fonte estd disponivel
em um pacote do software estatistico R.

O trabalho de Cruz [Cruz, 2010] traz uma proposta de algoritmos heuristicos mais
sofisticados no que concerne aos procedimentos de construcdo, de busca local e de
perturbacao. Mais especificamente, estes algoritmos foram baseados nas metaheuristicas
Algoritmos Genéticos, Busca Local lIterada (/terated Local Search) e GRASP (Greedy
Randomized Adaptive Search Procedure). O diferencial desses algoritmos estd na
incorporacao de procedimentos para a construcdao de grupos parciais, conceitos de
Memodria Adaptativa e Buscas Locais que utilizam conceitos do algoritmo k-means para a

unido de grupos parciais.
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Ainda no trabalho de Cruz (2010) foram propostos também métodos hibridos. Estes
métodos utilizam algumas das solucdes produzidas pelos algoritmos heuristicos, ou seja,
solucdes associadas com alguns valores de ke que sejam consideradas promissoras no que
concerne ao ndmero ideal de niumeros, porém nao necessariamente a melhor solucao para
tal niumero. Considerando estes valores especificos de k, sdo aplicadas duas formulacoes de
programacao inteira, quais sejam: para o problema de agrupamento com didmetro minimo e
dos k-Medoids. Nos experimentos apresentados em seu trabalho foram realizadas

comparacdes com o algoritmo da literatura CLUES [Wang et. al., 2007].

O Bisecting k-Means, proposto por [Steinbach et. al., 2000], corresponde a uma
versao hierarquica do k-Means,em que a cada iteracdo, um grupo é selecionado e dividido
em dois novos grupos. Nesse contexto, o presente trabalho propde algoritmos baseados no
Bisecting K-Means. Esses algoritmos diferenciam-se, quanto ao critério utilizado para a
selecdo do grupo a ser particionado. Apdés a selecdo do grupo a ser particionado, é
necessario distribuir os objetos desse grupo entre os dois novos grupos, utilizando-se,
nessa fase, o algoritmo K-Means classico. Cada solucao obtida a partir da aplicacdo dos
algoritmos propostos, para cada quantidade de grupos k no intervalo k = kmin, ..,kmax, é
avaliada com a utilizacdo do indice de validacado relativo Silhueta. Conforme Naldi [Naldi,
2011], os indices de validacao relativos tém sido utilizados e investigados extensivamente,
tendo apresentado resultados satisfatérios em diversas aplicacdes.

Os indices relativos, como préprio nome sugere, tém como finalidade avaliar a
qualidade relativa das solucdes produzidas por diferentes métodos de agrupamento. Estes
indices nao tém a propriedade de monotonicidade, ou seja, ndo sado afetados pelo aumento
ou pela reducdo do ndmero de grupos da solucdo. Dessa forma, podem ser utilizados na
avaliacdo de diversas solucdes, provenientes de diversos algoritmos. No presente trabalho,
assim como nos algoritmos da literatura considerados nos experimentos, as solucoes

obtidas sdo avaliadas pelo indice de Silhueta.
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2.1. indice Silhueta

O indice Silhueta foi proposta por Rousseeuw [Rousseeuw, 1987]. Esta medida
determina a qualidade das solugcdées com base na proximidade entre os objetos de
determinado grupo e na distancia desses objetos ao seu grupo mais préximo. O indice
Silhueta € calculado para cada objeto, sendo possivel identificar se o objeto esta alocado
ao grupo mais adequado. Esse indice combina as ideias de coesdo e de separacao. Os

quatro passos a seguir explicam, brevemente, como calcula-lo:

1. Nesse trabalho dij (Equacdo 7) corresponde a distancia euclidiana entre os objetos | €],

e p é a quantidade de atributos dos objetos. Para cada objeto X calcula-se a sua
distdancia média a(x)(Equacdo 8) em relacdo a todos os demais objetos do mesmo
grupo. Na Equacéo 8, |C, | representa a quantidade de objetos do grupo C, , ao qual o

objeto X pertence.

[p
dj=| % (39-5 9?2 (7)
g=1

sdp D%, xjHGy (8)

1
a(x)=———
(%) Cul-1

2. A Equacdo 9 apresenta a distancia entre o objeto X e os objetos do grupo C,, em que
|C, | é a quantidade de objetos do grupo C,. Para cada objeto X calcula-se a sua

distancia média em relacdo a todos os objetos dos demais grupos (b(X)) (Equacéo 10).

1
d(%,G)=—-2 d; Ox;0 9
01.@)= 2 G G (9)

b(x)=mind(x,¢) CG#CGy GOC (10)

3. O coeficiente Silhueta do objeto X (S(X)) pode ser obtido pela Equagdo 11.

b(x)-a(x)

D et (6 ),a06)}

(11)
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O calculo da Silhueta de uma solucdo Sé a média das Silhuetas de cada objeto,
conforme apresenta a Equacdo 12,em que n é a quantidade de objetos da solugdo. Essa

funcao deve ser maximizada.

Silhuetd S=maxt 3 € (12)
Ni=1

Os valores positivos de Silhueta indicam que o objeto estd bem localizado em seu
grupo, enguanto valores negativos indicam que o objeto estd mais préximo de outro(s)
grupo(s). A Figura 2 apresenta um exemplo grafico de uma solucdo constituida por dez
grupos e objetos com duas dimensdes. As cores dos objetos indicam as suas Silhuetas e,
quanto mais escuro o tom de cinza, menor o valor da Silhueta (préximo de zero). Observa-

se que nesse exemplo nenhum objeto possui a Silhueta negativa.

ot

.
- e

T T T T 1
i} o1 02 0.3 0.4 0.5 06 07 08 09 1

Silhueta

Figura 2: Problema associado ao grafico da Figura 1
([Kumar et. al., 2009]).

Conforme Naldi [Naldi, 20111, este indice é mais apropriado para agrupamentos
volumétricos, com grupos gerados de acordo com distribuicoes Gaussianas
multidimensionais hiperesféricas ou moderadamente alongadas, porém ele ndao obteve bons
resultados para grupos com formatos arbitrarios [Rousseeuw, 1987].

Em [Hruschka et. al., 2004a] é proposta uma versdo simplificada do indice de
Silhueta. Nesta versdo sdo efetuadas modificacdes nos calculos de a(x) e b(X) com o
objetivo de reduzir a complexidade do algoritmo de O(n® para O(n). Segundo os autores
desse trabalho, mesmo com a reducao da complexidade, esse novo indice mantém a
qualidade préxima ao da Silhueta tradicional, o que é confirmado por [Vendramin et. al.,

2009] [Vendramin et. al., 2010].
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3. Algoritmo Proposto Baseado em Bisecting K-Means

Com o objetivo de identificar o nimero ideal de grupos em cada problema, o presente
trabalho propée algoritmos baseados no Bisecting k-Means [Steinbach et. al. (2000)]. Esse
algoritmo corresponde a uma versao hierarquica do algoritmo k-Means em que a cada
iteracao ocorre a selecao de um dos grupos a ser particionado e, em seguida, a distribuicao
de seus objetos nos dois novos grupos. A Figura 3 ilustra uma representacdo de um
Agrupamento Hierarquico utilizando um Dendrograma. Nesse sentido, cada linha horizontal
tracejada indica a selecdo de um grupo, que é dividido em dois novos grupos. A seguir sdo

relacionadas as solucdes obtidas com base na Figura 3.

* Selecédo 1: o grupo C1 = {a,b,c,d,e} é selecionado e dividido em dois novos
grupos. Forma-se a solucdo com dois grupos C1 = {a,b,c} e C2 = {d,e}.

* Selecdo 2: o grupo C1 = {a,b,c} selecionado e dividido em dois novos
grupos C1 = {a,b} e C3 = {c}. Forma-se a solucdo com trés grupos C1 =
{a,b}, C2 = {d,e} e C3 = {c}.

e Selecdao 3: o grupo C1 {a,b} é selecionado e dividido em dois novos
grupos C1 = {a} e C4 = {b}. Forma-se a solugdo com quatro grupos C1 =
{a}, C2 = {d,e}, C3 = {c} e C4 = {b}.

* Selecdo 4: o grupo C2 = {d,e} é selecionado e dividido em dois novos
grupos C5 = {d} e C2 = {e}. Forma-se a solucdo com cinco grupos C1 =
{a}, C2 = {e}, C3 = {c}, C4 = {b} e C5 = {d}.

C1
--8elecdo 1 ——-—-—---- e
Cq 02
—~Belapho &= n s s e s e
Cq Ca
S R e e o e b o e Er=trets
C1 C4
--Seleciod {--—-—-------t------FfF- -
Cs Cy
a b c d e

Figura 3: Representacdo de um Agrupamento Hierarquico utilizando um Dendrograma.
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O funcionamento do algoritmo Bisecting k-Means pode ser resumido nos seguintes
passos:

Inicialmente, todos os objetos pertencem ao mesmo grupo, ou seja, a solucao inicial
possui apenas um grupo.

Deve ser selecionado um grupo Cs que serd particionado. Nesse trabalho séao
apresentados cinco critérios para selecao desse grupo.

Os objetos do grupo Cs devem ser distribuidos em dois novos grupos por meio da
utilizacao do algoritmo

1. K-Means para K = 2. Com o objetivo de obter uma melhor distribuicdo dos
objetos, o algoritmo K-Meanspode ser executado no grupo Cs véarias vezes
com diferentes sementes.

2. Os passos 2 e 3 devem ser repetidos até que a quantidade de grupos
desejada seja alcancada (Kmay)-

3. Os passos 2 e 3 devem ser repetidos até que a quantidade de grupos
desejada seja alcancada (Kmay)-

Com base nos passos do algoritmo Bisecting K-Means observa-se que sao obtidas
solucdes para todos os valores de k pertencentes a um intervalo de K pré-estabelecido
k=kmin, .., kmaxEm geral, os pardmetros kmin e kmaxao definidos em funcdo da aplicacéo
que sera abordada. Mais especificamente, o parametro Kminpoder ser definido a priori pelo
pesquisador, considerando a sua necessidade de segmentar os seus dados em um ndmero
minimo de grupos. Ja o pardmetro Kmaxé normalmente limitado pelo ganho na qualidade da
solucao, isto é, pela reducao obtida no valor da funcao objetivo (SEQ). Um exemplo disso é
o problema de estratificacdo estatistica [Brito et. al. 2009], em que ndo hd uma reducéao
significativa no valor da funcao objetivo para o nimero de grupos superior a oito.

O presente trabalho propde cinco critérios para a selecdo do grupo a ser particionado

(passo 2 do algoritmo acima), sejam eles:
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Menor Silhueta: o grupo que possuir menor valor de Silhueta média (Equacéao
12).

Maior Diametro: o didametro de um grupo C; corresponde a maior distancia
entre dois objetos (dissimilaridade) desse grupo (Equacédo 13). Dessa forma
esse critério consiste em selecionar o grupo que possuir o maior valor de
diametro.

N Max
d(Cj) kI XX 0cC. dkI (13)
J

Maior Clique: o clique de um grupo G corresponde a soma das distancias
entre todos os pares de objetos de C (Equacdo 14). Assim, nesse critério
deve ser selecionado o grupo que possuir o maior valor de clique.
cl(Cj) = d
kg ki (14)
Maior Clique Médio: nesse critério deve-se utilizar o valor do clique do grupo
G (critério 3) dividido pelo total de combinacdes obtidas considerando que os

objetos do grupo Cj sejam tomados dois a dois. Esse total é dado pela
Equacdo 15, sendo nja quantidade de objetos do grupo C;.

n;(n -1)

5 (15)

combinacoes Gj=

Maior Soma dos Erros Quadraticos: o grupo que possuir a maior soma das
distancias entre os seus objetos e o0 seu respectivo centréide (Equacéao 6).

A partir da descricdao acima, o novo método proposto nesse trabalho pode ser

resumido aos seguintes passos:

—_

Inicialmente todos os objetos pertencem ao mesmo grupo.

Deve ser selecionado um grupo Cs a ser particionado utilizando um dos cinco
critérios supracitados.

Os objetos do grupo C;devem ser distribuidos em dois novos grupos por meio
da utilizacao do algoritmo K-Means Uma vez que trata-se de um algoritmo
heuristico e a selecdao de protdtipos iniciais podem determinar a qualidade
das solucoes obtidas, o K-Means é executado dez vezes, com diferentes
protétipos iniciais, com o objetivo de obter uma melhor distribuicdo de
objetos do grupo selecionado entre os dois novos grupos. A quantidade de
execucoes foi identificada com a realizacdo de experimentos preliminares.
Apoés as dez divisdes do grupo selecionado, somente a que resulta na melhor
solucdo, ou seja, aquela que possuir o maior indice Silhueta é armazenada
em um vetor de solucdes denotado por VS
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4. Os passos 2 e 3 devem ser repetidos até que o niumero maximo de grupos
seja alcancado (kmaj.

5. O vetor VSpossui a melhor solucao obtida pelo algoritmo para cada ndmero k
de grupos variando no intervalo estabelecido previamente. Para identificar a
quantidade ideal de grupos do problema submetido ao método, deve-se
verificar a solucdo existente no vetor VSque possua o maior Indice Silhueta.
A utilizacdo de vetor VSpossibilita anéalises sobre os resultados obtidos bem
como a identificacdo ndo somente do melhor resultado (considerado nimero
ideal), mas também de outros nimeros de grupos que também indicam
solucoes de boa qualidade quanto a estrutura dos grupos.

De a forma a identificar as cinco versdes associadas aos critérios de selecdao do novo
método, cada versdo inicia com as letras “BK” seguida do numero identificador do critério
de selecao. Por exemplo, a versao BK1 (Bisecting K-Means 1) corresponde ao algoritmo
cuja selecdo do grupo a ser particionado utiliza o critério 1 (menor Silhueta média).

Apds a selecao do grupo a ser dividido, a distribuicdo de seus elementos é feita com
a utilizacdo do classico algoritmo K-Means Nesse algoritmo, a selecdo de protdtipos iniciais
é determinante para a formacdo de solucdes boa qualidade. Uma vez que o numero de
grupos k N0 método proposto varia no intervalo k=kmin, .., kmaxe a aplicacdo das cinco
versées do novo método proposto, sdo produzidas (kmin - kmax + 1) * 5solucées. Todas
essas solucdoes sdo avaliadas mediante a utilizacdo do indice de validacdo relativo de

Silhueta. A solucdo associada ao maior valor do indice Silhueta possui a quantidade ideal

de grupos.

4. Experimentos Computacionais

A presente secdo traz um conjunto de resultados computacionais obtidos a partir da
aplicacao de alguns algoritmos da literatura e dos algoritmos propostos nesse trabalho.
Observa-se que os algoritmos da literatura foram implementados utilizando diferentes
linguagens de programacao, compiladores e foram executados em diferentes maquinas e
sistemas operacionais. Além disso, alguns cdédigos fonte da literatura ndo estavam
disponiveis até o momento da producdo desse trabalho. Em face destas observacées, a
comparacdo entre os algoritmos da literatura e das cinco versdes utilizados no método
proposto, no que concerne a sua performance, ficou restrita a qualidade das solucoes com
base na funcdo Silhueta e ao numero de grupos ideal fornecido pelos algoritmos.
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As implementacdes dos algoritmos propostos foram feitas em Linguagem C + +, utilizando
o paradigma orientacado a objetos, em um ambiente de desenvolvimento Eclipse for C/C+ +
Developers. Todos os experimentos computacionais foram realizados em um computador
dotado de um processador i7 de 3.0 GHz e com 8GB de RAM e o sistema operacional
Ubuntu 9.10, kernel 2.6.18. Os problemasconsiderados nos experimentos do presente

trabalho estao disponiveis no endereco http://labic.ic.uff.br/Instance/index.pharquivo CP.zip.

E importante destacar que néo foi explorada a capacidade de multiprocessamento do
equipamento utilizado e nao foi utilizado nenhum conhecimento prévio sobre os problemas
ou resultados obtidos por outros trabalhos da literatura. Os algoritmos da literatura para os

quais resultados foram apresentados e comparados foram os seguintes:

* CLUES (CLUstEring based on local Shirinking) [Wang et. al., 2007]: implementado no
software estatistico R [Matloff 201 1] e disponivel no pacote clues.

e CLUSTERING [Tseng and Yang, 2001]: implementacdao de um Algoritmo Genético em
C+ + realizada por [Soares, 2004].

» SAPCA (Simulated Annealing) e AEC-RC (Algoritmo Evolutivo com Reconexao por
Caminhos): proposto e implementado em C+ + por [Soares, 2004].

e AECBL1 (Algoritmo Evolutivo com Busca Local), GBLITRC1 (GRASP com Reconexao
de Caminhos) e IBLITRC1 (Busca Local Iterada com Reconexdo de Caminhos) de
[Cruz, 2010]: os melhores resultados obtidos para cada problema considerando os
trés algoritmos. Desenvolvimento feito em linguagem C+ +.

Em relacao ao intervalo relacionado com o nimero de grupos, € uma pratica comum

em abordagens sistematicas utilizar k=2,..,k ., sendo kma = n'? ([Pal and Bezdek,

1995][Pakhira et. al., 2005][Campello et. al., 2009]. Esse intervalo foi utilizado nos

algoritmos propostos.
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Para a realizacdo dos experimentos foram utilizados 83 problemas da literatura que
estao distribuidas em trés conjuntos (DS - Datasets). Estes problemas possuem um nimero
de objetos variando entre 30 e 2000, o numero de dimensdes (atributos) entre 2 e 60 e

diferentes caracteristicas relacionadas, por exemplo, com a coesdo, a separacdo e as

densidades dos grupos.

O primeiro conjunto (DS1), apresentado pela Tabela 1, possui nove problemas
conhecidos da literatura com a quantidade de objetos entre 75 e 1484 e dimensdes
(quantidade de atributos) entre 2 e 13 [Fisher, 1936][Ruspini, 1970][Maronna and
Jacovkis, 1974][Wang et. al., 2007][Hastie et. al., 2001][Naldi, 2011].

Tabela 1: Conjunto de Problemas DS1

Problema | N2 Objetos | Dimenséc
200DATA 20C 2
gauss 90C 2
iris 15C 4
maronni 20C 2
ruspin 75 2
spherical 4d:< 40C 3
vowelz 52¢ 2
wine 178 13
yeas 148¢ 7

O segundo conjunto (DS2), apresentado na Tabela 2, possui 51 problemas que foram
construidos por [Cruz, 2010] utilizando a ferramenta Dots desenvolvida por [Soares and
Ochi, 2004]. Esses problemas possuem quantidades de objetos entre 100 e 2000, sendo
todos com duas dimensdes e o numero de grupos entre 2 e 27. Nesse conjunto 0s nomes
dos problemas foram definidos conforme a quantidade de objetos, de grupos, e se os
grupos sao bem definidos, coesos e separados (denominados “comportados” em Cruz
(2010)). A Figura 4 apresenta, respectivamente, os problemas 200p4c e 300p4c1, em que
200p4c indica um problema “comportado” com 200 objetos e 4 grupos e o problema

300p4c1 indica um problema “ndo comportado” com 300 objetos e 4 grupos.
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Atributo 2

Tabela 2: Conjunto de Problemas DS2

Problema | N® Objetos  Problema | N® Objetos  Problema | N2 Objetos
100p10: 10C 300p3« 30C 800p23i 80€
100p2c: 10C 300p3c: 30C 900p12: 90C
100p3« 10C 300p4c: 30C 900p5¢ 90C
100p3c: 10C 300p6¢: 30C 1000p14 100(
100p7: 100 400p3« 40C 1000p5c:. 100C
100p8c: 10€ 400p4c:. 40C 1000p6! 100(
100p5c: 11C 400pl7c: 40¢ 1000p27c 100¢
100p7c: 11z 500p19c; 50C 1100p6c. 110C
200p2c: 20C 500p3« 50C 1300p17 130C
200p3c: 20C 500p4c: 50C 1500p6c. 150(
200p4« 20C 500p6c¢: 50C 1800p22 180C
200p4c: 20C 600p15: 60C 1900p24 1901
200p7c: 21C 600p3c: 60C 2000p11 200C
200p8c: 212 700p4 70C 2000p26 200(

200p12c. 222 700p15¢c; 703 2000p9c. 200C

300p13c, 23t 800p10c; 80C

300p10c. 30C 800p18c: 80C

300p2c: 300 800p4c: 80C

120 — 400
100 *{M?f v ;f,f e

Tt : ’ Eas

20
Atributo 1

350

300

250

Atributo 2

350
Atributo 1

400

Figura 4: ilustrac6es dos problemas 200p4c e 300p4c1.

450 500

550

O terceiro conjunto (DS3), apresentado pela Tabela 3, possui 11 problemas que

foram construidos e utilizados por

[Soares and Ochi,

2004](

Soares,

2004].

Esses

problemas possuem a quantidade de objetos entre 30 e 2000, sendo todos com duas

dimensoes.
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Tabela 3: Conjunto de Problemas DS3

Problema | N® Objetos  Problema | N2 Objetos
30¢ 30 300p4« 30C
outliers ag 80 350p5¢ 35(
97c 97 number 437
3den: 12¢€ 450p4« 45(C
Outliers 15C moreshape 48¢
157¢ 157 500p3i 50C
convdensit 17E numbers. 54(
181¢ 181 600p3¢ 60C
Convex( 19¢ 900p5¢ 90C
2face 20C 1000p6: 100C
Face 29¢€ 2000p11 200(

No primeiro experimento sdo apresentados os resultados obtidos com a execucao das

cinco versdes do novo algoritmo proposto nos trés conjuntos de dados. Nesse experimento

é apresentado o valor do indice Silhueta para cada um dos problemas. As Tabelas 4, 5, 6 e

7 apresentam os melhores resultados em relacao as cinco versdes do algoritmo proposto

para, respectivamente, os problemas dos conjuntos DS1, DS2 parte 1, DS2 parte 2 e DS3.

Tabela 4: Melhores Resultados Produzidos pelo Método Proposto Considerando o Conjunto DS1

indice Silhueta
BK1 | BK2 | BK3 | BK4 | BK5
200DATA 0,823/ 0,823|0,763( 0,823/ 0,823
gauss9 0,415/ 0,356|0,417(0,420/ 0,419
iris 0,687, 0,687/ 0,687(0,687| 0,687
maronna 0,575/ 0,562|0,575(0,575| 0,575
ruspini 0,738 0,641 0,738/ 0,738 0,738
spherical_4d3c| 0,689| 0,645| 0,689 0,689| 0,689
vowel2 0,393/ 0,391 0,402( 0,402| 0,402
wine 0,660| 0,660| 0,660| 0,660| 0,660
yeast 0,572/ 0,572/ 0,572(0,572| 0,572
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Tabela 5: Resultados Produzidos pelo Método Proposto Considerando o Conjunto DS2 Parte 1

indice Silhueta

BK1

BK2

BK3

BK4

BK5

1000p14c

0,806

0,492

0,806

0,831

0,831

1000p27c]

0,478

0,478

0,478

0,488

0,482

1000p5¢cl

0,634

0,427

0,633

0,633

0,633

1000p6C

0,736

0,554

0,736

0,736

0,736

100p10c

0,762

0,551

0,762

0,762

0,762

100p2cl

0,743

0,743

0,743

0,743

0,743

100p3c

0,786

0,786

0,786

0,786

0,786

100p3cl

0,574

0,468

0,574

0,574

0,574

100p5cl

0,688

0,528

0,688

0,688

0,688

100p7c

0,834

0,638

0,834

0,834

0,834

100p7cl

0,475

0,475

0,475

0,475

0,475

100p8cl

0,527

0,527

0,527

0,527

0,527

1100p6cl

0,650

0,526

0,645

0,645

0,645

1300p17c

0,804

0,442

0,804

0,823

0,823

1500p6cl

0,636

0,532

0,636

0,636

0,636

1800p22c

0,733

0,457

0,722

0,785

0,747

1900p24c

0,750

0,454

0,738

0,799

0,772

2000plic

0,713

0,516

0,685

0,713

0,713

2000p26¢

0,690

0,431

0,695

0,732

0,734

2000p9cl

0,596

0,502

0,596

0,613

0,616

200p12cl

0,563

0,525

0,564

0,564

0,564

200p2cl

0,764

0,764

0,764

0,764

0,764

200p3cl

0,675

0,675

0,675

0,675

0,675

200p4c

0,773

0,523

0,773

0,773

0,773

200p4cl

0,745

0,745

0,745

0,745

0,745

200p7cl

0,555

0,541

0,555

0,555

0,555
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Tabela 6: Resultados Produzidos pelo Método Proposto Considerando o Conjunto DS2 Parte 2

indice Silhueta

BK1 | BK2 | BK3 | BK4 | BK5
200p8c1] 0,556/ 0,539| 0,556| 0,556| 0,556
300p10c1 0,580 0,570]0,570] 0,583| 0,583
300p13cl 0,545| 0,545| 0,546| 0,546| 0,546
300p2c1(0,778/0,778| 0,778/ 0,778/ 0,778
300p3c [0,766|0,766|0,766|0,766| 0,766
300p3c1(0,674|0,642| 0,674/ 0,674 0,674
300p4c1(0,607|0,607| 0,607| 0,607 0,607
300p6c1(0,617|0,548| 0,596/ 0,610| 0,610
400p17c1 0,514/ 0,514| 0,514/ 0,514/ 0,514
400p3c |0,799|0,673] 0,799 0,799/ 0,799
400p4c1|0,605| 0,541| 0,605| 0,605/ 0,605
500p19c1 0,474/ 0,474/ 0,474/ 0,474/ 0,474
500p3c [0,825| 0,756/ 0,825| 0,825| 0,825
500p4c1(0,663| 0,663| 0,663| 0,663| 0,663
500p6¢1(0,617| 0,460/ 0,617/ 0,617/ 0,617
600p15c| 0,742 0,420 0,742/ 0,775/ 0,775
600p3cl1| 0,721/ 0,687/ 0,721/ 0,721/ 0,721
700p15c1 0,609 0,385|0,607| 0,642/ 0,618
700p4c 0,797 0,543/ 0,797/ 0,797/ 0,797
800p10c1 0,468/ 0,468| 0,468| 0,468 0,468
800p18c1 0,661| 0,422| 0,665| 0,688| 0,689
800p23c| 0,787/ 0,432/ 0,752/ 0,787 0,764
800p4c1(0,696|0,578| 0,696| 0,696| 0,696
900p12c(0,841] 0,495/ 0,841/ 0,841] 0,841
900p5c¢ [ 0,707/ 0,470/ 0,707/ 0,707/ 0,707
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Tabela 7: Resultados Produzidos pelo Método Proposto Considerando o Conjunto DS3

indice Silhueta

BK1 | BK2 | BK3 | BK4 | BK5
1000p6¢ |0,736|0,554| 0,736/ 0,736| 0,736
157p 0,665| 0,518| 0,665| 0,665| 0,665
181p 0,714/0,714/0,714|0,714/0,714
2000plic |0,713|0,516|0,685| 0,713/ 0,713
2face 0,667/ 0,667|0,667|0,667| 0,667
300p4c |0,750|0,643| 0,750| 0,750 0,750
30p 0,589/ 0,472| 0,527 0,589 0,589
350p5¢c |0,759|0,600] 0,759| 0,759| 0,759
3dens ]0,762/0,762|0,762|0,762| 0,762
450p4c |0,766|0,712|0,766| 0,766| 0,766
500p3c |0,825|0,756| 0,825| 0,825| 0,825
600p3c [0,751]0,565|0,751|0,751| 0,751
900p5¢c |0,707|0,470}0,707|0,707| 0,707
97p 0,709 0,541/ 0,709| 0,709 0,709
convdensity| 0,854| 0,854/ 0,854| 0,854| 0,854
convexo |0,668|0,669|0,646|0,668| 0,646
face 0,503/ 0,412| 0,493| 0,495| 0,496
moreshapeqd 0,728| 0,606| 0,732/ 0,713| 0,732
numbers |0,562|0,457| 0,560/ 0,562| 0,560
numbers2 | 0,594|0,516| 0,600/ 0,600| 0,600
outliers ]0,635|0,635| 0,635| 0,635| 0,635
outliers_ags| 0,754/ 0,711| 0,754| 0,754/ 0,754

Na Tabela 8 sdo apresentas estatisticas de cada algoritmo por conjuntos de
problemas em relacdo aos valores de indice Silhueta alcancados. Com base na Tabela 8 é
possivel observar que o valor da Silhueta foi positivo e maior ou igual a 0,3 para todos os
problemas de todos os conjuntos de dados. Esses resultados indicam que os grupos tém
uma boa estrutura [Rousseeuw, 1987]. Nessa tabela, a coluna Todos apresenta
estatisticas em relacao aos resultados obtidos com execucao dos cinco algoritmos

hierdrquicos propostos.
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Tabela 8: Resumo dos Resultados Produzidos pelo Método Proposto por conjunto de dados

indice Silhueta

Todos | BK1 | BK2 | BK3 | BK4 | BK5

Média | 0,612|0,617|0,593/0,611|0,618/0,618

DS1 Mediana| 0,660 0,660| 0,641| 0,660| 0,660| 0,660
Menor | 0,356/ 0,393| 0,356/ 0,402| 0,402| 0,402
Maior | 0,823| 0,8230,823/0,763| 0,823/ 0,823
Média | 0,651|0,673|0,554/0,671/0,679| 0,677

DSZ Mediana| 0,663 | 0,688| 0,528| 0,685| 0,688| 0,689
Menor | 0,385/ 0,468 0,385| 0,468| 0,468| 0,468
Maior | 0,841| 0,8410,786|0,841|0,841| 0,841
Média | 0,680|0,700|0,607|0,695|0,700| 0,699

DSz Mediana| 0,709|0,713|0,603| 0,712/ 0,713| 0,713
Menor | 0,412]|0,503|0,412|0,493| 0,495| 0,496
Maior 0,854 | 0,854 0,854| 0,854| 0,854/ 0,854

A Tabela 9 apresenta uma sumarizacao dos resultados apresentados pela Tabela 8,
sem discriminar o conjunto de dados. E possivel observar que a versdo BK4 foi superior no
que concerne a todas as medidas estatisticas analisadas em relacao a qualidade das
solucées obtidas. Ou seja, os maiores valores de indice Silhueta (considerando a média, a
mediana, o menor e o maior valor). Além disso, essa versao nao obteve o melhor resultado
em 9 dos 83 problemas, porém, em relacdo aos valores de Silhuetas médias obtidos, a
maior diferenca foi de apenas 0,019 e a média das diferencas entre o melhor resultado e

os resultados da versao BK4 foi inferior a 0,001.

Tabela 9: Resumo dos Resultados Produzidos pelo Método Proposto
Considerando todos os Conjuntos de dados

indice Silhueta
BK1 BK2 | BK3 | BK4 | BKb
Média |0,674|0,573/0,671|0,678|0,677
Mediana | 0,690 | 0,544 | 0,687 | 0,693 | 0,693
Menor |0,393|0,356|0,402|0,402|0,402
Maior (0,854 0,854 |0,854 (0,854 |0,854
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Ja a Tabela 10 apresenta os percentuais relacionados ao alcance a melhor solucéao
obtida por algoritmo. O algoritmo BK1, por exemplo, alcancou os melhores resultados em
77,8% dos problemas do conjunto BK1 (sete dos nove problemas do DS1), enquanto o
algoritmo BK4 obteve o melhor resultado para todos os problemas do conjunto DS1 e em
89% dos problemas utilizados no presente trabalho. O algoritmo BK4 foi superior também
em cada conjunto de dados individualmente, em que houve empate apenas com os

algoritmos BK1 e BK5 em relacdo ao conjunto DS3.

Tabela 10: Percentuais de solucées equivalentes a melhor solucdo obtida por algoritmo.

BK1 BK2 BK3 BK4 BK5
DS1 |77.8% |44.4% |77.8% | 100,0% | 88,9%
DS2 |72,5% |27,5% |68,6% | 88,2% |84,.3%
DS3 [86.4% |27.3% |77.3% | 86.4% |86.4%

Todos | 76,8% | 29,3% | 72,0% | 89,0% |85,4%

As Tabelas 11 e 12 apresentam comparativos entre os melhores resultados obtidos
pelo método proposto nesse trabalho em relacao aos resultados obtidos por algoritmos da
literatura. Mais especificamente, a Tabela 11 traz uma comparacdo entre os melhores
resultados produzidos pelo algoritmo CLUSTERING proposto por [Tseng and Yang, 2001],
os dois algoritmos propostos por [Soares, 2004] (SAPCA (Simulated Annealing) e AEC-RC
(Algoritmo Evolutivo com Reconexdo por Caminhos) e novo método proposto nesse

trabalho.

Em relacdo aos comparativos realizados com o CLUSTERING, apresentados na Tabela
11, os resultados obtidos pelos algoritmos desse trabalho foram superiores em todos os
problemas. Ja4 nos comparativos com os melhores resultados entre os algoritmos propostos
por [Soares, 2004], também relacionados na Tabela 11, os algoritmos do método proposto
foram superiores em dez problemas. Além disso, os resultados foram inferiores em trés
problemas, com uma maior diferenca entre as Silhuetas de apenas 0,008. E importante
ressaltar que para esses trés problemas em que os algoritmos propostos nao alcancaram os
resultados da literatura, o nimero de grupos foi o mesmo ou a diferenca foi de apenas uma

unidade.
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Tabela 11: Comparativo de Resultados com algoritmos da literatura.

TZENG and Novo método
YANG SO Hierarquico
(SAPCA)
(CLUSTERING) | 5 (AEC-RC) (BEST) o
Problema | { iice silhueta | "% | fdice Silhueta | indice Silhusta| '« | Mdice Silhueta | k
Silhueta
200Data 0,541 0,823 0,823 0,823 3 0,823 5
Iris 0,601 0,686 0,686 0,686 3 0,687 2
Ruspini 0,55 0,737 0,737 0,737 4 0,738 6
1000p6¢ 0,367 0,735 0,727 0,735 6 0,736 8
157p 0,657 0,667 0,667 0,667 4 0,665 3
2000p11c 0,287 0,658 0,611 0,658 11 0,713 12
2face 0,513 0,666 0,666 0,666 2 0,667 2
350p5c 0,568 0,758 0,758 0,758 5 0,759 7
3dens 0,742 0,762 0,762 0,762 2 0,762 2
97p 0,706 0,71 0,71 0,71 3 0,709 3
Convdensity 0,818 0,854 0,854 0,854 3 0,854 3
Convexo 0,618 0,667 0,667 0,667 3 0,669 3
Face 0,402 0,511 0,511 0,511 3 0,503 2
Moreshapes 0,436 0,731 0,725 0,731 6 0,732 9
Numbers 0,417 0,546 0,542 0,546 10 0,562 2
Numbers2 0,513 0,527 0,565 0,565 10 0,600 2

A Tabela 12 apresenta comparativos entre os melhores resultados obtidos pelo
método proposto em relacdo aos resultados obtidos pelos algoritmos da literatura, quais
sejam: CLUES (CLUstEring based on local Shirinking) [Wang et. al., 2007], AECBL1
(Algoritmo Evolutivo com Busca Local), GBLITRC1 (GRASP com Reconexao de Caminhos)

e IBLITRC1 (Busca Local Iterada com Reconexao de Caminhos) [Cruz, 2010].

Com base nos resultados apresentados na Tabela 12, as solucdes foram equivalentes
ou superiores aquelas relatadas na literatura em cerca de 50% dos problemas. Dessa
forma, com o objetivo de identificar as limitacbes do novo método, bem como
caracteristicas dos problemas, os resultados foram analisados distintamente para os

problemas denominados “comportados” e “ndo comportados”.
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Tabela 12: Comparativo de Resultados com algoritmos da literatura

Cruz [2010] e

Novo método

Cruz [2010] e

Novo método

CLUES Hierarquico CLUES Hierarquico

Problema |indice Silhueta | K |indice Silhueta | K Problema |indice Silhueta | K | indice Silhueta | K
Ruspini 0,737 4 0,738 g | 200p4c1 0,754 4 0,745 g
Iris 0,686 3 0,687 2 | 200p7c1 0,576 8 0,555 2
Maronna 0,575 4 0,575 2 |300p13c1 0,594 9 0,546 2
200data 0,823 3 0,823 5 | 300p2c1 0,776 2 0,778 2
1000p14c 0,831 14 0,831 15 | 300p3c 0,766 3 0,766 2
1000p27c1 0,563 14 0,488 2| | 300p3c1 0,677 3 0,674 3
1000p5c1 0,639 5 0,634 3 | 300p4c1 0,592 4 0,607 4
1000p6¢c 0,736 6 0,736 § | 300p6c1 0,664 8 0,617 8
100p10c 0,834 10 0,762 8| |400p17c1 0,552 15 0,514 2
100p2c1 0,743 2 0,743 2 | 400p3c 0,799 3 0,799 2
100p3c 0,786 3 0,786 3 | 400p4c1 0,620 4 0,605 2
100p3c1 0,597 3 0,574 2 | 500p3c 0,825 3 0,825 3
100p5c1 0,703 6 0,688 g | 500p4c1 0,660 3 0,663 2
100p7c 0,834 7 0,834 9 | 500p6c1 0,668 6 0,617 5
100p7c1 0,551 7 0,475 3 | 600p15¢c 0,781 15 0,775 13
1100p6c1 0,685 6 0,650 3 | 600p3c1 0,721 3 0,721 2
1300p17c 0,823 17 0,823 20 | 700p15c1 0,680 15 0,642 21
1500p6¢c1 0,660 6 0,636 3 | 700p4c 0,797 4 0,797 2
1800p22c 0,804 22 0,785 3| | 800p10c1 0,507 8 0,468 2
2000p11c 0,713 11 0,713 12 | 800p18c1 0,694 19 0,689 2
2000p9c1 0,623 9 0,616 14| 800p23c 0,787 23 0,787 2
200p12c1 0,575 13 0,564 9| | 800p4c1 0,714 4 0,696 2
200p2c1 0,764 2 0,764 2 | 900p12c 0,841 12 0,841 20
200p3c1 0,680 3 0,676 3 | 900p5¢c 0,716 5 0,707 g

200p4c 0,773 4 0,773 4
Os resultados obtidos com os algoritmos propostos considerando apenas os

problemas “comportados” foram superiores ou equivalentes em cerca de 80% dos casos.
Porém, considerando apenas os problemas “ndo comportados” esse percentual cai para

apenas 21,5%. Esses resultados sugeriram uma anélise de o quao distante dos melhores

resultados estdo as solucdes obtidos pelo método proposto.

Nesse novo experimento foram estabelecidas trés classes relacionadas as distancias
entre a melhor solucao da literatura e a solucao obtida pelos algoritmos hierdrquicos
propostos. Em 91,8% dos experimentos, a diferenca entre os resultados da literatura e dos
resultados dos algoritmos propostos foram inferiores a 0,05. O percentual é de 95,9% se a

diferenca entre as Silhuetas for de até 0,075 e, em todos os experimentos, a diferenca foi

inferior a 0,1.
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Com base nos casos em que os algoritmos propostos foram inferiores aos
apresentados pela literatura, em 84,6% dos experimentos, a diferenca entre os resultados
foi inferior a 0,05. O percentual é de 92,3% se a diferenca entre as Silhuetas for de até
0,075 e, em todos os experimentos, a diferenca foi inferior a 0,1. Outros dados
estatisticos concernentes ao conjunto DS2 indicam a proximidade entre os resultados
obtidos por algoritmos sofisticados apresentados na literatura e os algoritmos propostos
nesse trabalho. A maior diferenca entre as Silhuetas da literatura e dos algoritmos
propostos foi de 0,077, a menor de O, a diferenca média foi 0,015 e a mediana foi de

apenas 0,005.

A Figura 5 apresenta ilustracoes de solucdes obtidas com a aplicacdo do BK4 no
problema 100p3. Tais solucées possuem quantidade de grupos no intervalo [3,10] e seus

Indices Silhueta estéo relacionados abaixo de cada solucao.
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5. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Com o objetivo de identificar o nimero ideal de grupos em cada problema, o método
proposto neste trabalho consiste na aplicacao de cinco versbes de um novo método
hierarquico divisivos baseado no conhecido algoritmo da literatura Bisecting K-Means
[Steinbach et. al. (2000)]. Os algoritmos hierarquicos propostos possuem cinco diferentes
critérios para selecdao do grupo a ser dividido, quais sejam: o grupo com a Menor Silhueta, o
grupo com o Maior Didmetro, o grupo com o Maior Clique, 0 grupo com o Maior Clique
Meédio e o grupo com a Maior Soma dos Erros Quadraticos.

Em um primeiro experimento, foram realizados comparativos em relacao aos valores
do indice Silhueta entre as cinco versdes do novo método. Nesse experimento observou-se
que a versao BK4 (Maior Clique Médio critério selecao do grupo a ser particionado) obteve
os melhores resultados considerando a média, mediana, menor e maior valores do Iindice
Silhueta. Essa versao se destacou também por ter produzido o melhor resultado obtido em
89% dos problemas utilizados no presente trabalho. Além disso, para os problemas em que
o BK4 nao produziu o melhor resultado, a maior diferenca entre as suas solucdes e a as
solucées da melhor versado foi de apenas 0,019 e a média das diferencas entre o melhor
resultado e os resultados dessa versao foi inferior a 0,001.

Em relacdo aos comparativos realizados com o algoritmo CLUSTERING, os resultados
produzidos pelas cinco versées do método proposto nesse trabalho foram superiores em
todos os problemas. Nos comparativos com os melhores resultados entre os algoritmos
SAPCA e AEC-RC [Soares, 2004], os algoritmos hierarquicos propostos foram superiores
ou equivalentes em treze problemas. Além disso, os resultados foram inferiores em apenas
trés problemas, com maior diferenca entre as Silhuetas de apenas 0,008. E importante
ressaltar que para esses trés problemas em que os algoritmos propostos nao alcancaram os
resultados da literatura, o nimero de grupos foi ou mesmo ou a diferenca foi de apenas

uma unidade.
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A Tabela 12 apresentou comparativos entre os melhores resultados obtidos pelos
algoritmos hierarquicos divisivos propostos em relacdo aos resultados obtidos por quatro
algoritmos sofisticados da literatura CLUES [Wang et. al., 2007], AECBL1, GBLITRC1 e
IBLITRC1 [Cruz, 2010]. Os resultados obtidos com os algoritmos propostos foram
equivalentes ou superiores aos relatados na literatura em apenas 53% dos problemas.
Dessa forma, com o objetivo de identificar as dificuldades do algoritmo bem como
caracteristicas dos problemas, os resultados foram analisados distintamente para os
problemas considerados “comportados”, em que os resultados obtidos foram superiores ou
equivalentes em 80,9% dos problemas, e “ndo comportados” cujo percentual cai para
apenas 21,5%.

Embora para os problemas “ndo comportados” o percentual de solucdoes que
alcancaram os melhores indices Silhueta da literatura seja baixo, as diferencas entre as
Silhuetas em relacdo aos valores best da literatura sdo pequenas. Em 84,6% dos
experimentos a diferenca entre as Silhuetas é inferior a 0,05, para diferencas até 0,075 o
percentual é de 92,3% e, em todos os experimentos, a diferenca é inferior a 0,1. Com a
mesma analise apresentada considerando todos os resultados, em 91,8% dos
experimentos a diferenca entre as Silhuetas é inferior a 0,05, para diferencas até 0,075 o
percentual é de 95,9% e, em todos os experimentos, a diferenca é inferior a O0,1.

Os resultados apresentados neste estudo indicam que o método proposto é de facil
implementacdo e é competitivo em relacdo a qualidade das solucées quando comparado
com os algoritmos mais sofisticados da literatura. A dificuldade do método em obter a
quantidade de grupos em problemas considerados “ndo comportados” decorre,
principalmente, da auséncia de uma busca local para refinar a solucdo, realizando
migracdes, unido ou divisdo de grupos. Além disso, conforme j& mencionado, o indice
Silhueta é mais apropriado para agrupamentos volumétricos, com grupos gerados de
acordo com distribuicbes Gaussianas multidimensionais hiperesféricas ou moderadamente

alongadas.
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Como proposta de trabalhos futuros temos:

e Utilizar a versdo simplificada da Silhueta proposta em [Hruschka et. al.,
2004a] que reduz o custo computacional de ordem quadratica para ordem
linear e que mantém a qualidade préxima ao da Silhueta tradicional [Vendramin
et. al., 2009] [Vendramin et. al., 2010].

¢ Desenvolver heuristicas baseadas em metaheuristicas [Glover, 2003]
considerando o método proposto nesse trabalho como uma heuristica para a
construcao de solucdes iniciais. Dessa forma, os procedimentos de busca local
e as perturbacoes podem percorrer um novo espaco de busca para formacao
de novas solucdes, que nado seriam obtidas apenas com a utilizacdo apenas

dos algoritmos hierarquicos propostos.
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Abstract

The Cluster Analysis has several classification methods that can be applied in order to identify groups
within a data set. The number of groups either may be fixed or must be identified upon review of some index
(or coefficient). This way, the solutions quality is indicated by the silhouette coefficient, which combines
cohesion and separation. This paper presents a new hierarchical clustering method based on Bisecting K-Means
Algorithm, aiming to identify the ideal number of groups. The results indicate that the proposed method is
easier to implement and is competitive in the quality of solutions when compared with efficient algorithms of
the literature.
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