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Estimacao de Parametros de Modelos
ARCH(p): Abordagem Bayes-MCMC versus
Maxima Verossimilhanca

Guilherme de Alencar Barreto’
Sandra Cristina de Oliveiram
Marinho Gomes de Andrade Filho

Resumo

Neste artigo, o método da maxima verossimilhanga, para estimagdo de parametros do
modelo auto-regressivo com heterocedasticidade condicional (ARCH), é comparado com uma
nova técnica bayesiana que utiliza simulagdo de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC).
Sido simuladas séries temporais representando processos ARCH para diferentes ordens do
modelo (p =2, 5 e 7). Para p = 2, avalia-se a capacidade de ambas as técnicas de lidar tanto com
modelos cuja varidncia incondicional é finita quanto com modelos com variancia incondicional
infinita. Para p = 5 e 7 avalia-se a influéncia da ordem do modelo na amplitude dos intervalos de
confianga (ou credibilidade, para o caso bayesiano). A precisio das estimativas obtidas é
avaliada pelo Raiz do Erro Quadratico Médio (RMSE) e o Erro Médio Percentual Absoluto (MAPE)
.entre as estimativas e os parametros conhecidos do modelo em questio, previamente usados
para simular as séries. De um modo geral, a técnica proposta fornece estimativas mais precisas,
mesmo para ordens elevadas, e € mais robusta que o método convencional, pois funciona
independentemente do modelo ter variancia finita ou ndo. Além disso, os intervalos de confianga
obtidos pela técnica convencional violam restrigoes impostas aos parametros dos modelos
ARCH, fato este ndo observado para a técnica bayesiana.

Enderego para comrespondéncia: * Departamento de Engenharia de Teleinformatica — DETI. Universidade Federal do Ceara —
UFC, Campus do Pici. Av. Mister Hull, S/N, CP 6005, CEP 60455-760, Fortaleza-CE.

**Unidade Diferenciada de Tupa — UD-Tup&. Universidade Estadual Paulista —- UNESP, Tupa, S&o Paulo — SP.

*Instituto de Ciéncias Matematicas e da Computagéo - ICMC. Departamento de Ciéncia da Computacéo e Estatistica.
Universidade de Sao Paulo — USP, Campus de Sao Carlos-SP. Av. Trabalhador Sancariense, 400, CP 668, CEP 13560-970.
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1. Introducao

Em séries financeiras, a varidncia condicional da variavel observada, geralmente um
retorno, varia no tempo (MORETTIN & TOLOI, 2004). Essa grandeza, também chamada de
volatilidade, manifesta-se, na pratica, de variadas formas, sendo bastante comum sua
ocorréncia em grupos de maior ou menor variabilidade, de modo que é possivel visualizar
periodos de forte oscilagdo (alta volatilidade) seguidos de periodos de calma relativa.

Construir modelos para volatiidade € fundamental para o mercado financeiro,
influenciando na avaliagdo do risco de investimentos e no pregco de agdes. Os modelos
matematicos mais usados para quantificar a volatilidade de séries financeiras sdo os modelos
auto-regressivos com heterocedasticidade condicional (ARCH) (ENGLE 1982), a serem
estudados neste artigo, e os modelos ARCH generalizados (GARCH) (BOLLERSLEV 1986).
Uma ampla revisdo das propriedades destes modelos pode ser encontrada em Bollerslev et
al.(1992) e Gourieroux (1997).

No modelo ARCH, é considerado que a volatiidade em dado instante de tempo
depende dos valores passados da série. Uma representacao linear desta idéia foi proposta por
Engle (1982), podendo o modelo ARCH de ordem p, ARCH(p), ser formulado como

yt=ﬁ'xt+zt' (1)

onde A é um vetor de pardmetros', x, denota um vetor de varidveis exégenas ou elementos

do conjunto condicionante .. (informagéo até o instante t -1) e z, |, ~ p(0,4,), tal que
p() € uma fungdo de densidade de probabilidade paramétrica, usualmente Normal ou f-

Student, e &, = E{z} |Q,_,} é a volatilidade, dada por

b=+ Yz, @
Jj=1

onde a, >0, ¢, 20, j>0. E comum adotar f = 0, definindo z, como

z, =Jh, -, (3)
na qual a seqiiéncia aleatdria {¢,}, t > 0 é assumida como ruido branco gaussiano de média

zero e variancia unitaria. A idéia basica do modelo ARCH(p) estd em assumir que a variavel z,

'0 sobrescrito () denota o vetr nsosto.
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é ndo-correlacionada serialmente, porém a sua variancia condicional (volatilidade) depende de
valores passados via uma transformagao quadratica.

Foi mencionado na Equagéo (3) que, para se ter h, >0, é necessério que a, >0 e

a; 20. Alem disso, para que 0 processo z, tenha variancia finita, a condigdo necessaria e
suficiente é que todas as raizes do polinémio 1 —ZL‘an’ estejam fora do circulo de raio

unitario®. Satisfeita esta condigdo, a variancia incondicional de z, é dada por

o2

A=
I_Zj=1ai

4

Portanto, a condigdo necessaria para que z, tenha varidncia incondicional finita é que a, >0

eZ‘;=lal.<l.

O calculo de estimativas de maxima verossimilhanga (maximum likelihood - ML) para
os parametros dos modelos ARCH exige a maximizagdo de uma fungdo n&o-linear
(HAMILTON, 1994). Engle (1982) sugere o uso do método de Newton para estimagdo dos

parametros o, baseado na técnica de maxima verossimilhanga. Este procedimento nao

considera as restrigdes impostas aos parametros, apresentadas no paragrafo anterior a partir
da andlise das Equagdes (3) e (4). Por outro lado, utilizar métodos de otimizagdo ndo-linear
que considerem tais restrigdes envolve uma série de dificuldades, conforme destacado por
Geweke (1986). Além disso, procedimentos para identificar, ajustar e fazer diagnésticos de
modelos, assim como predizer valores futuros da série em andlise langam mao de
propriedades da teoria assintética, tornando a abordagem analiticamente intratavel, uma vez
que modelos ARCH estdo muito distante da linearidade.

Como alternativa para contornar essas dificuldades, propde-se neste artigo uma
abordagem bayesiana para os modelos ARCH de séries temporais. Esta abordagem vem
sendo usada com sucesso, por exemplo, em Barreto & Andrade (2004), Geweke (1992),
Migon & Mazucheli (1999) e Nakatsuma (2000). Um dos primeiros autores a propor uma
abordagem bayesiana para modelos ARCH foi Geweke (1989a, 1989b). Nestes trabalhos, ele
considerou um tipo particular de relagé@o entre os pardmetros do modelo que possibilita o uso
de densidades a priori ndo-informativa e os pardmetros sdo estimados usando-se técnicas de
simulagdo MCMC (em geral importance sampling).

2 0 operador Q simboliza o atraso unitario z ™', ou seja, o,@®= 27y = y(t-1).
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Uma abordagem bayesiana semiparamétrica para modelos ARCH foi proposta por
Koop (1994), que usa as vantagens supracitadas da metodologia bayesiana de Geweke, mas
evita a estimativa de densidades paramétricas a posteriori. Posteriormente, Nakatsuma (2000)
propds um método usando simulagdo MCMC para gerar as densidades a posteriori dos
parametros de modelos de regressdo linear com erros ARMA-GARCH fazendo uso de
densidades a priori Normal.

No presente artigo, a técnica de célculo de estimativas ML é comparada com uma
técnica bayesiana que utiliza simulagdo MCMC. Para isto, é proposta uma reparametrizagao
do modelo ARCH que mapeia as restrigdes impostas aos parametros em um conjunto de
parametros irrestritos, evitando, assim, a necessidade de se considerar restricdes no dominio
das densidades a priori, permitindo inclusive a identificagdo de modelos com varidncia infinita.
Neste trabalho, as condi¢cbes de estacionariedade passam a ser alvo de verificagdo a
posteriori.

A intengdo é mostrar que a técnica bayesiana proposta fornece estimativas mais
precisas, mesmo para ordens elevadas, e é mais robusta que o método convencional, pois
funciona independentemente do modelo ser estacionario ou ndo. Além disso, os intervalos de
confianga obtidos pela técnica ML violam as restrigdes impostas aos pardmetros de modelos
ARCH, fato este ndo observado na técnica bayesiana.

O restante do artigo estd organizado da seguinte maneira. A Seg¢do 2 descreve
brevemente a filosofia do método ML e mostra como aplica-lo a estimagao dos pardmetros de
modelos ARCH. A Secdo 3 faz o mesmo para a técnica bayesiana. A Seg¢do 4 apresenta as
simulagdes e resultados da comparagdo entre as duas técnicas. O artigo € concluido na
Sec¢ao 5.

2. Estimagao via Maxima Verossimilhanga

Dada uma realizagéo (série temporal) Z={z,},t=1, 2, ..., T, do processo estocastico
z,, assume-se que a densidade de probabilidade que melhor explica este conjunto de

observagdes tem forma conhecida (Normal, f-Student, etc.) e depende de um vetor de
parametros fixos, a , porém desconhecidos.

SejazZ, = {z,, ..., z,} o conjunto das p primeiras observagdes e Z, = {z,4 220 on

z;} 0 conjunto das t — p observagdes restantes, tal que Z = Z, U Z,. A fungdo de

verossimilhanga de Z, condicionada nas p -primeiras observagoes, é entdo escrita como

10 R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 69, n. 230, p.7-24, jan./jun. 2008.



LZ_,|Z,,0)x HJ— xp{—-f—z—} , (5)

t=p+1
onde o =[q, a,...ap]’ é o vetor de pardmetros do modelo. Para simplificar a anélise,
determina-se a fungéo de log-verossimilhanga parcial, dada por

(Z_,|Z,,0)=10gi(Z,|Z,,a)= Z«z, |a) (&)

l=p+l

obtendo-se, assim, a fungdo de log-verossimilhanga da t-ésima observagéo

Iz, |@) = —1log<h )—5;— 7

Para um dado conjunto de observagdes Z, a estimativa de maxima verossimilhanga do

vetor de parametros é definida como aquele valor de o que maximiza L(Z_,|Z,,a) ou
l(Z_,|Z,,a). Como as Equagdes (5) e (6) sdo ambas ndo-lineares, Engle (1982) propds o
uso de técnicas de otimizagdo numeérica para calcular as estimativas ML dos parametros «a,

j=0,1,.., ,p, tal como o método de quasi-Newton, descrito pela seguinte equagao recursiva

oNZ,|Z,, ‘“)]

oa®

a* = g® +[f(k)]-1[ (8)

na qual [/®'] é a matriz de informagéo (equivalente & matriz Hessiana) e X(Z , | Z ,,a*®)/6a®
é o gradiente da fungdo de log-verossimilhanga, ambos avaliados para a estimativa do vetor a
na iteragdo k, ou seja, a‘® .

Pode-se mostrar que o gradiente da fungéo /(Z_, | Z ,,a) é dado por

ol(Z,|Z,0) 1L 1 z?
bt 1o S U S WP 5. Y )
da TZ,;th ‘A, ©
em que v, =[1 z2, ... z2 ]. Ja a matriz de informagdo I={I,}, i,j=0, 1, ..., p, &
t t-1 t-p if
definida como
(10)

1 & Uz, |a
,,,_=_5{?z7<_,l_>],
t=p+l aiaa_,-
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tal que, usando o fato de E[2z?/h, —1]=2E[z?]/h, -1, os elementos da matriz de informagao

{fij} podem ser consistentemente estimados por

3h ah (11)
,_p+,2 aa, 6aj

tal que da Equagéo (3) obtém-se

aaj= z},, Paraj=1..,p e t2p+l’

Vale enfatizar que é comum a ocorréncia de problemas numéricos no método ML,
causados, principalmente, pelo mau-condicionamento da matriz de informagéo. Esta situagao
causa imprecisdes na inversdo matricial requerida na Equagdo (8), particularmente para
valores mais altos da ordem do modelo ARCH. Outra dificuldade do método ML é considerar

as restricbes impostas aos parametros, ou seja, a,>0 e Zﬁ_la ; <L Neste artigo, estas

restricoes sdo relaxadas e somente séo verificadas apés os calculos das estimativas. Estas
sdo as principais razdes que levam a proposi¢do do método bayesiano a seguir, haja vista que
nao ha necessidade de técnicas de otimizagdo numérica.

3. Abordagem Bayesiana e Simulagao MCMC

O método ML considera os pardmetros como constantes, ja a abordagem bayesiana
entende o vetor & como uma varidvel aleatéria p-dimensional que obedece a determinada
densidade de probabilidade conjunta. Este método requer, também, a especificagdo de uma

densidade de probabilidade conjunta a priori p(a), que reflete o conhecimento prévio sobre a
distribuicdo de a.

Considerando a série temporal Z={z,},t=1, 2, ..., T, a abordagem bayesiana para o
problema de estimagdo dos pardmetros do modelo ARCH(p) da-se pela combinagdo da

fungdo de verossimilhanga L(Z_, |Z ,,0) com a densidade a priori p(0), através da regra de

Bayes, dada por

po|Z) < p)UZ,|Z,,0), (13)

12 R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 69, n. 230, p.7-24, jan./jun. 2008.



onde p(a|Z), chamada densidade a posteriori de a., caracteriza a variavel aleatoria a apds

a observagao de Z. .
Em geral, p(a|Z) ndo é uma densidade de probabilidade padrdo. Assim, valores

médios e varidncias deverdo ser obtidos por integragdo, o que pode se tornar uma tarefa

muito dificil. Uma solugéo alternativa consiste em estimar p(a|Z), a partir de uma amostra

aleatéria gerada por simulagdo MCMC (GAMERMAN & LOPES, 2006; GELMAN et al., 1996),
cujo o objetivo & gerar uma sequéncia de valores, chamada de cadeia de Markov,

{a’,i=1,...,m} a partir das densidades condicionais p(a ;la_;,Z), obtidas da densidade a

_jy
posteriori p(a.|Z), em que a_;, é um vetor com todos os pardmetros do modelo exceto o

parametro «,, ou seja,

| Oy = Olys Oy o500y s By o555 8, ) - (14)

Para evitar estimativas viesadas, € comum descartar a parte inicial da cadeia evitando
influéncia das condigdes iniciais e selecionar valores a cada K passos, para eliminar a
correlagdo entre as amostras. A estimativa bayesiana de e, assumindo uma fungdo de perda

quadratica, é o valor esperado E(a) com relagdo a densidade a posteriori na Equagéo (13).

Assim, uma estimativa do vetor a é obtida como a média amostral dos M =m/2K valores

restantes, ou seja,

~ 1& 4
a=—M—Za(') (15)

Porém, antes de se utilizar qualquer algoritmo MCMC, surge a questdo sobre qual

densidade a priori p(a) adotar. Para escolher uma densidade a priori para o vetor de

pardmetros @, considera-se, primeiramente, que todos os « ;o J =0 1., p séo
independentes com uma densidade a priori definida no intervalo [a ;»b;1 coma;, >0e b, <1,
tal qué a,<a,<b,, visto que a restricdo Zj;la ; <1 exige que todos os ¢, € (0,1). Pode-se
definir também a, <a, <b,, com a, >0 e b, < E[z}?].

Uma vez que se deseja gerar valores para o ; proximos das médias de cada intervalo

(a;, +b,)/2 com mais freqiiéncia do que os valores préximos dos limites a ; e b, entdo,

propbe-se a seguinte reparametrizacdo do problema:

R. bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 69, n. 230, p.7-24, jan./jun. 2008.




a,—a

9 log(j——L), (19
by~a,

para j = 0, 1,..., ,p. Esta reparametrizagdo conduz a escolha de uma transformagdo que

mapeia os intervalos (—o,+) no dominio [a,,b,] e vice-versa.
Neste artigo, adota-se a densidade Normal para ¢ =[¢, ¢ ... ¢,] de forma que

cada ¢, tem uma distribui¢do a priori p(¢,) =N(0,0'f.), pois escolhendo-se um valor de o,

adequadamente reduz-se a taxa de rejeigao do algoritmo de simulagdo de MCMC, acelerando
também a convergéncia deste.
Com essa reparametrizagdo, a fungdo de verossimilhanga é escrita da mesma forma

que na Equagdo (5), porém com a volatilidade h, dada agora como fungdo dos pardmetros

¢, . Assim, tem-se que

LZ_|Z., (17)
(Z,12,.9) ,I,,Il,/h @ | 2 (qo)}

Em seguida, considera-se a matriz diagonal X(p) dada por

2(p) = diag(h,, ()., 1 (9)) - (18)

Considerando a matriz diagonal X(¢), a Equacgdo (17) pode ser reescrita como

LZ_,|Z,,¢)x—7—=

1
xp{———Z’[Z" ((o)]Z}. (19)
=(o)| 2

tal que || denota o determinante de uma matriz. Conforme mencionado anteriormente, ao se
assumir que os parAmetros ¢, s@o independentes e com densidades a priori

p(g;)= N(O,ajz.), a densidade a priori conjunta para ¢ é dada por

20)=1124). (20)

De posse das Equagdes (19) e (20), pode-se escrever a densidade a posteriori para ¢ como

14
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(21)
p(@)Z) < (,-,,,q W “Thip )}} HP(¢J

As densidades condicionais a posteriori para ¢,, obtidas da Equacéo (21), s&o entdo dadas

por

(@ lo_ L)< (Z_,|Z,,p)p(8))- - (22)

em queg@_, € um vetor com todos os parametros do modelo exceto o parédmetro ¢ , OU seja,

-j =(¢0’¢l,""’¢j—l’¢j+l""’¢p)'

As densidades condicionais dadas na Equagéo (22) sdo utilizadas neste artigo bor um
algoritmo de simulagdo MCMC para gerar uma amostra da densidade conjunta a posteriori
dada na Equacgéo (21). O algoritmo MCMC descrito a seguir consiste' no uso combinado do al-
goritmo do amostrador de Gibbs (CASELLA & GEORGE, 1992) e do algoritmo Metropolis-
Hastings (MH) (CHIB & GREENBERG, 1995). O uso do algoritmo MH dentro do algoritmo de
Gibbs é necessario, pois as condicionais da Equagdo (22) ndo tém forma fechada.

Algoritmo MCMC: Amostrador de Gibbs com Metropolis-Hastings

1. Atribuir valores iniciais aos parametros ¢ = {¢{"},;=0,..., p. Fazeri=1.
2. Gerar um novo valor g a partir das densidades p(¢,|¢_,,Z), observando a
seguinte relagdo:
PV = (87 B BB 8y )

3. Calcular a probabilidade de aceitagdo de £

P, ) = m‘“{l Ry, seL(Z.,|Z,,0"")#0 (23)
1, caso contréario
na qual
LZ_ |Z,,o%"
— ( -p | p’¢‘ l) . (24)
L(Z_,|Z,,0"™")
4. Gerar um ntimero aleatério u ~ U (0,1) e executar o seguinte teste:
W ﬁ, u< P(¢(H), ﬁ 25
Z { =, caso contrario (25)

5. Repetir os passos 2-5 paraj=0,...,p.
6. Fazeri =i+ 1 e retornar ao Passo 2 até as cadeias convergirem.
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Apds a convergéncia, as estimativas originais ¢&; podem ser computadas pela

transformacgao inversa:

d/ _ b, exp{gz;j}faj ' (26)
1+exp{g;}

em que ¢3j € determinado como na Equagdo (15); ou seja, a partir da média das amostras

geradas pelo algoritmo MCMC descrito acima.

4. Simulagoes e Resultados

Para comparar as abordagens ML e Bayesiana na estimag&o dos pardmetros «,, fo-

ram simuladas 1 000 séries independentes® para os modelos ARCH(2), ARCH(5) e ARCH(7).
Cada série continha 1 000 amostras originalmente, porém os primeiros 500 valores foram
descartados para mitigar os efeitos das condig¢des iniciais. As 500 amostras restantes foram
usadas para estimar os parametros do modelo ARCH. No final, cada um dos pardmetros
possuia 1 000 estimativas diferentes geradas pelo método ML e 1 000 geradas pela técnica

bayesiana, tal que a média aritmética delas representa o valor final do pardmetro &, (ver
Equagédo 15).

Vale ressaltar que o estudo comparativo feito neste trabalho s pode ser aplicado em
situagbes hipotéticas, nas quais os paradmetros verdadeiros dos modelos sdo conhecidos.
Mesmo ndo sendo realista, esta situacgdo ilustra a potencialidade de cada técnica quanto a
precisdo na estimag&o dos pardmetros na auséncia do valor verdadeiro dos mesmos.

Assim, o desempenho entre as abordagens &€ comparado através da raiz do erro
quadratico médio (RMSE) e do erro absoluto percentual médio (MAPE) entre os valores reais

dos paréametros ¢, e os valores estimados a , por cada uma das técnicas:

X
RMSE= |~ '(@,-4,7 . e (27)
K4
wapE =2031% %) (28)
K = q

*0u seja, usando seqliéncias diferentes do ruido branco &, de acordo com a Equagdo (3).
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Outra forma aqui adotada de se avaliar a qualidade das estimativas é através dos
intervalos de confianga (método ML) e intervalos de credibilidade (método bayesiano). Estes
intervalos indicam o grau de certeza com que se pode encontrar o valor real do parametro
dentro da faixa por eles especificada. Quanto menor for a largura do intervalo, mais confiavel &
o método de estimagao. Neste artigo, usa-se um grau de certeza (nivel de confianga) de 95%.

Os coeficientes dos modelos ARCH(2), ARCH(5) e ARCH(7) simulados sdo mostrados
na Tabela 1, na qual se nota que o modelo M3 viola a restrigdo varidncia incondicional finita
(i.e. dl +a, <1). Este modelo foi adotado propositadamente para verificar a robustez -das
duas técnicas em situagdes anormais. Os pardmetros da transformagdo usada na técnica
bayesiana (ver Equagdo (16)) sdo dados na Tabela 2.

Tabela 1 - Parametros dos modelos ARCH simulados

Modelo Q, a, a, Q,y ' a; a, a,
M1 1,00 0,80 0,15 - = - = —
M2 1,00 0,50 0,20 = = = - —
M3 1,00 0,90 0,20 —~ - - - -

p=>5 1,00 0,50 0,20 0,15 0,08 0,05

p =17 1,00 0,50 0,20 0,10 0,05 0,03 0,06 0,02

Os hiperparametros das densidades a priori para os cinco modeios ARCH avaliados
segundo a técnica bayesiana sdo dados na Tabela 2.

Tabela 2 - Parametros da Reparametrizagdo - Equagao (16)

Modelo M1 M2 M3 ARCH(5) [ ARCH(7)
as,b, | 0,85;1,15 | 0,85; 1,15 |0,85; 1,15 | 0,85;1,15 | 0,85; 1,15
a; b, 0,65; 0,95 | 0,35; 0,65 | 0,75; 1,05 | 0,35;0,65 | 0,35; 0,65
a,,b, | 0,00;0,30 | 0,20; 0,40 | 0,20; 0,40 | 0,20;0,40 | 0,20; 0,40
a,, b, 0,00; 0,30 | 0,03;0,17
a,,b, 0,00; 0,16 | 0,00; 0,10
a;,b, 0,00; 0,10 | 0,00; 0,06
ag,bs 0,00; 0,12
a,,b, 0,00; 0,04

o’ 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0
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Na implementagdo do algoritmo MCMC, para cada parametro foi simulada uma cadeia
com 5 000 iteragdes, descartada a metade inicial para diminuir o efeito das condig6es iniciais,
e entdo tomados valores espagados de 5 em 5, totalizando uma amostra de tamanho 500. A
convergéncia das cadeias foi sempre observada para os hiperpardmetros escolhidos, segundo
o critério de Geweke (1992).

Os graficos da Figura 1 apresentam a distribuigdo empirica (histograma) das
estimativas ML dos parametros do modelo M1. Os graficos para os modelos M2 e M3 séo
semelhantes aos do modelo M1, sendo por isso omitidos. Os graficos da Figura 2 sdo as
densidades a posteriori dos paréametros do modelo M1, omitem-se aqui, também, os graficos
para os modelos M2 e M3.

Figura 1 - Histogramas das estimativas de maxima verossimilhan¢a

i —d o ) i . M - . -
1 N 1 =} L »
- 42|
./ - "
ale M r |
| / 1 \ ar 7 —
i - e 5
J : ) Al .
xf -
‘!sr 1 ol
‘nL + 1a :
._,L ] 10
(1] [E] z 4 18 ¥ (X3 as 32 ;s [T 1 19 12 £ q T X FIT) B3 ¥ a3 T3
! @, 3

” I [ 1 | |
s
+ rP N : 4 A |
e ash 1
i o} .
"1' =} 4
cq- 1 ﬂ o 1
Ll + 1 sp 1
5 ar uy  ay [ 1" 17 18 1“4 0z o 1 4 08 ut CE EZ] 53 [
“ -, o

Os erros de estimacéo para cada um dos modelos ARCH(2) listados na Tabela 1 séo
apresentados na Tabela 3. Estes resultados mostram que a abordagem bayesiana apresenta
estimativas mais precisas que as estimativas ML e este comportamento ndo muda mesmo que
os parametros nio satisfagam as condi¢gdes de estacionariedade requeridas pelo modelo
ARCH.
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Tabela 3 - ML versus Bayes - modelo ARCH(2)

Modelo M1 a RMSE | MAPE(%) Cl (95%)
Bayes | 1,0164 0,1145 8,78 [0,8082; 1,2024]

% MLE 1,0365 0,2115 9,18 [0,7081; 1,5019]
a Bayes | 0,8009 0,0375 6,88 [0,6853; 0,8514]

. MLE 0,7830 0,1546 12,30 [0,4894; 1,0649]
a, Bayes | 0,1950 0,0673 17,56 [0,0855; 0,2079]

MLE | 0,1435 | 0,0741 36,16 | [0,0024; 0,3026]
Modelo M2 é RMSE | MAPE(%) Cl (95%)
Bayes | 1,0098 | 0,1028 8,49 | [0,8099; 1,1982]

% MLE | 1,0261 0,1665 13,55 | [0,7418; 1,4299]
. Bayes| 05025 | 0,0920 1469 | [0,3232; 0,6683]
! MLE | 04836 | 0,1180 18,73 | [0,2615; 0,7058]
. Bayes| 02202 | 00554 | 2225 | [0,1171;0,3279]
2 MLE | 0,935 | 00827 | 3305 | [0,1851;0,3726]
Modelo M2 é RMSE | MAPE(%) CI (95%)
. Bayes | 1,0041 0,1056 862 | [0,7971; 1,1890]
° MLE | 1,0315 | 0,2108 9,45 | [0,6622; 1,5060]
. Bayes| 08981 0,0887 9,75 | [0,7309; 1,1164]
I MLE | 08750 | 0,1543 15,42 | [0,5599; 1,1625]
o, Baves| 02017 [700416 | 21,75 | [0,1208;0,3205]

MLE 0,1949 0,0746 25,77 [0,0429; 0,3401]

Para verificar o efeito da ordem do modelo na precisdo das estimativas, foram
considerados dois modelos de ordem mais elevada, um modelo ARCH(5) e um modelo
ARCH(7). A Tabela 4 mostra os valores obtidos para RMSE e MAPE, assim como os
intervalos de confianga 95% para as estimativas ML e os intervalos de credibilidade 95% para

as estimativas bayesianas para o modelo ARCH(5).

Tabela 4 - ML versus Bayes - modelo ARCH(5)

Modelo M1 G RMSE | MAPE(%) Cl (95%)
. Bayes| 1,0076 0,0976 7,94 | [0,7978; 1,1734]
° MLE | 1,0959 0,3328 2533 | [0,5461; 1,8299]
, Bayes| 0,4981 0,0924 14,72 | [0,3144; 0,6650]
I MLE | 0,4905 0,1263 19,86 | [0,2458: 0,7347]
. Bayes| 0,2208 0,0571 23,12 | [0,1157; 0,3273]
2 MLE | 0,1928 0,0985 39,51 | [0,0103; 0,3934]
L Bayes| 0,14% 0,3007 17,79 | [0,0908; 0,2059]
3 MLE | 0,1483 0,0898 47,63 | [-0,0263; 0,3424]
. Bayes| 00937 .| 0,0225 22,53 | [0,0599; 0,1302]
¢ MLE | 0,0719 0,0711 70,04 | [-0,0556; 0,2215]
. Bayes| 0,0494 0,0071 11,59 | [0,0361; 0,0633]
5 MLE | 0,0445 0,0586 93,59 | [-0,0533; 0,1764]
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No calculo das estimativas ML dos modelos ARCH(5) e ARCH(7), foram geradas 1 000
séries, mas o método iterativo de cdlculo das estimativas sé convergiu para 901 dessas
séries. Como critério de aceitabilidade da estimativa, foi avaliado o condicionamento R da

matriz [I®], dado pela razdo entre o maior e o menor de seus autovalores. O valor B=1/R

é uma medida pratica da qualidade da estimativa ML, pois se B~1 a matriz [/*'] é bem-
condicionada, porém se B~0 entdo esta matriz é malcondicionada. Neste artigo, as
estimativas ML geradas quando a matriz [/®] tem B <10™ foram descartadas.

Para a estimagdo bayesiana procedeu-se como para os modelos ARCH(2), ou seja, foi
implementado o algoritmo MCMC e para cada pardmetro foi simulada uma cadeia com 5 000
amostras, descartando-se a metade inicial das cadeias e tomado-se valores espagados de 5
em 5, totalizando uma amostra de tamanho 500. A convergéncia das cadeias também foi
verificada pelo critério de Geweke (1992). Os histogramas representando as distribuicdes
empiricas das estimativas ML e as densidades a posteriori dos parametros do modelo sédo
apresentados nas Figuras 3 e 4, respectivamente.

Figura 3 - Distribuigdes empirica dos estimadores do modelo ARCH(5)
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Figura 4 - Densidades a posteriori dos parametros do modelo ARCH(5)
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Semelhantemente ao ocorrido para o modelo ARCH(2), os resultados permitem
concluir que as estimativas bayesianas apresentam maior precisdo (menores RMSE e MAPE)
que as estimativas ML. Além disso, os intervalos de credibilidade bayesianos sdo mais
estreitos do que os intervalos de confianga ML, indicando maior confiabilidade da técnica
bayesiana.

E importante enfatizar que algumas das estimativas ML dos parametros « nJj=3,4e

5, apresentaram valores negativos, violando, assim, as condigdes de positividade impostas
aos pardmetros de modelos ARCH (ver Equagédo(3)). Os resultados da comparagéo entre as
abordagens ML e bayesiana para o modelo ARCH(7) sdo apresentados na Tabela 5.

Comparando os valores de RMSE e MAPE na Tabela 5 com os da Tabela 4, conclui-se
que as estimativas ML sdo tanto menos precisas quanto maior for ordem do modelo. Assim
como observado para o modelo ARCH(5), algumas estimativas ML e seus respectivos
intervalos de c:)nﬁanga apresentaram valores negativos.
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Tabela 5 - MLE versus Bayes - modelo ARCH(7)

Técnica é RMSE | MAPE(%) CI (95%)
, Bayes 1,0227 | 0,0968 7,96 [0,8298; 1,1911]
" MLE 1,080 | 04224 | 2162 [0,5911; 1,6971]
, Bayes 0,4973 | 0,0629 10,29 [0,3712; 0,6082]
| MLE 0,4920 | 10,1839 19,17 [0,2335; 0,7025]
. Bayes 0,2215 | 0,0544 | 21,17 [0,1165; 0,3153]
2 MLE 0,1876 | 02849 | 39,37 [0,0334; 0,3336]
.. Bayes 0,0095 | 0,0179 1454 | [0,0650; 0,1337]
3 MLE 0,0933 | 0,1646 73,80 | [-0,1270; 0,2357]
. Bayes 0,0492 | 0,0063 10,33 [0,0378; 0,0335)
4 MLE 0,0447 | 0,1586 | 137,13 | [-0,1677;0,1827]
.. Bayes 0,0298 | 0,0028 746 | [0,0249;0,0335]
S MLE 0,0332 | 0,505 | 201,60 | [-0,1163;0,1558]
. Bayes 0,0596 | 0,0092 12,45 [0,0428; 0,0776]
6 MLE 0,0715 | 02472 | 102,79 | [-0,0466; 0,1742]
.. Bayes 0,0198 | 0,0016 6,59 [0,0170; 0,0234]
7 MLE 0,0241 0,1981 | 317,21 | [-0,1269; 0,1266]

5. Conclusao

Este trabalho comparou o método tradicional de estimagdo de parametros por maxima
verossimilhanga com uma abordagem bayesiana que utiliza simulagdo MCMC com uma nova
reparametrizacdo, mais geral que as atualmente disponiveis. Foram simuladas varias séries
temporais representando processos auto-regressivos com heterocedasticidade condicional
(ARCH) para diferentes ordens do modelo (p=2,p=5ep=7).

De um modo geral, a técnica bayesiana proposta fornece estimativas mais precisas,
mesmo para ordens elevadas e é mais robusta que o método ML convencional, pois funciona
independentemente do modelo ser estacionario ou ndo. Uma outra vantagem da abordagem
bayesiana proposta esta na estabilidade da convergéncia, diferentemente do método ML cuja
solugdo numeérica estd bastante sujeita a ndo-convergéncia, principalmente para ordens
elevadas do modelo ARCH.

Além disso, os intervalos de confianga obtidos pela técnica ML violam restricbes de
positividade impostas aos parametros dos modelos ARCH, fato este ndo observado para a

técnica bayesiana.
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Abstract
In this paper the maximum likelihood (ML) parameter estimation method is compared with

a new bayesian technique that uses Markov chain Monte Carlo (MCMC) simulation. Several time
series representing autoregressive conditional heteroskedastic (ARCH) processes are
independently generated for different model orders (p = 2, 5 and 7). For p = 2, we evaluate the
ability of both techniques to handle models with finite as well infinite conditional variance. For
p = 5 and 7 we assess the influence of the model order on the spread of the confidence (or
credible) intervals. Accuracy of the estimates is evaluated'through RMSE and MAPE values
computed between the estimates and the known coefficients of the simulated ARCH processes.
The bayesian approach has shown to be more accurate, even for higher model orders, and is -
more robust than the ML method, since the former is equally able to estimate the parameters of
models with finite and infinite variance. Furthermore, unlike the bayesian method, the confidence
intervals computed for the ML approach violate positivity constraints imposed to the parameters
of the ARCH models.
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Inferéncia em modelos heteroscedasticos
na presenca de pontos de alavanca
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Resumo

Este artigo considera a estimagao consistente da matriz de covaridncias de minimos
quadrados ordindrios em um modelo de regressao linear sob heteroscedasticidade de forma
desconhecida. O estimador mais usado é aquele proposto por Halbert White conhecido como
HCO0. Consideramos também outros estimadores consistentes: HC3, HC4, o estimador bootstrap
ponderado proposto por Wu (1986) e o estimador bootstrap ponderado inversamente ajustado
proposto por Cribari-Neto & Zarkos (2004). Nossas avaliagoes numéricas (Monte Carlo) mostram
que os testes quasi-t baseados nos estimadores HC4 e invwu apresentam as menores distorgoes
de tamanho. Uma aplicagdo empirica também é apresentada.

Palavras-chave: Estimagdo da matriz de covariancias, heteroscedasticidade, pontos de
alta alavancagem, regressao linear.
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1. Introdugao

A anédlise de regressdo € um dos ramos mais utilizados da teoria estatistica na
pesquisa cientifica. O modelo classico de regressao teve origem nos trabalhos de astronomia
elaborados por Gauss no periodo de 1809 a 1821; trata-se de uma técnica adequada para
estudar o efeito que varidveis explicativas exercem sobre uma variavel resposta. Técnicas
classicas de regressao linear assumem que os erros do modelo tém varidncia constante, ou
seja, apresentam a propriedade de homoscedasticidade. Porém, esta suposigdo é bastante
forte e, em uma relevante parte dos problemas praticos, muito pouco razoavel.

Sob suposigdes feitas para este modelo, a estimagdo dos pardmetros € comumente
feita utilizando-se o método de minimos quadrados ordinarios (MQO). Este método, através de
operagdes matriciais de facil implementagdo computacional, fornece estimadores de simples
interpretagdo e que possuem propriedades desejaveis, como nédo-viés, consisténcia, eficiéncia
e normalidade assintética. Quando a suposigdo de homoscedasticidade €& violada, ou seja,
quando a variéncia dos erros ndo € constante, dizemos que ha heteroscedasticidade no
modelo. A presenga de heteroscedasticidade ocorre com freqiiéncia quando se trabalha com
dados de corte transversal.

Sob heteroscedasticidade, o estimador de MQO mantém algumas propriedades
desejaveis, tornando-se, contudo, ineficiente na classe dos estimadores lineares né&o-
viesados, isto é, ele ndo € mais o melhor estimador linear ndo-viesado (BLUE — Best Linear
Unbiased Estimator). O estimador usual de sua matriz de covaridncias torna-se viesado e nao-
consistente, tornando pouco confiaveis estimativas intervalares e testes de hipoteses nele
baseados. Uma maneira de contornar este problema & obter estimadores alternativos ao
estimador de MQO. Torna-se razoavelmente facil estimar os pardmetros de um modelo de
regress@o quando os erros sdo heteroscedasticos com u.m padrdo de heteroscedasticidade
que é determinado por uma fungédo cedastica conhecida, ou mesmo quando os pardmetros da
fungdo cedastica sdo desconhecidos, mas com forma de heteroscedasticidade conhecida.
Contudo, quase sempre o processo gerador das diferentes variancias € desconhecido.

Um procedimento de estimagdo muito usado na pratica para o modelo de regressao
linear na presenca de heteroscedasticidade de forma desconhecida consiste em utilizar para o

vetor de parametros B o estimador de minimos quadrados ordinarios, que permanece ndo-

viesado e consistente, juntamente com um estimador para sua matriz de covaridncias que
possua propriedades assintéticas desejaveis. Este estimador consistente da matriz de
covaridncias do estimador de MQO possibilita a realizagdo de inferéncias no modelo
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heteroscedastico sem que seja necessario fazer suposi¢cdes sobre a forma da heterosce-
dasticidade.

O objetivo do presente artigo é abordar a estimagdo consistente da matriz de
covariancias do estimador de minimos quadrados ordinarios sob heteroscedasticidade de
forma desconhecida, avaliando, por meio de simulagdes de Monte Carlo, os desempenhos de
estimadores alternativos propostos por diversos autores, inclusive estimadores bootstrap. Em
particular, dois estimadores propostos recentemente na literatura serdo avaliados de forma
comparativa.

2. Modelo e estimadores

O modelo de interesse é o modelo de regressao linear, definido como

y=Xp+e, (1)
onde y é um vetor n x 1 de observagbes de uma variavel dependente, X é uma matriz
nxp (p<n) de regressores fixos com posto(X )= p, f € um vetor p x1 de pardmetros
desconhecidos e e é€ um vetor n x1 de erros aleatérios néo—correlaci_onados, cada um tendo
média zero e variancia af, para i=1,...,n a matriz de covaridncias de ¢ é dada por
¥ =diag{c?,...,02}. O estimador de minimos quadrados ordinarios do vetor de pardmetros
p é dado por b=(XX)"'XYy, possuindo média S (isto & é ndo-viesado) e estrutura de
varidncia (XX)' X'¥X(XX)™.

Sob homoscedasticidade, temos que o’ =0’ >0, isto é, ¥ =0?I,, onde I, é a
matriz identidade de ordem 7. Ent&o, a matriz de covariancias de b é dada por o?(XX)'e
pode ser facilmente estimada por 6*(XX)™, onde 8’ =é'é/(n—p), é=[1-X(XX)"X'ly
sendo o vetor »n-dimensional de residuos de minimos quadrados.

Na presencga de heteroscedasticidade, o estimador 6*(XX)'ndo é mais consistente

nem nao-viesado para a matriz de covaridncias de 5. Como em um grande numero de
aplicagbes os erros sdo heteroscedasticos, é importante considerar estimadores mais
confidveis para a variancia de . Um estimador consistente da matriz de covariancias de &
muito utilizado foi proposto por Halbert White (1980), sendo aqui denotado por HCO. O
estimador de White & obtido estimando-se o i-ésimo elemento diagonal de ¥ pelo i-ésimo
residuo ao quadrado, resultando em
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HCO =(XX)"' X", X(XX)™,

em que ¥, = diag{é?,...,&}.

Apesar de ser um estimador consistente da matriz de covaridncias de b tanto sob
heteroscedasticidade como sob homoscedasticidade, o estimador HCO tende a subestimar,
em amostras finitas, a varidncia do estimador de MQO, sendo tipicamente bastante viesado
quando o tamanho da amostra é pequeno. Através de simulagdes de Monte Carlo, Long &
Ervin (2000) constataram que este estimador ndo é confiavel quando o tamanho da amostra é
menor ou igual a 250. Adicionalmente, Cribari-Neto & Zarkos (1999) e MacKinnon & White
(1985), em estudos de simulagdo, mostraram que o estimador HCO pode ser muito viegado

quando o tamanho da amostra ndo é grande.

Assim como o tamanho amostral, o desenho da regressdo, ou seja, a estrutura da
matriz de regressores X , é outro fator que também interfere no desempenho do estimador de
White em amostras finitas. Quando a matriz de regressores X contém observagdes de alta
alavancagem, isto é, observagGes que possuem potencial para exercer grande influéncia
sobre o valor a ser predito, o estimador HCO tende a ser muito viesado; ver Chesher & Jewitt
(1987). Dessa maneira, o uso de estimativas obtidas a partir de HCO pode levar a inferéncias
errbneas.

Ha na literatura varias regras para identificagdo de pontos de alavanca. Uma regra

muito usada é considerar pontos de alavanca aquelas observagdes cujo respectivo A, (isto &,
i—ésimo elemento diagonal da matriz chapéu H ) excede 2 p/n ou 3 p/n, ou seja, duas ou

trés vezes a médias de todos os A, ’s; ver Judge et al. (1988, p.893).

MacKinnon & White (1985) consideraram trés estimadores alternativos, dois dos quais
obtidos como modificagdes de HCO. Um ajustamento simples, sugerido por Hinkley (1977),
consiste em usar uma corregdo de graus de liberdade, multiplicando HCO por n/(n— p). Com

esta corregdo obtém-se a versdo conhecida como HC1, dada por

n
n—p

HC1 = (XX)' XY X (XX%)".

O ajustamento pelos graus de liberdade em HC1 ndo é o Unico caminho para
compensar o fato de que os residuos de minimos quadrados ordinarios tendem a subestimar
os erros verdadeiros. Se ndo ha heteroscedasticidade, temos que
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E[é¢')=E[(y—3)» - )]

=E{(I-H)y[(I-H)y]'}

=E[(/-H)yy'(I-H)

= METyy'IM'

=oM,
em que H=X(XX)"'X' e M=(-H), usando o fato de que a matriz M & simétrica e
idempotente. Assim,

Elé!]=0’m,
=a*(1-h,),

onde m, e h, sdo os i—ésimos elementos diagonais de M e H, respectivamente. Neste

sentido, Horn, Horn & Duncan (1975) sugeriram usar

62 =8*/(1-h).

Obtém-se, assim, o estimador referido como HC2 e definido da seguinte forma:

HC2 =(XX) ' X"¥,X(XX)™",

onde

A2 A2
‘I’2=diag{ B }

Uma terceira variante do estimador HCO é baseada na técnica denominada jackknife'
A idéia basica desta técnica consiste em recalcular n vezes as estimativas de minimos

quadrados ordinarios para o vetor f, cada vez retirando uma das observagdes, e entdo usar
a variabilidade das estimativas obtidas como estimativa da varidncia do estimador de MQO

original. Seja b, o estimador de minimos quadrados ordinarios de 8 baseado em todas as

observagdes exceto a i —ésima. E possivel mostrar que

by =b—(XX)" X}é,,

ivi?

! Para detalhes sobre o método jackknife, ver Efron (1982).
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onde X, denota a i-ésima linhade X e &, =¢,/(1-h;). Dessa forma, o estimador jackknife

da matriz de covariancias de b € dado por

n 1 =1 —1
. [ iy — " (s)][ iy ~ Z (:)]

Apés algumas manipulagdes, esta quantidade pode ser escrita como

i;—l(XX)“[X WX - (n )X XXX,

onde ¥'é uma matriz diagonal nxn cujo i —ésimo elemento diagonal é é,z .

Davidson & MacKinnon (1993, pp. 553-554) definem um estimador, denotado por HC3,
que também é uma modificagdo do estimador de White, cujo comportamento € similar ao do
estimador jackknife, sendo uma aproximagado simples deste estimador no sentido que os dois
estimadores apresentam comportamentos muito similares em amostras finitas. O estimador
HC3 é dado por

- HC3 =(XX)' X"¥. X(XxX)™,

onde

A2 A2
‘I"3=diag ! 2 3000 é >0
A-h) " "(-h)

Cribari-Neto (2004) propde uma modificagdo do estimador HC3, denominada HC4,
que leva em consideragdo o impacto de observagdes com alta alavancagem em amostras
finitas, incorporando fatores de descontos definidos pela razdo entre os graus individuais de
alavancagem e o grau médio de alavancagem. A importancia de considerar o efeito da alta
alavancagem de algumas observagdes pode ser verificada através dos resultados obtidos em
Cribari-Neto & Zarkos (2001), que mostraram que a presenga de pontos de alavanca na
estrutura da matriz dos regressores € mais decisiva para o comportamento de estimadores
consistentes 'para a matriz de cqvariéncias de b em amostras finitas, isto é, amostras

pequenas ou de tamanho moderado, do que o préprio grau de heteroscedasticidade.

O estimador HC4 é definido da seguinte forma:
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HC4 = (XX) ' X" ¥, X(XX)™,

onde

. éz él
¥ =di 1 S a
¢ ’“g{(l—h,)“ (l—h")‘*}

!

S, = min{4,—hi} = min{ 4, ':h"
h h

Z j=1 ]

com h =”-IZ;=1hi ,i.e., h éamédiados A’s. Ou seja,

3= n&in{4, —"ﬂ} .
P

Aqui, usamos o fato de que a soma de todos os niveis individuais de alavancagem é iguala p .

O expoente controla o nivel de desconto do i—ésimo residuo quadrado e é determi-
nado pela razdo entre 4, e a média dos k’s, h.Como0<1-h <1e ¢, >0, segue que
0 <(1 - Ah)%< 1. O i—ésimo residuo ao quadrado devera ser tanto mais fortemente inflacio-
nado quanto maior for A, relativamente a h . Este desconto linear é truncado em 4, que
equivale a duas vezes o grau de desconto usado pelo estimador HC3. Ou seja, usa-se 9, = 4

quando A, >4h =4p/n. Os resultados numéricos obtidos por Cribari-Neto (2004) mostram

que este novo estimador tem comportamento superior ao do estimador HC3 em amostras
finitas no que diz respeito a testes quasi-t associados.

3. Bootstrap em modelos de regressao

Bootstrap é um método que pode ser usado para avaliar a precisdo de estimativas
estatisticas com base em simulagdes. O método boqtstrap tipicamente produz uma
aproximagdo para a distribuigdo da estatistica de interesse que pode ser consideravelmente
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mais precisa do que sua aproximag¢do assintética de primeira ordem; ver, em geral, Hall
(1992). A aplicagdo de bootstrap em modelos de regresséo foi estudada em detalhes por Wu
(1986). Mais recentemente, varios autores investigaram o uso deste método em econometria,
entre eles Horowitz (1997), Jeong e Maddala (1993), Li e Maddala (1996) e Vinod (1993). Em
sua forma mais simples, o procedimento bootstrap para o modelo de regressdo linear

y = Xf +e pode ser descrito como a seguir:
1. Retire uma amostra aleatdria e;,...,e, de é com reposigao;

Forme uma amostra bootstrap: y* = Xf+¢°, onde e’ =(e;,...,e)’;

n

. Calcule o estimador de MQO, b" =(XX)' Xy";

2

3

4. Repita os passos de 1 a 3 um grande nimero de vezes (digamos, B);

5. Calcule a varidncia dos B vetores das estimativas obtidas usando o esquema
descrito nos passos de 1 a 4.

E comum multiplicar os residuos no passo 1 pelo fator n/(n—p). O método

bootstrap descrito acima é geralmente conhecidoc como bootstrap ndo-paramétrico néo
ponderado, bootstrap ingénuo nao-paramétrico ou bootstrap naive. O bootstrap paramétrico
nao-ponderado é semelhante ao descrito acima, mas com o passo 1 substituido por:

1.a Retire uma amostra aleatéria ¢/,...,e, de uma distribuigdo normal com

média zero e varidncia &2.

Nenhum dos esquemas bootsfrap descritos acima leva em consideragdo a possi-
bilidade de haver heteroscedasticidade. De fato, eles ndo sdo nem consistentes nem
assintoticamente nao-viesados sob heteroscedasticidade; ver Shao (1988) e Wu (1986). Um
estimador robusto apresenga de heteroscedasticidade foi proposto por Wu (1986) e pode ser

descrito como a seguir:
1.bPara cada i, i=1, ..., n, retire ¢/ de uma populagdo com média zero e
variancia unitaria.
2.b Forme a amostra bootstrap (y*,X), onde y; =X,b+té;/J(1-h;), sendo
h, o i-ésimo elemento diagonal da ‘matriz chapéu’ X(XX)' X' e X,,

como antes, sendo a i —ésima linhade X .
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Os passos de 3 a 5 permanecem os mesmos. O mecanismo deste esquema de
bootstrap consiste do seguinte: obtém-se um conjunto de »n sele¢bes independentes de uma
distribuigdo com média zero e varidncia unitéria; multiplicam-se estes valores pelos residuos

normalizados; forma-se uma amostra bootstrap; estima-se f usando a nova amostra; repete-
se o procedimento um grande nimero de vezes (digamos, B ); entdo, usam-se as estimativas
das B réplicas bootstrap para se obter uma estimativa para var(b ). Note que a varidncia de

t;é,/,/(1—h;) ndo é constante quando os erros originais ndo sdo homoscedasticos. Portanto,

0 esquema de bootstrap de Wu leva em consideragdo a ndo-consténcia potencial da varidncia
do erro. Este esquema de reamostragem é freqlientemente chamado de ponderado ou

externo.
Ha diferentes maneiras de reamostrar ¢*. Uma possibilidade é reamostrar de a,,...,a

2*n?

onde

A

—_— ei—gi
8 IO A T~‘2'
Jri @ -2)
x w1 n
com & =n")

Hé,.; quando o modelo de regressdo especificado contém um intercepto

(3.1

~

sabemos que ¢, =0. Esta é uma implementagdo nao-paramétrica do esquema bootstrap de
Wu, uma vez que a reamostragem é feita a partir da fungédo de distribuicdo empirica dos
residuos normalizados. Em uma implementagdo paramétrica do bootstrap de Wu, os t's

podem ser selecionados aleatoriamente de uma distribuicdo especifica, em geral, a
distribuigdo normal padrao.
Uma- alternativa diferente € o bootstrap ponderado inversamente ajustado. A idéia é

amostrar ¢; no esquema de bootstrap ponderado ndo com probabilidade 1/, como no

z

esquema de Wu, mas com probabilidade que é inversamente proporcional a A,, como -

proposto por Cribari-Neto & Zarkos (2004). Seja

5=31/h,.

i=1

Entao, o esquema pode ser descrito da seguinte forma:
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1.c Paracada i, i=1, ..., n, retire ¢#;, de forma independente, de g,,...,a,, ou
seja, de (3.1). Aqui, a; é selecionado com probabilidade p,, i=1, ..., n;
ver (3.2) abaixo. '

2.c Forme a amostra bootstrap (y°,X), onde y; =X,.b+ti'éi/m :
i=1, .., n,onde

= l,se h,<2p/n
"7 13,5¢ b, >2p/n’

Seja p, =y /h,.Entdo, )" p, =1 implica

iyh" =yzn:h" =yd=1.
i=l

i=l

Logo,

A idéia é que observagdes com alta alavancagem serdo selecionadas no esquema de
reamostragem com probabilidade mais baixa, mas mesmo assim positiva, desta forma
reduzindo seu impacto sobre a inferéncia resultante. Isto é, quanto mais alto for o grau de
alavancagem de uma observagdo, com menos freqliéncia, seu correspondente residuo sera
selecionado na reamostragem bootstrap. Aqui, as probabilidades de reamostragem sé&o
controladas pelos graus de alavancagem das diferentes observagdes.

4. Avaliagao numeérica

O experimento de Monte Carlo de nossa avaliagdo numérica é baseado no modelo de

regressao linear

Vi =B+ Bixy + Byxpp e, i=1,..n

O conjunto de dados utilizado consiste de observagdes sobre despesas per capita em
escolas publicas e renda per capita por estado nos Estados Unidos em 1979, estes dados

tendo sido extraidos de Greene (1997). As covaridveis, x, e x,, sdo a renda per capita
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(reescalonada por 10™*) e seu quadrado, respectivamente, com um total de 50 observagdes.
Os valores utilizados para os erros sd3o provenientes de simulagdes estocasticas,

considerando-se diferentes graus de heteroscedasticidade. Cada uma das observagdes de x,
e x, é repetida duas e trés vezes para formar amostras de tamanhos n = 100, 150, que s&o

mantidas constantes ao longo do experimento. Isto garante que A =max(5?)/min(5})uma
medida do grau de heteroscedasticidade mantém-se constante para os diferentes tamanhos
amostrais, e que os resultados da simulagé@o sédo afetados apenas pelo crescente nimero de

observagdes. No que se refere aos valores dos pardmetros, nés utilizamos f,=f,=1 e

P, =0. Os experimentos de simulagéo sdo baseados em 5 000 réplicas de Monte Carlo e 500

réplicas de bootstrap (isto é, um total de 2 500 000 de réplicas por experimento).

Utilizaremos dois conjuntos de dados; o primeiro € o conjunto de dados retirado de
Greene (1997), citado anteriormente e o segundo € obtido do primeiro, retirando-se os pontos
de alta alavancagem. A fung¢do cedastica foi especificada como

2
o; =exp{c, +¢,x,}.
Simulagées sob homoscedasticidade foram realizadas com ¢, =¢, =0, ao passo que para
dados heteroscedasticos consideramos dois valores para A ; primeiro usamos ¢, =c, = 5, 30,

que resulta em A =15, 04, depois usamos ¢, =¢, =0, 93, que resulta em A= 50, 05 para o
primeiro conjunto de dados (‘dados1’). Para o segundo conjunto de dados (‘dados2’), também

consideramos dois valores para A: utilizamos ¢, = 0 e ¢, =7, 65, que produz A= 15,02, e

¢ = 0e c,=13,45, que resulta em A= 50,30. Os valores das constantes que indexam a

fungdo cedastica foram escolhidos de forma a fornecer graus de heteroscedasticidade
proximos de 15 e 50, o Gltimo representando heteroscedasticidade muito forte (o maior desvio
padrdo sendo pouco mais que vezes maior que o menor desvio padrdo), além, é claro, da
situagdo onde ndo ha heteroscedasticidade. Dessa forma, diferentes cenarios sao
considerados na avaliagdo. Os desempenhos dos varios estimadores da matriz de
covaridncias considerados no experimento de Monte Carlo foram avaliados com base no

tamanho do teste quasi-t associado para a hipotese nula H, : , =0 contra H, : f, #0.
Seis experimentos de Monte Carlo, portanto, foram realizados, dois sob homosce-
dasticidade e quatro sob heteroscedasticidade. Como mencionado anteriormen'te, 0 conjunto

de dados originalmente usado é uma amostra de tamanho 50, retirada de Greene (1997); isto
é o que chamamos de ‘dados1’. O segundo conjunto de dados é obtido do primeiro retirando
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trés observagdes identificadas como pontos de alta alavancagem (seus A4,’s excedem 3p/n);

estas observagdes correspondem aos estados do Alasca e Mississipi e a Washington, D.C.

Em particular, o Alasca é um ponto de alavancagem muito alta, pois 4,,., = 0,651 ao passo
que 3p/n=0,180. (Tipicamente, usa-se 3p/n como um limiar critico na identificagdo de

pontos de alavanca). _

Os resultados relativos as taxas de rejeicdo dos diferentes testes quasi-t, aos niveis
nominais de 10%, 5% e 1%, sob homoscedasticidade e sob heteroscedasticidade, para o
conjunto de dados originais de Greene (‘dados1’), encontram-se apresentados no Quadro 1. O
Quadro 2 apresenta resultados para o conjunto de dados sem alavancagem (‘dados2’). Os
principais resuitados encontram-se resumidos a seguir.

Primeiro, o teste que usa o estimador MQO apresenta desempenho satisfatério apenas
sob homoscedasticidade. Sob heteroscedastiéidade, os percentuais de rejeicdo para o teste
nao se aproximam do nivel assintotico considerado; por exemplo, para n=150 e ao nivel
assintético de 5%, este teste apresenta rejeigdo de 4,76% quando A =1,00; na presenga de
forte heteroscedasticidade (A = 50,05) e de pontos influentes, o mesmo teste apresenta
rejeicdo de 34,72%, como revela o Quadro 1.

Segundo, o teste construido com base 'no estimador HCO nao apresenta comporta-
mento confiavel tanto sob homoscedasticidade quanto sob heteroscedasticidade; suas taxas
de rejeigdo sdo consideravelmente superiores aquelas verificadas para os testes associados
aos demais estimadores. O teste que usa o estimador de Wu apresenta taxas de rejeigéo
superiores as esperadas, porém inferiores as taxas de rejeicdo apresentadas pelo teste que
usa o estimador de White, como mostra o Quadro 1.

Terceiro, o teste baseado no estimador HC3 apresenta taxas de rejei¢do inferiores as
do teste baseado no estimador HCO, sendo estas taxas, contudo, superiores aos niveis
nominais selecionados (Quadro 1).

Quarto, quando pontos de alta alavancagem séo introduzidos nos dados, as distorgdes
de tamanho dos testes baseados nos diversos estimadores crescem substancialmente. A
presenca destes pontos exerce um efeito negativo sobre os desempenhos de quase todos
estimadores avaliados quando estes sdo utilizados conjuntamente com testes quasi-t,
elevando as taxas de rejeigdo. Por exemplo, o teste baseado no estimador HC4, aos niveis
nominais considerados (10%, 5% e 1%), para n= 50 e A= 50,05, apresenta taxas de
rejeicdo 19,52%, 14,50% e 8,50%, enquanto, sem considerar as observagdes influentes (n =
47) e com A= 50,30, temos taxas de rejeicdo mais proximas dos niveis nominais que as
anteriores: 14,04%, 8,58%, 3,08%, respectivamente, como revela o Quadro 2.
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Quinto, o teste baseado no estimador invwu apresenta taxas de rejeigdo relativamente
préximas éos niveis nominais tanto na presenga quanto na auséncia das observagdes
influentes. Por exemplo, para n = 100, A= 15,04 e ao nivel de 10%, a taxa de rejei¢éo do
teste baseado no estimador invwu é de 11,86%; sem considerar os pontos de alavanca
(Quadro 2) ac mesmo nivel nominal, a taxa de rejei¢édo é 11,68%.

Sexto, o teste que usa o estimador HC4 apresenta o melhor desempenho na auséncia
das observagdes influentes dentre todos os testes considerados. A titulo de exemplo do
comportamento desse teste, aos niveis nominais de 10%, 5% e 1%, para »n =100 (com pontos
de alavanca - Quadro 1) e A = 15,04, suas taxas de rejeigdo sdo 15,42%, 10,34% e 4,62%;
sem considerar as observagdes influentes (n=94) e com A= 15,02, as correspondentes
taxas sdo: 11,56%, 6,22%, 1,64%. Nesse Ultimo caso, as distorgdes de tamanho séo
relativamente pequenas, como pode ser visto no Quadro 2.

Sétimo, o teste baseado no estimador naive apresenta comportamento satisfatério sob
homoscedasticidade, 0 mesmo ndo acontecendo sob heteroscedasticidade. Por exemplo,
considerando n=100 (Quadro 1) e A= 1, do nivel de 5%, o teste baseado no estimador
naive apresenta taxa d? rejeicdo igual a 5,40%; sob heteroscedasticidade forte, 4 = 50,05, e
ao mesmo nivel de significancia, o teste baseado neste estimador apresenta taxa de rejeigéo
de 35,58%.

Oitavo, na presenca dos pontos de alavanca e sob heteroscedasticidade, o teste
baseado no estimador invwu apresenta taxas de rejeicdo mais proximas dos niveis nominais
do que o teste baseado no estihador HC4. Por exemplo, para n=50, A= 15,04 e ao nivel
nominal de 5%, o teste baseado no estimador invwu apresenta taxa de rejeicdo de 6,94%,
enquanto o teste baseado no estimador HC4 apresenta quase o dobro desta taxa de rejeigao
(12,52%), como pode ser visto no Quadro 1.

Nono, sob homoscedasticidade e para os trés tamanhos amostrais estudados, o teste
baseado no estimador HC4 teve melhor desempenho que o teste baseado no estimador
invwu, exceto para a = 1% e para n =100, ao nivel nominal de 5%.

Décimo, de acordo com o Quadro 2, na auséncia dos pontos de alavanca (ﬁ = 47), sob
homoscedasticidade e heteroscedasticidade, o teste baseado no estimador invwu teve melhor
desempenho que o teste baseado no estimador HC4 para todos os niveis nominais.

Por exemplo, n= 47 e A = 15,02, ao nivel de 10%, o teste baseado no estimador HC4
apresenta taxa de rejeicdo de 12,86%, enquanto o teste baseado no estimador invwu
apresenta taxa de rejeicdo de 11,22%. O mesmo ndo acontece quando aumentamos o
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tamanho amostral (n= 94, 141), ou seja, o teste baseado no estimador HC4 tem melhor
desempenho que o teste baseado no estimador invwu, em quase todos os casos.

Com o propésito de ilustrar algumas conclusdes anteriores, foram construidos gréﬁcos
das diferengas entre quantis exatos de algumas estatisticas de teste, estimados por
simulagédo, e quantis assintéticos para » = 50, 100, sob homoscedasticidade e sob heterosce-
dasticidade.

As discrepéncias de quantis sdo apresentadas graficamente contra quantis assin-
téticos. Estes graficos encontram-se na Figura 1. Quanto mais préximas as linhas estiverem
da linha horizontal (zero), melhor sera a aproximagao pela distribui¢do assintética N(O, 1) da
distribuicdo da estatistica de teste sob a hipétese nula. A andlise dessas figuras evidencia que
os testes baseados nos estimadores HC4 e invwu se comportam melhor do que o teste
baseado no estimador HC3. De fato, nota-se que suas distribuigbes exatas, em geral, sdo
melhor aproximadas pela distribuicdo limite do que as distribuicbes exatas das demais
estatisticas.

Um enfoque alternativo ao que foi apresentado anteriormente é usar um erro-padréo
consistente para construir estatisticas quasi-t e entdo reamostrar esta quantidade, que é
assintoticamente pivotal. O esquema de reamostragem é realizado impondo a restrigdo em
teste na geragdo das amostras de bootstrap, a estatistica de teste sendo calculada em cada
réplica de bootstrap. No final do esquema de reamostragem de bootstrap, obtemos ou um
valor critico para o teste (a ser usado em substituigdo ao valor critico assintético obtido da
distribuigdo normal padrdo) ou um p-valor bootstrap. O teste bootstrap pode ser realizado
como descrito a seguir. De inicio, calcule a estatistica quasi-t, digamos 7.

Entéo:

1. Paracada i, i=1, ..., n, retire um nimero aleatérioz; de uma populagdo que tem

média zero e variancia um;

2. Construa uma amostra bootstrap (¥°,X),onde y' =Xb+t' /(1-k). Aqui, b

e ¢, sdo as estimativas restritas dos parametros e os residuos de MQO sob a
hipétese nula. Novamente, X; denota a i —ésima linha de X ;

3. Calcule 0 EMQO de g, b" =(XX)'X¥", e calcule a estatistica de teste quasi-t

associada, 7°;
Repita os passos 1 a 3 um grande nimero de vezes (digamos, B );

5. Calcule o quantil de interesse da distribuicdo empirica de (B +1) realizagbes da

estatistica de teste;
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6. Realize o teste usando a estatistica quasi-t calculada inicialmente (z) conjunta-

mente com o valor critico bootstrap obtido no passo 5 acima.

Observe que no teste bootstrap ndo utilizamos valores criticos obtidos da distribuigdo
assintética da estatistica de teste sob a hipétese nula, isto é, ndo sado utilizados valores
criticos da distribuicdo normal padrdo. Aqui sdo usados valores criticos obtidos através da
reamostragem bootsirap.

A regra de deciséo pode ser mais convenientemente expressa usando o p-valor
bootstrap. A aproximagao do p-valor obtida a partir do esquema de bootstrap, para um teste
bilateral, é dada por

_#{ 7|}
B+1 '

onde 7,, b=1,...,B, sdo as realizagdes de bootstrap da estatistica de teste. Rejeitamos a

hipétese nula se o p-valor bootstrap for menor do que o tamanho nominal selecionado para o
teste.
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Quadro 1: Percentagens de rejeigao de testes quasi-t baseados nos estimadores MQO, white, HC3, HC4,
naive, wu e invwu no modelo y, = f, + f,x, + B,x;, +e;, ¢, ~(0,exp{c, +¢,x,}), i=1, .., n, para
n =50, 100, 150. Os niveis nominais considerados sao a =0, 10, 0, 05, 0, 01 (com pontos de alavanca) -

‘dadost’
n =50
A 1,00 15,04 50,05
teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
MQO 10,64 6,16 1,42 | 33,34 24,80 13,22 45,20 37,32 24,20
white 20,70 14,04 | 6,26 | 37,60 29,64 18,10 44,66 36,56 24,22
HC3 15,34 9,74 420 | 26,60 19,94 11,24 31,64 24,18 14,66
HC4 10,68 6,48 2,72 | 17,18 12,52 6,80 19,52 14,50 8,50
naive 10,70 6,12 1,48 | 33,38 29,94 13,46 45,04 37,54 24,30
wu 15,28 9,98 420 | 26,76 20,04 11,48 31,84 24,14 14,68
invwu 5,86 3,40 1,32 | 10,32 6,94 3,34 11,42 8,16 4,66
n =100
A 1,00 15,04 50,05 .
teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
MQO 10,62 5,28 1,04 | 3222 24,10 12,44 43,70 35,86 22,52
white 16,12 9,92 3,36 | 24,70 17,52 8,98 27,92 20,54 11,22
HC3 13,50 7,84 2,40 | 19,62 13,58 6,58 22,18 15,62 8,30
HC4 11,08 6,10 1,92 15,42 10,34 4,62 16,80 11,64 5,68
naive 10,70 5,40 1,12 | 32,36 24,38 12,60 44,02 35,58 22,80
wu 13,66 7,86 254 | 19,82 13,74 6,48 22,36 15,88 8,32
invwu 8,22 4,48 1,24 | 11,86 7,96 3,26 14,16 9,48 4,40
n =150
A 1,00 15,04 50,05
teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
MQO 10,28 4,76 0,98 | 32,04 23,80 11,64 43,16 34,72 22,34
white 14,28 8,28 2,18 19,70 13,06 6,04 21,08 14,66 7,24
HC3 12,26 6,72 1,86 | 16,50 10,72 4,62 17,42 12,12 574
HC4 10,80 5,58 1,66 | 13,52 8,62 3,56 14,40 9,66 4,40
naive 10,44 4,82 1,00 | 32,00 23,88 12,10 43,46 34,82 22,50
wu 12,50 6,84 1,78 | 16,50 10,72 4,62 17,72 12,08 5,84
invwu 8,56 4,22 1,10 11,92 7,30 2,86 13,74 8,76 3,78
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Quadro 2: Percentagens de rejeigdo de testes quasi-t baseados nos estimadores MQO, white, HC3, HC4,

naive, wu e invwu no modelo y;, = 8, + B,x,, + B,x;, +e,,

e,

~(0,exp{c, +¢,x.}), i=1, .., n,para

n =47, 94, 141. Os niveis nominais considerados sdo a =0, 10, 0, 05, 0, 01 (sem pontos de alavanca) -

‘dados2’
n =47

A 1,00 15,02 50,30
teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
MQO 10,92 5,76 1,34 17,60 10,12 3,38 21,44 13,48 5,40
white 13,30 8,00 2,16 16,04 9,48 3,38 17,30 10,98 4,12
HC3 11,64 6,54 1,70 13,42 7,78 2,64 14,64 8,96 3,18
HC4 11,62 6,48 1,76 12,86 7,52 2,64 14,04 8,58 3,08
naive 10,94 5,82 1,36 17,54 10,56 3,34 21,58 13,88 5,36
wu 11,80 6,88 1,70 13,74 8,16 2,92 14,92 9,28 3,40
invwu 9,42 4,84 1,08 11,22 6,08 1,92 12,86 7,52 2,54

n =94

A 1,00 15,02 50,30
teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
MQO 9,90 5,08 0,96 16,88 10,10 2,84 20,52 13,34 4,52
white 11,40 6,32 1,44 12,90 6,22 1,64 13,64 8,18 2,44
HC3 10,32 5,50 1,18 11,80 6,44 1,68 12,36 7,12 1,88
HC4 10,36 5,48 1,18 11,56 6,22 1,64 12,00 6,86 1,82
naive 10,14 5,16 0,98 17,00 10,12 2,90 20,78 13,62 4,82
wu 10,64 ' 5,74 1,16 11,94 6,64 1,78 12,50 7,38 1,96
invwu 9,34 4,68 0,94 11,68 6,24 1,54 13,44 7,88 2,22

n =141

A 1,00 15,02 50,30
teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
MQO 9,42 478 1,10 16,20 9,48 2,84 19,86 12,32 4,44
white 10,38 5,66 1,50 11,60 6,02 1,78 11,98 6,72 2,16
HC3 9,80 5,24 1,28 10,78 5,50 1,60 11,16 6,30 1,74
HC4 9,78 5,18 1,30 10,64 5,48 1,56 10,94 6,20 1,64
naive 9,62 4,98 1,06 11,30 6,00 1,68 20,30 12,28 4,52
wu 10,10 5,10 1,34 10,98 5,72 1,66 11,18 A 6,48 1,94
invwu 9,04 4,62 1,06 11,30 6,00 1,68 13,00 7,36 2,32
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Figura 1: Discrepéncias de quantis para o conjunto de ‘dados1’ (com pontos de alavanca). Diferengas
entre quantis exatos (estimados por simulagdo) e os quantis assintéticos (computados da distribuigao
N(0, 1)) dispostos graficamente contra quantis assintéticos de trés estatistica de teste: HC3, HC4 e invwu
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Com o objetivo de comparar numericamente os desempenhos dos testes quasi-t
baseados nos estimadores wu e invwu com os desempenhos de dois testes bootstrap, um que
usa o esquema de reamostragem de bootstrap ponderado e outro que utiliza o esquema de
reamostragem ponderado com probabilidades de amostragem inversamente proporcionais as
medidas de alavancagem, utilizamos o conjunto de dados retirado de Greene (1997), ‘dados?’,
e também ‘dados2’, que ndo contém pontos de alavanca.

Os desempenhos dos testes sdo avaliados com base nas taxas de rejeigdo da hipdtese
nula, sendo a hipétese alternativa bicaudal e a geragdo dos dados realizada sob a hipétese
em teste. Os resultados apresentados a seguir sdo, como os anteriores, baseados em 5 000
réplicas de Monte Carlo e em 500 réplicas de bootstrap.

Os Quadros 3 e 4 apresentam percentagens de rejeigdo de testes quasi-t baseados
nos estimadores wu e invwu e também percentagens de rejeigdo de dois testes bootstrap, a
saber: o teste que usa 0 esquema de reamostragem de bootstrap ponderado e o teste que usa
o esquema de reamostragem ponderado com probabilidades de amostragem inversamente
proporcionais as medidas de alavancagem. Nestes testes bootstrap, a reamostragem foi
realizada para estatisticas de teste construidas com base no estimador white, que sao
assintoticamente pivotais, e objetiva obter valores criticos de bootstrap, que sdo usados em
substituicdo aos valores criticos normais (assintéticos). N6s denotaremos o primeiro teste por
wu* e o segundo por invwu* na andlise que segue.

O teste bootstrap realizado com base no esquema de bootstrap ponderado (wu®)
apresenta muito pouco ganho em amostras finitas relativamente ao uso do bootstrap para
estima¢éo de variancias, como pode ser visto no Quadro 3. Para exemplificar, considere 41 =1
e n=100, ao nivel nominal de 10%. O teste quasi-f que usa o0 esquema de bootstrap
ponderado para estimagdo de varidncia (wu) rejeita a hipétese nula 13,66% das vezes ao
passo que o teste bootstrap wu* o faz 13,68% das vezes. Sob heteroscedasticidade
(A =15,04), as conclusGes sado similares e até hacasos em que a distorcdo de tamanho do
teste cuja estatistica usa o estimador wu & menor que a do teste bootstrap wu*; por exemplo,
ao nivel de 5% e n =150, o primeiro teste apresenta taxa de rejeicdo de 10,80% enquanto o
segundo apresenta taxa de rejeicao de 10,86%.

O teste bootstrap realizado com base no esquema de reamostragem ponderado com
probabilidades de amostragem inversamente proporcionais as medidas de alavancagem
(invwu*) apresenta taxas de rejeicdo mais baixas do que se esperava. O resultado central
favorece o uso do teste quasi-f baseado no estimador invwu. Por exemplo, sob
homoscedasticidade, ao nivel nominal de 5% e n=100 a distor¢gdo de tamanho do teste
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boostrap invwu* é aproximadamente cinco vezes maior que a distor¢gdo de tamanho do teste
baseado no estimador invwu. Sob heteroscedasticidade ( A =15,04), ao nivel nominal de 10%
e n= 50, o teste baseado no estimador invwu apresenta distor¢do de 0,32 enquanto para o
teste bootstrap invwu* esta distorgdo é 5,10. Podemos notar ainda que quando os dados n&o
contém observagdes influentes (Quadro 4), o teste baseado no estimador invwu apresenta
menor distorgdo de tamanho do que o teste bootstrap invwu*, exceto quando n=94,141 e
A =15,02.

5. Aplicagdo empirica
A seguir, apresentamos um exemplo empirico onde as varidncias dos estimadores de
MQO dos coeficientes de um modelo de regressao linear sdo estimadas a partir dos distintos
procedimentos considerados neste artigo. Os dados foram extraidos de Myers (1990, Tabela
5.2, p. 218). A variavel dependente (y ) representa o nimero de homens-hora mensais em

instalagbes da marinha americana e as varidveis independentes (x,,x,) correspondem a

ocupacdo média diaria da instalag@o e ao numero de alas construidas na instalagdo.

Inicialmente, é util investigar a presencga de heteroscedasticidade, o que pode ser feito
aplicando-se um teste de heteroscedasticidade. O teste empregado foi o de Koenker (1981),
considerando-se a hipotese nula de homoscedasticidade. O teste indica que hé
heteroscedasticidade aos niveis usuais de significAncia. Assim, testes de hipétese sobre os
parametros lineares dos modelos devem ser realizados a partir de estatisticas de teste quasi-f
associadas a estimadores para as matrizes de covaridncias dos estimadores de MQO que
sejam consistentes sob heteroscedasticidade de forma desconhecida.

O modelo proposto inicialmente para descrever a relagdo entre a variavel dependente
e os regressores, é da forma

Vi =By +Bix, + Boxy, te;, (1)

para i =1, ..., 25. Os pardmetros lineares em (5.1) foram estimados por MQO. As estimativas
pontuais de f,, b, e 5, sdo b, =610,83, b, =4,23, b, =89,71, respectivamente.
No Quadro 5 encontram-se os erros-padrdo dos elementos de b, obtidos a partir dos

diferentes estimadores consistentes apresentados anteriormente. Os erros-padrdo diferem
bastante quando calculados com base nos diferentes estimadores considerados. Observa-se
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que os maiores erros-padrdo sdo provenientes de HC4 e invwu, seguidos por HC3, wu, white,
naive e MQO, nesta ordem. Por exemplo, o erro-padréo de b,obtido a partir do estimador

HC4 é quase 26 vezes maior do que aquele obtido a partir do estimador white.

Quadro 3: Percentagens de rejeicao de testes quasi-t baseados nos estimadores wu e invwu e
percentagens de rejeigdo dos testes bootstrap wu* e invwu* no modelo y, = f, + B, x,; + B,x,, +e,,
e; ~(0,exp{c, + C, % 1)y i=1, ..., n,para n=50, 100, 150. Os niveis nominais considerados sdo a=0,

10, 0, 05, 0, 01 (com pontos de alavanca) - ‘dados1’

n =50
A 1,00 15,04
a 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 15,28 9,98 4,20 26,76 20,04 11,48
wu* 15,22 9,44 4,32 26,92 19,60 11,54
invwu 5,86 3,40 1,32 10,32 6,94 3,34
invwu* 2,70 1,78 0,60 4,90 3,34 1,72
n =100
A 1,00 15,04
a 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 13,66 7,86 2,54 19,82 13,74 6,48
wu* 13,58 8,04 2,80 20,04 13,58 6,72
invwu 8,22 4,48 1,24 11,86 7,96 3,26
invwu* 4,32 2,18 0,52 5,74 3,52 1,20
n =150
A 1,00 15,04
a 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 12,50 6,84 1,78 16,50 10,72 4,62
wu* 12,60 7,00 2,06 16,58 10,86 4,62
invwu 8,56 4,22 1,10 11,92 7,30 2,86
invwu* 5,12 2,56 0,62 7,04 4,04 1,40
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Quadro 4: Percentagens de rejeigao de testes quasi-t baseados nos estimadores wu e invwu e
percentagens de rejeigio dos testes bootstrap wu* e invwu* no modelo y, = f, + B, x;,, + f,x,, +e,,
e, ~ (0,exp{c, +¢,x,}), i=1, .., n, para n =47, 94, 141. Os niveis nominais considerados sio

a=0, 10, 0, 05, 0, 01 (sem pontos de alavanca) - ‘dados2’

n =47
A 1,00 15,04
a 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 11,80 6,88 1,70 13,74 8,16 2,92
wu* 11,74 6,80 1,80 13,66 7,90 2,66
invwu 9,42 4,84 1,08 11,22 6,08 1,92
invwu* 6,58 2,86 0,72 7,72 3,90 1,20
’ n=94
A 1,00 15,04
a 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 10,64 5,74 1,16 11,94 6,64 1,78

wu* 10,68 572 1,34 12,10 6,48 1,76
invwu 9,34 4,68 0,94 11,68 6,24 1,54

invwu* 7,80 3,62 0,84 10,66 5,38 1,26
n =141

A 1,00 15,04
a 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 10,10 5,10 1,34 10,98 5,72 1,66
wu* 10,06 5,20 1,52 10,96 5,66 1,74
invwu 9,04 4,62 1,06 11,30 6,00 1,68
invwu* 8,06 4,06 0,94 11,60 5,96 1,68

Considere o teste da hipétese nula H;:f, =0 contra uma hipétese alternativa

bicaudal. Uma vez que 5, é o coeficiente do termo x,,, o teste de tal hipétese avalia se ha

relagdo entre a variavel dependente ‘nimero de homens-hora mensais’ e a covariavel nimero
de alas construidas’. O Quadro 6 apresenta os diferentes p-valores para este teste. Mesmo a
tamanhos nominais muito pequenos, verifica-se que os testes cujas estatisticas usam os
estimadores MQO, white e naive rejeitam a hipdtese nula, isto &, sugerem que o nimero de
alas construidas é importante no sentido de que variagtes neste regressor levam a variagées
significantes, em média, no nimero de homens-hora mensais. O teste quasi-t baseado no
estimador HC4 tem o maior p-valor dentre todos os testes, seguido pelos testes baseados em
invwu e HC3, nesta ordem. '
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Quadro 5: Erros-padrédo para b,, b, e b, em um modelo de regressao linear da forma

¥, =By +Bixy + Byx; +ep i=1,.,25

estimador MQO white HC3 HC4 naive wu invwu

JVvar(h,) | 340,21 | 233,55 | 691,59 | 3553,80 330,32 | 358,86 |1128,70
var(b,) 1,67 2,90 | 17,79 | 123,76 1,62 6,79 | 3541

Jvar(h,) | 2353 | 2828 | 127,46 | 74353 23,14 | 56,03 | 226,68

Uma analise de influéncia das observagdes correspondentes aos locais 22 e 23 revela
que estas observagdes sdo pontos de alta alavancagem, uma vez que, para o modelo (5.1), o
valor de referéncia 3p/n é igual a 0,360 e os elementos diagonais da matriz H referentes a

estas obsérvagﬁes sdo 0,724 e 0,857, respectivamente. Quando estas observagbes sdo

removidas da amostra e o teste da hiptese H,:f, =0 é refeito, a hipétese nula ndo é

rejeitada aos niveis de significAncia usuais, qualquer que seja o estimador empregado para a
matriz de covaridncias. Neste contexto, os estimadores MQO, white e naive mostram-se
pouco confiaveis, pois os testes a eles associados conduzem a conclusdes provavelmente
enganosas sobre a estrutura do modelo, o que ndo acontece com os estimadores HC3, HC4,
wu e invwu, cujos testes associados apresentam as mesmas conclusées independente dos
-dados incluirem ou ndo observagdes influentes. Ou seja, as inferéncias realizadas a partir de
testes construidos com base nos estimadores invwu, HC3 e HC4 ndo sido sensiveis a
presenga nos dados de observagdes de extrema alavancagem (locais 22 e 23). Em particular,
os p-valores dos testes realizados a partir de invwu e HC4 sao bastante elevados.

Com o objetivo de examinar o impacto que os locais 22 e 23 tém sobre a inferéncia
resultante, estimamos o modelo (5.1) 25 vezes, cada vez retirando uma observagéo diferente.

As estimativas dos paradmetros resultantes estdo apresentadas no Quadro 7. O grande

impacto que as observagSes 22 e 23 tém sobre as estimativas é evidente. Quando a

observagdo 22 ndo esta na amostra, a estimativa de f, torna-se préxima do dobro da média

(85,236); quando a observagéo 23 ndo estad na amostra a estimativa de f, se torna negativa

(-7, 698). As inferéncias realizadas a partir dos testes que usam os estimadores MQO, white e
naive sdo dominadas por estas duas observagdes. As inferéncias realizadas através de outros
testes consistentes, por outro lado, nao sofrem do mesmo mal.
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Quadro 6: Inferéncia quasi-t, p-valores

com pontos de alavanca, ‘ sem pontos de alavanca,
n =25 n =25

teste J p-valor teste F p-valor
MQo 0000 | MQO | 0598

white 0,002 white } 0,594
HC3 0,482 | HC3 | 0,601
HC4 0,904 HC4 ‘ 0,756

naive 0,000 naive ' 0,602
wu 0,109 wu 0,637

invwu 0,692 {  invwu ‘ 0,726

Quadro 7: Estimativas dos parametros sem a i —ésima observagio

obs b, I b, l b, obs |l b, b b,

1 | 654228 | 4182 | 88,400 | 14 |610,357 | 4233 | 89,720
2 | 654326 | 4183 | 88,388 | 15 |501,441 | 4114 | 03,512
3 | 650727 | 4193 | 88,087 @ 16 | 591,615 | 4219 | 89,275
4 |647179 | 4195 | 88576 | 17 | 611,800 | 4233 | 89,715
5 |663787 | 4151 | 88520 @ 18 | 616,763 | 4233 | 89,715
6 | 656700 | 4186 | 88,372 | 19 | 519,880 | 4,246 | 89,495
7 610432 | 4233 | 89730 | 20 |612,553 | 4232 | 89,706
8 | 650,265 | 3,904 | 94,790 | 21 | 584,884 4285 | 88,712
9 | 648719 | 4129 | 9078 | 22 | 107,907 | 2,590 | 171,154
10 | 663300 | 4197 | 89,413 | 23 | 176036 | 21,876 | -7.698
11 | 569,820 | 4213 | 90,942 | 24 | 680,015 | 2,702 | 83,432
12 | 501,936 | 4,240 | 90,269 | ' 25 | 600,566 | 4,233 | 89,725
13 | 624,558 4,201 90,263

7. Conclusoes

No presente artigo, nés utilizamos simulagdes de Monte Carlo para comparar os
meéritos relativos de inferéncias realizadas sob heteroscedasticidade de forma desconhecida a
partir de testes cujas estatisticas usam erros-padrdo obtidos de dois estimadores
recentemente propostos: HC4 e bootstrap ponderado inversamente ajustado. Outros
estimadores consistentes foram também incluidos na analise comparativa. Os resultados
mostraram que o0s doié estimadores recentemente propostos tipicamente conduzem a
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inferéncias mais confidveis do que aquelas realizadas a partir dos estimadores mais
tradicionais, especialmente quando os dados incluem pontos de alavanca, com alguma
vantagem para o estimador baseado em reamostragem.

No que se refere a inferéncia via bootstrap, os resultados revelaram que ha muito
pouco ganho em amostras finitas em se usar o esquema de reamostragem de bootstrap
ponderado para realizar testes bootstrap, estimando-se valores p ou valores criticos, ao invés
de se utilizar o bootstrap ponderado para estimacao de erros-padrdo a serem utilizados em
estatisticas de teste convencionais.
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Abstract
The chief goal of this paper is to evaluate the finite-sample behavior of different

heteroskedasticityconsistent covariance matrix estimators, under both constant and unequal
error variances. We consider the estimator proposed by Halbert White (HCO), its variant known as
HC3, and Wu’s (1986) weighted bootstrap estimator. Recently proposed estimators, such as
Cribari~Neto’s (2004) HC4 and Cribari-Neto & Zarkos's (2004) inversely adjusted weighted
bootstrap (invwu), are also considered. Our numerical (Monte Carlo) results show that quasi-t
inference based on HC4 and invwu are typically more reliable than inference based on other
covariance matrix estimators. We also present one application to real data.

. Keywords: Covariance matrix estimation, Heteroskedasticity, High leverage points, Linear
Regression.
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Modelos de riscos multiplicativos e aditivos
para analisar dados de sobrevivéncia: Uma
abordagem paramétrica

Vera L.D. Tomazella’
Camila Bertini Martins

Resumo

O objetivo da analise de sobrevivéncia esta centrado na relagdo entre o tempo de
sobrevivéncia e algumas varidveis explicativas de interesse. Uma questdo de interesse é
investigar a influéncia das covariaveis nos tempos de sobrevivéncia e um modo de fazer isso é
por meio de modelos de regressdo, em que a investigacdo da influéncia de covariaveis nos
tempos de sobrevivéncia em populagoes heterogéneas é feita usualmente por meio da fungéo de
risco. A estruturagdo desta fungdo é feita principalmente em termos aditivos ou multiplicativos.
A aplicagdo do modelo multiplicativo tem levado quase que, exclusivamente, a consideragoes de
riscos proporcionais (COX, 1972), assim, considerando situagdes onde ndo se impde que as
fungdes de riscos sejam proporcionais, temos os modelos de riscos aditivos originaimente
sugerido por Aalen (1980). Usualmente, os métodos inferéncias freqiientistas para o modelo
aditivo sdao ndo-parameétricos baseados em processo de contagem, uma versdo parameétrica dos
modelos aditivos foi apresentado por Andersen et al. (1993, cap. 7) e Tomazella (2003). Neste
artigo, estas duas classes de modelos serao revisitadas com uma abordagem paramétrica. Para
ilustrar a metodologia, consideramos um exemplo de dados de sobrevivéncia para a estimagdo e
construgio de intervalos de confianga assintoticos para os parametros dos modelos.

Palavras-chave: Modelos de regressido, Modelo de risco multiplicativo, Modelo de risco aditivo,
Dados de sobrevivéncia
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1. Introducao

Os dados de sobrevivéncia compreendem tanto tempos de sobrevivéncia quanto um
conjunto de varidveis observaveis que podem estar relacionadas com esses tempos. Essas
variaveis sdo conhecidas por covariaveis, variaveis explicativas ou varidveis explanatérias. A
investigacdo da influéncia das covaridveis nos tempos de sobrevivéncia é feita, usuaimente,
por meio da fungdo de risco. Estas fungbes sdo divididas em duas classes: modelo de riscos
multiplicativos e modelo de riscos aditivos. O modelo de risco multiplicativo mais conhecido é
o modelo de risco proporcional de Cox (COX, 1972) e o modelo aditivo mais conhecido é o
modelo de risco aditivo de Aalen (AALEN, 1989). A aplicagdo do modelo de Cox tem levado . A
quase que exclusivamente a consideragado de riscos proporcionais. Isso é relevante em muitas
situagdes reais, mas, em muitos casos, o risco nao-proporcional &€ também de interesse. Em
particular, esse é o caso quando a proposta é predicdo, isto é, determinar a probabilidade de
algum evento ou eventos acontecerem para um Uunico grupo ou individuo, com base em
informagdes anteriores (que podem ser uma probabilidade geral ou baseada em algumas
covariaveis) ou durante o estudo (isto &, probabilidades condicionais dada a resposta para
outros individuos, ou observagées mais recentes para o real individuo). Por exemplo, para
uma companhia de seguro é muito interessante se o risco de fumantes e ndo-fumantes € o
mesmo, qual é a comparagado de risco, porque ele determina se eles deveriam ter diferentes
prémios para os dois grupos. Contudo, o risco ndo-proporcional é essencial para calcular o
prémio real. o

Enquanto o modelo multiplicativo de Cox tornou-se muito popular, 0 modelo aditivo de
Aalen passou quase despercebido desde seu aparecimento em 1980 até 1986, quando Mau
(1986) utilizou os graficos das suas fungdes de regressdo, na apresentagdo de um método
grafico para detectar diferengas na influéncia das covaridveis ao longo do tempo. Apesar das
caracteristicas Uteis do modelo de Aalen (1980), este ainda ndo é amplamente utilizado em
analise de sobrevivéncia. Acredita-se que isso se deva ao fato de esse modelo ndo estar
implementado nos principais softwares estatisticos. Atualmente, o modelo de Aalen ja comega
a estar mais difundido em andlise de sobrevivéncia como uma boa alternativa ac modelo de
Cox, sobretudo quando as fungbes de risco ndo sdo proporcionais (AALEN, 1989).
Recentemente, alguns autores elaboraram macros executaveis em softwares, tais como: SAS
(HOWELL & KLEIN, 1996) e S-Plus (FEKJAER & AALEN, 1998), e também muitos ja s&o os
trabalhos com aplicagbes e desenvolvimentos tedricos do modelo de Aalen (SILVA, 2001).
Outros modelos de regressao em analise de sobrevivéncia foram considerados com o objetivo
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/
de apresentar uma formulagdo geral para os modelos multiplicativo e aditivo (LIN e YING,

1995). O objetivo deste artigo é revisar as duas classes de modelos de risco com uma
abordagem paramétrica, sobretudo o modelo aditivo que usualmente é ndo-paramétrico, onde
consideramos estimativas dos pardmetros das fungdes de risco de base e das fungdes de
regressao. ’

Na segéo 2, apresentamos o modelo de risco multiplicativo; na secéo 3, apresentamos
o modelo de risco aditivo; na segdo 4, apresentamos uma aplicagdo para os dois modelos; e
na seg¢ao 5, concluimos esse artigo.

2. Modelo de risco multiplicativo

A fungao de risco em geral depende do tempo e de um conjunto de covariaveis. Assim,
dado um conjunto de dados de sobrevivéncia com n unidades independentes e p

covariaveis observadas, os modelos de risco multiplicativos sdo definidos por:

At %) = 2 (8)G(x;3B) (1

em que A,(-)é uma fungdo positiva, chamada fungéo de risco de base, sendo comum a todos
os individuos, x;=(x,,x;,...x,) € um vetor (1xp)de covaridveis e fé um vetor p-
dimensional de pardmetros desconhecidos de efeitos fixos associados a x; .

Existem varias formas para a fungdo G(-)em (1). Neste artigo, assumimos que G ¢é

uma fungdo exponencial. O modelo (1) implica que a razdo de riscos para dois individuos &
constante no tempo, desde que as covaridveis ndo mudem com o tempo, isto é, para
diferentes valores de x, as fungdes de risco sdo assumidas como proporcionais, € que estes
modelos pertencem a classe dos modelos de riscos proporcionais.

Quando a fungdo de risco de base A,(¢) é indexada por um pardmetro 9, estes
modelos sdo conhecidos como modelos de risco paramétrico. Neste artigo, é assumido que

existe um modelo paramétrico que descreve, adequadamente, a distribuicdo dos tempos de
vida.

Considerando (1) e G(-) =exp(-), podemos escrever que para o i-ésimo individuo a

fungao de risco é dada por:
A(t;) =4, (t;)exp {x:ﬂ} , (2)
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em que 7, =x;8 é chamado de preditor linear. O modelo (2) implica que a razio de riscos

para dois individuos depende das diferengas entre os preditores lineares, em qualquer tempo.
Integrando (2), temos a fungdo de risco acumulada é dada por:

A6 =( [ ()i Jexp ;) @
= Ayt exp (X5},

emque A, ()= _.:' Ay (u;)du, é afungdo de risco acumulada da fungdo de risco de base.

Assim, considerando (3) a fungdo de sobrevivéncia para o i-ésimo individuo do
modelo (2) é dada por:
S(t,) =exp{-A,(t)exp{x;B}}, i=1,2 .., n. ' (4)

Considerando que a presenc¢a de tempos censurados é comum, no contexto de analise
de sobrevivéncia, suponha que alguns dos tempos observados sejam censurados a direita.
Suponha, também, um esquema de censuras onde estas ocorrem em tempos diferentes, de
individuo para individuo, e tal esquema sempre possa ser considerado estatisticamente
independente do mecanismo que causa a morte do individuo (ou ocorréncia da caracteristica
em observagdo), ou seja, um esquema de censuras independentes dos tempos de

sobrevivéncia e das covariadas. Em tal esquema, ou o tempo exato de ocorréncia Y, da
caracteristica para o i-ésimo individuo & conhecido, ou apenas temos a informagdo de que
este tempo é maior do que o tempo pré-fixado de censura (L,). Desta forma, podemos
resumir os dados observados no par de variaveis (7;,7,), onde y, é uma variavel indicadora
definida por:

1, seY, <L,
Vi= (5)

0, seY, > L,
e T, = min(Y, L,).

Considerando (2) e a presenga de censuras, de acordo com o esquema descrito

acima, a fungao de verossimilhanga é dada por:

L® =TTl t)e] expf Aot e}, (6)

i=l
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A estimaggo dos pardmetros envolvidos no modelo pode ser feita via maximizagao di-
reta de (6) ou pela utiizagdo de métodos numéricos, como, por exemplo, o método de

Newton-Raphson. -

3. Modelo de risco aditivo

Considerando situagbes onde ndo se impde que as fungdes de risco sejam
proporcionais, temos a segunda classe de modelos de risco em andlise de sobrevivéncia,
conhecida por modelos aditivos. Assim, quando o efeito das covaridveis & expresso
aditivamente na fungdo de risco, os modelos de risco aditivos sdo definidos pela seguinte
fungdo de risco na unidade i:

Altx,) =4, () +G(x;,B). ()

em que A,(-) é a fungéo de risco de base, G(-) é uma fungdo positiva e § & um vetor p-
dimensional de pardmetros desconhecidos de efeitos associados a x,. Mesmo que as

covaridveis ndo sejam observadas ao longo do tempo, o uso de fungbes de regressdo no
modelo (7) permite averiguar a influéncia das covariaveis variando com o tempo. Este modelo,
originalmente proposto por Aalen (1980), e apresentado de forma mais simples em Aalen
(1989), € um modelo de risco aditivo para analise de regressdo de dados de tempo de
sobrevivéncia, que permite a verificagdo da influéncia das covaridveis variando de acordo com
o tempo.

A forma mais geral da fungao de risco para o modelo aditivo (Aalen, 1989) é dada por:

4O = B+ B,O%,0) ®)

j=1
A forma matricial do modelo (8) € dada por:

A@) =Y (), (9)
em que B(t) = (By(t), Bi(®),.-., B,(t)) € um vetor de fungdes do tempo desconhecidas, cujo
primeiro elemento S,(¢) é interpretado como uma fungdo de parédmetro basica, enquanto os
B;@)'s, j=1, .., p, chamados de fungbes de regressdo que medem a influéncia das

respectivas covariaveis. A matriz Y(¢)de ordem nx(p+1) é uma matriz de observagdes de

processo estocastico. Esta matriz é construida da seguinte maneira: se o evento considerado
ainda nao ocorreu para o i-ésimo individuo e ele ndo é censurado, entdo a i -ésima linha da
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matriz € o vetor x,(f) = (1,x,(?),...,x,(#))'. Caso contrario, se o individuo ndo esté sob risco

no tempo t, entéo a linha correspondente de Y (f) contém apenas zeros.
A fungdo G(:)em (7), é uma fungdo positiva escolhida usualmente como G(-)=x'B.
Assim, considerando o modelo aditivo (7), a fungdo de risco pode ser reescrita como:

Aty =2 () +xB, (10)

em que x'B=pBx +pL,x,+...+ Bx, e A(t)é a fungdo de risco de base. Similarmente ao

modelo de risco multiplicativo, a fungéo de verossimilhanga é dada por:

Y

L@ =T [0 +xiB] exp(-Ao(6) - xift;. (11)

Usualmente, os métodos inferenciais freqlentistas para o modelo aditivo sdo ndo-
parameétricos, pois nenhuma forma paramétrica particular é assumida para a fungdo de risco
de base e para a fungéo de regressdo. Estas fungbes podem variar arbitrariamente .com o
tempo, revelando mudangas na influéncia das covariaveis. Esta € uma das vantagens do
modelo (10), bem como a exigéncia de tamanho de amostra extremamente grande. Uma
desvantagem deste modelo é permitir valores estimados negativos para a fungéo de risco‘.

4. Aplicagao

Considere os tempos de sobrevivéncia (em semanas) e contagem do nimero de
glébulos brancos de dois grupos de pacientes, Ag positivo e negativo, com diagnéstico de
leucemia (LOUZADA-NETO, 2002). Os dados encontram-se na Tabela 1, a seguir:

56 R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 69, n. 230, p.51-62, jan./jun. 2008.




Tabela 1 — Dados de pacientes com leucemia

Tempos Ag+ } logqg (wbc)T Tempos —Aﬂ__ logqg (whc)
63 2 300 ' 3,36 56 4 400 3,64
156 750 2,88 65 3000 3,48
134 2600 3,41 7 1500 3,18
16 6 000 3,78 16 9 000 3,95
108 10 000 4,02 22 5300 3,72
121 10 000 4,00 3 10 000 4,00
4 17 000 4,23 4 19 000 4,28
39 5 400 3,73 2 27 000 4,43
143 7 000 3,85 3 28 000 4,45
56 9400 3,97 8 31 000 4,49
26 32 000 4,51 4 26 000 4,41
22 35000 4,54 3 21 000 4,32
1 100 000 5,00 30 79 000 4,90
1 100 000 5,00 4 10 000 5,00
5 52 000 4,72 43 10 000 5,00
65 100 000 5,00

4.1 Modelo de risco multiplicativo

Considerando uma forma funcional paramétrica para a fungdo de risco de base no
modelo (2), podemos definir o modelo de risco multiplicativo de forma paramétrica.
Mostraremos isso assumindo um modelo exponencial para o tempo de vida, onde a fungéo de

risco de base é constante, isto é, 4,(¢) = 1. Assim, podemos reescrever o modelo de risco

proporcional (2) como:

A(t]x) = pexp(B'x). (12)
Considerando (6) e o modelo (12) com a fungdo de risco acumulada A, ()=, a

funcao de verossimilhanga € dada por:

L@, 1) =] ] uexo®'x,) exp (I~ exo %)} )

O logaritmo da fungdo de verossimithanga (13) é dado por:

1B, 1) = ninp+ Y Bx, -, exp(Bx,). ”
i=1 i=1

As Estimativas de Maxima Verossimilhanga — EMV dos pardmetros sdo encontradas
maximizando I(B, u) .
Definindo e® = 4, fazendo a covariavel x, =1 para todos os individuos, i =1,2, ..., n
o modelo de risco proporcional (12) para os dados da Tabela 1 é dado por:
A(t]x) = exp[ B, + Bag + B,(log,, (whc))]. , (15)

R. bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 69, n. 230, p.51-62, jan./jun. 2008. i 57




A Tabela 2 mostra as Estimativas de Maxima Verossimilhanga — EMV, desvio-padrao
(DP) e intervalo de 95% de confiang¢a (IC(95%)) para o modelo (12), e a Figura 1 mostra a
fungdo de risco considerando os grupos Ag+ e Ag—. Considerando os intervalos de confianga,

observamos que o efeito das covariaveis ¢ significativo.

Tabela 2 — EMV, DP, IC(95%) para o modelo (15)

Parametros EMV DP 1.C.(95%)
iR -6,8271 | 1,158 [-9,161; —4,594]
B 1,0178 | 0,363 [0,295; 1,733]
p, | 06995 | 0,286 [0,135; 1,263]

Considerando que e® = u — u =0,0025, 0 modelo de risco multiplicativo (12) pode

Ser expresso por:
A(t| x) =0,0025exp[1,0178ag + 0,6995log(wbc)]. (16)

Figura 1 — Grafico do modelo de risco multiplicativo (15)
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4.2 Modelo de risco aditivo

No modelo aditivo de Aalen, assume-se que as covariaveis atuam de maneira aditiva
na fungado de risco de base, bem como que as fungdes de regressdo sdo desconhecidas, a

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 69, n. 230, p.51-62, jan./jun. 2008.




aproximagdo para a estimagdo destas fungdes dependem das suposigdes sobre a forma

funcionai de tais fungdes. Neste artigo, assumimos uma forma funcional paramétrica para a

fungdo de risco de base, descrevendo, assim, um modelo de risco aditivo paramétrico.
Similarmente ao modelo multiplicativo, assumimos um modelo exponencial para o

tempo de vida, onde a fungéo de risco de base é constante, isto &, 4,(t) = 1 . Assim, podemos
reescrever o modelo de risco aditivo (10) como:
A@)=pu+xB. (17)
A fungéo de verossimilhanga é dada por:
LB, p) = ] 11 +xiBlexp{~12, — xiBt,} . (18)
i=l
O logaritmo da fungdo de verossimilhanga (18) é dado por:

1B, ) = Y log(u-+xH)~ . (P . o)

As Estimativas de Maxima Verossimilhanga — EMV dos pardametros sdo encontradas

maximizando I(B, ).

Considerando os dados da Tabela 1, o modelo (17) é reescrito como:
At x) = p+ Pag+ B, (log,,(wbc)). (20)
Para garantir que a fung&o de risco de base seja ndo negativa, utilizamos a seguinte

reparametrizagéo:
= exp(d) - ¢ =log(u). (21)

A Tabela 3 mostra as EMVs, desvio-padrdo (DP) e intervalos de confianga (1C(95%))
para o modelo (20), e a Figura 2 mostra a fungdo de risco, considerando os grupos Ag+ e Ag—.
Observamos, também, através dos intervalos de confianga, que os efeitos das covaridveis sdo
significativos.

Tabela 3 — EMV, DP, IC(95%) para o modelo (20)

Parametros EMV DP 1.C.(95%)
H 0,028 0,58 [0,010; 0,0867]
B -0,043 0,014 [-0,0707; -0,0161]
B, 0,082 0,004 [0,0005; 0,0158]

O modelo aditivo (20) pode ser expresso por:
A(t| x) = 0,028 — 0,043ag + 0,0082log(wbc) . (22)
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Figura 2 — Grafico do modelo de risco aditivo (20)
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5. Conclusao

O modelo de risco proporcional de Cox apresenta vantagens de possuir uma
interpretacdo simples dos resultados, ser facilmente estendido para incorporar covariaveis
dependentes do tempo e estar disponivel em varios softwares estatisticos. Entretanto, Aalen
citou algumas limitagdes desse modelo, como, por exemplo, ndo ser adequado para detecgao
de mudangas de efeitos das covaridveis ao longo do tempo. O modelo aditivo de Aalen é uma
alternativa ao modelo de riscos proporcionais de Cox, pois permite que ambos os pardmetros
e os vetores de covariaveis variem com o tempo, ja que os efeitos temporais ndo sdo
assumidos serem proporcionais para cada covariavel. O modelo de Aalen é capaz de fornecer
informagOes detalhadas a respeito da influéncia temporal de cada covariavel. Usualmente, a
funcdo de risco de base para os dois modelos sdo ndo—paramétricas, entretanto ja existe uma
extensiva literatura em que o modelo de Cox aparece numa perspectiva paramétrica, porém o
modelo de Aalen ainda tem sido estudado com uma estrutura completamente n&do—
paramétrica no sentido de que as fungdes de risco de base e de regressdo sdo ajustadas e
néo os parametros.

Neste artigo, apresentamos os dois modelos considerando uma forma paramétrica
para a fungdo de risco de base, e uma aplicagdo envolvendo dados de sobrevivéncia na
presenga de covariaveis (Tabela 1). Os modelos ajustados a estes dados permitiram
observarmos que, em esséncia, os dois modelos apresentaram as mesmas conclusdes. As
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covaridveis grupos (Ag+ e Ag-) e contagem do namero de globos branco (wbc) foram
identificadas como sendo fatores de risco para a ocorréncia de leucemia. Embora a fungéo de
risco de base considerada neste artigo tenha sido a distribuigdo exponencial, poderiamos
utilizar, também, a distribuigdo Weibull, a qual varia com o tempo (Tomazelia, 2003).
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Abstract

The objective of the survival analysis is centered in the relation between the time of
survival and some explicatives variables of interest. An interest question is to investigate the
influence of the covariates in the survival times and a way to make this is by means of regression
models, where the inquiry of the influence of covariates in the times of survival in heterogeneous
populations is usually made by means of the risk function. The risk function for these models are
assumed have a multiplicative and additive structure. The application of the multiplicative model
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has led almost that exclusively the consideration of proportional risks (COX, 1972). Thus
considering situations where is not imposed that the functions of risks are proportional we have
the additive models originally suggested for Aalen (1980). Usually the methods frequentists
inferences for the additive model are not-parametric based on counting process, a parametric
version of the additive models were presented by Andersen et al. (1993) and Tomazeilla (2003). In
this work these two classrooms of models will be presented with a parametric boarding. To
illustrate the methodology, we consider an example of survival data and we construct intervals
reliable asymptotic for the parametres of the models.

Key-words: Regression models, Multiplicative risk model, Additive risk model, Survival data
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Estimacao Pontual em Regresséo Beta:
Uma Avaliagcao do Desempenho de
Algoritmos de Otimizagao Nao-Linear

Nétaly Adriana Jiménez Monroy’
Francisco Cribari-Netom
Klaus L. P. Vasconcellos

Resumo

Consideramos o modelo de regressao beta proposto por Ferrari & Cribari-Neto (2004), que
é atil em situagSes em que a resposta é restrita ao intervalo (0, 1) e possui estrutura de regressao
envolvendo regressores e parametros desconhecidos. Nosso interesse reside na avaliagdo de
virios métodos de otimizagdo ndo-linear no contexto da maximizacdo da fungido de
log-verossimilhan¢a do modelo de regressio beta. Evidéncia numérica de simulagGes de Monte
Carlo e analises empiricas baseadas em dados reais favorecem os algoritmos de Newton e BFGS,
os quais sdo rapidos, precisos e apresentam comportamento estivel mesmo em situagoes
desfavoraveis, tais como a existéncia de pontos de alavanca e de correlagdo elevada entre
regressores.

Palavras-chave: Modelo de regressio beta, otimizagdo nao-linear, fungao de log-verossimilhanga.
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1. Introdugao

Em diferentes areas de aplicagdo da Estatistica, é pratica comum analisar a influéncia
de diversas varidveis sobre a esperanca condicional de porcentagens, proporgdes ou razdes.
Para este tipo de dados, freqlientemente s&o ajustados modelos de regressdo normal linear, os
pardmetros que indexam o modelo sendo estimados pelo método de Minimos Quadrados
Ordinarios — MQO. Esta aproximagdo ndo é adequada, pois, entre outras razdes, a varidncia
da resposta deve ser varidvel, aproximando-se de zero quando a média se aproxima de

qualquer um dos pontos extremos do intervalo (0,1). Em resposta a este problema, surgiu o

modelo de regressdo beta, onde a resposta, que é continuamente distribuida no intervalo
(0,1), segue lei beta' e depende de outras variaveis através de uma estrutura de regresséo.

Mais geralmente, se a variavel dependente (y ) estiver restrita ao intervalo (a,b), em que
a<b sio escalares conhecidos, pode-se modelar a varidvel transformada (y-a)/(b—a).

. Na literatura, tém sido sugeridas varias parametrizagbes desta classe de modelos. Por
exemplo, Paolino (2001) mostrou, por simulagdo de Monte Carlo, que o ajuste de modelos
lineares por minimos quadrados pode levar a inferéncias erradas sobre os efeitos das
covaridveis. O autor propds estimar o efeito da varidvel explicativa, especificando os
parametros da distribuigdo da resposta em termos da média e da disperséo, tornando simples
a interpretagdo dos pardmetros e a inferéncia sobre os efeitos das covaridveis sobre a resposta
esperada e sobre a dispersdo. Buckley (2003) apresentou uma altermativa bayesiana ao
modelo proposto por Paolino (2001) e usou amostragem MCMC (Markov Chain Monte Cario)
para extrair amostras de uma distribuicdo beta a posteriori. Recentemente, Ferrari &
Cribari-Neto (2004) propuseram um modelo de regressdo beta usando uma parametrizagdo da
distribuicdo beta indexada pelos parametros de locagdo e disperséo.‘Estes parametros podem
ser interpretados em termos da média das observagdes, que € modelada usando um preditor
linear que relaciona a resposta média a covaridveis e parametros desconhecidos através de
uma fungdo de ligagdo, como acontece nos modelos lineares generalizados. O comportamento
das estimativas dos parametros deste modelo em amostras pequenas foi estudado por Ospina,
Cribari-Neto & Vasconcellos (2005) através da avaliagdo de diferentes estratégias de
estimag&o pontual e intervalar.

' A familia beta ¢ caracterizada por sua flexibilidade para produzir distribuigdes unimodais, uniformes ou bimodais
simétricas e assimétricas; adicionalmente, esta famlia € uma das mais usadas em modelagens paramétricas
(JOHNSON, KOTZ & BALAKRISHNAN, 1995).
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Nosso principal interesse é estudar aspectos computacionais inerentes a estimagdo
pontual dos pardmetros que definem a classe de modelos de regresséo beta proposta por
Ferrari & Cribari-Neto (2004). Nés avaliamos os desempenhos de alguns algoritmos de
otimizagdo nao-linear sob diferentes condi¢des tanto via simulagdo de Monte Carlo quanto
através de aplicagbes que usam dados reais. O presente artigo encontra-se estruturado como
descrito a seguir. Na segdo 2, apresentamos o modelo de regressdo beta e aspectos da
estimagdo pontual de seus parametros. Na segdo 3, apresentamos alguns métodos de
otimizagdo de grande utilidade para a maximizagdo da fungdo de log-verossimilhanga do
modelo. A segéo 4 contém resultados de simulagbes de Monte Carlo realizadas para a
avaliagdo dos métodos de otimizagao usados na estimagao pontual dos parametros. Na segdo
5, sdo avaliados os desempenhos dos métodos considerados a partir de aplicagdes com dados

reais. Finaimente, as conclusdes encontram-se agrupadas na segéo 6.

2. O Modelo de Regressao Beta

No modelo de regressdo beta, assume-se que a varidvel resposta ( y ) segue

distribuigdo beta com fungdo densidade de probabilidade

I'(p+q) 4 -1
s D» = ey’ (1-y)? ) 0’1 ’
fOip,9) r(p)r(q)y 1-y» ye(0,1) 1)

onde p>0, g>0 e I'() é a fungdo gama. A média e a varidncia de y sdo,

pq .
(P+9)’(p+q+1)
Ferrari & Cribari-Neto (2004) definem a estrutura de regressdo usando uma

respectivamente, E(y)=—2— e var(y)=
+

reparametrizag@o da densidade (1), indexando-a pelos parametros de locagéo e precisdo u €

¢ , respectivamente, sendo u= P_ ¢ ¢=p+q. Assim,
pb+q
vV
E(y)=p e  var(y) =—@-,
1+¢

em que V(u)= u(l-pu), de tal forma que u € a média da variavel resposta e ¢ pode ser
interpretado como um pardmetro de precisdo, no sentido de que, para u fixo, quanto maior

for o valor de ¢, menor serd-a varidncia de y. A densidade de probabilidade da variavel
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resposta, y, pode ser re-escrita como

(e - I'(¢) w11 N0l 0 1
AN F(ﬂ¢)1‘((1—#)¢)y 1=y, para 0<y<l, (2)

onde O<u<l e ¢>0. Esta densidade pode apresentar muitas formas diferentes
dependendo dos valores assumidos pelos parémetros u e ¢.

Sejam y,,...,y, varidveis aleatdrias independentes, o modelo é definido assumindo
que cada y,, t=1,...,n, segue distribuicdo beta com densidade (2), de média u, e preciséo

desconhecida ¢, e que

glu)= Z =1, 3)

i=l

em que B=(f,..., B,)" é um vetor de parametros desconhecidos (8 e R*); as covariaveis
X,,...sX; Sdo0 assumidas fixas e conhecidas. Aqui, g() é uma fungdo de ligagdo
estritamente monodtona e duas vezes diferenciavel com dominio no intervalo (0,1) e
contra-dominio R. Cabe notar que a varidnciade y, éfun¢dode u, e, como conseqiiéncia,

dos valores das covariaveis. Assim, varidncias ndo-constantes da resposta sdo naturalmente
acomodadas no modelo. Podem ser usadas diferentes fungdes de ligagao, tais como a fungéo

logit g(,u)=log(-1-‘u—), a fungdo probit g(u)=®"'(u), onde ®(-) representa a fungdo de
—H

distribuigdo normal padréo, ea fungdo log-log complementar g(u)=Ilog{-log{l-u}},
entre outras. Para maiores detalhes sobre fungdes de ligagdo, ver McCullagh & Nelder (1989).

A fungdo de log-verossimilhanca baseada em uma amostra de n observacgdes
independentes € dada por

€8.)= 1,19, | (4)

=1
onde

£,(p,¢) =logl'(¢)—logl'(u,¢)—logl'((1-4,)¢)+(ug—-1)logy, -
+{(1-p,)¢~1}log(1-y,),
com definido segundo (3). Como (4) & uma reparametrizagdo invertivel da
log-verossimilhanga beta, pode-se garantir que o estimador de maxima verossimilhanca é
unico (Ospina et al., 2006).

A func;ao escore € dada por (U (B,9)7, U,(8, #))", onde
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_aer(ﬂr¢)= c aet(.un¢) d:ut an: - 5 L 1
U T . anop, O Ty

em que y,'=log[1 i ) e i =y(ud)-vw({(1-4)$), w() denotando a fungdo digama.

X
Em notagdo matricial, )
Uy(B.9)=¢X"T(y — ), (5)

N P . Py * * *
em que X & uma matriz nxk cuja t -ésima linha é x' , y =(y1,...,y")T,

u o= (,u:‘,..., u:')T e T =diag{l/g'(),....1/g'( )}. De forma similar, pode-se mostrar que a

fungdo escore para o parametro ¢ pode ser escrita como

U¢(ﬂ,¢)=i{#,(y: ~ i) +log(1- )~y ((1~ )P +¥ ()} (6)

=1

Os estimadores de maxima verossimilhanga (EsMV) de f e ¢ podem ser obtidos

igualando (5) e (6) a zero e resolvendo o sistema de equagdes resuitante. Dado que a solugao
destas equagdes ndo possui forma fechada, ela deve ser obtida por maximizagdo numérica da
funcdo de log-verossimilhanga usando algoritmos de otimizagdo ndo-linear. Estes algoritmos
requerem a especificagdo de um valor inicial para os pardmetros no esquema iterativo. Ferrari

& Cribari-Neto (2004) sugerem utilizar

B,=(X"X)' X"z,
onde z=(g(»,),...,8(y,)). como valor inicial do vetor B. No que tange ao parametro de
dispersdo, os autores sugerem usar como valor inicial

1¢ ﬁl(l_ﬁl)
=Y BCE) g,
0 n,z,1: o}

T

-t e

e e
(n-B){g'(@)} '
vetor de residuos de minimos quadrados da regress3o linear sob a resposta transformada. Foi

onde I =g'(x(X'X)'X"z) e &= sendo €=z-(X"X)"'X"z o

obtida uma expressdo para a matriz de informagdo de Fisher. Sejam W =diag{w,,...,w,},

com

1
= % A "((1- : ———
w, = oy’ (1) +v'(1- 1,)9)} Fr

T com elemento tipico ¢, = ¢y (), v (1~ )P~ )}, em que y'() &

&= (CgesesCy )
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a fungéo trigama, e D=diag{d,,...,d,}, onde d, =y'(u @)’ +v'(1-u)P)(1- 12 —y'($)).

A matriz de informagéo de Fisher pode ser escrita como

K, K

K(ﬂ,¢)=( “ ”*), (7)
Ky Ky

onde K, =¢X'WX, K,,=K,,=X'Tc e K, =tr(D). Em contraste ao que ocorre na

classe dos modelos lineares generalizados, os parametros f e ¢ ndo sdo ortogonais. E

possivel obter aproximagdes para as quantidades w,, ¢,, d,, que facilitam o calculo da matriz

de informag&o de Fisher quando u,¢ e (1—u4,)¢ séo grandes. Elas sdo dadas por

o ow— Lo L
¢,U,(1"‘/1,) ¢V(}1‘)

. §-¢[ﬂ 11 ]_
! ,¢lul(l_:ut) ¢(1'—Aur) ’

~

2
. d
t t

é um vetor de zeros de dimensdo kx1. Desta forma, & medida que ¢ aumenta, os blocos
K, e K, tendem a zero, assim como K. Porém, quando ¢ — o, a derivada em (6)
tende a zero e a curvatura tende para zero, isto €, a fun¢do de log-verossimilhanga torna-se
menos curva, o que faz com que ¢ seja de dificil estimagao.

Usando a expresséo padrdo para a inversa de matrizes particionadas (ver RAO (1973)

e HARVILLE (1997), entre outros), é possivel mostrar que a inversa da matriz de informag&o de
Fisher (7) é

y Kﬁﬁ Kﬁ¢

com

F X Tec"T" X(X"W,, X)!
K? =(X"WyX) ‘{1,,+> " =

KﬁchKE}s }’
4

=K,;},{Ik+
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em que y = tr(diag(d,))K ,ﬁK;},K s - Aqui, I, representa a matriz identidade de dimensdo k.

Adicionalmente,

KP = (K#) = _-;(XTW,,,,X)“‘X Te= —%KEQKM

e K¥ = l Sob condigdes de regularidade, quando o tamanho amostral é grande,

4
ﬁ’\ N (ﬂ) -IJ
(03}' [ 5 KB

com ~ denotando aproximadamente distribuido, ,B e ¢3‘ sendo os EsMV de S e ¢,

respectivamente, e Nk+1 denotando distribuigdo normal (k+1) -variada. Usando aproxi-

magdes obtidas a partir da normalidade assintética do estimador de maxima verossimilhanca,
foram obtidas estatisticas uteis para a realizagédo de testes de hipoteses. Adicionalmente, os
autores apresentaram algumas medidas de diagndstico para o modelo de regressdo beta.
Posteriormente, Espinheira, Ferrari & Cribari-Neto (2006) propuseram medidas de diagndstico
baseadas em residuos derivados do algoritmo iterativo escore de Fisher na estimagdo do

pardmetro S quando ¢ é fixo.

3. Métodos de Otimizagdao Numeérica

Métodos de otimizagdo de fungbes sdo de grande importdncia na resolugdo de
problemas estatisticos cujas solugdes correspondem a pontos de maximo ou de minimo de
fungGes de interesse. Embora alguns dos métodos sejam de minimizagédo de fungdes, eles
também podem ser usados para encontrar o ponto de maximo apenas trocando o sinal da
fungéo e minimizando a fungé@o modificada.

3.1. Métodos Gradiente

Talvez o método mais conhecido de busca unidimensional de raizes de fungdes seja o
de Newton, também conhecido como Newton-Raphson. Geometricamente, o método consiste

em tragar a reta tangente a fungéo no ponto x; e tomar como x,, o ponto determinado pela

intersecga@o desta reta com o eixo das abcissas, avaliando a fungdo nesse ponto e tragando
uma nova tangente. Encontra-se, assim, uma melhor aproximagéo da raiz a cada iteragdo. O
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processo péara quando é alcangada uma precisdo estipulada. Este método ndo esta restrito a
apenas uma dimensédo e pode ser facilmente generalizado para multiplas dimensdes (Press,
Teukolsky, Vetterling & Flannery, 1992). O algoritmo de maximizagdo pode ser obtido a partir

da expans&o da fungdo f(6) em série de Taylor em torno de um ponto 6(k) até a segunda

ordem, o que fornece a seguinte aproximagao quadratica:
- f(O)= fOK)+(8-6(k)"Vf(6(k)) +%(9—6’('k))’H (6@ -0(K) = q(6),

onde Vf(6(k)) é o gradiente da fungdo f(6) avaliado em 6(k), H(6(k)) é a matriz
hessiana avaliada no ponto 6(k) e 6 pertence a uma vizinhanga de 6(k). O préximo ponto
da iteragdo, denotado por 6(k+1), & dado pelo maximo de g(6). Com este fim, primeiro se
determina o gradiente de ¢(6), isto é,

Vq(6) =Vf(6(k) + H(6(k))6 - 6(k));

fazendo Vg(6)=0 e supondo que a inversa de H(6(k)) existe, tem-se que

6 =0(k)-[H @)V (6K,
6 sendo uma aproximag&o para o ponto maximizador da fungdo f(6). Assim, aproximagdes

para o ponto de maximo desta fungdo s&o obtidas através da lei de recorréncia geral

O(k +1) = 8(k) - s(K)H(OUK) ] Vf (6(k)),

onde s(k) é um escalar determinado por um procedimento de busca linear a partir de 6(k)

na diregdo de —[H (0(k))]'lVf (6(k)) de tal forma que f(6) cresga ao longo desta diregéo.

Portanto, H deve ser negativa-definida para todo k. Porém, quando 6 esta longe do ponto

de maximo, ndo ha garantia de que a matriz hessiana satisfaga esta condigdo. Assim, o
incremento —s(k)[H(O(k))]"Vf (6(k)) pode mover o ponto 6(k) para um ponto 6(k+1)

no qual o valor da fungdo € menor, podendo acarretar ndo convergéncia do algoritmo. Um outro
inconveniente deste método & a necessidade do uso da matriz hessiana, pois o calculo
explicito da matriz de segundas derivadas é, muitas vezes, um processo computacionalmente
custoso e convidativo ao erro. Para mais detalhes sobre este método de otimizagdo, ver
Nocedal & Wright (1999) e Press et al. (1992). Uma op¢ao € utilizar o algoritmo BFGS, que ndo
sofre deste problema.

Os métodos do tipo Newton apresentam taxa rapida de convergéncia local, tipicamente
quadratica. Quando uma vizinhanga da solugdo € alcangada, freqlientemente ocorre a
convergéncia com alta precisdo em poucas iteragdes. Porém, longe do ponto étimo, onde os
termos de ordem superior na expans&o de Taylor sdo importantes, o0 método pode fornecer so-
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lugdes imprecisas. Pode haver ndo convergéncia global, pois pode haver convergéncia a
diferentes solugdes dependendo do ponto inicial escolhido. Para contornar este problema tém
sido desenvolvidas modificagdes que combinam as propriedades de rapida convergéncia local
do método Newton com estratégias globalmente convergentes que garantam progressos na

diregdo da solugdo a cada iteragédo; ver Sherman (1978), Moré & Sorensen (1979), Goldfarb
| (1980), Denbo, Eisenstat & Steihaug (1982) e Schnabel & Eskow (1991), entre outros.

3.2. Métodos Quasi-Newton

Os métodos de métrica variavel ou quasi-Newton derivam do método de Newton,
tendo o mesmo objetivo: acumular informagdes das sucessivas minimizagdes em linha que
levem ao 6timo exato de uma forma quadratica em d dimensdes. A principal diferenca entre
estes métodos reside no célculo da inversa da matriz hessiana, que é aproximada por uma

matriz simétrica e positiva-definida Q(k) tal que
[}lm Q(k)] =-H"

A matriz Q(k) é atualizada depois de cada passo para levar em conta o conhecimento

adicional ganho durante a iteragdo. As atualizagdes usam o fato de que mudangas no gradiente
proporcionam informacgéo sobre a segunda derivada da fungdo ao longo da diregdo de busca. A

matriz inicial mais comumente usada para Q(k) é a matriz identidade de mesma ordem, pois
ela é positiva-definida e simétrica, resultando, assim, em aproximagdes Q(k) positivas-

definidas e simétricas. O método quasi-Newton mais utilizado € o BFGS (Broyden, Fletcher,
Goldfarb e Shanno), cuja forma recursiva de atualizagdo da aproximagdo da matriz hessiana é
dada pela expressao

Ok +1) = g() +—BE+D=6) D6k +1)~6(1))
(6(k+1)—6(k)) (Vf (B(k+1)) -V (6(K)))
_[O(R)(Vf (8(k +1)) - VS (OEMIB[Q(k)(VS (B(k +1)) -V (6(K)))]
(Vf Bk +1)) = Vf (6(k))) QUXVSf 8k +1)) - Vf (B(K)))
+(Vf(6(k +1)) = Vf (8()) QUk)(Vf (8(k +1)) - Vf (B(R)U ®U,
onde o operador ® denota produto de Kroneckere U ¢ o vetor coluna dado por
_ 6(k+1)-6(k)
(8(k+1)=6(k))" (Vf (6(k +1))~Vf (8(k)))
B Q(k)(Vf (B(k +1)) - Vf (6(k)))
(Vf (B(k +1)) = Vf (6(K)))" Qk)(VS (6(k +1))-Vf (B(K)))
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Dessa forma, mesmo quando 6 esta longe do maximo, as matrizes Q(k) garantem que os

pontos se movem em diregao ascendente. De forma semelhante ao método de Newton, o
esquema iterativo € dado por
6(k+1)=6(k) +s(k)Q(6(K)VSf (6(k)),

onde s(k) é o tamanho do passo. Embora o método de Newton convirja mais rapidamente
(ou seja, quadraticamente), seu custo por iteragdo é maior devido & necessidade da solugéo de
um sistema linear. Uma vantagem mais notavel do método BFGS é que ele ndo requer o
célculo de segundas derivadas. Embora seja raro, pode acontecer que erros de
arredondamento produzam uma matriz Q(6(k)) quase singular ou néo positiva-definida. Isto
pode ser sério, pois as dire¢cdes de busca neste caso ndo seriam em descida e,
adicionalmente, matrizes quase singulares tendem a induzir matrizes quase singulares

subsequentes. Para lidar com este inconveniente, tém sido implementadas variantes do

método que consistem em construir uma aproximagdode H aoinvésde H™'.

3.3. Método Simplex
O procedimento de otimizagdo deste método comega pela escolha dos d +1 pohtos
onde sera feita a avaliagdo da resposta, com o objetivo de forgar o simplex a mover-se para a
regidio de resposta 6tima através de operagbes de reflexdo, expansdo e contragdo. Este
algoritmo n3o precisa das derivadas da fungdo e tipicamente ndo é eficiente em termos do
nimero de avaliagdes da fungdo até convergéncia. Nelder & Mead (1965) desenvolveram o
algoritmo conhecido como simplex downhill, que considera a minimizagdo de uma fungédo de

d variaveis, sem restrigdes. O método pode ser descrito como a seguir:

Sejam A,AR,...,P, os (d+1) pontos no espago d -dimensional definindo o simplex atual.

Denota-se por y, o valor da fungdo em P e define-se A como o subindice tal que

¥, =max;(y;) € | como o subindice tal que y, =min;(y,). Ainda, define-se P como o

centroide dos pontos com i#h e [BF] como a distdncia entre F, e P,.Em cada etapa do

processo, B, é trocado por um novo ponto usando trés operagdes:
a Reflexdo de B, : Denotada por P", suas coordenadas s3o definidas pela relagdo
P'=(1+a)P-aP,

em que a (coeficiente de reflexdo) é uma constante positiva. Assim, P esta
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sobre a reta que une P, e P com [P'P]=a[PP]. Se y estiverentre y, e
y,, entdo P, e trocado por P* e o processo é reiniciado com o novo simplex.
a Expansdo de P,: Se y < ¥, isto é, se a operagdo de reflexdo produz um novo
ponto minimo, entédo expande-se P a P" pela relagio
P" =P +(1-y)P.
O coeficiente de expansdo 3, que é maior do que 1, é a razdo entre as
distancias [P"P] e [P'P]. Se y" <y,, troca-se P, por P” e o processo é
reiniciado; se y~ >y,, entdo a expansdo é falha e deve-se trocar P, por P~

antes de recomecar 0 processo.

o Contragdo de P,: Se na reflexdo de P a P’ se encontra y" >y, para todo
i#h, isto & que a troca de P por P’ resulta em um y' maximo, entédo
define-se um novo P, sendo igual ao P, anterior ou a P" (qualquer um deles
possui menor valor Y ). Neste caso, toma-se

P" = P, +(1- B)P.

O coeficiente de cémtragéo p estd entre 0 e 1 e é a razdo das
distancias [P”P] e [PP]. Assim, aceita-se P” para P, e o processo &
reiniciado, a ndo ser que y~ >min(y,,y"), isto &, o ponto depois da operagdo de
contragdo & “pior” do que o “melhor” entre P, e P". Quando ocorre tal fal.ha na

contragdo, todos os P, s&o trocados por (P, +F)/2 e o processo é reiniciado.

Finaimente, o critério de parada do algoritmo consiste em comparar o “erro-padrdo” dos

y's, ﬁZ(yi —%)*/n} , com um valor pré-fixado. O processo para quando este valor é maior

que o erro-padrdo. O sucesso deste critério depende do simplex ndo chegar a ser muito
pequeno em relagdo a curvatura da superficie até que o minimo seja alcangado.
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4. Avaliagao Numérica

Através de simulagdes de Monte Carlo, avaliamos os desempenhos de diferentes
métodos de otimizagdo n&do-inear no que tange & maximizagdo da fungdo de
log-verossimilhanga do modelo de regressdo beta. No estudo de simulagdo, foram comparadas
as estimativas obtidas no processo de otimizagdo através dos métodos BFGS, Newton e
simplex, descritos na segdo 3, sob diferentes cenarios. Os dados foram gerados do modelo de
regressdo beta dado por

g(,u,)=ﬁo+ﬁ1xp t=1""9n’ (8)

onde g(-) é a funcdo de ligagdo logit. Os valores da varidvel regressora x, foram obtidos

como realizagbes independentes da distribuigdo normal padrdo. A matriz de varidveis

regressoras X permaneceu constante ao longo do experimento e, em cada réplica de Monte
Carlo, foi gerada uma amostra aleatéria da varidvel resposta y=(y,,...,y,)" , onde
y,~B(y,,4), t=1,...,n. Os valores considerados para os pardmetros de intercepto e
inclinagdo foram f,=1,0 e B, =0,1, respectivamente; o valor do pardmetro de preciséo foi

fixado em ¢ =35; e os tamanhos amostrais utilizados foram n=20, 60, 100, 200e 500.

Para cada tamanho amostral, foram calculadas média, vari@ncia e os critérios de avaliagéo erro
absoluto médio (MAE) e erro absoluto percentual médio (MAPE) nas 1 000 réplicas de Monte
Carlo. A simulag3do foi realizada através de procedimentos implementados na linguagem de
programagao Ox; ver http://www.doornik.com.

4.1. Resultados

Inicialmente avaliamos as precisbes dos diferentes métodos na estimagdo dos

para@metros do modelo (8). Os valores iniciais ( 'B°o' 'Blo e ¢,) para o processo iterativo da
estimagdo dos parametros foram obtidos como descrito na segdo 2 e sdo apresentados na
Tabela 1. Os valores 'B°o e ,8,0 estdo proximos dos verdadeiros valores dos pardmetros f,
e f,,enquanto o valor do ¢, ndo se encontra tdo préximo do valor verdadeiro.

Em resumo, o valor inicial para a estimag&o do pardmetro de locagdo ( x, ) esta préximo

do valor verdadeiro, diferentemente do que ocorre com o pardmetro de precisdo do modelo

(@ ). Isto pode afetar negativamente a eficiéncia dos métodos no que tange a estimagdo do
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parametro ¢, pois o algoritmo pode necessitar maior nimero de iteragdes, levando assim

maior tempo para atingir o ponto 6timo.

Tabela 1 — Valores iniciais na estimagéo dos pardmetros f; = 1,0, B =01e ¢=35

n ,Bx,

b, %o

20 0,89446
60 1,05745
100 0,99091
200 1,08458
500 1,01183

0,12707 31,44047
0,10087 23,63574
0,12537 29,27570
0,09968 29,06153
0,10887 32,45599

Os resultados na Tabela 2 revelam que, para o pardmetro de intercepto do modelo,

todos os métodos proporcionam valores semelhantes no que tange as estimativas. Os métodos

BFGS e Newton forneceram os mesmos resultados para as quantidades calculadas, e o

meétodo simplex foi o que apresentou maior variabilidade das estimativas, mesmo para

tamanhos de amostra grandes.

Tabela 2 - Resultados da simulagdo para as estimativas de maxima verossimilhanga do parametro 8, =1,0

n Medida BFGS Newton simplex
20 Média 1,0032 1,0032 11,0028
Variancia 0,0275 0,0275 10,0279
MAE 0,1314 0,1314 10,1314
MAPE 13,1400 13,1400 13,1390
60 Média 1,0002 1,0002 1,0003
Variancia 0,0108 0,0108 10,0108
MAE 0,0830 0,0830 10,0830
MAPE 8,2950 8,2950 8,2980
100  Média 1,0017 1,0017 0,9999
Variancia 0,0059 0,0059 0,0075
MAE 0,0611  0,0611 0,0691
MAPE 6,1120 6,1120 6,9130
200 Média 1,0001 1,0001 0,9950
Varidncia 0,0030 0,0030 0,0080
MAE 0,0434 0,0434 0,0432
MAPE 43420 4,3420 4,3240
500 Média 0,9999 0,9999 10,9676
Variancia 0,0013 0,0013 10,0681
MAE 0,0284 0,0284 0,0264
MAPE 2,6350

2,8380 2,8380

Realizando a mesma analise para o parametro de inclinagdo do modelo (A4,),

achou-se que os resultados obtidos (que sdo omitidos, por brevidade) foram analogos aos

referentes ao parametro de
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semelhantes, tendo os métodos BFGS e Newton apresentado as mesmas variabilidades. Para
tamanhos amostrais pequenos, o método simplex apresentou varidncia igual as dos métodos
BFGS e Newton, enquanto para os maiores tamanhos de amostra ele apresentou a maior
variabilidade. No que tange ao parametro de preciséo (¢ ), observamos na Tabela 3 que, para
tamanhos de amostra pequenos, existe viés significativo nas estimativas e que a variancia de
tais estimativas & consideravelmente alta. Os valores estimados fornecidos pelos diferentes
. métodos foram muito homogéneos, sendo 0 método simplex aquele que apresentou sempre a
estimativa mais préxima do verdadeiro valor do pardmetro. Todos os métodos apresentaram
valores parecidos dos critérios MAE e MAPE. Em geral, o método simplex apresentou as
menores taxas de erro.

Em geral, pode-se deduzir das Tabelas 2 e 3 que, em principio, todos os métodos
avaliados sdo competitivos no que tange a obtengdo das estimativas de maxima
verossimilhanga dos paradmetros do modelo de regresséo beta. O fato de que os métodos de
Newton e BFGS sempre fornecem as mesmas estimativas, assim como a mesma variabilidade
e taxas de erro, indica que ndo esta havendo dificuldade no que concerne a inverséo da matriz
hessiana no método de Newton. Para os valores de n considerados, observou-se que as

taxas MAE e MAPE foram sempre maiores na estimagdo de ¢, evidenciando a dificuldade dos

métodos para estimar com precisdo esse parametro.

Tabela 3 — Resultados da simulagéo para as estimativas de maxima verossimilhanga do pardmetro ¢ =35

n Medida BFGS Newton simplex
20 - Média 43,9741 43,9741 43,9715
Varidncia 273,7639 273,7639 274,2863
MAE 12,9606 12,9606 12,9506
MAPE 37,0300 37,0300 37,0020
60 Média 37,5441 37,5441 37,4428
Varidncia 51,7303 51,7303 51,7413
MAE 57365 5,7365 5,7397
MAPE 16,3900 16,3900 16,3990
100 Média 36,5494 36,5494 36,4109
Varidncia 27,6131 27,6131 27,9915
MAE 42308 14,2398 4,1821
MAPE 12,1140 12,1140 11,9490
200 Média 35,7115 35,7115 35,5278
Varidncia 12,8998 12,8998 19,3014
MAE 2,8716 2,8716  2,8565
MAPE 8,2040 8,2040 8,1610
500 Média 35,2698 35,2698 35,2085
Variancia 49738 4,9738 7,9740
MAE 1,7785 1,7785  1,6524
MAPE 50820 5,0820 4,7210
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Um segundo experimento de simulago foi realizado, desta vez usando um modelo com
duas covariaveis. As conclusdes extraidas foram as mesmas que no caso de uma covariavel,
isto &, todos os métodos forneceram estimativas semelhantes para o pardmetro de locagéo,
havendo uma certa superioridade dos métodos que usam a informagdo da matriz hessiana
além do gradiente da fung&do. No referente ao pardmetro de precisdo, houve maior dificuldade
na determinagdo do método que apresenta o melhor desempenho de acordo com os critérios
de avaliaqéo. Independentemente do tamanho de amostra, o método simplex foi o que
tipicamente apresentou as menores taxas de erro, apesar de ter fornecido as estimativas com
maior variabilidade.

Visando a verificar se o viés significativo nas estimativas de ¢ esta relacionado com o

ponto inicial usado no processo de otimizagdo, foram comparados os resultados fornecidos por

cada método para diferentes valores iniciais do pardmetro ¢, a saber: o valor inicial descrito

na segdo 2 (¢0FC ), o verdadeiro valor do parametro (g, =35), um valor menor e outro maior do

que o verdadeiro valor do pardmetro (¢, =15 e ¢, =70, respectivamente).

Na Tabela 4, apresentamos os resultados fornecidos pelos métodos BFGS e simplex;
ndo apresentamos os resultados referentes ao método de Newton por serem iguais aos do
método BFGS. As estimativas apresentam insensibilidade ao ponto inicial e o viés diminui com
o aumento do n, como esperado. O método simplex fornece estimativas e valores dos
critérios de avaliagdo semelhantes aos obtidos com os métodos BFGS e Newton. Como
esperado, os métodos tendem a apresentar menores taxas de erro quando o ponto inicial
coincide com o verdadeiro valor do parametro. As estimativas mais préximas do valor
verdadeiro foram as fornecidas pelo método simplex. Observamos também que a variabilidade
€ grande para pequenos tamanhos amostrais, diminuindo rapidamente com o aumento do
numero de observagoes.

O tempo gasto por cada método no processo de maximizagao foi também usado como
critério de avaliagdo. Observamos, na Tabela 5, que 0 método simplex precisou sempre de
mais tempo para convergir. Mais importante ainda é observar que, embora as estimativas
fornecidas pelos métodos BFGS e Newton sejam iguais, este ultimo precisou de menos tempo
para realizar o processo de otimizagdo. Embora o método simplex conduza as estimativas mais
precisas quando o ponto inicial estd préximo do valor verdadeiro, este método ndo é
computacionalmente eficiente, pois € muito lento, comportamento que piora quando o tamanho
amostral aumenta. Do observado aqui, notamos a eficiéncia do método de Newton na
maximizagdo da logverossimilhanga do modelo de regressao (8).
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Tabela 4 — Resultados da simulagdo para as estimativas de maxima verossimilhanga do parametro ¢ =35
com diferentes valores iniciais do parametro ¢

BFGS Simplex ,
n Medida | # =15 % =35 ¢, =70 $h=15 # =35 # =170
20 Média 43,9741 43,9741 43,9741| 43,9626 43,9572 43,9568
Variancia | 273,7639 273,7639 273,7641|274,0156 274,1241 274,1579
MAE 12,9606 12,9606 12,9606 12,9561 12,9536 12,9538
MAPE 37,0300 37,0300 37,0300| 37,0170 37,0100 37,0100
60 Média 37,5441 37,5441 37,5441| 37,5482 37,5399 37,5405
Varidncia| 51,7303 51,7304 51,7303| 52,0045 51,7003 51,7582
MAE 5,7365  5,7365 5,7365| 5,7516 5,7344 5,7388
MAPE 16,3900 16,3900 16,3900| 16,4330 16,3840 16,3960
100 Média 36,5494 36,5494 36,5494 36,2801 36,5382 36,5513
Varidncia| 28,2322 27,6131 27,6131| 33,3614 27,6620 27,7911
MAE 4,2461 42398 4,2398| 4,2255 4,2450  4,2485
MAPE 12,1140 12,1140 12,40 12,0730 12,1280 12,1390
200 Média 35,7115 35,7115 35,7115 35,5183 35,4999 35,5089
Variancia| 12,8998 12,8998 12,8998| 19,4357 20,3108 19,7923
MAE 2,8716  2,8716  2,8716| 12,8559 2,8563 2,8544
MAPE 8,2040  8,2040  8,2040| 8,1600 8,1610  8,1550
500 Média 35,2698 35,2698 35,2698| 35,3605 - 35,2382 35,4480
Varidncia| 4,9738 49738 4,9738| 85441 18,9082 8,6196
MAE 1,7785  1,7785 1,7785| 11,6605 1,6527 1,6592
MAPE 50820 5,0820 5,0820| 4,7440 4,7220 4,7400

Tabela 5 - Tempo gasto pelos métodos no processo de maximizagdo para diferentes valores iniciais do
parametro de precisao

n Método o ¢, =35 go=15 ¢,=70
20 BFGS 00:01:17 00:01:17 00:01:15 00:01:21
Newton 00:00:48 00:00:50 00:01:00 00:00:58
simplex 00:07:10  00:08:50 00:05:44 00:06:43
60 BFGS 00:03:59 00:05:58 00:04:25 00:04:08
Newton 00:02:21 00:02:22 00:03:09 00:02:57
simplex 00:23:06 00:22:00 00:19:39 00:20:38
100 BFGS 00:06:49 00:04:54 00:08:16 00:07:47
Newton 00:03:57 00:03:51 00:03:14 00:04:46
simplex 00:34:13 00:40:34 00:31:09 01:10:23
200 BFGS 00:15:20 00:13:38 01:00:48 01:05:57
Newton 00:09:05 00:08:02 00:42:36 00:43:21
simplex 01:14:49 01:19:40 01:16:36 03:35:50
500 BFGS 05:21:10 05:31:19 06:22:38 06:37:29
Newton 02:44:40 02:50:18 05:17:50 04:54:08
simplex 12:01:16 08:54:17 07:55:41 20:49:46
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Um outro interesse reside em determinar a robustez dos métodos a presenga de pontos

de alavanca nos dados. Com este fim, foram gerados n—1 valores da variavel regressora x,

a partir da distribuicdo normal padréo e o n-ésimo ponto de cada amostra foi fixado em 2,5;
3,0; 4,0; 5,0; 6,0 ou 7,0. Neste caso, o critério de comparagdo foi o nimero de iteragbes
realizadas por cada método para alcangar o ponto étimo. A Tabela 6 apresenta os resultados
para os tamanhos amostrais n =20 e n =100. Observamos que o método mais eficiente € o
de Newton seguido de longe pelo BFGS; o método que precisa do maior nimero de iteragdes é
o simplex, com mais de 100 iteragdes em média. Todos os métodos tendem a aumentar o
numero de iteragdes quando a magnitude do ponto de alavanca aumenta. O método que
permaneceu mais estavel as perturbagdes nos dados foi o de Newton.

Também verificamos as taxas de convergéncia dos métodos e encontramos que 0s
métodos BFGS e de Newton convergiram em todos os casos, independentemente da
magnitude do ponto de alavanca e do tamanho amostral. O método simplex foi afetado nas
suas propriedades de convergéncia pela existéncia dos pontos de alavanca, sendo que a taxa
de convergéncia decresceu de aproximadamente 100%, quando o ponto de alavanca teve a
menor magnitude, até aproximadamente 80%, quando o ponto de alavanca apresentou a maior
magnitude.

Tabela 6 — Nimero médio de iteragoes até convergéncia dos métodos na presenga de pontos de alavanca

Magnitude do ponto de alavanca

Método n 2,5 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0
BFGS 20 12 12 13 14 16 21
100 10 11 11 12 13 14
Newton 20 3 3 4 4 5 6
100 3 3 3 3 4 4

simplex 20 141 144 147 148 151 157
100 128 133 137 144 147 145

Finalmente, foi avaliada a robustez dos métodos estudados a correlagdo acentuada
entre as variaveis regressoras. Com este fim, foram geradas amostras de tamanho n da

distribuigdo normal bivariada com vetor de médias u =(0,0) e matriz de covaridncias

Z=( 1 o;lxz}
C"xle 1

onde Gk, = Tom =01, 0,3; 0,5 0,7 ou 0,9. 0O modelo empregado foi

g(u)= By + hix, + Brx,,

onde g(-) ¢ afungéo de ligagdo logit e os valores dos pardmetros foram fixados em g, =1,0,

R. bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 69, n. 230, p.63-90, jan./jun. 2008. & 79

a



B =01, B,=05 e ¢=35.

Foram medidos os tempos gastos por cada método no processo de maximizagdo. Os
resultados apresentados na Tabela 7 sugerem que o método de Newton continua sendo o mais
rapido e que o grau de correlagdo ndo afeta o processo de otimizagdo dos métodos BFGS e
Newton, pois seus tempos de execugdo permanecem estaveis para todos os graus de
correlagdo. No que diz respeito ao método simplex, para os maiores tamanhos amostrais ha
leve tendéncia de aumento do tempo gasto na otimizagdo quando o grau de correlagdo &
elevado.

Em termos gerais, observou-se que o método de Newton é uma 6tima opgéo para a
maximizagdo da fungédo de log-verossimilhanga do modelo de regressdo beta, devido a sua
rapidez, robustez e precisdo para atingir o ponto 6timo. O método BFGS é competitivo também,
dadas as precisdes das suas estimativas, sendo, porém, sempre mais lento do que o método
de Newton. Esta pode ser uma indicagdo de que para o caso especifico da fungdo de
log-verossimilhanga do modelo de regressao beta, a matriz hessiana ndo & de dificil inverséo e

esta geralmente distante da singularidade.

Tabela 7 — Tempo gasto no processo de maximizagdo em presenga de correlagao entre as covariaveis
(Formato: hh:mm:ss)

n Método p=0]1 p=03 p=05 p=07 p= 0,9
BFGS 00:00:16 00:00:15 00:00:15 00:00:17 00:00:18
20 Newton 00:00:14 00:00:13 00:00:13 00:00:14 00:00:15
simplex 00:01:23  00:01:09 00:01:09- 00:01:23 00:01:23
BFGS 00:00:38 00:00:38 00:00:37 00:00:40 00:00:40
60 Newton 00:00:29 00:00:31 00:00:31 00:00:28 00:00:32
simplex 00:03:14 00:03:03 00:03:02 00:03:31 00:03:13
BFGS 00:01:09 00:01:11 00:01:15 00:01:16 00:01:13.
100 Newton 00:00:55 00:00:59 00:00:54 00:01:04 00:01:01
simplex 00:06:08 00:07:46 00:08:26 00:12:32 00:08:10
BFGS 00:03:51 00:03:57 00:04:09 00:04:13 00:04:11
200 Newton 00:03:23 00:03:20 00:03:27 00:03:00 00:03:21
simplex 00:24:45 00:40:23 00:44:42 01:49:04 02:09:13
BFGS 00:38:13 00:37:33 00:39:36 00:37:23 00:40:00
500 Newton 00:33:26 00:33:59 00:34:07 00:35:40 00:35:11
simplex 07.03:33 14:28:53 20:10:40 18:39:46 22:19:55

Os métodos BFGS e de Newton se mostraram robustos a condigbes comumente
verificadas na pratica estatistica, como elevada correlagdo entre varidveis regressoras e
existéncia de pontos de alavanca nos dados. O método simplex sempre necessita de muitas
iteragdes para atingir o ponto 6timo e, quando submetido a algumas condigGes adversas, como
a presencga de pontos de alavanca, teve sua taxa de convergéncia afetada.
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5. Aplicagdes

Nesta Secao, sdo apresentadas e discutidas duas aplicagdes a dados reais do modelo
de regressdo beta descrito na segdo 2. Para cada conjunto de dados, a fungéo de
log-verossimilhanga foi maximizada numericamente através dos métodos de otimizagéo
nao-linear apresentados nas se¢des 3 e 4. Com a finalidade de avaliar a eficiéncia e a precisédo
de cada método, foram comparados os valores obtidos para as estimativas pontuais e seus
erros-padrdo assim como os valores maximos das fungdes de log-verossimilhanga.

5.1. Aplicag¢ao a Dados de Gasolina de Prater

A variavel dependente € a proporgéo de petroleo cru transformado em gasolina apés o
processo de destilagdo e fracionamento. As covariaveis sdo: temperatura em que 10% do

petréleo cru & vaporizado e temperatura (° F) em que toda a gasolina evapora. Essas
covariaveis correspondem aos diferentes tipos de petréleo cru submetidos a experimentagdo
sob diferentes condicdes de destilagdo. O conjunto de dados contém 32 observacgodes. A
primeira covariavel assume dez valores diferentes, que sdo usados para definir os dez tipos de
petréleo cru. A especificagdo do modelo para a resposta média é

g(p)= By + Bixy + foxpp ++oo 4 BoXg + PrgXng, 1=1,...,32, (9)

em que g(-) € afun¢do de ligagdo logit, x,,,...,x,, representam nove varidveis dummy para
os primeiros nove tipos de petréleo cru e x,,’ é a temperatura em que a gasolina é

vaporizada.

A Tabela 8 apresenta as estimativas dos parametros do modelo (9) e os respectivos
erros-padrao assintoticos. Observamos que as estimativas obtidas através dos métodos BFGS
e Newton sdo iguais, sendo o valor maximo encontrado da fungdo de verossimilhanga de
84,7976. Como observado na Sub-segdo 4.1., os métodos BFGS e Newton tipicamente sdo
capazes de fornecer com boa precisdo uma estimativa para o parametro de locag3o,
apresentando erros-padrdo menores do que os do método simplex. Cabe ressaltar que estes
metodos convergiram em menos de 15 iteragdes, enquanto o método simplex precisou de
aproximadamente 12 000 iteragdes.

Dado que o valor méximo da fungdo de log-verossimilhanga fornecido pelos métodos
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BFGS e Newton foi superior ao valor maximo encontrado pelo método simplex, podemos
considerar que as estimativas obtidas através daqueles métodos sdo preferiveis. Cabe
destacar a diferenga dos valores maximos da fungdo de log-verossimilhanga e das estimativas

dos parametros, especialmente ¢, pelos métodos BFGS, Newton e simplex.

Tabela 8 — Estimativas obtidas para o conjunto de dados de gasolina de Prater

Parametro BFGS Newton simplex|Parametro BFGS Newton simplex
B -6,1596  -6,1596 -6,4152 Bs 1,0402 1,0402 1,0976
(0,1823) (0,1823) (0,2109) (0,106) (0,106) (0,1221)

A 1,7277 1,7277 1,8147 B, 0,5437 0,5437 0,5974
(0,1012)  (0,1012) (0,1167) (0,1091)  (0,1091) (0,1257)

B, 1,3226 1,3226 1,3991 Bs 0,4959 0,4959 0,521
(0,1179)  (0,1179) (0,1359) (0,1089)  (0,1089) (0,1257)

B 1,5723 1,5723 1,6445 By 0,3858 0,3858 0,4434
(0,1161)  (0,1161) (0,1340) (0,1186)  (0,1186) (0,1360)

WA 1,0597 1,0597 1,1336 P 0,011 0,011 0,0115
(0,1024) (0,1024) (0,1179) (0,0004)  (0,0004) (0,0005)

Bs 1,1338 1,1338 1,1719 ¢ 440,2784 440,2784 338,5943
(0,1035)  (0,1035) (0,1195) (110,0256) (110,0256) (84,609)

Maximo 84,7976 84,7976 83,2066

Neste conjunto de dados, foi detectado um ponto de alavanca, o qual foi removido,
tendo sido os parametros do modelo entdo estimados novamente. Os resultados obtidos
encontram-se apresentados na Tabela 9, onde é possivel observar que o maior impacto do

ponto de alavanca reside na estimagdo do pardmetro ¢ , cuja estimativa aumentou
notavelmente com mudanga relativa de 31,23% e 21,96% para os métodos BFGS (e Newton)

e simplex, respectivamente. Adicionalmente, pode-se observar que os erros-padrdo das
estimativas dos parametros de locagdo nao apresentaram mudangas significativas; entretanto,
0 erro-padrao da estimativa do parametro de precisao aumentou significativamente.

R. bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 69, n. 230, p.63-90, jan./jun. 2008.



Tabela 9 — Estimativas obtidas para o conjunto de dados de gasolina de Prater sem pontos de alavanca

Parametro BFGS Newton simplex |Parametro BFGS Newton  simplex
B -6,3565 -6,3565 -6,5618 B 1,0577 1,0577 1,0022
(0,1716) (0,1716) (0,205) (0,0929) (0,0929) (0,1094)
b 1,8869 1,8869 1,9206 B, 0,5652 0,5652 0,5315
(0,1002) (0,1002) (0,1186) (0,0956) (0,0956)  (0,1135)
B, 1,3704 1,3704 1,4047 Bs 0,5007 0,5007 0,4751
(0,1042) (0,1042) (0,1233) (0,0953) (0,0953)  (0,1128)
B, 1,6251 1,6251 1,645 Bs. 0,3852 0,3852 0,3732
(0,1028) (0,1028) (0,1219) (0,1038)  (0,1038)  (0,1225)
B4 1,0807 1,0807 1,1136 B 0,0115 0,0115 0,012
(0,0898) (0,0898) (0,1058) (0,0004) (0,0004) (0,0005)
B, 1,1516 1,1516 1,1476 ¢ 577,791 577,7907 412,949
(0,0907) (0,0907) (0,1071) (146,7204) (146,7204) (104,8543)

Maximo 86,6187 86,6187 84,6132

Dada a diferenca notavel entre as estimativas obtidas através dos trés métodos para o
parametro ¢, foram construidos graficos com o objetivo de examinar como variagbes em
B=(Bs:B.s-.-.B,)" €em ¢ alteram o valor da fungdo de log-verossimihanga #(8,4). Em
primeiro lugar, foi investigado o impacto de variagdes no vetor de parametros de locagdo f;

este vetor, todavia, possui mais de dois pardmetros e ndo é possivel fazer o grafico desejado

em trés dimensdes. Portanto, foi fixado o valor de ¢ como aquele estimado pelo método

BFGS (e de Newton) e o valorde S variou em forma linear, com a fungdo 4(f,4) substituda

por l(aﬁ', @). Os valores estabelecidos de B foram aqueles encontrados pelo método BFGS
(e de Newton); o valor da constante a variou. Posteriormente, foi observada a variagdo da
fungado de log-verossimilhanga para diferentes valores do parametro de precisdo ¢, tendo sido
considerados os valores f obtidos através dos métodos BFGS e Newton como fixos, tendo o
'parémetro ¢ sido sujeito a variagdo. Este procedimento foi realizado tanto para os dados com

ponto de alavanca quanto para o conjunto de dados sem este ponto. Os gréficos de avaliagéo
sdo apresentados na Figura 1.
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Figura 1 - FungGes de log-verossimilhanga para diferentes valores dos parametros de locagio e precisao no
conjunto de dados de gasolina de Prater.
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No que se refere a variagdo do vetor B, pode-se notar a concavidade da curva que

evidencia que o ponto de maximo esta no valor a=1, ou seja, a otimizagdo pelos métodos
BFGS e Newton foi bem sucedida. No que tange ao parametro de precisdo, observa-se que a
concavidade da fun¢ao se vé significativamente afetada pela eliminagdo do ponto de alavanca.
Verifica-se que, no conjunto de dados que inclui o ponto de alavanca, hd pouca variagéo na
funcdo para valores de ¢ entre 200 e 500, aproximadamente. No caso em que ndo ha ponto
de alavanca, o intervalo em que alteragdes em ¢ produzem pouca variagdo na fungéo se
estende aproximadamente de 400 a 700. Assim, pode-se concluir que a dificuldade dos
métodos para fornecer estimativas precisas de ¢ deve-se ao fato de que uma variagéo no

parametro ¢ ndo implica necessariamente uma variacdo significativa na fungdo de

log-verossimilhanca.

5.2. Aplicagao a Dados de Quociente Intelectual (Ql)

Esta aplicagéo utiliza os dados de Pammer & Kevan (2004), posteriormente analisados

por Smithson & Verkuilen (2006) A variavel resposta sdo pontuagdes obtidas por 44 criangas
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em um teste de leitura e as covariaveis sdo: condigdo de dislexia ou ndo-dislexia (x, ),
quociente intelectual ndo-verbal convertido a pontuagdes z (x,) e uma variavel de interagéo
(x,). Participaram do estudo 19 criangas disléxicas e 25 controles com idades entre 8 anos e 5

meses e 12 anos e 3 meses, que foram selecionadas de escolas primarias na cidade de
Canberra, capital da Australia. A covaridavel x, assume valor 1 quando a crianga é disléxica e
—1 caso contrario. As pontuagdes observadas foram transformadas linearmente de sua escala
original ao intervalo unitario aberto (0,1), tomando primeiro y'=(y—a)/(b—a),onde a e b
representam a maior e a menor pontuagdes possiveis, respectivamente; posteriormente, a
escala foi comprimida para evitar zeros e uns tomando y"=[y'(n-1)+0,5}/n, onde n

representa o tamanho amostral. Para este conjuntc de dados, a estrutura do modelo de
regressao beta é

g(u,) = By + fix, + Pox, + fux,s, t=1,...,44, (10)

onde g(-) é a fungdo de ligacao logit. As estimativas dos pardmetros do modelo (10) e os

respectivos erros-padrdo encontram-se apresentados na Tabela 10. Todos os métodos
apresentaram convergéncia, sendo o método de Newton o mais eficiente, com apenas 4
iteragdes realizadas; o método BFGS executou 10 iteragées e o método simplex foi o mais
lento, com 287 iteragbes. Observamos que o valor maximo da fungéo de log-verossimilhanga,
as estimativas pontuais e os erros-padrdo obtidos foram iguais. E possivel observar que o
erro-padrdo da estimativa do parédmetro de precisdo é notavelmente maior do que os
erros-padrao das estimativas dos pardmetros do preditor linear, os quais sdo muito
semelhantes entre si.

Tabela 10 — Estimativas obtidas para o conjunto de dados de QI

Parametro BFGS Newton simplex

B 1,3338 1,3338 11,3338
(0,1357)  (0,1357) (0,1357)
by -0,9736  -0,9736 -0,9736
(0,1335)  (0,1335) (0,1335)
P 0,1608 0,1608 0,1608
(0,1344) (0,1344) (0,1344)
B -0,2186  -0,2186 -0,2186
(0,1345)  (0,1345) (0,1345)
¢ 11,1332 11,1332 11,1332

(2,4435) (2,4435) (2,4435)
Maximo 51,3504 51,3504 51,3504

A analise dos residuos do modelo revela que ha um ponto de alavanca nos dados. Ele
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foi retirado e os parametros do modelo foram re-estimados. Verificou-se que o maior impacto
exercido por esse ponto recai sobre as estimativas dos pardmetros B, e B, , que
apresentaram mudangas relativas de 65,6% e 48,5%, respectivamente. Como pode ser
observado na Tabela 11, o impacto do ponto de alavanca na estimagdo do parametro ¢ é
leve, sendo a mudanga relativa na estimativa de apenas 7,7% . A estimativa menos afetada
pela retirada deste ponto é a do intercepto do modelo ( 5, ), com mudanca relativa de 6,0% .
Pode-se observar também que o erro-padrdo da estimativa de ¢ aumentou

consideravelmente em comparagdo com o aumento da mesma medida para os parametros de
locagdo do modelo.

Tabela 11 — Estimativas obtidas para os dados de QI sem pontos de alavanca

Parametro BFGS Newton simplex
B 1,2541 1,2541 1,2541
(0,1325) (0,1325) (0,1325)

b -0,8916 -0,8916 -0,8916
(0,1306) (0,1306) (0,1306)

b, 0,2663 0,2663 0,2663
(0,1368) (0,1368) (0,1368)

B -0,3245 -0,3245 -0,3245
(0,1369) (0,1369) (0,1369)

¢ 11,992 11,992 11,992

(2,6549) (2,6549) (2,6549)
Méaximo 50,4688 50,4688 50,4688

Para este conjunto de dados, foi realizada a mesma analise grafica efetuada na
aplicagdo apresentada na Sub-segdo 5.1. Da Figura 2, pode-se deduzir a razdo pela qual todos
os métodos atingiram o mesmo ponto: tanto variagdes no pardmetro de locagdo quanto
variagdes no pardmetro de precisdo conduzem a variagdes consideraveis na fungdo de
log-verossimilhanga. Nota-se também que a concavidade da fungdo de log-verossimilhanga
ndo apresentou mudanga significativa ap6s a eliminagdo do ponto de alavanca. Quando
eliminado o ponto de alavanca, a velocidade de convergéncia do método de Newton néo foi
afetada, pois o nimero de iteragdes até convergéncia passou de 4 para 5, um aumento
minimo. Adicionalmente, o nimero de iteragdes realizadas pelo método BFGS aumentou de 10
para 12; no que se refere ao método simplex o aumento no nimero de iteragdes até
convergéncia apos a retirada do ponto de alavanca foi de 11 iteragdes.
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Figura 2 - Fungdes de log-verossimilhanga para diferentes valores dos parametros de locacgdo e precisdo no
conjunto de dados de QI
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6. Conclusoes

No presente artigo, nés avaliamos a eficdcia de alguns métodos de otimizagdo
nao-linear como ferramentas a serem utilizadas na maximizagdo numérica da fungdo de
log-verossimilhanga do modelo de regressdo beta. Considerando os resultados obtidos através
das simulagtes de Monte Carlo realizadas e das aplicagdes apresentadas, pode-se concluir
que os métodos de Newton e BFGS foram os mais eficazes nas avaliagdes realizadas, com
ligeira vantagem para o primeiro, no que tange a estimagdo dos parametros do modelo.
Levando em conta critérios como nidmero de iteragdes, taxa de convergéncia e taxa de erro,
verificamos que métodos que ndo utilizam informagéo referente & matriz hessiana da fungao de
log-verossimilhanga, como € o caso do método simplex, ndo sdo eficazes relativamente aos
demais.
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Constatou-se que o maior obstaculo para todos os métodos estudados reside na
estimagdo do parametro de precisdo ¢ do modelo, pois, para alguns conjuntos de dados, a

curvatura da fungdo de log-verossimilhanga tende a ser pouco acentuada na regido préxima a
do ponto de maximo, fazendo com que pequenas variagdes nesse pardmetro ndo resultem em
variagGes significativas no valor da fungdo a ser maximizada. Um outro aspecto que pode
impactar a eficacia dos métodos é o ponto inicial usado no processo de otimizagédo; os métodos
BFGS e Newton ndo sdo afetados pela escolha desse ponto, ao passo que o método simplex
pode fornecer estimativas diferentes dependendo da distancia do ponto inicial relativamente ao
maximizador verdadeiro.

Na presencga de pontos de alavanca, dt_eve-se escolher o método de otimizagéo a ser
utilizado com cautela, pois alguns métodos, como, por exemplo, o simplex, podem apresentar
desempenho falho em amostras de tamanho pequeno. Neste cenario, 0 método de Newton se
mostrou eficiente, pois a magnitude do ponto de alavanca ndo impactou significativamente o
namero de iteragdes executadas para atingir o ponto 6timo. Analogamente, o desempenho do
método BFGS também néao foi fortemente afetado por pontos atipicos. Realizamos também
uma avaliagdo numérica onde as covariaveis do modelo apresentavam fortemente correlagso.
Neste caso, o método de Newton continuou sendo o mais eficiente, pois o tempo gasto no
processo de otimizagao foi o menor de todos para qualquer grau de correlagdo. Em grandes
amostras, o método simplex apresentou leve tendéncia de aumento do tempo empregado
guando o grau de correlagao entre os regressores aumentou.
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Abstract

We consider the beta regression model proposed by Ferrari & Cribari-Neto (2004), which is tailored
to situations where the response is restricted to the standard unit interval and has a regression structure
involving regressors and unknown parameters. Our chief interest is the evaluation of several nonlinear
optimization methods in the context of maximizing the beta regression log-likelihood function. The
numerical evidence from Monte Carlo simulations and empirical analyses based on real data favors the
Newton and BFGS algorithms, which are fast, accurate and behave well even in unfavorable situations such
as the existence of leverage points and high correlation amongst regressors.

Key words. Beta regression model, non-linear optimization, log-likelihood function.
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O periédico tem como objetivo a apresentagdo de artigos que permitam facil assimilagdo por membros da
comunidade em geral. Os artigos devem incluir aplicagdes praticas como assunto central, com analises estatisticas
exaustivas e apresentadas de forma didatica. Entretanto, o emprego de métodos inovadores, apesar de ser
incentivado, ndo é essencial para a publicagao.

Artigos contendo exposigao metodoldgica sdo também incentivados, desde que sejam relevantes para a area
de aplicagdo pela qual os mesmos foram motivados, auxiiem na compreensdo do problema e contenham
interpretagdo clara das expressdes algébricas apresentadas.

A RBEs tem periodicidade semestral e também publica artigos convidados e resenhas de livros, bem como
incentiva a submiss&o de artigos voltados para a educago estatistica.

Artigos em espanhol ou inglés s6 serao publicados caso nenhum dos autores seja brasileiro e nem resida no
Pais.

Todos os artigos submetidos sdo avaliados quanto a qualidade e & relevancia por dois especialistas indicados
pelo Comité Editorial da RBESs. ‘

O processo de avaliagdo dos artigos submetidos é do tipo ‘duplo cego’, isto é, os artigos sdo avaliados sem a
identificag@o de autoria e os comentarios dos avaliadores também s&o repassados aos autores sem identificagéo.

INSTRUGAO PARA SUBMISSAO DE ARTIGOS A RBEs

O processo editorial da RBEs é eletronico. Os artigos devem ser submetidos via e-mail para:
rbe@ibge.gov.br.

Apobs a submissdo, o autor receberd um cédigo para acompanhar o processo de avaliagdo do artigo. Caso
ndo receba um aviso com este cédigo no prazo de uma semana, fazer contato com a secretaria da revista no
enderego:
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INSTRUGOES PARA PREPARO DOS ORIGINAIS

Os originais enviados para publicagdo devem obedecer as normas seguintes:

Podem ser submetidos originais processados pelo editor de texto Word for Windows ou originais processados
em LaTex (ou equivalente) desde que estes Ultimos sejam encaminhados acompanhados de versdes em pdf,
conforme descrito no item 3, a seguir; '

A primeira pagina do original (folha de rosto) deve conter o titulo do artigo, seguido do(s) nome(s) completo(s)
do(s) autor{es), indicando-se, para cada um, a aﬁliagéo e enderego para correspondéncia. Agradecimentos a
colaboradores e instituicdes, e auxilios recebidos, se for o caso de constarem no documento, também devem

figurar nesta pagina;

No caso de a submissdo nao ser em Word for Windows, trés arquivos do original devem ser enviados. O
primeiro deve conter os originais no processador de texto utilizado (por exemplo, LaTeX). O segundo e
terceiro devem ser no formato pdf, sendo um com a primeira pagina, como descrito no item 2, e outro
contendo apenas o titulo, sem a identificagdo do(s) autor(es) ou outros elementos que possam permitir a
identificagdo da autoria;

A segunda pagina do original deve conter resumos em portugués e inglés (abstract), destacando os pontos
relevantes do artigo. Cada resumo deve ser digitado seguindo o mesmo padrao do restante do texto, em um
unico paragrafo, sem férmulas, com, no maximo, 150 palavras;

O artigo deve ser dividido em segdes, numeradas progressivamente, com titulos concisos e apropriados.
Todas as segdes e subsegdes devem ser numeradas e receber titulo apropriado;

Tratamentos algébricos exaustivos devem ser evitados ou alocados em apéndices;

A citagdo de referéncias no texto e a listagem final de referéncias devem ser feitas de acordo com as normas
da ABNT;

As tabelas e graficos devem ser precedidos de titulos que permitam perfeita identificagdo do contetido. Devem
ser numeradas sequencialmente (Tabela 1, Figura 3, etc.) e referidas nos locais de insergdo pelos respectivos
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nimeros. Quando houver tabelas e demonstra¢gfes extensas ou outros elementos de suporte, podem ser
empregados apéndices. Os apéndices devem ter titulo e numeragao, tais como as demais se¢des de trabalho;

Graficos e diagramas para publicagdo devem ser incluidos nos érquivos com os originais do artigo. Caso
tenham que ser enviados em separado, devem ter nomes que facilitem a sua identificagdo e posicionamentd
correto no artigo (ex.: Grafico 1; Figura 3; etc.). E fundamental que néo existam erros, quer no desenho, quer
nas legendas ou titulos;

N&do serdo permitidos itens que identifiquem os autores do artigo dentro do texto, tais como: nimero de
projetos de drgdos de fomento, enderego, e-mail, etc. Caso ocorra, a responsabilidade sera inteiramente dos
autores; e

No caso do artigo ser aceito para a publicagdo apds a avaliagdo dos pareceristas, serdo encaminhadas as
sugestdes/comentarios aos autores sem a sua identificagdo. Uma vez nesta condigdo, é de responsabilidade
tnica dos autores fazer o download da formatagédo padrao da revista (em doc ou em LaTeX) para o envio da
versao corrigida.




