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Nota do Editor

A Revista Brasileira de Estatistica tem mais um nimero novo com quatro artigos. O
primeiro artigo é bastante aplicado, mostrando uso de funcdes de transferéncia e equacétes de
estimacdo para modelar dados de séries temporais. O assunto de fungbes de transferéncia é
cléssico em séries temporais, mas equagdes de estimacdo é uma boa aquisicdo na caixa de
ferramentas do estatistico, fornecendo bons métodos de estimacdo em problema que a
verossimithanca usual ndo é capaz de resolver. O segundo artigo trata de um tema muito
recente em estatistica, a técnica de boosting, para classificacdo. Uma verdadeira revolugéo
est4 acontecendo nesta area da estatistica nos Gltimos anos com o aparecimento de técnicas,
tais como: boosting, support vector machine, e outras. E com satisfacdo que apresentamos
um artigo na RBEs de revisdo sobre este assunto tdo novo. O terceiro artigo também usa uma
técnica intensiva computacionalmente e recente, os algoritmos genéticos. Esses algoritmos
servem para otimizacdo numérica e fazem uma busca de solughes que imitam o processo
evolutivo das espécies. Finalmente, o quarto artigo apresenta uma aplicacdo de modelos
lineares generalizados num interessante problema de atuaria, um campo profissional em franca

expansdo no Brasil e intimamente associado com estatistica e probabilidade.

Boa leitura de mais um nimero da Revista Brasileira de Estatistica.

Renato Martins Assungao
Editor Responsével
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Aplicacdo de modelos de funcéo de
transferéncia e equacdes de estimacao para
previsdo do nimero de passageiros em

| ponte aérea

Adriana Bruscato *
Rinaldo Artes *
Ciélia Maria de Castro Toloi **

Resumo

Com a grande concorréncia no setor aéreo, prever cometamente o controle de gastos
toma-se cada vez mais importante. Nesse contexto, prever corretamente o nimero de refeicbes
embarcadas num véo é um fator de economia para as companhias. As empresas aéreas precisam
informar o nimero previsto de passageiros duas horas antes de cada vbo. As refeicbes que néo
sio utilizadas durante o véo nio podem ser reaproveitadas e a falta de refeicbes obriga a
empresaapagarmnvabresﬁp&dadoparaqueopassageiropoasafazerumarefeigﬁoao
desembarcar. Neste trabalho, sio comparados os desempenhos de duas metodologias para
previsio de séries temporais em dois conjuntos de dados reais: modelos de funcio de
transferéncia e uma abordagem de equacbes de estimacfio. Em ambos, a série de reservas é
utilizada como auxilio para fazer previsbes do nimero de passageiros embarcados em cada véo.
£ verificada também a necessidade de inclusiio de intervencdes nestes dados durante alguns
feriados tais como: Ano Novo, Camaval, e outros.

* Endereco para correspondéncia: Departamento de Estatistica, IME - USP - Caixa Postal 66281-970 - CEP 05315
- Sao Paulo ~ SP.

** 1omec / SP — Rua Maestro Cardim, 1170 - CEP 01323-001 Sio Paulo - SP.
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1. Iintroducéao

O controle dos gastos com refeigSes que ndo sdo consumidas em um véo é um problema
enfrentado por companhias aéreas. As refeicdes que sobram ndo podem ser reaproveitadas, uma
vez que j& estdo em processo de utilizagdo. Se por um lado ndo ha interesse na sobra de
refeicbes, por outro ndo podem faltar refeicGes para os passageiros embarcados, pois a empresa
é obrigada a pagar para que o passageiro faga a refeicdo em algum estabelecimento, o que
também acarreta gastos para a companhia aérea. Concluindo, a perda de dinheiro da companhia
pode ser elevada fazendo com que exista o interesse em previses mais precisas do numero de
refeicdes necessarias em cada vbo.

O embarque das refeicdes é feito duas horas antes da decolagem. Nesse momento, a
empresa que fornece as refeicdes é informada pela comisséria da companhia aérea sobre o
nimero de refeices a serem embarcadas. O avido é abastecido com dez refeicbes acima do
namero fornecido pela comisséria, e estas refeicdes destinam-se aos passageiros que chegam no
aeroporto na Ultima hora, e que ndo fazem reservas.

Os dados analisados foram coletados no periodo de janeiro a abril de 2001. O objetivo do
trabatho é ajustar modelos de funcdo de transferéncia e modelos de equagdes de estimagao para
prever o nimero de passageiros embarcados diariamente em determinados vbos e, baseado
nesses modelos, prever o nimero de passageiros que embarcardo no v8o seguinte. Esse dado
pode ser utilizado pela comisséria para prever o nimero de refeicdes a serem embarcadas.

Os dados analisados referem-se a dois vos:

e V60 com destino a Belo Horizonte (SP-BH), ocorrendo de domingo a sexta-feira; e

¢ Vo com destino ao Rio de Janeiro {SP-RJ), ocorrendo diariamente.

A varidvel de interesse é o nimero de passageiros embarcados em cada vbo. Também estd
disponivel o nimero de reservas feitas até duas horas antes do v6o; esta varidvel poderd ser

utilizada na explicacdo do ndmero de passageiros embarcados.

2. Metodologias de analise

Nesta se¢do, serdio apresentadas as metodologias utilizadas para a previsdo do nimero de
passageiros no véo. Iniciaimente, descreveremos um modelo de quase verossimithanca para
séries temporais de varidveis ndo normais, desenvolvido por Zeger (1988} e, na seqliéncia, a
metodologia de fungio de transferéncia Box, Jenkins e Reinsel, (1994).
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2.1. Modelo de quase verossimilhanca

O modelo de quase verossimiihang:a foi estimado pelo método proposto por Zeger e as
previsdes para os dados de contagem foram baseadas em Vijapurkar e Gotway (2000). A
estimacdo dos parametros do modelo de quase verossimilhanca foi feita com base# em processos
iterativos no software SPSS (1997) e a previsdo foi programada no software Splus (2000).
Koyama (1997) apresenta uma aplicacéo dessa metodologia em dados de poluicdo atmosférica.

Considere ¥; o nimero de passageiros embarcados no voo no dia t. O modelo estipula que
a estrutura de dependéncia de ¥, seja explicada por um processo fracamente estacionério, &,

com
E(e,) =1, Var(s,) = a% e Cov(e,, 8,,.) = o’|o, (1),

naqual p (7} = Corr(g, &,7) .

Desse modo, assuma que
E@|e,) = exp(x;B)e, = Var(Y e ), (1

em que x, é o vetor de covaridveis e B é o vetor de parametros. Note que a estrutura de

momentos do processo condicional é equivalente a8 de uma distribuicdo de Poisson.

A partir de (1) temos

E(Y,) =y =exp(xiB), v, =Var(ty)=p, +pa’ e

pe(r) _

{2 e B

Esta modelagem admite a existéncia de sobredispersao na série ¥;, o que é comum neste

prlet)=corr(t, %..)=

tipo de varidvel (Cox,1983). Admita a existéncia de um vetor ®que especifica completamente
P (7). ou seja, p(7) = p(T:).

Sejam Y=(,,1p,....Y,) ; 8= lseentsy) © X=(%15335...,X,) entdo a funcio de
estimacao por quase verossimilhanga Zeger (1988) é dada por
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)=V (.0XY ~ )= X HV (3, 0V 1)

em que 0=(c230), H=diag{exp(x‘,ﬁ)}, V=A+6?AR,A, A=diagli®™ e R,é a matriz de
correlacdo do tipo AR{1) com elementos j, k da forma ps([j —k{)

Note que para obter os estimadores da funcdo de quase verossimithanca € necessério usar
métodos iterativos, uma vez que 0s mesmos ndo possuem forma fechada. Qutra dificuldade é a

inversdo da mattiz V(nxn) devido a sua dimensdo. Para contornar esse problema, Zeger {1988}
sugere substituir V por V, = pY 2R€D’/ 2 naqual, D= diag{py, +o? ;zf 1.

Além disso, ele sugere substituir R, por

I

1 P P2 . p!f}

1 e p"2

L T
p:1-1 pxz—é‘ pnw.? s ]

ou seja, pela matriz de correlacéo de um processo AR(1}. A vantagem dessa substituicdo é que a
inversa de R(p) tem forma conhecida (Lindsey (1993);- por—exemplo}, -sendo -dada. por

R (p)=L'(p)L(p), na qual,

I-p? 0 - 0 0

w2 L ol.
I-p2 :p :

¢ g « -p 1

Admitindo essas aproximacdes, a estimacio é feita utilizando um processo iterativo,
denominado minimos quadrados filtrados e ponderados,

1 1 1
Al "3 O 3 o "3 o w3
Y-l p 22| 1p2 w2 1p 27|,
R ap op ap

op'
z2=-M5 . (v_n).
em que B+(Y-p)
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A estimacgéo das autocorrelacdes & feita através do método dos momentos, isto &,

n

> - AV - A )} Zn:{(vt P -

&—2 t=T+} A2 = t=]

Ps (7) =

e o
n

n
Z ﬁt :&t-r z ,&tz

t=r+l t=1

Sob condicées de regularidade, (;(3-p) tem distribuicdio assintética normal com média zero

. I e - 1{ou -1 0
e matriz de covariancias V, = 1;/1,1;7 , em que I, =lim —| Z&-v-12L e
5 =1'L1p 0 o % 2

>

I, =lim l[%&.vfwi‘ %&] I, e I; podem ser consistentemente estimadas substituindo-se os
n
n—o B B
parametros por suas estimativas. Campbel (1994) e Koyama (1997) sugerem outra alternativa

para estimar I;. Note que se Vp for uma boa aproximacao para V, teremos que

' -1

; Op_ -1 O

V:xlimn =—V— =—| .
LA S [ 2B as)

Vijapurkar e Gotway {2000} desenvolveram preditores por quase verossimilhanga para
dados correlacionados e que n@o tém distribuicdo normal, particionando-se a matriz de

covariancias até ordem (n + ) da seguinte forma

Y %
Yo, [Zor Zoo

em que %,, é a matriz de covaridncias do processo Y até o instante f, Xgp é a matriz de
¥y 00

covariancias do processo Y do instante #+] até o instante t+h.

Obtém-se o preditor linear

Y = exp(xo é)+ zgyzif;(Y -exp(x fi))
emque ¥ =Y.y ..., Yp) € 0 vetor de varidveis ndo observadas que desejamos prevere X,

(h x p) é a matriz de covaridveis destes valores futuros.

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 64, n. 221, p.7-24, jan./jun. 2003




Para calcular uma medida de variabilidade da previséo, foi utilizado o erro quadratico médio

dado por
2 - - Vo 1 - ¥
EQMP (Ye ;Y9)= Zoo-Zoy St Evo +(1)o - zgyznle))(n Z}QIID)_ (1)0 - zoyzy{m) .
emque D=H X(nxp) e Dy=HyXo(hxp).

2.2. Modelo de funcéio de transferéncia

O modelo de fungdo de transferéncia é utilizado quando se deseja explicar uma série
temporal que tem relacéo linear com outra série temporal, que sera usada como covariével.

Considere um processo estocéstico bivariado (X, ¥) , ¢ = 0, VI, V2, .., ndo necessariaments
estacionério. A estacionariedade deve ser obtida utilizando-se transformacdes adequadas, x; =
T/(X) e y, = TxY). E muito comum utilizar para T, e T, diferengas simples e/ou sazonais das séries
originais.

A construcdo do modelo baseia-se na hipdtese de existéncia de uma relacdo de causalidade

da série x;para a série y;. O objetivo dessa metodologia € identificar uma fungédo v(B),

denominada funcdo de transferéncia, tal que

y, =XB)x, + N, =w(B)s ~ (B)x, + N, {2)

em que N, é um processo estacionério ARMA (p, q), ou seja, $(B)N,=6(B)a;, a; é um ruido

branco, independente de x, e wW(B)=w(B)d 1(B)B® & a funcio de transferéncia, escrita como
quociente de dois polindmios finitos com defasagem b.

Existem vérios métodos para identificagdo do modelo de funcdo de transferéncia, a maioria
deles segue um algoritmo semelhante. O método utilizado neste trabalho foi proposto por Haugh
e Box {1977).

O procedimento de identificagdo ocorre em dois estdgios. No primeiro estdgio, ajustam-se
modelos ARMA univariados a cada série do modelo; num segundo estégio, identifica-se um
modelo dindmico para as séries de residuos. A seguir combinam-se os modelos obtidos nos dois

estdgios para identificar um modelo dindmico para as duas séries originais.
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Assim, o método proposto consiste das seguintes etapas:
Etapa 1: Ajustar modelos ARMA a cada série do modelo, obtendo-se

@, (B)y; =@y (B)e, , ou seja, I1,(B)y, =¢; €
@, (B)x; =O,(B)u, , ou seja, I1.(B)x;=u,. (3)

Esse procedimento é denominado pré-branqueamento das séries.

Etapa 2: Calcular a funcdo de correlacdo cruzada entre as séries residuais ¢, e u,, com o
objetivo de identificar uma possivel relacdo linear entre ¢, e u,. Pode-se dizer, usando as

expressoes {1) e {2}, que esta relagdo é dada por
e, =v* (B, +y" (B)a, =w* (B)* (B, +y" (B)a,,

em que w'(B) e 5 (B) sao polindmios de graus s e r, respectivamente.

Logo, o padrio da funcio de correlacdio cruzada estimada entre 4, e ¢, fornecerd uma
identificacio preliminar da funcdo de transferéncia v*(B), em sua forma racional, ou seja,

identificam-se as ordens dos polindmios w*(B) e 5°(B).

Etapa 3: Determinar a forma preliminar do ruido, 6°(B)}*/(B)a,, onde ¢°(B) e 8"(B) tém

ordens p' e gq°, respectivamente.

Mostra-se que

$'(B)=6"(B) e 0" (B)~MA(q"). (4)

em que ¢° <max(r*,s").

Etapa 4: |dentificar o modelo de funcgdo de transferéncia, expressdo (1), para as séries x;, e y,.
Combinando os modelos univariados para x; e y,, dados pela expressdo {2), com o
modelo identificado ligando #; e v;, expressdo (3), obtém-se o modelo de funcdo de

transferéncia preliminar dado por
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e Ly =W BBV (B) IT; (BYx, + 6" (BYS T (B) IT, (B)a, .

As estimativas preliminares, que servirdo como valores iniciais na estimagéo do modelo de
funcdo de transferéncia dado por (4), serdo dadas pelas equagbes:
W(B) =W (B)ix (B)
8(B)=8"(B)iy (B)
6(B)=d"(B)
#(B)=6’ (B)iy(B)

H]

em que todos os operadores do lado direito sdo obtidos durante o método de identificacéo.

A verificacdo de adequacdo do modelo é feita via funcdo de autocorrelagdo e
autocorrelacdo parcial dos resfiduos do modelo final, e, também através da funcdo de correlagéo
cruzada entre a entrada pré-brangueada e os residuos do modelo final para ver se ndo sobrou
nenhuma dependéncia entre X e Y que ndo foi incluida no modelo final.

Maiores detalhes podem ser encontrados em Morettin e Toloi {(1989).

O SCA (1986 foi o soffware usado para estimar os parametros dos modelos-de funcde de

transferéncia.

3. Aplicacéao

Nesta secd@o, descrevemos o comportamento das varidveis a serem analisadas, bem como

o tratamento preliminar dos dados.

3.1. Andlise exploratéria

O problema inicial no banco de dados é a auséncia de observacdes {missing values) devido
a cancelamentos ou atrasos nos voos. Nesses casos, a imputagdo de dados foi feita utilizando-
se a média aritmética entre as observaces da semana anterior e posterior daquele dia da semana
em que seria feita a imputacéo.

A Figura 1 traz os gréaficos das séries de passageiros embarcados e reservas para cada um
dos voos analisados. Com base nesta figura, percebe-se que ndo ha uma clara tendéncia de
crescimento e que as séries parecem apresentar um comportamento sazonal, repetindo-se

semanalmente. Além disso, a série de reserva acompanha a série do nimero de passageiros
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embarcados, podendo realmente servir como variavel explicativa num modelo de regress&o. Nota-

se que as séries de reserva tém variabilidade maior e estdo acima das séries do nimero de

passageiros embarcados, na maior parte do tempo avaliado.

Figura 1 - Grafico das séries do niimero de passageiros embarcados (PAX) e das

reservas (01/01/01 a 22/04/01)
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Figura 2 - Gréifico da relag@o entre a média e a varidncia das séries
do nimero de passageiros embarcados
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A Figura 2 apresenta a relacdo entre média e varidncia para os' vbos avaliados. Ndo ha

indicios claros de relacdo entre a média e a varidncia das séries para os v8os com destino a Belo

Horizonte e Rio de Janeiro; especialmente para as maiores médias parece que a varidncia nao

aumenta. Desta forma, ndo é necessério o uso de transformacdo para estabilizar a varidncia

destas séries na metodologia de funcao de transferéncia.
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Figura 3 - Periodograma das séries do niimero de passageiros embarcados
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A andlise dos periodogramas, Figura 3, revela a existéncia de picos significantes (teste de
Fisher) nas fregiéncias correspondentes as periodicidades seis dias (SP-BH) e sete dias (SP-RJ),
confirmando a sazonalidade semanal das séries. Para mais detalhes, ver Priestley {1981).

O efeito sazonal pode ser introduzido no modelo de equacbes de estimagdo através da
inclusdo de sendides com o periodo de interesse. Por exemplo, no caso do vdo SP-BH
verificamos uma periodicidade semanal, entdo utilizamos funcbes seno e co-seno com perifodo de

seis dias para explicar a sazonalidade semanal do vbo, que ocorre de domingo a sexta-feira.

3.2. Estimacdo dos modelos

Foi verificada a infiluéncia de algumas intervencdes em feriados Box et al., (1994}, uma vez
que nesses dias o comportamento do ndmero de passageiros pode ser diferente dos demais. As
intervencoes (representadas através de varidveis indicadoras) foram:

1. Ano Novo: SP-BH (01/01 a 03/01) e SP-RJ (01/01 a 05/01);

2. Fundacdo de Sao Paulo: SP-BH {25/01);

3. Carnaval: SP-BH e SP-RJ (26/02 a 02/03); e

4. Pascoa: SP-BH (11/04 a 13/04) e SP-RJ (13/04).

A Unica intervencdo estatisticamente significante foi Ano Novo para o véo com destinc a
Belo Horizonte, segundo a abordagem de funcdo de transferéncia. Nos modelos de quase
verossimifhanca, nenhuma das intervencdes apresentou significancia estatistica.

Para fazer a previsfo de cada dia da semana, estimaram-se os pardmetros do modelo

usando observagOes até o dia anterior, ou seja, a estimacdo foi feita utilizando até a dltima
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observacdo antes da previsdo. A previsdo era feita e colocava-se a préxima observagdo no
modelo para refazer as estimativas dos pardmetros para a previsdo do voo seguinte.

A andlise de residuos (Apéndice) foi feita construindo-se gréaficos de residuos padronizados
para os modelos de quase verossimilhanca e funcdes de autocorrelagdo dos residuos para ambos

os modeios.

3.2.1. Abordagem de quase verossimilhanca

O modelo de equacdes de estimacao usado para todas as séries foi 0 seguinte
E(Y;)= u; =explBo + Bt + B2 X, + B3 cos(2x t/k)+ By sen(2m 1/ k)],

em quet é o nimero de ocorréncias do véo por semana e X; é o nimero de reservas no tempo /.

Na estimacdo de quase verossimilhanca, o dia 20/01/01 foi escolhido como origem dos
tempos para retirar um possivel efeito do inicio do ano nas estimativas dos modelos, j& que
foram feitas muitas imputacdes de dados no inicio do ano devido a cancelamentos de v60s.

Para os modelos de quase verossimilhanga, os residuos de Pearson tém um bom
comportamento como pode ser visto na Figura 6 (Apéndice). Os valores se distribuem numa faixa
horizontal entre —2 e 2 e existem apenas alguns valores fora dessa faixa. Além disso, as funcées
de autocorrelagdo destes mesmos residuos, para cada um dos voos, estd dentro dos limites de
confianga, indicando que séo ruidos brancos. Desta forma, os modelos de quase verossimilhanca
parecem estar bem ajustados.

As estimativas para os pardmetros do modelo de quase verossimilhanca, bem como as
erros padrio destas estimativas estdo na Tabela 1.

thilizando o teste de Wald percebe-se que a tendéncia ndo foi estatisticamente significante
para todos os modelos. Isto era esperado, pois as séries parecem desenvolver-se ao longo de
uma média constante.

A série de reserva foi considerada importante para auxiliar a explicacdo do numero de
passageiros embarcados em todos os vios estudados. O pardmetro [, representa a variagéo
média no logaritmo do ndmero médio de passageiros embarcados, quando aumenta-se uma
unidade no ndmero de reservas, e mantendo-se as demais varidveis fixas. Para todos os véos,

existe um aumento médio de um passageiro embarcado por unidade de reserva.
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Os parémetros referentes aos senos (B4) e co- senos (ﬂg) mdlcam a contnbmgao da

periodicidade semanal para a explicacdo do nimero de passageiros embarcados Em todos 08

vbos eles foram significativos, confirmando a sazonalidade semanal nas séries.
Como as estimativas para a varidncia do processo latente {62) foram préximas de zero,

significa que ha pouca sobredispersao nos modelos.

3.2.2. Abordagem de funcdo de transferéncia

0 modelo geral utilizado para cada um dos vbos foi proposto utilizando as técnicas de Box,
Jenkins e Reinsel {1994} e esté a seguir

(1-B*)Y, =wy(1- B¥)X, +¢7 (B) 8(B)a, .

em que ké o nimero de ocorréncias do vdo por semana, X; é 0 nimero de reservas no

tempo ¢ e a, é um processo ruido branco.

“"Quanto ao-ajuste dos modelos-de fungdo de transferéncia, apresentam-se as funcdes de
autocorrelacdo dos residuos para cada um dos vdos (Apéndice). Estas funcbes também estdo
dentro dos limites de confianga, indicando que sdo ruidos brancos e que a correlacdo serial foi
berm modelada.

Na Tabela 1 estdo as estimativas dos pardmetros para os modelos de funcdo de
transferéncia. Foi aplicada uma diferenca sazonal (semana) para todas as séries avaliadas. Com
base na andlise das estimativas contidas na Tabela 1, nota-se que o niimero de passageiros
embarcados num determinado instante depende do niimero de passageiros embarcados no
mesmo vBo, na semana anterior; da diferenca do nimero de reservas naquele instante e na
semana anterior e de um modelo residual.

Por exemplo, o modelo de fungdio de transferéncia para o véo com destino a Belo Horizonte
leva em conta o nimero de passageiros embarcados neste v6o na semana anterior, 76.73 % da
diferenca da reserva desta semana para a semana anterior, um modelo MA(2) e mais o

decréscimo médio de sete passageiros no nimero de passageiros embarcados no Ano Novo {a).
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Tabela 1 - Estimativa dos parametros dos modelos

Equacdes de Estimacéo

Funcéo de Transferéncia

Parametro Véo SP-BH Véo SP-RJ Parametro Véo SP-BH Véo SP-RJ

Bo 3.1982 (0.0546) 3.1329 (0.0426) Wo 0.7673 (0.0480) (g'gggg)

B1 0.0010 (0.0007) -0.0006 (0.0003) TS —

B2 0.0129 (0.0006) 0.0125 {(0.0005) 01 -0.2062 {0.0714) ——
0.9312

Ba 0.1140 (0.0242) -0.0208 (0.0149} 02 0.7625 (0.0670] (0.0489)

Ba -0.0148 (0.0286) 0.0564 (0.0147) a -7,0044 (3,0614) —

Pe 0.2166 -0.1016 R? 0.881 0.904

o2 0.0030 0.0016 Erro padréo 8.6453 6.7957

residual

Entre parénteses estd o erro padrdo

3.2.3. PrevisGes do nimero de passageiros embarcados

Foram feitas previsdes para valores relativos a um dia a frente, usando as observacoes até
o dia 22/04/01.

As Tabelas 2 e 3 apresentam as previsdes dos modelos de quase verossimilhanca e fungéo

de transferéncia. Essas previsbes serdo consideradas ndo satisfatérias, quando faltarem ou

excederem em dez o numero de refeicOes necessdrias no v6o, estas estdo em negrito e

sublinhadas.
Tahela 2 - Previsfes do mimero de passageiros embarcados no véo SP-BH
Funcéio de Transferéncia Quase Verossimilhanca
Data Observado Previsto Prev — Obs Previsto Prev - Obs
23/04/01 48 60 (9) 12 51 (9) 3
24/04/01 63 70 {9) 7 65(11) 2
25/04/01 a8 95 {9} 3 104 (14} 6
26/04/01 65 70 (8) 5 68 (11) 3
27/04/01 106 114 {10} 8 131 (17) 25
29,04’01 Cance‘ado %% KR LEX XX LXE 2 X EENER
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Tabela 3 - Previsdes do niimero de passageiros embarcados no vb6o SP-RJ

Funcio de Transferéncia Quase Verossimilhanga
Data Observado Previsto Prev — Obs Previsto Prev - Obs
23/04/01 54 53 (7) -1 50 (7) -4
24/04/01 86 87(7) 1 89 (10} 3
25/04/01 81 77 (7) -4 76 (9) -5
26/04/01 108 106 (7) -2 114 {12) 6
27/04/01 48 65 (6) 7 47 (7} -1
28/04/01 85 87 (6) 2 83 (10) -2
29/04/01 50 48 (6) -2 45 (7) -5

Entre parénteses esta o erro de previsdo

Observando-se as previsSes dos dois modelos nas Tabelas 2 e 3 e também os Gréficos 4 e
5, conclui-se que as previsdes foram satisfatorias. A pior previsio do modelo de quase
verossimilhanga resultou numa sobra de 25 refeicdes, e a pior no modelo de funcdo de
transferéncia acarretou uma sobra de 12 refeicdes. Os erros padroes das estimativas foram
maiores para o0 modelo de quase verossimithanca.

Na Figura 5, observa-se o gréafico de dispersdo das previsbes dos dois modelos estudados.
A linha pontiﬁié&g na bissetriz do primeiro quadrante do grafico representa a igualdade entre as-
duas previsbes, ou seja, os pontos mais proximos da reta foram aqueles que tiveram maior
concordancia entre as previsbes dos modelos. O grafico mostra que existe um alto grau de
coeréncia entre as duas previsfes, uma vez que 0s pontos ndo estdo distantes da reta.

Observando-se o grafico de dispersdo dos erros de previsdo (diferenga entre o valor
previsto e o valor observado) dos modelos de quase verossimilhanca e funcdo de transferéncia na
Figura 5, percebe-se que os dois modelos tendem a apresentar erros de previsdo no mesmo
sentido, isto é, ambos tendem a fazer previsdes abaixo do valor observado ou ambos tendem a
fazer previsbes acima do valor observado pois a maioria dos erros de previsdo estdo acomodados
no primeiro e terceiro quadrantes.

A grande méioria dos valores previstos ficou dentro dos limites esperados pela companhia
aérea de dez refeicoes a mais e dez refeicbes a menos em ambos os modelos utilizados. A
quantidade de previsbes fora do esperado (+ ou - 10) nos modelos de fungdo de transferéncia e
quase verossimilhanca foi a mesma {uma no véo SP-BH), indicando também que os dois modelos

apresentaram bom desempenho nas previsoes.
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Figura 4 - Gréfico dos voos no més de abril com as previstes dos modelos de
fungdo de transferéncia e de quase verossimilhanca
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4. Conclusdes gerais

Foram utilizados um modelo de fungdo de transferéncia e um modelo de quase
verossimilhanca para estimar os parametros relativos a cada série e, com base nestas
estimativas, foram calculadas previsGes um passo a frente para algumas observacdes, bem como
© erro padrdo para estas estimativas.

No caso dos modelos de quase verossimilhanga, utilizando o teste de Wald percebe-se que
a tendéncia ndo foi estatisticamente significante para o modelo de quase verossimilhanga, o que
era de esperar, pois as séries parecem desenvolver-se ao longo de uma média constante. A
reserva pode ser utilizada como varidvel independente para explicar o nimero de passageiros
embarcados. Isto quer dizer que o nuimero de reservas foi estatisticamente significante para
explicar a variabilidade do niimero de passageiros embarcados, e que as séries dos vdos possuem

periodicidade semanal, que foi explicada pelas varidveis seno e co-seno.
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Como as estimativas para a varidncia dos pro'cessos‘ latentes 7(02 )} foram proximas de zero,

significa que ha pouca sobredisperséo no modelo. A correlacdo entre os tempos € baixa e

préxima de zero, exceto para a série do véo com destino a Brasilia, indicando que existe uma

forte dependéncia em relacao aos dias anteriores nesta série.

Nos modelos de fungdo de transferéncia, pode-se notar a grande influéncia da semana

anterior no numero de passageiros embarcados na semana seguinte, bem como a significativa

participacio da série de reservas na previsdo do niimero de passageiros embarcados.

O ajuste dos modelos foi adequado, podendo ser conferido nos graficos dos resfduos de

Pearson em funcdo dos valores ajustados, para o modelo de quase verossimilhan¢a e, com base

nas funcgdes de autocorrelacdo residuais, para ambos os modelos.

As previses feitas pelo modelo de quase verossimithanga podem ser consideradas

praticamente tdo boas quanto as previsbes feitas com base no modelo de fungdo de

transferéncia. O erro padrio das estimativas s&o um pouco maiores para o modelo de quase

verossimilhanga, mas em compensacdo ele é mais simples quando comparado ao de funcdo de

transteréncia.

Apéndice (Andlise de residuos)

Figura 6 - Grafico dos residuos de Pearson pelos valores ajustados
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Véo SP-RJ
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Figura 7 - Fac dos residuos dos modelos de equacdes de estimacéo e funcéio de transferéncia
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Abstract

With the large competition of aifine companies, to forecast correctly the number of meals
that are carried in a flight is an economy factor for the companies. The airline companies need to
inform the forecasted number of passengers 2 hours before the fiight. The meals that are not
consumed during the flight can not be used again and the shortage of meals obliges the company
to pay a stipulated value in order that passengers could have a meal on landing.

In this work we intend to compare the performance of two time series forecasting
methods: transfer function models and an approach based on estimating equations. In both cases
we use the bookings series as an auxiliary tool to forecast the number of passengers on board in
each flight. It is also verified the need for inclusion of interventions during some holidays such as

New Year and Camival,
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Alocacao de clientes em grupos
usando classificacdo via Boosting:
uma comparacdo com os métodos

tradicionais de classificacao

Alexandre Riibesam *

Ronaldo Dias *

Resumo

Os métodos estatisticos tradicionalmente usados em classificaciio sdo. basicamente,
regressdo logistica e andlise discriminante. Outros métodos que recentemente aparecem nas
aplicagbes sdo arvores de classificacdo e redes neurais. Os métodos tradicionals apresentam
baixo custo computacional, mas s@o pouco flexiveis, enquanto os métodos como redes neurais
sio muito flexivels, mas caros e com menor interpretabilidade. A metodologia apresentada,
Boosting, é flexivel, facil de aplicar e tem um custo computacional baixo. Boosting funciona
combinando seqgilencialmente classificadores simples, dando maior peso em cada passo @3
observactes classificadas incorretamente no passo anterior.

Este trabatho apresenta a metodologia boosting, e mostra dois exemplos de sua aplicacio:
uma em dados simulados, e outra em dados reais. A aplicacio em dados reais consiste em alocar
clientes de uma loja de varejo em grupos que definem os perfis destes clientes. Os resultados
obtidos com boosting nas duas aplicagbes sdo comparados aos resultados dos métodos
tradicionais.

* Enderego para correspondéncia: Dept® de Estatistica - IMECC - Universidade Estadual de Campinas - e-mail:
rubesam®@ime.unicamp.br, financiado pela FAPESP.
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1. Introducdo

Os métodos de classificacdo (ou discriminag8o) mais conhecidos e mais utilizados em
estitica aplicada sdo, provavelmente, regressdo logistica Agresti ( 1996}, Hosmer e Lemeshow
(1989) e andlise discriminante Johnson e Wichern (2002). Esses métodos, cujos fundamentos
estio estabelecidos na teoria estética hé bastante tempo, séo lineares, tém baixo custo
computacional, e em geral produzem resultados razoaveis, apesar de ndo raro serem utilizados
em situacdes que contradizem suas suposicbes paramétricas distribucionais. As propriedades
estatisticas destes métodos sdo conhecidas hd muito tempo, e suas interpretages sdo claras.
Mais recentemente, surgiram métodos do tipo arvores de classificacdo e regressdo (CART)
Breiman (1984), um método altamente interpretdvel, e cujo uso estéd bastante disseminado. Este
método gera regras de decisdo que podem ser interpretadas diretamente em termos das variaveis
explanatérias. O desempenho deste método, entretanto, € baixo quando a fronteira de decisao
6tima ndo pode ser aproximada por um conjunto de hiper-retangulos,

O aumento da capacidade computacional também tornou populares os chamados métodos
de “inteligéncia artifical”, como as redes neurais. Esses métodos tém, em geral, desempenho
superior_em relacio aos métodos citados acima, especialmente quando a fronteira de deciséo
Stima é nio linear mas com um custo computacional bem mais alto. Além disso, os algo;itﬁi;s_"‘
de otimizacdo popularmente utilizados sdo sensiveis aos ajustes especificos que devem ser feitos
{caracteristicas dos aigoﬁtmos de otimizacdo numérica, por exemplo, métodos de descida de
gradiente, métodos de Newton), e é preciso atengdo no processo de estimagdo para evitar o
problema de overfitting. Outra questdo problemética é a escolha da topologia da rede (ntmero de
camadas intermedidrias e nimero de unidades em cada camada). Métodos recentes procuram
tratar a questdo da generalizacio ou do desempenho da rede através do controle automético dos
parametros da rede. A interpretacdo do modelo pode ser realizada através do uso de algoritmos
de extracao de regras ou da simplificacdo do mesmto.

Um método de classificagdo moderno que tem apresentado bons resultados é o método
conhecido como boosting. Este método, que surgiu na &rea de computacdo Schapire (1990),
atinge um desempenho muito bom nas aplicagdes testadas, com um custo computacional
relativamente baixo, mas sofre do problema de interpretagdo comum aos métodos modernos. O
algoritmo de boosting funciona aplicando-se, seqiiencialmente, um algoritmo de classificagéo
qualquer {chamado de base) a versdes iterativamente reponderadas do conjunto de dados de
treinamento. Em cada iteragéio, as observacgées classificadas incorretamente na iteragdo anterior

recebern um peso maior. A safda final combina os classificadores construidos em cada iteragdo,
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produzindo um comité de classificacdo. O desempenho deste comité é perto de 6timo na maioria
dos casos, e a questio de overfitting pode ser faciimente controlada Friedman, Hastie e
Tibshirani (2000) mostraram que o algoritmo AdaBoost, um algoritmo de boosting apresentado
neste trabalho, é um algoritmo que ajusta, aproximadamente, um modelo logistico aditivo, no
qual o nimero de iteracdes & o nimero de funcdes usadas na representagdo aditiva, ou seja, 0
namero de fungBes somadas para aproximar a funcao estimada, o que torna 0 assunto atraente
de um ponto de vista estatistico. Mais recentemente, foi mostrado que os vérios algoritmos de
boosting existentes pertencem a uma classe de algoritmos que minimizam um funcional de custo
suave através de algum método numérico Mason (1999), e a atencdo da comunidade estética
voltou-se para caracteristicas como consisténcia do método, analisada em uma variedade de
artigos (Breiman 2000, Jiang 2000a, Jiang 2000b, Lugosi e Vayatis 2004).

O objetivo deste trabalho é apresentar a metodologia boosting, pouco conhecida na érea de
estatistica, especialmente no Brasil, e mostrar que esta ferramenta possui desempenho melhor,
gquando comparada 3s metodologias tradicionais, com um custo computacional relativamente
baixo. As aplicacdes apresentadas visam a mostrar que o método é de fécil implementacéo,
mesmo em tarefas muito complexas, onde a quantidade de informacédo é extremamente grande,
assim como o nimero de classes.

O trabalho estd dividido da seguinte maneira. A secdo 2 apresenta o problema de
classificacdo. A secdao 3 apresenta os algoritmos AdaBoost e LogitBoost para o caso de
classificacdo em duas classes e em J classes. A secdo 4 apresenta os resuitados obtidos com
simulagdo de dados, e a secdo 5, os resultados com dados reais. A secdo 6 contém

consideracées finais e conclusao.

2. Classificacao

Um procedimento de classificagdo, regra de classificagdo ou classificador é algum método
que (possivelmente de maneira automética) classifique objetos em classes. Em geral, um
procedimento de classificacdo é construido com base na experiéncia passada, e o interesse é
utilizé-lo para classificar novos objetos.

Para definir uma tarefa de classificacdo, considere que temos uma amostra de treinamento
L={x;, y,-}ili ;- onde x; =(x;,1,...,x; ,) € um vetor p-dimensional que contém medicdes feitas no
individuo i, y; € o rétulo de classe do individuo i e N é o tamanho da amostra. Considere que o

ndmero possivel de classes é J, e que estas estdo contidas em um conjunto C ={1,2, ..., J}.
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Além disso, 0 espago de todos os possiveis valores de x é designado por X .

A tarefa de classificacdo consiste em obter uma regra F:j{ —)C: a bartir da amostra L tal
que para cada x € X, F(x)designa uma classe em C . E desejével que o classificador F tenha erro '
pequeno nao somente sobre a amostra L, mas em todo o espaco X. Se definirmos uma medida
de probabilidade P em X xC, podemos definir a medida de erro por pce™ =P(F(X)#Y), a
probabilidade nao condicional de classificaco incorreta {ou taxa de erro}, onde Y é uma varidve!
aleat6ria que assume valores em C . Obviamente, pce™ €[0,7]. Este erro pode ser estimado de

algumas maneiras: usando o préprio conjunto de treinamento, usando um conjunto de dados

independente, chamado de conjunto de teste e ainda usando validagdo cruzada.

A nc
No primeiro caso, a estimativa da taxa de erro para o classificador F, denotada pce (F), é

dada abaixo:
Pl 1‘ N
poe “(F)=—-3 IF(x;)#3)), (1)
=]

onde /()denota a funclo indicadora do evento dentro dos parénteses, isto, vale / se o

argumento é verdadeiro, e 0 se for falso. Esta estimativa--é chamada de- estimativa por

ressubstituicdo Breiman (1984). Como ela usa os mesmos dados que foram usados para estimar
o classificador, em geral a estimativa & otimista. Intuitivamente, é razoavel que nos dados de
treinamento o desempenho seja ligeiramente melhor do que em dados que ndo foram usados na
estimac3o uma vez que o classificador é construido de maneira a minimizar algum critério
relacionado & taxa de erro usando os valores especificos da amostra de treinamento.

Uma maneira de se obter uma estimativa mais honesta da taxa de erro é a estimacdo por
amostra de teste. Esta consiste em dividir o conjunto de dados de treinamento L={x;, y‘-}ﬁi ; em
duas amostras independentes, amostras L;, de tamanho N;, e L,, de tamanho N,. Usamos L,

para construir o classificador F (ou seja, L; é agora a amostra de treinamento) e o testamos na

amostra L,, que funciona agora como amostra de teste (test sample). A estimativa de pce ™ &

entéao
A 1 N
pee ™ e (F)=~— I(F(x;)= ;) 2)
N2 =1
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Uma divisdo sugerida heuristicamente é usar 2/3 dos dados para estimagéo, e 1/3 para
teste. O problema com esta estimativa é que, se o conjunto de dados ndo for muito grande,
perde-se informagdo que poderia ser utilizada na estimagdo do classificador.

A estimacdo da taxa de erro por validagdo cruzada consiste em dividir o conjunto original

de tamanho N em V partes, ou seja, temos L;,L;,...,Ly, cada um com tamanho N, . Para cada

parte v, construa o classificador F M ysando as v—/ partes e teste na restante. Entio 2

estimativa de pce " usando a parte v pode ser calculada por (2), substituindo Ny por Ny,

v=12,..,V e fazendo a soma sobre os casos em N, . Entdo a estimativa de pce " por

validagdo cruzada é dada por

A B 7 V.
peeye (F)== 3 Pecige F). (3)

=1

A comparacio do método apresentado como os métodos tradicionais serd feita tendo

como medida as estimativas das taxas de erro usando amostra-teste.

2.1. A regra de Bayes

A regra de Bayes é o melhor classificador construivel, no sentido de minimizar a perda (5)
definida abaixo. Esta regra s6é pode ser construida quando se sabe a distribuicdo dos dados (o
que ndo ocorre na préatica), mas além de dar contribuicdo tebrica no desenvolvimento de
classificadores, ela é Gtil na comparacdo de classificadores em dados simulados, por fornecer
uma base de referéncia, com uma taxa de erro que é a principio a menor atingivel Ripley (1996).

Denotemos por X o vetor aleatério das varidveis medidas em cada objeto e por ¥ a

vari4vel aleatéria que assume valores em C, ou seja, a classe a que o objeto pertence. Vamos
assumir que o vetor X € R”, ou seja, assumimos que as variaveis s80 todas continuas.
Sejam:
p(xlk) a densidade de X dado Y=k
ap=PF¥ =k
pikx)=P(Y =KX =x) a posteriori da classe k dado X=x.

O objetivo é obter um classificador F:X-C.
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Se- p(x{k) -e-x; séo conhecidos, entdo p(lc{x) pode ser obtido através da férmula de Bayes:

(4)

Seja L(k,l) a perda que se tem por tomar a deciséo /, quando a classe verdadeira é k. Se
os erros de classificacdo sdo homogéneos nas classes, isto é, se uma decisdo errada é
igualmente ruim, independente de em qual classe o objeto foi erroneamente alocado, a seguinte
funcao perda pode ser utilizada:

0 se I =k (decisdo correta)

kD= {J se 1 # k (decisdo errada) )

Quando p(x]k) e m; sdo conhecidos, o melhor classificador, considerando a perda (5), €

dado na proposicao abaixo:

Proposicio 2.1 - A regra de classificacdo que minimiza o risco de Bayes sob a perda (5} é

Fg(X)=k se p(kx)= j=11?2.).(.,J p(jlx) _ (6)

A regra de Bayes diz que se deve alocar um objeto na classe com maior probabilidade a
posteriori. Se duas classes atingem o mesmo valor de p(k‘x) , 0 objeto pode ser alocado em

qualquer uma delas arbitrariamente.
Para a aplicacdo com dados simulados (secdo 4), comparamos o desempenho dos
algoritmos de boosting com os métodos tradicionais, e ainda ao desempenho do classificador de

Bayes, que pode ser construido neste caso especifico.

3. Baosting

QO método conhecido como boosting nasceu na drea de computacdo (de maneira geral, uma
comunidade conhecida pelo nome machine learning, aprendizado de méaquina, numa tradugdo
literal). Dentro dessa comunidade, foi proposto um probiema tedrico chamado de problema de
boosting, que pode ser informalmente exposto da seguinte maneira: "Suponha que existe um

método de classificagdo que é ligeiramente melhor do que uma escolha aleatéria, para qualquer
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distribuicdo em X . Esse método é chamado de weak fearner, ou classificador fraco. A existéncia
‘de um classificador fraco implica na existéncia de um classificador forte (strong learner), com
erro pequeno sobre todo o espago X ?”

Em Estatistica, isso eqiiivale a perguntar se, dado um método razoavel de estimacdo, é
possivel se obter um método préximo de 6timo.

Este problema foi resolvido por Schapire {1990), que apresentou um algoritmo que
transformava um classificador fraco em um forte. A partir de entéo, foram desenvolvidos vérios
algoritmos dentro do contexto de boosting. Um dos mais recentes e bem-sucedidos deles é o
algoritmo conhecido como AdaBoost, apresentado em Freund e Schapire (1997). Este nome vem
de Adaptative Boosting, e é oriundo do fato de que AdaBoost gera em cada passo (de forma
deterministica, mas adaptativa) uma distribuicdo sobre as observacées da amostra, dando maior
peso (maior probabilidade de estar na amostra perturbada) as observacdes classificadas
incorretamente no passo anterior.

Breiman (1998) chamou os algoritmos do tipo boosting, em particular do tipo apresentado
por Freund e Schapire (1997), de arcing, um acrénimo para Adaptatively Resampling and
Combining. Breiman também criou um algoritmo do tipo arcing, que mostrou ter desempenho tdo
bom quanto AdaBoost. Isso mostrou que o funcionamento do algoritmo AdaBoost nao estava
relacionado diretamente 3 sua forma especifica, e que existia uma classe de algoritmos que
operava daquela maneira. Friedman, Hastie e Tibshirani (2000) mudaram totalmente o0 modo
como boosting é visto, pelo menos na comunidade estatistica. Eles colocaram boosting como um
ajuste de um modelo aditivo na escala logistica, usando méaxima verossimilhanca da Bernoulli
como critério. Ademais, sugeriram uma aproximacao mais direta, o que levou ao algoritmo
LogitBoost, um algoritmo para ajustar uma regressdo logistica aditiva que déa resultados
praticamente idénticos -ao AdaBoost de Freund e Schapire.

Mais recentemente, notou-se que, se um algoritmo de boosting for executado por um
tempo (nimero de iteracGes) muito grande, da ordem de dezenas de milhares, isso ocasionara
overfitting. Friedman, Hastie e Tibshirani (2000) ddo um exemplo em que isso ocorre. Algumas
abordagens para este problema foram tentadas Jiang {2000a) mostrou que, sob certas condi¢des
de regularidade, o algoritmo AdaBoost é consistente em processo (process consistent), no
sentido de que, durante o treinamento, ele gera uma seqiiéncia de classificadores com efro que
converge para o erro do classificador (regra) de Bayes. Lugosi e Vayatis (2004) mostraram um

resultado importante de consisténcia para algoritmos de boosting com regularizacdo.
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- Apresentamos, . primeiramente duas versdes do algoritmo AdaBoost e o algoritmo
LogitBoost no caso em que existem J=2 classes. Apos isso, mostramos 0 caso em que hé

J > 2 classes.

3.1. Caso de duas classes

O algoritmo, discreto pode ser descrito da seguinte maneira. Considere o conjunto

L=(x3,¥1),....(Xx,¥x), onde as classes estdo rotuladas {-1,1} .

Defina F(x) =Z¢4 ¢mfm(X), onde f, € um classificador-base que retorna valores {-11},

os valores ¢,, sao constantes e a predicdo correspondente € o sinal de F(x), ou seja, sign(F(x)).
O algoritmo AdaBoost ajusta classificadores-base f,, em amostras reponderadas do conjunto de

treinamento, dando maior peso, ou ponderacdo aos casos que sao classificados erroneamente.
Os pesos sao ajustados, adptativamente, em cada iteragdo, e o classificador final é uma

combinacao linear dos classificadores f,,.

Algoritmo 3.1 (AdaBoost discreto)

1. Inicialize os pesos w; =1/N,i=12,...,N
2. Repitapara m=12,.... M :

(a} Ajuste o classificador f,(x)e{~1,1} usando os pesos w; nos dados de treinamento
N
(b] Calcute &y = EylLiyef pl=F D w0 = fu (i),

em=log((I~£p)/ &m)

fc) Faca w; «w; exp[c,,,l( Vi fm(xi»]’i =12,...,N e renormalize para que Zi w; =1

3. Saia com o classificador final sign (F(x))= sign (Z’A::] CmSm (x))

No algoritmo acima, E, representa a média ponderada (esperanca no conjunto de
treinamento) com pesos w=(w,,...,wy). Em cada iteracdo m, os &, sao calculados com base
no vetor de pesos w e no acerto do classificador-base f,,. Nos algoritmos de boosting, os

classificadores base sdo ajustados da maneira usual com que seriam ajustados se fossem usados
normalmente, mas os dados com que eles s3o ajustados {os dados de treinamento) sdo gerados,

a principio, de uma distribuigio de probabilidade baseado nos pesos w (na maioria dos
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algoritmos ndo hd a amostragem aleatéria em si; os pesos sdo incorporados diretamente no
algoritmo).

Outra versdo do algoritmo AdaBoost é o AdaBoost real, onde o classificador-base f;; € um
classificador que retorna a estimativa p,,(x) = ﬁw(y = I}X) elo,i].

O algoritmo usa essas estimativas para construir as contribuicées reais f,,(3).

Algoritmo 3.2 (AdaBoost real)

1. Inicialize os pesos w; =1f{N,i=12,...,N
2. Repitapara m=12,....M:
fa) Ajuste o classificador para se obter uma estimativa de probalidade de classe
Pm(x)= I",, (¥y= le) €{0,I} usando os pesas w; nos dadas de treinamento

(b) Faga [y, =Llog pp(® /I -pp(xeR,

(c) Faca w; « w; exp[—y; fm(X;)],i=12,...,N e renormalize para que Zi w; =1

3. Saia com o classificador final sign (Z”MP I (x))

A seguir apresentamos o algoritmo LogitBoost, um algoritmo de boosting desenvolvido por
Friedman, Hastie e Tibshirani (2000), o qual é baseado num modelo logistico aditivo. Neste

algoritmo, a resposta y* =y7+] é um valor em {0, 1}.

Algoritmo 3.3 (LogitBoost)

1. Inicialize os pesos w; =1/N,i=12,...,N,F(x)=0 e estimativas de probabilidades p(x;)= % .
2. Repita para m=12,....M:
= yi‘ - p(x;)
{a) Calcule ' p(x;)1-p(x;))

w; = p(x; X1 - p(x;))

(b} Ajuste a funcédo classificador f,,(x) fazendo a regresséo de z; em x; por minimos

quadrados ponderados usando os pesos w;
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(c) Atualize F(x) < F®)+Lfp(®) e px) & (" ®)/(F® +¢7F)

M
3. Saia com o classificador final sign{F(x))= sfgn(zmzi Coufm (x)]

3.2. Caso de J classes
No caso de J classes, considere J respostas y j para o problema de J classes, cada uma
assumindo valores em {-11}, ou seja, para cada objeto i, h4 J respostas Yy que identificam se

o objeto pertence & classe j (y;=I) ou ndo (y; =-I). As classes sdo consideradas auto-

exclusivas.
As versdes para J classes do AdaBoost (AdaBoost MH) e LogitBoost {Logit-Boost.MH) sao
apresentadas em Friedman, Hastie e Tibshirani (2000}).

Algoritmo 3.4 (AdaBoost.NH)

- -Expanda-as N observacdes originais em NxJ pares dados por :
((Xi,l),y;']),((Xj,Z),ij),.,.,«Xj,J),yﬂ),i=1,...,N, A resposta Yy € a resposta para a

classe j, observagso i.

2 Execute o algoritmo AdaBoost Real no conjuntoe aumentado, produzindo uma funcéo
F:Xx(L..., ) R; F(x,}=X, fn&)).
3. Saia com o classificador argmax i F(x ).

Na prética, a implementacéo deste algoritmo envolve executar o algoritmo Ada-Boost Real
em J conjuntos de dados. No jfésimo conjunto de dados, as respostas usadas devem ser

Yy, i=1L...,N. Isso é equivalente a executar J processos de classificacdo, onde em cada um

deles ajusta-se um modelo de uma classe contra as outras. Os classificadores resultantes sdo

F(x,j), paraj=1, 2, .., J. Para classificar um objeto representado pelo vetor x, toma-se a classe

cujo classificador assume o maior valor, ou seja, 0 argumento que maximiza as F(x,j) em J.

Para apresentar o algoritmo LogitBoost para J classes, definiremos a transformacéo
logistica simétrica multipla.
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Definicio 3.1- Para um problema de classificacdo em J classes, seja p;(x)=P(y; =I]x).

Definimos a transformacdo logistica simétrica multipla por

J
I
Fi(®)=log p; (x)= _log p; (x). 7
k=1
Equivalentemente,
eF j (X) J
p;(®= D Fi(x)=0. (8)

J F@x’
Zk:lek() —

A seguir apresentamos o algoritmo LogitBoost para J classes, que é uma generalizagédo

natural do LogitBoost para duas classes.

Algoritmo 3.5 (LogitBoost (J classes))
1. Inicialize os pesos wy =I/N,i=12,...,N, j=1,...,J, Fj(x)=0 e estimativas de
probabilidades p ;(x;)= § Vj

2. Repita para m=12,...,.M :
{a) Repita para j=1,...,J:
i, Calcule

s = y;j—,pj(xi)
Y Pi(x: )~ p;(x;))

Wy = pj(xi)(l_pj (x;))

ii. Ajuste a fungdo f,;(x) fazendo a regressdo de z; em x; por minimos

quadradas ponderados usando as pesos wj

(bl Faga fy;(X) <« JJ:’—(/,,,,« (x)—%ZLI Lok (x)), e atualize F;(x) < F;(X)+ f5; (x)

c) Atualize p ;(x) via (8}

3. Saia caom a classificador final argmax i Fj (x)
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3.3. 0 que Boosting faz -

Os algoritmos de boosting ajustam modelos aditivos através da otimizacdo de um critério,
ou funcional de custo. Cada base da expansa@o é um classificador simples que pode ser escolhido
pelo usuério. Comparando com um modelo de regressdo logistica, por exemplo, o critério

utilizado é a verossimilhanca da binomial, e o0 modelo aditivo é linear. No algoritmo AdaBoost

discreto, pode-se mostrar que o critério que estd sendo otimizado é R quantidade yF(x)

é negativa se, e somente se, o classificador F errou a predicdo de y. O critério e VF(® é,
portanto, um funcional de custo suave baseado na medida yF(x). A razdo para utilizar um

funcional deste tipo é a tratabilidade maternatica. Ainda é possivel mostrar que esse critério é
uma aproximagao da log-verossimilhanca da binomial,

Existem muitos algoritmos de boosting disponiveis, que utilizam funcionais de custo
diferentes e métodos diferentes de otimizacdo. O algoritmo LogitBoost, por exemplo, otimiza a
log-verossimilhanca da binomial através de um algoritmo do tipo Newton-Rhapson. A
interpretacd@o desses algoritmos € clara: eles sdo combinacées lineares de classificadores simples,
os quais sdo construidos de maneira a dar mais peso aos erros cometidos. Métodos lineares,
contudo, ndo sdo beneficiados por boosting Breiman (1998). Isso ocorre- porque-os métodos-
lineares sdo estaveis, no sentido de que pequenas pertubagdes nos dados ndo produzem grandes
pertubacdes nos classificadores gerados, e, portanto, o método de boosting, quando aplicado a
esses meétodos, apenas combina viérios classificadores muito parecidos, produzindo um

classificador final muito parecido ao original.

4. Simulacéao

Nesta secdo damos um exemplo de aplicagd@io do algoritmo AdaBoost Real em um conjunto
de dados simulados, descrito em Breiman (1998} (conjunto denominado three-norm).

Os dados possuem duas classes e sdo gerados da seguinte maneira: os dados da classe 1

séo gerados com probabilidade -§ de uma distribuicdo normal multivariada com média (@, q, ...a), e

com probabilidade —é— de uma distribuicdo normal com média (-a-a, ...,-a), com matrizes de

variéncia identidades nos dois casos, com a=2/ (20)1/2 . Os dados da classe 2 sdo gerados de

uma distribuigdo normal mul-tivariada com média (a,-¢, ¢-a...., a) e matriz de varidncia identidade.
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O vetor de variaveis explanatdrias tem 20 varidveis. Foram simulados 1000 valores para amostra
de treinamento e 1000 valores para amostra de teste. Executamos os algoritmos AdaBoost Real
e LogitBoost, com o niumero de iteracSes variando de 1 a 500, de 256 em 25. Todo o
procedimento (simulagdo dos dados e execugdo dos algoritmos) foi executado 100 vezes, e
foram calculadas as estimativas das taxas de erro para cada nimero de iteragbes como uma
média das taxas de erro no conjunto de teste nas 100 repetigbes. Os modelos baseados no
algoritmo AdaBoost Real foram ajustados usando-se o software R versdo 1.7.1, com o pacote
gbm. Os classificadores-base utilizados nesta implementacdo sdo arvores de classificag@o. Os
modelos baseados no algoritmo LogitBoost foram implementados no mesmo software. Para
efeito de comparacao, foram ajustados modelos tradicionais de classificagdo, a saber, regressao
logistica e andlise discriminante linear. Os modelos foram ajustados sem selec@o de varidveis.
Para o ajuste desses modelos foi utilizado o software SAS versdo V8. Ambos os modelos foram
ajustados em cada uma das amostras, em cada uma das 100 iteragGes. As taxas de erro em

amostras-teste foram calculadas em cada iteracdo, e foi utilizada a taxa de erro média para

comparacao.
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a4
— AdaBoost Teste
—— LogitBoost
- = Regrassdo Logistica
0.35 -—- Andlise Discriminante
---- Regra da Bayes
03
025
2
I}
34 02
2
B N e e e o o - = ——— ——
015 — — — — e
0.1 #_ ..................................................................................................
0.05 -
c [l L 1 - 1 - I 1 i N ]
4] 50 no 160 200 250 300 30 400 450 800

Niimero de Heagbes

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 64, n. 221, p.25-41, jan.jjun. 2003



O.Grafico 1 sumariza os resultados obtidos. A linha pontilhada mais abaixo, paralela ao
eixo das abscissas, representa o erro do classificador de Bayes, que neste exemplo ¢ de 0, 105.
Esta ¢, a principio, a menor taxa de erro atingivel. Todas as outras linhas representam taxas de
erro médias estimadas usando amostras-teste. A linha tracejada representa a taxa de erro média
dos modelos de regressdo logistica. A linha de tracos e pontos representa a taxa de erro média
dos modelos de andlise discriminante linear. A linha sélida representa a taxa de erro média dos
modelos construidos pelo algoritmo AdaBoost, de acordo com o numero de fungGes. Note que
esta taxa de erro atinge 3 estabilidade apds, aproximadamente, 75 iteracdes (no de funcdes) do
algoritmo. A linha sélida com pontos sobrepostos representa a taxa de erro média do algoritmo
LogitBoost.

Nota-se, através do grafico, que o desempenho do algoritmo AdaBoost é superior ao dos
métodos regressdo logistica e andlise discriminante linear. No caso da anélise discriminante
linear, o ganho é bem maior, e no caso da regresséo logistica, a diferenca n&o & tao grande, mas
o AdaBoost ainda é melhor. O algoritmo LogitBoost é ainda ligeiramente superior ao algoritmo
AdaBoost.

Uma questdo de interesse pratico é o critério de parada para o algoritmo. Na maioria das
vezes, executar o algoritmo por centenas de-iteracSes-ndo-iré-causar-overfitting. Esse problema
s6 surge, em geral, com numeros de iterages muito maiores, da ordem de milhares. Assim, se
for utilizada uma amostra-teste, pode-se parar o algoritmo quando o erro na amostra-teste atinge
um patamar de estabilidade.

Se ndo houver amostra-teste disponivel, pode-se usar validagdo cruzada e parar quando a
estimativa do erro por validacdo cruzada deixar de cair. Para evitar este tipo de critério, pode-se
usar algoritmos de boosting regularizados. Estes algoritmos baseiam-se em otimizar funcionais de
custo adicionados de um termo de penalizacdo. Referéncias para algoritmos deste tipo sdo
Mason {1999), Jiang {2000b), Evgenious (2002).

5. Aplicacdao em dados reais

A aplicagio em dados reais deste trabalho foi feita em dados de uma rede de lojas de
varejo. O problema consiste em classificar clientes em grupos que definem seus perfis. Cada
cliente pode pertencer a um de dez grupos. O conjunto de dados possui, para cada cliente,
observacOes em varidveis de interesse, assim como a classe (grupo) correspondente. O conjunto
original continha 184 varidveis de vérios tipos. Foram excluidas 14 varidveis que ou n&o se

encaixavam no tipo de varidvel que pudesse ser utilizada pelo algoritmo de boosting, ou que
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tivessem muitos dados faltantes (na implementacdo de boosting usada, s6 € possivel utilizar
varidveis continuas, de maneira que -excluimos as varidveis de qualquer outro tipo). O tamanho
da base original era de aproximadamente meio milhdo de clientes. Desta base foi selecionada
uma amostra aleat6ria simples de tamanho aproximadamente 50 000. Esta amostra foi dividida
em duas: uma de tamanho aproximadamente 34 000, para treinamento, e outra, de tamanho
aproximadamente 16 000, para teste.

Utilizando a amostra de treinamento, ajustamos inicialmente modelos de analise
discriminante linear e quadratica. A andlise discriminante linear foi superior & quadrética, de
maneira que s reportamos os resultados para a linear. Com este mesmo conjunto de dados de
treinamento, aplicamos o algoritmo 3.4, AdaBoost.MH, variando o ndmero de funcdes de 25 a
400 e calculando, para cada passo, a estimativa da taxa de erro na amostra-teste. A partir de
300 funcdes ndo houve melhora nesta taxa. Os modelos foram ajustados seguindo as mesmas

consideracoes da secdo 4.

Os resultados obtidos estdo dispostos na Tabela 1.

Tabela 1 - Taxas de erro estimadas com amostra-teste

Método Taxa de Erro (Teste)
Andlise Discriminante Linear 0,1549
AdaBoost com 25 fungao 0,1210
AdaBoost com 50 funcdes 0,0991
AdaBoost com 75 fungbes 0,0880
AdaBoost com 100 fungOes 0,0802
AdaBoost com 200 fungdes 0,0712
AdaBoast com 300 fungGes 0,0662
AdaBoost com 400 funcdes 0,0662

Como a tabela evidencia, o algoritmo AdaBoost foi bastante superior ac método tradicional
de andlise discriminante linear. Com uma combinacdo de apenas 25 iteragoes, essa superioridade
ja é evidente, e com 300 iteragGes, a melhora é notével.

Aumentar o nimero de iteracbes acima de 300 ndo trouxe melhora, de maneira que um
modelo final poderia conter este niimero de funcdes. O método de andlise discriminante supde
distribuicdes a priori normais, e produz uma fronteira de decisdo linear. A superioridade dos

métodos de boosting se deve & sua capacidade de aproximar funcGes mais complexas, e,

portanto, produzir fronteiras de decis@o que proporcionam classificadores mais poderosos.
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O custo computacional de executar o algoritmo eAdangst».MH num conjunto de dados

razoavelmente grande e complexo como este nao foi muito superior ao custo computacional de

executar o modelo de andlise discriminante. O ganho obtido em precisdo, ndo obstante, foi
substancial. De fato, com poucas iteractes, 0 custo computacional do AdaBoost é muito similar
ao de Anélise Discriminante. Conforme o ndmero de fungGes cresce, entretanto, ¢ custo

computacional aumenta.

6. Consideracdes finais

Apresentamos uma metodologia pouco conhecida na comunidade estatica em geral e, em
especial, no Brasil. Nas aplicacées apresentadas, esta metodologia, chamada boosting e
apresentada em dois algoritmos diferentes, AdaBoost e Logit-Boost, apresentou resultados muito
bons em comparacdo aos métodos estatisticos tradicionais, como regresséo logistica e anélise
discriminante. Boosting pode ser implementado, faciimente, a partir de um classificador razoével,
transformando-o em um comit8 de classificacdo com desempenho muito superior ao classificador
original. Seu custo computacional ndo & elevado, apesar de ser superior ao dos métodos
tradicionais, e o método pode lidar com grandes quantidades de informacdo, o que é o caso em
muitas aplicacbes atuais.

A utilizacdo de metodologias modernas e eficientes, como boosting, pode trazer muitos

beneficios em diversas dreas onde o problema de classificacdo aparece.
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Abstract
The traditional statistical methods used in classification are, basically, logistic regression

and discriminant analysis. Recently, other methods have been used in applications, e.g.,
classification trees and neural networks. The traditional methods are computationally cheap, but
lack flexibility, while methods such as neural networks are flexible, but computationally
expensive and complicated. The method presented in this work, boosting, combines simple base
classifiers, increasing at each step the weights of the observations that were previously
misclassified.

This work presents the method of boosting, as well as two applications. One is on
simulated data, and the other on real data. The real-data application consists of classifying
clients of a retail store into previously defined groups, which define the clients’ profiles. The
results obtained with boosting in both applications are compared to the results of the traditional
methods.
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Resumo

Um problema em quase todas as édreas da pesquisa cientifica é a estimacdo pontual de
parametros de uma distribuicdo de probabilidade. Um método muito utilizado para tal estimacéo é
o Método de Méxima Verossimilhanca. Este método consiste na maximizacio da funcio de
verossimilhanca. Isto geralmente é feito pela diferenciacdo do logaritmo desta funcdo com
relagdo a um parametro /. No entanto, em muitas situacbes reais é necessario resolver esta
funcéo através de métodos iterativos, principalmente quando a dimensfio do espaco de
parametros é grande. Neste caso, algumas dificuldades em relac8o a utilizacdo destes métodos
podem ser citadas: necessidade de derivar o logaritmo da funcdo de verossimilhanga, grande
mimero de parametros, etc. Portanto, o objetivo deste trabalho é utilizar Algoritmos Genéticos
simples - AGs para a estimacio pontual de parametros de distribuicbes de probabilidade. Umé
das vantagens dos AGs é que as derivadas do logaritmo da funcio de verossimilhanca néo
necessitam ser calculadas.
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distribuicbes de probabilidade.
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1. Introducéao e objetivo

Um problema em quase todas as areas da pesquisa cientffica € a estimagéo pontual de
parametros de uma distribuicdo de probabilidade (modelo estatistico) relacionada a um conjunto
de dados experimentais. Um método muito utilizado para tal estimagéo é o Método de Méaxima
Verossimilhanca, que consiste na maximizacdo da funcdo de verossimithanca KALBFLEISCH
(1985). O principio da verossimithanga afirma que devemos escolher aquele valor do pardmetro
desconhecido que maximiza a probabilidade de obter a amostra particular observada, ou seja, o
valor que torna aquela amostra a “mais provéavel”. O uso desse principio conduz a um método de
estimacdo pelo qual se obtém os chamados estimadores de méaxima verossimilhangca MORETIN,
BUSSAB (2003). Para obter estes estimadores, em geral, requerem-se calculos de derivadas, que
em muitas situagdes reais sdo de dificil resolugdo analitica, recorre-se entdo a aplicacdo de
métodos de otimizacdo ndo convencionais para a estimagdo destes pardmetros. Um destes
métodos podem ser os Algoritmos Genéticos simples.

Algoritmos Genéticos simples - AGs sdo métodos de busca estocastica baseados no
processo de selecd@o natural das espécies. A idéia é a evolucdo de uma populacdo de individuos,
ao ambiente a que ela estad submetida, GEN e CHENG (1996).

Os AGs foram inicialmente desenvolvidos por John Holland, em 1975, porém quem os
popularizou foi um dos seus alunos, GOLDBERG (1989). Os objetivos destes pesquisadores
foram investigar e projetar sistemas artificiais, andlogos aos mecanismos naturais das espécies.

Basicamente, os Algoritmos Genéticos transformam uma populagao de individuos, cada um
com um valor associado de adaptabilidade, chamado de aptiddo, numa nova geragdo de
individuos usando os principios Darwianos de reproducdo e sobrevivéncia dos mais aptos, pela
aplicacado de operagdes genéticas tais como recombinagdo e mutacdo, DA SILVA (2002).

Portanto, o objetivo deste trabalho é utilizar os AGs para a estimacdo pontual de
parametros de distribui¢es de probabilidade e investigar a adequacédo de tal técnica no problema
em questdo. Trés estudos de caso foram considerados, o primeiro apresenta uma distribuicdo de
probabilidade exponencial, do qual sua solugdo analitica é conhecida. J4 no segundo e terceiro
caso a distribuicdo de probabilidade Weibull e de Birnbaum-Saunders foram consideradas, nas
quais somente suas solugGes numéricas sdo conhecidas. Estas solugdes serviram de referéncia

para serem comparadas com as solucdes produzidas pelos AGs como forma de validar e verificar

a técnica.
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A utilizagdo dos AGs, na estimacdo pontual de pardmetros de distribuicdes de
'probabilidades ¢ justificada por vérias vantagens, que sdo descritas sucintamente a seguir:

s otimizacdo de problemas com muitas varidveis e um espaco de solugdo de dimensé&o
elevada;

¢ ndoc héd necessidade de se calcular derivadas do logaritmo da fungdo de
verossimilhanca;

s sdo versateis, no sentido que o mecanismo de evolucdo é separado da representacédo
particular do problema considerado;

e sdo resistentes aos 6timos locais;

s varrem todo espaco de busca; €

¢ adaptam-se bem a computadores paralelos.

Desta forma, os AGs vém se tornando uma das técnicas computacionais mais robustas e
poderosas em todas as areas do conhecimento. Descricbes detalhadas da sistemética desta
técnica a das vantagens apresentadas podem ser encontradas em literaturas especializadas como
os livros texto de GOLDBERG (1989), MICHALEWICZ (1992} e GEN e CHENG (1996). Além
disso, atualmente existem diversos trabalhos publicados em que os Algoritmos Genéticos sdo
aplicados a problemas estatisticos classicos e bayesianos, destacando a seguinte literatura:
KNAN, et al. (2002), PITTMAN, MURTHY (2000), PELIKAN, et al. {(1999), PETROVSKI, et al.,
(1998}, CHATTERJE, et al. (1996).

2. Fundamentacdo tedrica

2.1. Estimadores de maxima verossimilhanca

Um dos melhores métodos para obter estimadores pontuais de um pardmetro é o método
da méxima verossimithanga. O estimador de méaxima verossimilhanga (EMV) de um parametro 8

é o valor de @ que maximiza a fungdo de verossimilhanca L(6) dada pela seguinte equacdo:

L@)=[110:.9) )

i=l
onde f(y;,0) é a funcdo densidade de probabilidade discreta ou continua. Observe que f(;,6)

pode ter mais de um parametro, CORDEIRO (1992).
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O EMV de & é usuaimente «denotadopor»‘.é, sendo_baseado em uma amostra aleatéria
V1,Y2.2¥n. geraimente representada por E. Assim, o estimador do pardmetro & (§) que

methor explica os dados E, é o valor de # que maximiza a probabilidade dos £ sob o modelo
estatistico ENGINEERING STATISTICS HANDBOOK {2002}.

Observe que L(#) s@o produtos de termos, o que facilita para trabalhar com logaritmos,
pois o logaritmo do produto & a soma do logaritmo dos fatores. Assim o logaritmo da funcdo de
verossimilhanca é naturalmente o logaritmo de 1(#), isto é:

1(8) =1n[ L(6)] . {2}

Assim, o valor de # que maximiza L(#) do mesmo modo maximiza a /(¢) . Cabe destacar
que, na pratica, em geral, é mais facil trabalhar com o logaritmo da funcdo de verossimilhanca.
Assim o EMV @ & o valor de & que maximiza o logaritmo da funcdo de verossimilhanca.

Portanto, para o célculo de 8, 6 necessério maximizar /(@) para todos os possiveis valores

de 8. Isto geralmente é feito pela diferenciacdo do /(@) com relagdo a ¢. Fazendo a derivada
igual a zero, encontrass 0.

A equacdo (2) em alguns casos especiais pode ser resolvida algebricamente e o valor de é
pode ser obtido diretamente da formulacdo. No entanto, em muitas situagbes é necessédrio
resolver esta fungdo através de métodos iterativos ou métodos numéricos cléssicos. Os métodos
iterativos de célculo dos EMV, sdo bastante utilizados na prética e, em geral, mostram-se
imprescindiveis quando a dimensdc do espaco de par8metros € grande, CORDEIRO (1992),
Porém, algumas dificuldades em relacBo 3 utilizac3o destes métodos podem ser citadas:

necessidade de derivar /(8), grande nimero de parametros e necessidade da verificagdo de

convergéncia. Além disso, os métodos numéricos cléssicos podem ndo garantir a obtengdo do
6timo global. Portanto, para minimizar e/ou evitar estas dificuidades, podemos utilizar os

métodos evoluciondrios conhecidos como AGs.

2.2, Fundamentos dos Algoritmos Généticos simples - AGs

Os Ags possuem védrios elementos que os caracterizam. Essas caracteristicas podem ser
utilizadas baseando-se em diferentes especificagdes, dependendo do problema a ser tratado.
Nesta secdio sdo descritos sucintamente alguns conceitos relacionados com os AGs, a fim de
facilitar 0 entendimento deste trabatho.
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2.2.1. Populacédo inicial

Um Algoritmo Genético comeca com uma populacdo inicial de individuos com as
caracteristicas representadas pelos cromossomos. O cromossomo é um vetor unidimensional
{string) cujos valores (varidveis de decisdo) representam caracteristicas (genes) da possivel
solugdo do problema e podem ser codificadas através da representacdo binaria ou real, entre
outras. A codificacdo depende do problema que esta sendo tratado, por exemplo, em problemas
combinatoriais a codificacdo mais apropriada é a binéria. J4 em problemas que contemplam
fungbes continuas, a codificacdo real é a mais adequada. A partir dessa escolha inicial, os
vetores solugbes (individuos) sdo gerados aleatoriamente através de rotinas computacionais
existentes nos compiladores. Cabe observar que se uma pequena populacdo for gerada, alguns
locais no espaco de busca podemn ndo estar sendo representados.

Os AGs diferem das técnicas de busca convencionais, pois iniciam o procedimento
computacional gerando um conjunto inicial de solugdes possiveis aleatoriamente. Este conjunto é
denominado “populacdo” (Figura 1). Vérios conjuntos de solucdes {populacdes) sdo produzidos
ao longo do processo iterativo. Cada vetor-solugdo (individuo} pertencente a estes conjuntos
{(populacdo), intuitivamente denominado “cromossomo”, constitui uma representacdo completa
da solugdo para o problema. Estes cromossomos tendem a evoluir-se gradativamente através de
sucessivas iteracdes, produzindo novas “geragbes” de individuos melhores, em termos de uma

funcdo de aptiddo, esta funcédo sera definida na Segédo 2.2.2.

Figura 1- Representaciio da populacio com seus individuos (cromossomos)

Inicializa

Populacae N},
[HRiRLTE ZHiEl.. 1 & HiHL
Cromossomo 1 Cromossomo 2 Cromossomo N,

2.2.2. Fungédo de aptidao

A avaliacdo da populacdo é realizada pela funcdo de aptidao, que representa uma medida

que avalia o vetor-solucdo (a qualidade de cada individuo na populacdo) durante o processo de
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evolucdo. Seu valor servird como referéncia (qualidade da resposta) na classificacéo dessas
solucdes, indicando a chance de alguns vetores solucdo estarem presentes na populacao da
préxima geracdo. A classificagdo pode ser feita através de uma ordenacdo das solugSes de forma
decrescente ou crescente em relacio 3s suas aptiddes, representando, respectivamente, o
problema de maximizagdo ou minimizagdo. Assim, para problemas de otimizagdo a fungao de
aptiddo esta intimamente ligada & fungdo objetivo DA SILVA {2002). Uma funcdo-objetivo & um
modelo matemético que precisa ser maximizado ou minimizado, considerando um numero finito
de restricbes ou condicdes SIERKSMA (1996). Porém, os valores da funcdo-objetivo nem sempre
sdo adequados para serem utilizados como valores de aptiddo. Pois, a fungé@o-objetivo pode
fornecer valores negativos ou fornecer valores muito proximos entre os individuos presentes na
populacdo. No caso de valores negativos, alguns métodos de selecdo ndo funcionam, por
exemplo, o Roda Roleta. Em se tratando de valores muito préximos entre os individuos
pertencentes & populacdo, aumenta-se a possibilidade de uma solucdo ruim se encontrar na
préxima geracdo. Com isso, deve-se buscar outro procedimento de selecdo, por exemplo, selecao

por torneio ou aplicar algum procedimento de parametrizacdo dado pela equacéo (3):

Je=. s (3)

onde N, é o tamanho da populacéo e k € o indice do cromossomo na populacdo. O tamanho da

populacdo indica o nimero de individuos em cada populagdo, normalmente constante durante a
evolugdo.

No método de Ordenamento Linear BAKER (1987) a aptidao é dada pela equacao {4):

_ [ Np—k
& =Min+(Max —Min N 7 (4)
P

onde k é o indice do cromossomo na populagdo em ordem decrescente do valor da funcdo
objetivo. Vale notar que deste modo a aptiddao representa o numero de filhos esperados do
cromossomo e Max — Min representa uma grande possibilidade de selecdo (razdo entre a maior

Smax

aptiddo e aptiddao média, 7 ).

2.2.3. Selecdo
© processo de selecio baseia-se no principio de sobrevivéncia dos melhores individuos.
Nesse processo, os individuos com melhor aptiddo tém maior probabilidade de serem escolhidos

para reproducd@o ou cruzamento. Em contrapartida, os individuos com baixa aptiddo podem néo
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ser considerados para reproducéo, conforme a pressdo de selecdo do esquema utilizado DA
, SILVA (2002). Assim, o objetivo da selec@o é escolher os individuos gue servirdo de base (pais)
para o processo de reproducdo. Existem vérias formas de efetuar a selecdo, podendo-se citar a
selecdo por posicdo (rank), selecdo proporcional & aptiddo (roulette wheel), selecdo por torneio
dentre outras, LEMONGE (1999),

O método classico proposto por Holland {1975), denominado selecdo proporcional ou roda
roleta, tem como idéia bésica determinar a probabilidade de selecdo para cada cromossomo

proporcionalmente ao seu valor de aptiddo. Para cada cromossomo k com avaliacdo f;, onde a

probabilidade de selego P, pode ser calculada conforme a equac@o (5).

Sk

Np
D h

k=}

D=
(5)

2.2.4. Cruzamento {crossover) e mutacéio

O processo de selecdo nado introduz novos individuos na populagdo, apenas os chamados
genitores, que servirdo como “pais” para a nova geracéo, composta pelos “filhos”.

E na etapa de reproducdo na qual o algoritmo tenta criar novas e melhores solugdes
(individuos mais aptos). Para isso, operadores genéticos sdo utilizados. Os principais sdo os
operadores de Crossover ¢ Mutacdo, descritos resumidamente a seguir, DA SILVA (2002).

O operador cruzamento ou recombinagao é aplicado em pares de cromossomos retirados
da populacdo, para gerar seus descendentes. Cada um dos cromossomos pais tem sua cadeia de
dados secionada em uma posicao aleatdria, produzindo dois novos individuos (pares). Segundo
DEJONG (1975) deve-se escolher uma probabilidade de cruzamento igual para cada par, em geral
entre 0,6 a 0,9.

Vérias técnicas de recombinacdo sado propostas na literatura, cruzamento uniforme,
cruzamento médio, cruzamento baseado na média geométrica, cruzamento BLX —~ a (Blended
crossover), cruzamento simples, cruzamento aritmético e cruzamento linear. Maiores detalhes
podem ser obtidos em DEB (2001).

O operador de mutacdo € necesséario para a introducdo e manutencdo da diversidade
genética entre os novos individuos na populacdo. Ele fornece, assim, meios para a introdugéo de
novos individuos ou elementos na populacdo, assegurando que a probabilidade de se chegar a
qualquer ponto do espa¢o de busca seja zero, com o intuito de tentar contornar o problema de
étimos locais, DA SILVA {2002). Este operador é utilizado ap6s a aplicacdo dos operadores de
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recombinacdo. No _caso de codificagdo bindria, o operador de mutacao efetua uma troca
aleatoriamente no bit, de 1 para O ou de O para 1, na codificacédo real a troca aleatona respeia
os limites de cada variavel de decisdo. Mutacdo uniforme, mutac¢do ndo-uniforme e mutacdo de
deslocamento sao algumas das técnicas de mutac@o propostas na literatura DEB (2001).

0 operador de mutagdo ¢ aplicado aos individuos com uma probabilidade dada pela taxa de
mutacdo. Geralmente se utiliza uma taxa de mutacéo pequena (como na genética natural), pois a
mutacdo é um operador genético secundério, DA SILVA (2002).

Os operadores genéticos acima descritos sdo os fatores responséveis pela evolugdo dos
AGs e tém como finalidade principal a obtencdo de conjuntos de solugdes melhores (populagdes)
através de sucessivas iteracdes (geracdes). GOLDBERG (1989) estudando tais operadores, afirma
que através do processo iterativo podem-se perder informacdes (caracteristicas) relativas a
solucdo o6tima, desta forma o operador de mutagdo faz com que estas informacbes sejam

novamente incorporadas no processo de busca.

2.2.5. Geragbes seguintes

Peterminada-a-primeira geracao, o procedimento se repete até que o critério de parada seja
satisfeito. Normalmente, o critério de parada considera a convergéncia e nimero de gerac@o.
Quando uma dessas condictes »for satisfeita, tem-se a populagéo final, que é o conjunto de
possiveis solugbes do sistema. A convergéncia consiste em verificar a proximidade da aptidao
com um valor esperado. Fica a cargo do usuério estabelecer um limite entre o valor esperado e o
valor de parada. Como alternativa ao teste de convergéncia, é estabelecido também um ntimero
méaximo de geragbes que possam ser produzidas. Essa estratégia é utilizada como meio de
garantir que o algoritmo n&o fique executando por um tempo muito longo, j& que ndo se sabe
quando ele ird (e se ird} convergir, DA SILVA (2002).

2.2.6. implementacéo e aplicacdo dos AGs

Diversas s3o as possibilidades de implementacéo e aplicacdo dos AGs. Geralmente, os AGs

seguem o procedimento apresentado ha Figura 2.
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Figura 2 - Processo esquemtico geral dos Algoritmos Genéticos convencionais - AGs

Geragio
Aleaidria

l .,

EElE EEEE. BRI —

Cromessomo 1 Cromessamo 2 Cramossamo N,

v 4 -

Avaliagio Avaliacio Avaliagio

T

1}
l fl(‘h”!."""n) l ] f;(x,,x-;,...,x.) I l?p(xhxl,'«sxa) |

-

Selech -

L J

h

Recombinatio

2.2.7. Tipos de algoritmos genéticos simples - AGs

Os AGs bodem ser classificados em: geracional, geracional elitista e estacionério (steady
state). Nos AGs geracionais, todas as solugdes sao avaliadas (fungGes de aptidao) e substituidas
a cada iteracdo (geracdo). Nos AGs geracionais elitista, a2 estratégia de evolucdo do método
garante que as melhores solugbes de cada geragdo sejam preservadas para compor a préxima

geragdo. Nos AGs estaciondrios (steady state), algumas solugdes (por exemplo, duas solugdes)
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-sdio geradas inicialmente a mais que a dimensdo da populagdo total, previamente estipulada
(N,). Por exemplo, geram-se N, +2 solucGes iniciais que sdo avaliadas e classificadas em
ordem decrescente ao valor de suas respectivas funcGes de aptiddo. Uma anélise estatistica é

realizada nessa etapa, onde as N, melhores solucGes séo escolhidas e as duas piores solucdes
sdo descartadas. Depois disso, duas novas solugGes sédo selecionadas ¢ avaliadas para substituir

os vetores descartados e constituir novamente uma populagdo com dimensdo N, +2. A partir

da segunda geragdo, a avaliag@o da funcao de aptiddo, nos AGs estaciondrios, ¢ realizada apenas
para dois novos individuos e nao em todos como nos AGs geracionais.
Com a finalidade de exemplificar a utilizacdo dos AGs em problemas reais de estimacéo

pontual de pardmetros de distribuicées de probabilidade, é apresentada a seguir a metodologia

proposta.

3. Materiais e métodos

3.1. DistribuicSes de probabilidade utilizadas

Nesta sec@o sdo apresentadas e descritas as trés distribuicGes de probabilidade utilizadas
(Exponencial, Weibull e Birnbaum-Saunders) com suas respectivas funcdes de verossimilhanca. A
motivacdo desta escoltha foi testar os AGs na estimacdo de pardmetros de uma distribuicdo de

probabilidade com solugdo analitica conhecida e as outras com unicamente solucdes numéricas.
3.1.1. Distribuicdo Exponencial

A funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria Y com distribuicdo

exponencial e pardmetro 8 é dada pela seguinte equacao:
I _ y/6
fO)=Ze, (8)

para y>0 e @>0. Considerando uma amostra aleatéria de tamanhon a funcdo de

verossimithanca é:
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n
n =Yyl
L) = H é e Vill — gy i=l , : (7)
i=1

e o logaritmo da L(G) é:

l(e)=—nma—zgg—. 8)

i=1

A derivada primeira de /(d) denotada por s(@) é:

dO) __n S

806)= :
@="26 "% & g2

9

Para encontrar €, determinamos as raizes da equacdo de maéaxima verossimilhanca

$(6)=0, dado por:

2. (10)

3.1.2. Distribuicdo Weibull

A funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria com distribuicdo de Weibull
de uma varidvel aleatéria ¥ é dada pela seguinte equacao:

=2y exp-23¢, (11)
4 ¥

para y>0, £>0 e y>0, onde £ e ¥ sd@o os parametros de forma e escala, respectivamente.

Considerando uma amostra aleatéria de tamanho n a funcdo de verossimithanca é:

n n n 5_1 n f
_TTE (2iye-1 __yf«:_[éj [J’i) _ [yi]
Ly.9)=]] -|£ y '
(749 (=)°7" exp{ } L] € < (12)

i=l
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‘Uma - outra -forma -é -obtida . pela re-parametrizagdo_de y=¢& € 6= y/{, “a funcdo de

verossimithanca em funcéo de y e 8 é dada por:

L6,7)= ( ) Hy” IeXP{ Z};‘, } (13)

=} i=}

e o logaritmo da fungdo de verossimilhanca (da parte informatival paraé y ¢ 8 6,

16.)=ninG) @)+ (- DY )~ D (14)
i=1 i=1

Derivando a equacéo {14) em relacdo a y e @, e igualando a zero obtemos as seguintes

equacoes de verossimilthanca:

()= 200 = Zln(y)-——~2y,7 Iny,) =0, (1)
=1 z=1
€
@y n 1 5
s(a)_—-é-;—..—??z:y,. =0. (16)

Resolvendo a equacdo {16} encontramos uma expressao para o EMV de § em termos de

¥ . a qual é dada por:

M
.

= =1 7

onde 7 é um EMV do parametro », observe que ndo é possivel determinar estes estimadores

algebricamente. Portanto, deve-se recorrer a técnicas numéricas para obter estes estimadores,

resolvendo a seguinte equacao:
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=z ) =0. (18)

Observe que, para o caso da distribuicdo de Weibull, além de derivar é preciso utilizar
algum método numérico para determinar os parametros da fungdo. Em geral, este problema
aumenta quandoc o nimerc de parametros € maior que dois, o qual nfc & trivial na prética,
principalmente na presenca de varidveis explicativas. Esta é a principal justificativa para a
utilizacdo de AGs na determinagdo de pardmetros de uma distribuigdo multiparamétrica, pois os
algoritmos genéticos se ajustam eficientemente quando se tem um grande niimero de parametros
como é o caso do modelo polinomial ortogonal mdiltiplo da distribuicdo de Birnbaum-Saunders

dado a seguif,

3.1.3. Modelo polinomial ortogonal multiplo da distribuicdo de Birnbaum-
Saunders

O modelo polinomial ortogonal mditiplo da distribuicio de Birnbaun-Saunders € dado na

forma matricial por:
Y, =In(N)= X4 +¢;, (19)

onde ¢;=In(5;) & o erro aleatério do modelo o qual tem distribuicic Senh-Normal com
parametros a, y=0 e v=2, MARTINEZ (2001).
Um caso especial do modelo dado pela equacdo {19}, para k=2 varidveis independentes é

o modelo quadrético dado por:

Y, =6 +6,x); +6;%y; +03x% +0,x%; +05x %5 +9; , {20)
para i=12,--,n e ¢; ~SN(a,0.2), onde os parameiros do modelo sdo obtidos pelo método de
méxima verossimithanga. O modelo dado pela equagao {19) é utilizado para o estudo da fadiga
em madeira e derivados e outros materiais submetidos & fadiga. Para o caso especifico de dois
fatores com trés niveis cada um, utilizar o modelo dado pela equacdo (20), MARTINEZ, et al.
{2003).
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Sejam .y, ¥n. 1. observacdes independentes do modelo dado pela equacdo (20), com
¢ =y —(Op +0yxp; +0,xy +03x%; +0,x3; +05x,%5) onde ¢; ~SN(a0,2). A funcio densidade de

probabilidade de ¢; é dada na seguinte forma:

2 )
Y= xW; xexp{~—Z{}, 21
f) (2&;—) i xexp{~5Z;} {21)
onde,
W =2 coshl 2= o +01%1; + 8%y, +03x]; +8,%5, +95x1ix2i)]
| '
a 2
7. =2 onp| Y= O +01%y; + 655 +63x]; +0,%% +e5x1ix2i)ji
i —a 2 4
L

para —o < 8y,8;,,05 <w; a>0 e -w<y; <o (MARTINEZ, 2001 e MARTINEZ, et al., 2003).

Portanto a funca@o de verossimilhanca para 6p,0;.---,05 e a é dada por:

Y Ig
109,60, 05,0) =l—=1"] | 7, xexp(-5 3 27}, (22)
i=1

{Zﬁ; i=1

e o logaritmo da funcéio de verossimilhanca {da parte informativa) para 6).6;,--.85 e o é,

n 1 n
1(93,91,...,95,@:Zm(m)—EZZ,? +k, (23)
il i1

onde k=n In{a).
Assim derivando a equacéo (23} em relacd@o a 6;.0;,---,05 e «, e igualando a zero, obtemos

as seguintes equactes de verossimilhanca:

3B, 0,+,05,0) 1L z,
=Nzw. -Ziy=9,
26, 2;:1,{ 7 } (24)
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61(00,01,"',05,(1)

’zn:x (zw -Ziy =g (25)
=3 el s =0
24 w

6, i
al(oo,eé;;,epa) _ é ,.Z::xz" zZw, _%}zo, (26)
al(e,,,oé;;.,@,a) _ % ,-Z::xlzi zw, _%_} -0, (27)
al(eo,oé;;.,es,a) _ _;_ ,Z:,:xg" zm, _%} =0, (28)
61(00,0(13;;-,05,11) _ j;‘ gx]ixh‘ W, _%} -0, (29)
5’(90,915;',95’“)=_§+é§n:zi2 =0, (30)

i=l

Desta maneira resolvendo a equacao (30) encontramos uma express&ao para o estimador de

méxima verossimilhanca de @’ em termos de 6y,6;,---,05, o qual é dado por:

A . sy A g
a2 = %imz[yi =@ +6yx); +62x5 +293x1i +04%3; +05x1ix2i):| , (31)

i=]

onde 6y,0;,---,05; sdo os estimadores de méaxima verossimithanca de 8j,6;,---,85, 0s quais s@o

obtidos numericamente (MARTINEZ, et al., 2003).

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 64, n. 221, p.43-66, jan./jun. 2003




. Foram utilizados trés exemplos para comparar e validar a utilizagdo dos algoritmos
genéticos na estimativa dos parametros das distribui(;ﬁés de probabilidade consideradas. No caso
da distribuicdo exponencial, os parémetros foram determinados por resolugdo analftica, j& na
distribuicdo de Weibull e Birnbaum-Saunders os parametros foram obtidos através do método de
Newton KALBFLEISCH (1985).

3.2. Exemplos e resultados experimentais

Nesta secdo s3o apresentados os exemplos e resultados experimentais. Estes dados serdo

utilizados para testar o método proposto.

Exemplo 1- Os tempos de vida (em dias) de 10 corpos-de-prova tratados com um verniz foram
testados no Laboratério de Madeiras e de Estruturas de Madeira (LaMEM) da EESC-USP. Os
dados obtidos sdo: 70, 11, 66, 5, 20, 35, 40, 29, 8. Supondo que os dados seguem uma

distribuicdo exponencial, estime o valor do parametro .

-Exemplo 2- Para-estudar-o-tempo-de vida de um compensado, uma amostra aleatSria de tamanho
20 foi utilizada. Os tempos de vida em horas até a falha dos ensaios realizados no Laboratério
de Madeiras e de Estruturas de Madeira (LaMEM) da EESC-USP sg@o: 100, 150, 200, 200, 350,
400, 450, 500, 550, 700, 750, 800, 800, 1000, 1200, 1500, 1700, 2000, 2500, 3000.

Supondo que os dados seguem uma distribuicdo Weibull estime os valores dos pardmetros ¥

e,

Exemplo 3- Na Tabela 1, sdo apresentados os resuitados experimentais de ndmeros de ciclos
correspondentes a vida a fadiga (N) nos corpos-de-prova de madeira sem emendas, com 0s
fatores tensdo (S) e freqliéncia (f), para a espécie de Eucalipto Grandis. Os ensaios foram

realizados no Laboratério de Madeiras e de Estruturas de Madeira (LaMEM) da EESC-USP
MARTINEZ {2001).
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Tabela 1 - Dados da vida a fadiga nos corpos-de-prova de madeira sem emendas, para
a espécie de Fucalipto Grandis, obtidos no LaMEM, no 2001 MARTINEZ (2001)

Ensaio RESPOSTA Fatores
{i) N
N; Np Nis Ny N;s N; St f
i 300060 447727 256633 483367 428444 180865 60 1
2 153472 124896 81872 94734 77639 114332 75 1
3 13 45 204 104 34 134 90 1
4 1601572 902906 1310678 867411 1413229 1887691 60 5
5 339606 255226 356979 249317 182182 290385 75 5
6 181 120 236 639 594 897 90 5
7 963383 1367100 1410236 1145759 1145760 1535709 60 9
8 175454 241199 310731 473653 332578 329510 75 9
9 355 157 430 284 745 1077 90 9

Nota: Nip* para p* =1,.--,6 sdo réplicas.
Considerando que dados da vida & fadiga nos corpos-de-prova de madeira sem emendas se
aderem a um modelo polinomial ortogonal maltiplo da distribuicdo de Birnbaum-Saunders

MARTINEZ, et al. {2003), estime os valores dos paradmetros 8y,8;,-,05 e a.

3.3. Breve descricdo do programa utilizado

Em se tratando da técnica de otimizacdo, Algoritmos Genéticos simples - AGs, pode-se
afirmar que a literatura apresenta diversas e diferentes implementacdes. No presente estudo,
optou-se por investigar a adequacio. de duas das principais proposicdes classicas no problema
proposto: geracional elitista e estaciondrio.

Para demonstrar & aplicacio da metodologia sugerida, um programa computacional foi
desenvolvido, em linguagem de programacdo C+ +, em dois médulos principais. O primeiro
médulo tem como objetivo avaliar as funcdes-objetivo e enviar os resultados a0 mdéduio de
otimizag&o, que processa a busca de novas solucdes (candidatas a solugdo 6tima) utilizando tais
resultados. Embora, neste trabalho as funcdes-objetivo sao definidas computacionalmente pelas
funcdes de méaxima verossimilhanga, pois o objetivo é maximizar tais fungdes. Conceitualmente
tais funcbes sio diferentes conforme definidas nas segbes 2.1 e 2.2.2. Depois que o mbdulo de
otimizag@o encontra novas solugdes (populagéo), recorre-se novamente ao modulo de avaliagdo
para que as funcoOes-objetivo sejam novamente avaliadas. O processo terminado quando se
atinge 0 nimero méaximo de iteragGes definidas inicialmente, pois o processo de otimizagdo
utilizando os AGs tem esta caracteristica peculiar descrito no item 2.2.5. O médulo de
otimizagdo desenvolvido neste trabalho conta com suporte da biblioteca computacional de AGs
{GAlib), escrita em C++ e de dominio pdblico, desenvolvida por WALL (1996) no
Massachusetts Institute of Technology (MIT).
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4. Anélises e -discusdes

Nesta secdo sdo apresentadas as andlises e discussOes dos exemplos e resultados
experimentais da aplicacdo de uma técnica de otimizacdo nao convencional (AGs), como
ferramenta alternativa & estimacgao dos parametros de fungdes de méxima verossimilhanga, que
em muitos casos, ndo apresentam solucado analitica. Para tal finalidade e com objetivo de
introduzir a técnica dos AGs nessa area do conhecimento, trés funcles de probabilidade
{Exponencial, Weibull e Birnbaun-Saunders) foram consideradas para estudo de caso.

Foram utilizadas neste trabalho diferentes tamanhos de populacdo para os exemplos um e
dois e para os dois AGs considerados. Os resultados de tais simulacbes sao apresentados nas
Figuras 3, 4, 7 e 8. Observa-se que os tamanhos da populagdo variaram no intervalo 5-100. O
nimero de geracoes, a probabilidade de recombinacdo e a probabilidade de mutacdo foram
considerados como fixos, respectivamente, 100, 0,9 e 0,1. Assim, quatro combinagGes de
pardmetros foram determinadas, as quais sdo apresentadas na Tabela 2. Para o exemplo trés
foram realizadas outras combinacOes de pardmetros para as simulagdes conforme a Tabela 3 e

os resultados s@o apresentados nas Figuras 11 e 12.

Tabela 2 - Combinaggo dos parametros dos AGs para os Exemplos 1 e 2

. Parametros
Combinacdo - = — -
Populagcao Geracoes Recombinacao Mutacdo
1 5 160 0.9 0,1
2 20-25 100 0,9 0,1
3 50 100 0,9 0.1
4 100 100 0.9 0,1

Tabela 3 - Combinagéio dos paridmetros dos AGs para o Exemplo 3

Combinacio . _ Pardmetros __ _
Populago Geragdes Recombinagio Mutagio

: 50 1000 0.9 X

2 100 1000 0.9 o1

Observa-se, nas Figuras 3, 4, 7 e 8, que um tamanho de populacdo igual a 5, para os
exemp)os um e dois (Exponencial e Weibull)} e para os dois AGs considerados, os resultados nio
se aproximaram dos obtidos através dos valores referéncia obtidos pelo método analitico para a
distribuicdo exponencial e pelo método de Newton para a distribuicdo Weibull . Com isso pode-se
concluir que um tamanho de populagdo muito pequeno (5) ndo oferece bons resultados em

termos de convergéncia. Por motivo de melhor visualizagdo e anélise das outras dimensdes da
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populagdo, os resultados referentes ao tamanho de populagédo 5 foram retirados das Figuras 3, 4,

7 e 8, os resultados remanescentes sio apresentados nas Figuras 5, 6, 9 e 10. Considerando o

exemplo 2 (Weibull) e observando as Figuras 9 e 10, nota-se que os AGs geracionais elitistas

necessitam de um menor nimero de iteracbes para atingir a convergéncia do que os AGs

estacionarios para um tamanho de populagdo igual a 25.

Nota-se que, para o Modelo polinomial ortogonal mdiltiplo da distribuicdo de Birnbaum-

Saunders os AGs estacionarios tiveram um melhor desempenho comparando-se com OS

resultados obtidos nos AGs geracionais elistitas e que é mostrado nas Figuras 11 e 12. Pode-se

observar que para populagdes de tamanhos diferentes ambos os AGs tiveram pouca influéncia as

diferentes populacoes adotadas.

Figura 3 - AG Geracional Elistista Exponencial
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Figura 4 - AGs Estacionérios Exponencial
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Figura 7 - AG Geracional Elistista — Weibull”
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Em termos de custo computacional, ndo se pode afirmar que os AGs geracionais elitistas
sdo melhores que os AGs estacionarios, pois os AGs geracionais avaliam todas solucfes a cada
iteracdo, j& os AGs estaciondrios avaliam apenas duas solugdes a cada iteracdo (2.2.7).
Observou-se que para os exemplos um e dois os AGs estaciondrios necessitaram de um namero
menor de iteracbes para a estimagdo dos pardmetros, entretanto esta diferenca € melhor

observada no Exemplo 3 e mostrada nas Figuras 11 e 12,

Apés, realizadas todas as simulagdes, foram obtidos os resultados referentes & estimacéo
dos parametros das distribuicdes consideradas (Exponencial, Weibull e Birnbaum-Saunders).
Estes parametros sdo apresentados nas Tabelas 3, 4 e 5 e comparados com suas respectivas

solucdes referéncias (analitica e numérica).

Tabela 3 - Parametros estimados para o Exemplo1 pelos métodes analitico exato e AGs

. Parametro estimado
Método de calculo A
(8)
Analitico exato 31,55
AGs geracionais elitistas 31,55
AGs estacionérios (Steady 31,55
State)

Tabela 4 - Parametros estimados para o Exemplo 2 pelos métodos de Newton,
AGs geracionais elitistas e AGs estaciondrios {Steady State)

Parametros estimados

Método = "
& v
Newton 1,23 1012,10

AGs geracionais elitistas 1,23 1012,10

AGs estacionéarios {Steady

1,23 1012,
State) 012,30
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Tabela 5 - Parametros estimados para o Exemplo 3 pelos métodos de Newton,
AGs geracionais élitistas @ AGs estacionérios {Steady State)

Método
Parametros estimados Newton AGs geracionais AGs estacionarios
elitistas (Steady State)
éo 10,3790 10,3786 10,3791
é), -4,1416 -4,1416 -4,14186
éz 0,7310 0,7307 0,7309
65 -0,9227 -0,9228 -0,9228
8, -0,2176 -0,2175 20,2176
.§5 0,1708 0,1712 0,17089
a 0,5381 0,5380 0,5381

B. Conclusoes

Este trabalho permitiu demonstrar a aplicagdo da sistemética de Algoritmos Genéticos
simples - AGs ao problema de estimacdo de pardmetros de distribuicbes de probabilidades
através da_maximizacdo da fungdo de verossimilhanca. O procedimento foi ilustrado em trés
problemas-exemplos, com solucdes conhecidas, como forma de verificar a adequacéo e
desempenho da técnica no problema proposto. Cabe destacar que o presente trabalho ndo tem
como objetivo substituir os métodos convencionais e sim mostrar a facilidade e eficiéncia dos
algoritmos genéticos como um método alternativo para a estimagdo pontual de pardmetros de

distribuicOes de probabilidada.

Os AGs se apresentaram robustos em relagdo ao problema e demonstraram que s&o
ferramentas computacionais eficientes para estimacio de pardmetros de distribuicoes de
probabilidades. No entanto, como os AGs sdo métodos de busca estocasticas, proporcionaram
um aumento do tempo computacional requerido que nd@o pode ser considerado como uma
desvantagem, pois em problemas onde a funcio verossimithanca apresenta vérias inflexdes
locais, os métodos numéricos convencionais ndo tém bom desempenho, ao contrario dos AGs,
que além de conseguirem investigar todo espaco de busca, geralmente apresentam solucdes
pertencentes & regido do 6timo global. Portanto, pode-se afirmar que os AGs sdo técnicas

computacionais adequadas para estimar parimetros de distribuicdo de probabilidades.
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Abstract

A probiem in almost all areas of scientific research is the point estimation of parameters of
the probability distribution. A method most used for such estimation is the maximum likelihood
method. This method consists of the maximization of the likelihood function. This can usually be
done by the differentiation of the logarithm of this function with relationship to a parameter 6.
However, in many real situations it is necessary to resolve this function by the iterative methods,

mainly when the dimension of the parameters space is big. In this case, same disadvantages

with respect to using these methods may be are: need of derivative the logarithm of the
fikelihood function, great number of parameters, etc. Therefore, the objective of this work is to
use Simple Genetic Algorithms (SGA} for the point estimation of parameters of probability
distributions. One of the advantages of SGA is that it does not require that derivative of the
logarithm of the likelihood function is calculated.

Keywords: maximum likelhood estimators, Simple Genetic Algorithms, probability
distributions.
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Uso da distribuicdo de Poisson para avaliar a
evolucdo da taxa de ocorréncia de sinistros
em uma carteira

Ary Elias Sabbag Junior’

Resumo

No presente trabalho é apresentada a solugdo para um problema préatico, considerando-se
para tanto a modelagem da taxa de ocorréncia de sinistros através da abordagem de Modelos
Lineares Generalizados. A questéo investigada é se existe um aumento significativo da taxa de
ocorréncia de sinistro ao longo do tempo, e em caso afirmativo, se 0 mesmo é decorrente de
condigbes extemas ao controle da companhia, é decorrente de politicas de subscricio ou é
devido a estes dois fatores. Para tanto, considerou-se o nimero de sinistros como sendo a
varidvel resposta de interesse e os periodos de ocoméncia e de subscricio como sendo as
varidveis explicativas. A quantidade de sinistros foi modelada através do modelo de Poisson,
relacionando-se a taxa de ocorréncia de sinistros com as varidveis explicativas através da fungdo
de ligagio canbnica para distribuicio de Poisson. As conclusies de interesse foram obtidas
através de testes sobre os paradmetros estimados do modelo.

* Endereco para correspondéncia: HSBC SEGUROS, Fundacéo de Estudos Sociais do Parané, UFPR.
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1. introducéao

No processo de administracdo de uma carteira de seguros é de extrema importdncia a
avaliacdo de indices, que determinam a qualidade do negdcio. A referéncia & gualidade envolve,
entre outros aspectos, o retorno financeirc obtido pela seguradora, o qual estd diretamente
relacionado com a evolucdo do prémio de risco. Por definicdo, este prémio é resultante do
produto entre a taxa de ocorréncia de sinistros e a indenizacdo média e um aumento deste
prémio ao longo do tempo determina prejuizos para carteira, se nao forem feitas as devidas
correcOes do prémio comercial praticado. Considerando que a seguradora esteja inserida em um
mercado competitivo, pode-se, facilmente, perceber serem limitadas as possibilidades de
reajustes periddicos no pre¢co do seguro sem que os mesmos ndc venham a determinar uma
diminuicdo de participagdo no mercado. Dadas estas consideragdes, fica evidenciada a
necessidade de um controle sobre a evolucdao do prémio de risco e, por conseguinte dos seus
componentes, de forma gue medidas corretivas possam ser tomadas no decorrer do tempo.
Neste trabalho serd dada atencd@o a taxa de ocorréncia de sinistros, uma vez que uma evolucéo
da mesma, ao longo do tempo, comprometeria o retorno com o negdcio, justificando, quando
desta constatacdo, a necessidade de serem tomadas medidas corretivas que possibilitem uma
retomada de estabilidade. Uma das caracteristicas associadas, diretamente, & taxa de ocorréncia
de sinistros, onde pode haver uma intervengdo do gerenciador, é o processo de subscricdo, no
qual sd@o estabelecidas caracteristicas desejiveis para aceitacdo do segurado. Assim, por
exemplo, na carteira do automdvel pode-se especificar a ndo aceitacdo de veiculos esportivos ou
na carteira de incéndio ndo se aceitar construcies de madeira ou exigir-se a existéncia de
extintores de incéndio no imével. Outra dimensd@o, onde pode haver uma intervencdo do
gerenciador é na alteracdo da tarifa, ajustando-a quando for evidenciada esta necessidade. O
processo de subscricdo é constituido por regras e procedimentos operacionais vigentes na rotina
da seguradora e uma mudanca sé se justifica se for identificado objetivamente ser o mesmo o
causador do aumento da taxa de ocorréncia de sinistros. Assim, a questdo que surge quando da
identificacao do referido aumento, é se este aumento é devido a condigbes associadas ao periodo
de ocorréncia, sendo, portanto, um aumento devido a fatores externos ac dominio da
seguradora, ou se o aumento & devido a uma deterioracdo das condigbes estabelecidas no
processo de subscrigdo, ou ainda, se o aumento é devido a ambos os fatores. A identificacdo de
qual destes fatores é o responsével pelo aumento do referido indice, possibilitaré a tomada de

decis@o pela manutencdo ou ndo dos critérios estabelecidos no processo de subscricdo de
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segurados e pelo reajuste ou n3o da tarifa. O presente trabalho estabelece uma metodologia de
.anélise que permite a referida tomada de decisdo, considerando a quantidade de sinistros como
sendo a varidvel resposta no problema proposto e os periodos de ocorréncia do sinistro e periodo
de subscricdo da apdlice geradora do sinistro, como as varidveis explicativas. Para a modelagem
estatistica considerou-se 0 nimero de sinistros como seguindo a distribuicdo de Poisson,
adotando-se como fator ponderador para a estimacdo do modelo a quantidade de itens expostos
a0 risco em cada perfodo.

Na secdo 2, serd apresentada a notacdo considerada, bem como a especificacdo do
modelo adotado. Na secdo 3, é apresentado um exemplo de aplicagdo do modelo juntamente
com a interpretacdo dos resultados. Finalmente na secdo 4, sdo apresentadas as conclusdes
obtidas.

2. Modelo adotado

Sejam n; e q; respectivamente o nimerc de sinistros e quantidade de expostos ao risco
referentes a apdlices subscritas no periodo i com ocorréncia no periodo j. Sendo n; uma

varidvel quantitativa discreta, optou-se por uma aproximacdo para sua distribuicdo através do

modelo probabilistico de Poisson, considerando-se como parametro de interesse A4;;, onde este
parametro corresponde & taxa anual de sinistros por exposto, com subscricdo no periodo i e
ocarréncia no periodo j. Dada esta especificacio, ny seguird uma distribuicdo de Poisson com
parémetro 8; = A;q; onde este parémetro corresponde 3 taxa anual de sinistros no periodo de
subscricdo i e perfodo de ocorréncia j.

Sejam X;(X;=i) e X;(X;=j) as varidveis explicativas associadas ao i-ésimo periodo de
subsericdo da apélice geradora do sinistro (i = 1,2,3,...n} e j-ésimo perfodo de ocorréncia do
sinistro (j=1,2,3,...,p), respectivamente. A relacdo destas varidveis com o parémetro 4; foi
considerada através da funcio de ligacdo candnica para a distribuigdo de Poisson, ou seja:

Indy =ny =Bp+ B X;+B2.X; i=1,...n;j=1...p (1)
onde os B;'s correspondem aos parametros, da equacao preditora linear, a serem estimados com

base em um histérico de quantidades de sinistros e de exposigdo da seguradora.

Para estimagdo dos f;'s considerou-se o estimador de maxima verossimilhanca obtido

numericamente através do método iterativo de minimos quadrados ponderados; Dobson (1983).
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“Adotando-se a-notacdo matricial, seja. b™ o vetor de dimensgo (3x1), associado & estimativa
dos B;'s na m-ésima iteracdo. A equacdo iterativa para o problema de estimagéo fica sendo:

X WXb® =X'W, (2)
onde X corresponde & matriz de varidveis explicativas, com dimensao (¢x3), tendo a primeira
coluna constituida por I's. A dimensgo ¢ corresponde ao nimero de pares (X;, X j) considerados
na andlise, ou seja, os periodos de ocorréncia e de subscricdo combinados segundo uma
determinada ordenacdo. Em {2) W é uma matriz diagonal de dimensdo (¢xf), cujo elemento da
posicao (k k) é dado por:

Wi =qpe™ ; =], 2 ..t (3
Para entendimento da notacdo a ser considerada, como exemplo, na equacdo (3), gq;

corresponde a quantidade exposta ao risco para o k-ésimo periodo, onde este periodo é
equivalente a um particular par (i,j) associado ao ~ésimo periodo de subscrigdo e j~ésimo periodo
de ocorréncia.
Finalmente, em (2), z é um vetor de dimens3do (f x 7} com k-ésimo elemento dado por:
Zg =Mk +M; k=12,.... (4)
g™

Observando-se {2), percebe-se ter esta equacdo a mesma forma da equagcdo de um
modelo linear, obtido por minimos quadrados ponderados, com a exce¢do de que aqui a

solugdo tem de ser obtida iterativamente, em funcdo de que na m-ésima iteracdo, tanto z

como W dependem de b™ "), ou seja, da estimativa b obtida na iteragao m—I Nelder (1983).

Para estimacéo de b na equacdo (2), comega-se 0 processo iterativo considerando-se uma
estimativa inicial b calculando-se com base na mesma W e z , dadas pelas equacoes (3) e (4)

respectivamente. Com base nestes resultados, por (2), estima-se b , calculando-se novamente

W e z. O processo iterativo continua até que a diferenca entre as sucessivas aproximacoes
b™D ¢ pim seja suficientemente pequena. Neste caso houve convergéncia, considerando-se
b™ como sendo o estimador de méxima verossimithanca ﬁ

Um resultado importante para testes de hipéteses, é que a matriz de varidncia e

covariancia deP pode ser aproximada por

x'wx)y™”! | (5)
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onde W é calculado com o estimador de méaxima verossimilhanca §.

Dadas as consideracées acima, o estimador para 4; fica sendo

iij - e(ﬁo+ﬁ1-Xi+ﬁ2-Xj)

J4 o estimador para a taxa anual de sinistros no j-ésimo periodo de ocorréncia, referente a
apédlices subscritas no /-ésimo periodo, fica sendo:
Oy = Ay gy
Um resultado de interesse, para o estabelecimento de intervalos de confianca, vem a ser a

variancia do In Aj.@a qual é dada por:

var(in ;) = var(Bp)+ X7 var(By)+ X2 var(By)+ 21X, cov(Bg, By)+ X ; cov(By. B2 )+ X, X ; cov( By, £2)]

onde as varidncias e covariancias das estimativas dos pardmetros sdo obtidas da matriz (5).

Fica sendo de interesse pratico, a investigacdo se estd havendo influéncia do processo de
subscricdo na taxa de ocorréncia de sinistros (B; =0) ou se esté havendo influéncia de fatores
externos ao controle da seguradora na taxa de ocorréncia de sinistros (8, #0). Assim, no caso
de p;>0, pode-se concluir que o processo de subscricdo necessita ser revisto, em funcao do
aumento da taxa de ocorréncia de sinistros ser devido a este fator. J& B, >0 implica que o

aumento na taxa de ocorréncia de sinistros é devido a fatores externos ao controle da seguradora
{por exemplo, condicSes ambientais ou socioecondmicas), evidenciando uma necessidade de
correcdo da tarifa.
Para a tomada de decisdo, no contexto apresentado, podem ser consideradas as hipéteses:
Hy:B;=0
H;: B =0 =12

Para os testes acima, considerou-se a estatistica

i

12

_bh
War(B;)
onde Var(; ) é obtido de (5).
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Para efeito de tomada de decisdo, sobre nao-rejeicdo ou rejeicdo de Hy, deve-se comparar
o resultado acima com os valores de uma distribuicdo Normal Padronizada, considerando-se para
tanto um nivel de significdncia o, pré-selecionado.

Observe-se que quando da nado-rejeicdo da hipétese Hy tanto para S, como para 8, nao
se rejeita a hipGtese de uma estabilidade na taxa de ocorréncia de sinistros.

No caso de rejeicdo da hipttese nula

para os dois parametros, pode-se testar as hipéteses

Hy:p1=p2
H;: By =B

Para este teste pode-se considerar a estatistica.

pi-5

= = — {6}
JVar(By)+Var(B)-2Cov(By; f2)

onde Var(ﬁ, ) Var(,l}z) e Cov(,&,,/}z) sdo obtidos da matriz (5).

Aproximando-se a distribuicdo da estatistica acima por uma Normal Padronizada e
escolhendo-se um nivel de significancia a, tem-se estabelecida uma regra de decisdo para a
escolha de uma hipdtese.

O intervalo, com grau de confianca (I-gJ, para 4;, considerando-se a aproximacdo Normal,

fica sendo dado por:

(ln iuiZI_a/Z‘!Val'(Iniy))
e

onde z; ,,, corresponde ao valor de uma varidvel Normal Padronizada com 4rea acima deste

valoriguala /2 .
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3. Exemplo de aplicacado

Os dados a serem analisados sdo referentes a uma particular garantia, em uma carteira
constituida por contratos com vigéncia anual, considerando-se periodos trimestrais associados
aos periodos de subscricdo e de ocorréncia de sinistros. Na tabela abaixo sdo apresentadas as

quantidades expostas ao risco anualizadas, para cada um dos trimestres considerados no estudo.

Tabela 1 - Quantidades expostas ao risco {g;;)

TRIMESTRE TRIMESTRE DE OCORRENCIA
DE
SUBSCRK;AO 04799 8 06139 | 07/99 5 09/99 | 10/89 a 12/99 | 01/00 2 03700 | 04/00 a 06/00 | 07/00 & 0S/00 | 10/00 2 12/00 | 01/01 a 03/ TOTAL

0498 2 06/98 1,698.60 1.698.60
07/98 & 10/98 3,183.38 1,610.37 4,793.75
10/98 a 12/98 2,904.06 2,848.82 1,243.99 6,996.87
01/99 a 03/99 2,705.72 2,497.68 2,448.55 1,349.68 9,001.63
04/99 a 06/99 1,967.34 3,675.91 3,457.13 3,351.05 1,707.88 14,159.31
07/99 a 09/99 1,988.37 4,212.88 3,913.56 3,823.02 2,177.80 16,115.63
10/99 a 12/99 1.849.49 3,175.14 3,058.76 3.045.65 1,399.28 12,528.32
01/00 a 03/00 1,635.99 3,000.27 2,937.12 2,900.91 1.508.19] 11,882.48
04/00 a 06/00 2,039.81 3.969.00 3,933.81 3,808.75| 13,751.37
07/00 a 09/00 2,420.76 5,315.29 5,096.02] 12,832.07
10/00 a 12/00 3,156.87 5,508.76 8,665.63
01/01 a 03/01 2,545.02 2,545.02

TOTAL 12.459.10 12,621.16 13,212.04 13,325642 13.629.74 14,650.33 16,706.16  18,466.74| 114,970.68

As quantidades expostas anuais, apresentadas na tabela acima, correspondem aos g;

definidos na secdo 2, sendo dadas por:

gi = n° total de dias de exposicdo dos itens no trim. de ocor. j referentes a apol. com subsc. no trim.
5= 365

Nesta tabela, pode-se observar que para cada trimestre de subscricdo, no

acompanhamento das exposicdes ao longo dos trimestres de ocorréncia, hd uma quantidade
exposta menor no primeiro trimestre, havendo uma estabilidade nos trimestres seguintes, com
uma diminuicdo no ultimo trimestre, isto deve-se ao fato de que os itens vao tendo inicio de
vigéncia durante o trimestre de subscrigdo, levando a uma menor exposicdo durante este
trimestre. Considerando vigéncia anual haveria uma igualdade nas quantidades expostas nos

trimestres intermedidrios caso ndo ocorressem cancelamentos das apdlices. No exemplo sendo
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considerado, pode-se observar que ndo h4 igualdade nas quantidades, em funcéo de terem sido
considerados, na contabilizaco das exposigbes, os cancelamentos.

Na tabela abaixo, sdo apresentadas as quantidades de sinistros, classificados de acordo
com o trimestre de subscricdo da apdlice e o trimestre de ocorréncia. Estes resultados

correspondem aos ny; definidos na secdo 2.

Tabela 2 - Quantidades de sinistros {7;;}

TRIMESTRE TRIMESTRE DE OCORRENCIA

SUBS%%!QAO 54700 2 06190 | 07799 a 09799 | 10799 & 12/09 | 01/00 a 03/00 | 64/00 @ D6/00 | 07/00 & 09/00 | 10/00 2 12100 [ 017072 0301 | TOTAL
04/98 a 06/96 Zi 21
07/98 3 10/98 38 20 58
10798 a 12/98 42 a4 16 102
01/99 2 03799 34 41 3 18 128
0499 a 06/99 33 59 68 61 25 246
07/98 3 099 27 65 54 47 27 220
10/99 a 12109 38 74 54 37 23 228
01/00 & 03/00 32 51 50 42 23 198
04/00 a 06/00 -45. 85 75 7 | 283
07/00 a 09/00 70 119 107 296
10700 8 12100 60 132 182
0101 a 0301 72 72

TOTAL 168 191 730 238 72 769 318 a2 2040

Na tabela abaixo é apresentada a taxa anual de sinistros observada no periodo analisado,

a gual & dada por
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Tabela 3 - Taxa anual de sinistros por exposto

TRIMESTRE TRIMESTRE DE OCORRENCIA
DE
SUBSCRICAO'O“m} 1058 2 12/39] 01700 a 03100 fwmm & 09700 Fom?) a 12/00 !rmm a 031 TOTAL
04198 a 06/98 0.0124 6.0124
07/882 10198 0.0118 0.0124 8.0121
10/98 a 12/98 0.0145 0.0154 0.0129 0.0146
01332 03/98 0.0128 0.0164 0.0138 00133 0.0140
04/99 3 06199 0.0165 0.0160 0.0197 0.0182 0.0146 0.0173
07/39 2 08138 0,013 0.0154 0.0138 0.0123 0.0124 0.0137
10/99 a 12/99 0.0205 0.0233 0.0177 0.0121 0.0164 0.0180
01700 2 03100 0.0208 2.8170 0.0170 0.0148 0.0153 00167
04700 a 06/00 0.0221 0.0214 0.0191 0.0205 0.0206
07700 8 09/00 0.0289 0.6224 c.0210 0.0231
10/00 & 12/00 0.0190 0.0240 0.0222
01/01 2 03/01 0.0283 0.0283
TOTAL 0.0135 0.0151 00167 voi78 0.0163 0.0185 0.0181 0.0223 56177

Observando-se as taxas de ocorréncia de sinistros, nas marginais da tabela acima,
constata-se um aumento tanto na dimensao associada ao trimestre de ocorréncia como na
dimens8o associada ao trimestre de subscricdo. A questdo a ser analisada fica sendo a
determinacdo se este aumento € devido a uma deterioracdo dos critérios associados ao processo
de subscricdo das apélices ou se estd havendo uma alteragio de fatores externos ao controle da
seguradora, os quais implicam o referido aumento.

O modelo ajustado, conforme descrito na secdo 2, foi

a

in A, = ~4.3336 +0.1144X, ~ 0.0580X , -

A taxa anual de sinistros, estimada para cada combinacdo de periodo de ocorréncia e de

subscrigado, fica sendo dada por:

~

b5 =954y

Para os testes de hipdteses quanto & infludncia, na taxa de ocorréncia, do periodo de
subscricdo e do periodo de ocorréncia, considerou-se um nivel de significancia igual a 0.05. A
interpretacdo para este valor é a de que hd 5% de chance de rejeicdo da hipétese Ho quando a
mesma é verdadeira, ou seja, 5% de chance de se concluir de que ha influéncia de periodo de
subscricdo (ou de ocorréncia) sobre a taxa de ocorréncia de sinistros, quando na verdade nio ha

este efeito.
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Neste estudo, as variancias_estimadas para f; e g, foram respectivamente iguais a

0.0003327 e 0.0004432.

Assim, para o periodo de subscrig3o, rejeita-se a hipétese de que ndo haja influéncia do
referido periodo na taxa de ocorréncia de sinistros, considerando-se o nivel de significancia de
0.05 (p<0.0001). Desta forma, hé fortes subsidios de que o pericdo de subscricdo tem um
efeito altamente significativo na tendéncia de aumento da taxa de ocorréncia de sinistros. J&
para o perfodo de ocorréncia, também se rejeita a hipétese de que ndo haja influéncia do referido
periodo, pa taxa de ocorréncia de sinistros, considerando-se o nivel de significancia de 0.05
{(p=0.0059). Assim, pode-se concluir que os dados fornecemn subsidios para se afirmar que,
dado um periodo de subscricdo, o perfodo de ocorréncia tem influéncia significativa na
diminuicéo da taxa de ocorréncia de sinistros.

A combinacio dos dois testes aponta para necessidade de uma investigacdo sobre o
processo de subscrigio, analisando-se eventuais modificages ocorridas ou estabelecendo-se
novos critérios para aceitacio de segurados.

Quanto & comparacgo dos efeitos dos periocdos de subscric@o e de regulagio sobre a taxa

de ocorréncia de sinistros, pode ser adotado o teste cuja estatistica é apresentada em (6). A

covariancia entre B; e 3, , estimada em (5), foi igual a -0.000341 (correlagdo igual a ~0.8883]

| e o teste estatistico indicou a rejeicdo da hipStese de igualdade entre os pardmetros
considerando-se o nivel de significancia de 0.05 {(p<0.0001}.

A forma de interpretacao dos resuiltados deve ser condicionada, ou seja, o comportamento
da taxa de ocorréncia, em relagdo ao periodo de subscrigdo, dado um periodo de ocorréncia e ©
comportamento da taxa de ocorréncia, em relagdo ao periodo de ocorréncia, dado um periodo de
subscricao. No primeiro caso héd uma tendéncia significativa de aumento e no segundo caso ha

uma tendéncia significativa de diminuic3o.

Para efeito de visualizag8o gréfica, considerando-se o trimestre de ocorréncia de 01/00 a
03/00, tém-se as taxas de ocorréncia observadas e estimadas, para os diferentes periodos de

subscricdo, sdo apresentadas no grifico abaixo.

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 64, n. 221, p.67-79, jan.fun. 2003



TAXA DE OCOR DE SIN. OBS. EEST.
PER. DE OCORRENGIA DE 01/00 A 03/00
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Na outra situacdo, considerando-se o periodo de subscricdo de 10/99 a 12/99, tém-se as
taxas de ocorréncia observadas e estimadas, para os diferentes periodos de ocorréncia, s@o

apresentadas no gréfico abaixo

TAXA DE OCOR. DE SIN. OBS. E EST.
PER. DE SUBSCRIGAO DE 10/99 A 12/99

0.0250 -
0.0200 { §.. .
ootso | W - e freq obs
0.0100 - ...m--- freq est

TAXA
L J

0.0050 -

0.0000 T — , 1 =
10/99a 01/00a 04/00a 07/00 a 10/00 a
12/98  03/00 06/00 09/00  12/00

PER. DE OCOR.

Estes resultados permitem identificar que hd uma tendéncia a diminuicdo da taxa de
ocorréncia de sinistros, a qual ndo ocorre na préatica em funcao de que o processo de subscricdo
ndo estd bem ajustado. Assim sendo, o aumento da referida taxa, o que pode ser observado nas
taxas marginais da Tabela 3, tem como motivo fatores sob controle do gerenciador, ou seja, uma
redefinicao dos critérios de aceitagdo dos segurados, ndo sendo portanto necessario um reajuste

de tarifa.
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.. Outra possibilidade de andlise é a estimacdo da taxa de ocorréncia em periodos futuros,
caso sejam mantidas as condicdes do periodo de histérico. Como exemplo, considerando-se a
taxa de ocorréncia de sinistros com ocorréncia no trimestre de subscricdo, tem-se que a
estimativa para o trimestre outubro/01 a dezembro/O1 é de 0.0301, com intervalo de 95% de
confianga igual a 0.0264; 0.0344. No grafico abaixo, sdo apresentadas as taxas de ocorréncia

observadas e estimadas, juntamente com o intervalo de 85% de confianca

TAXA DE OCOR. SIN. OBS E EST
OCORRENCIAS NO TRIMESTRE DE SUBSCRIGAO
INTERVALO COM 95% DE CONF.

0.0350 -
0.0300
< 0.0250
E 0.0200 e freqobs
0.0150 ——freqg est
0.0100 +——+—rr+—+—+————— S
04/99 10/99 04/00 10/00 04/01 10/01
a a a a a a
06/99 12/99 06/00 12/00 06/01 12/01
TRIM

4. Conclusiao

Cada vez mais se faz necessdria a tomada de decisGes com bases objetivas. Esta
necessidade se acentua, quando a decisdo deve ser tomada em um ambiente de incerteza, onde
0s custos associados a erros na escotha da acéo levam a prejuizos financeiros ou mudangas
operacionais sem resultados praticos. O modelo estabelecido neste trabalho possibilita ao
gerenciador identificar a existéncia, ou ndo, de tendéncia no aumento da taxa de ocorréncia de
sinistros, e em esta ocorrendo, decidir sobre a necessidade de revisdo dos critérios adotados nos
processos de subscrigdo de apélices ou estabelecer uma revisdo de tarifa.

Para uma boa tomada de decisdo, se faz necessério ter conhecimento da probabilidade de

cometerem-se determinados tipos de erro. Particularmente neste artigo, a informacdo
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probabilistica fornecida diz respeito & chance de optar-se pela revisdo dos processos quando na
'verdade ndo havia esta necessidade. Esta probabilidade é derivada do teste de hip6tese
associado & estimativa do parametro relacionado com os periodos sob anélise.

No exemplo considerado na secdo 3, identificou-se uma probabilidade menor do que
0.0001 de que, ndo havendo influéncia do periodo de subscricdo no aumento da taxa de

ocorréncia, um valor t30 extremo para S; seja observado. Isto é, se a hip6tese de nado-influéncia

fosse verdadeira, um evento muito raro teria ocorrido.

No exemplo considerado neste trabalho, os resultados permitiram identificar um aumento
na taxa de ocorréncia de sinistros, verificando-se estar este aumento associado ao periodo de
subscricido da apdlice. Esta constatacdo fornece subsidios ao gerenciador da carteira para
proceder a uma revisdo dos critérios adotados na subscricdo das apdlices, restringindo aceitacéo
ou tornado-se mais rigido em determinados critérios. Outra evidéncia obtida é a de nao haver um
aumento na taxa de ocorréncia, devido a fatores externos ao controle da seguradora.

Outro resultado derivado do uso do modelo proposto, é que no caso da tomada de medidas
corretivas no processo de subscricdo, a eficdcia das mesmas pode ser avaliada por comparar-se a
taxa de ocorréncia de sinistros posterior a estas medidas com a taxa de ocorréncia de sinistros
estimada, para este periodo, com o modelo ajustado, uma vez que esta taxa de ocorréncia
estimada leva em conta a tendéncia estabelecida com base na série histérica anterior as

mudancas efetuadas.
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Abstract

In this paper, the solution for a practical problem is presented, considering the modeling of
the claims rate through Generalized Linear Models. The investigated question is whether a
significant increase occurs in the claims rate over time, and in affirmative case, if this increase
results from extemnal factors, from underwriting policy or due to both factors. In this analysis, the
number of claims was considered as being the response variable of interest and the periods of
occurrence and underwriting as being the explanatory variables. The number of claims was
modeled through the Poisson distribution, relating the claims rate with the explanatory variables
through the canonical link function for distribution of Poisson. The conclusions were achieved
through tests on the estimated parameters of the model.
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POLITICA EDITORIAL

A Revista Brasileira de Estatistica - RBEs objetiva promover a Estatistica relevante para aplicagdo em
questdes sociais, interpretadas, amplamente, para incluir questbes educacionais, de saiide, demogréficas,
econdmicas, legais, de politicas publicas e de estatisticas oficiais, entre outras. A revista apresenta artigos
num formato que permite facil assimilacio pelos membros da comunidade cientifica em geral. Os artigos
devem incluir aplicacSes praticas como assunto central. Essas aplicacGes devem ter conteGdo estatistico
substancial. As anélises devem ser exaustivas e bem apresentadas, mas o emprego de métodos estatisticos
inovadores ndo é essencial para publicacao.

Artigos contendo exposicdo de métodos sdo aceitdveis, desde que estes sejam relevantes para as
dreas cobertas pela revista, auxiliem na compreensdo do problema e contenham interpretagdo clara das
expressbes matematicas apresentadas. A apresentagdo de aplicacGes ilustrativas envolvendo dados
adequados é requerida. Tratamentos algébricos extensos devem ser evitados.

A RBEs tem periodicidade semestral e publicara, também, artigos escritos a convite e resenhas de
livros, bem como artigos abordando os diversos aspectos de metodologias relevantes para o6rgdos
produtores de estatisticas, incluindo: '

planejamento de pesquisas;

avaliagdo e mensuracdo de erros em pesquisas;

uso e combinagdo de fontes alternativas de informagéo; integracdo de dados;

novos desenvolvimentos em metodologia de pesquisa;

critica e imputacdo de dados;

amostragem e estimacao;

disseminacao e confiabilidade de dados;

andiise de dados;

anélise de séries temporais;

modelos e métodos demograficos; e

modelos e métodos econométricos.

Todos os artigos submetidos serdo avaliados quanto a qualidade e a relevéncia por dois especialistas
indicados pelo Comité Editorial da Revista Brasileira de Estatistica. Os artigos submetidos deverdo ser
inéditos e nao deverdo ter sido simultaneamente submetidos a qualquer outro periédico nacional. O
processo de avaliagdo é do tipo duplo cego, isto &, os artigos s8o avaliados sem identificacdo da autoria, e

os comentéarios dos avaliadores também s@o repassados aos autores sem identificacdo.
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INSTRUCOES PARA SUBMISSAO DE ARTIGOS A RBEs
Os artigos submetidos para publicacio deverdo ser remetidos em trés vias loue ndo serdo devolvidas)
para:
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Av. Republica do Chile 500, 102 andar
Rio de Janeiro - RS - 20031-170
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Fax: +55- 21 - 2142 0039
E-mail: assuncao@est.ufmg.br
Para cada artigo publicado, serdo fornecidas gratuitamente 20 separatas.
Instrucdes para preparo de originais
Os originais entregues para publicacio devem obedecer as seguintes normas:

1. A primeira pagina do original (folha de rosto) deve conter o titulo do artigo, seguido do(s) nome(s)
completo{s) dols) autorles), indicando-se, para cada um, a fillacdo e endereco para correspondéncia.
Agradecimentos a colaboradores e instituicdes, e auxflios recebidos devern figurar, também, nesta pagina;

2. A segunda pagina do original deve conter resumos em portugués e em inglés (Abstract),
destacando os pontos relevantes do artigo. Cada resumo deve ser datilografado seguindo o mesmo padréo
do restante do texio, em um tnico béréérafo, sem foérmulas, com no maximo 150 palavras;

3. O artigo deve ser dividido em secOGes numeradas progressivamente, com titulos concisos e
apropriados. Todas as secoes e subseg:beé devem ser numeradas e receber titulo apropriado;

4. A citac3o de referéncias no texto e a listagem final das referéncias devem ser feitas de acordo
com as normas da ABNT;

5. As tabelas e graficos devem ser precedidos de titulos que permitam perfeita identificacdo do
contetddo. Devem ser numeradas seqiencialmente (Tabela 1, Figura 3, etc.} e referidas nos locais de
insercdo pelos respectivos ndmeros. Quando houver tabelas e demonstragGes extensas ou outros elementos
de suporte, podem ser empregados apéndices. Os apéndices devem ter titulo e numeracdo, tais como as
demais secdes do trabalho;

6. Gréficos e diagramas para publicacdo devem ser incluidos nos arquivos com os originais do artigo,
sempre que possivel. Quando isto ndo ocorrer, devem ser tragados em papel branco, com nitidez e boa
qualidade, para permitir que a reducio seja feita mantendo qualidade. Fotoctpias ndo serdo aceitas. E
fundamental que n&o existam erros, quer no desenho, quer nas legendas ou titulos; e

7. Serao preferidos originais processados pelo editor de texto Word for Windows.
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