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Nota do Editor

z

Mais um numero da Revista Brasileira de Estatistica é publicado este ano. Como é
comum em nossa revista, esse nimero conta com uma grande diversidade de assuntos. Além
disso, temos também uma grande diversidade geografica. O primeiro artigo vem de
pesquisadores ligados a Universidade Federal de Minas Gerais e trata de um método de anélise
de conglomerados espaciais. O segundo artigo conta coma equipe de pesquisadores da
Universidade do Tocantins e da Universidade Federal de Vicosa e trata do uso da disténcia de
Mahalanobis na escolha de progenitores em programa de melhoramento de soja para consumo
humano. Dado a importancia do agronegécio na economia brasileira é 6timo ver os estatisticos
participando ativamente dessa &area. O terceiro artigo € mais técnico e de um tipo menos
comum em nossa revista que possui um cardter mais aplicado. Esse artigo foi escrito por
professores da Universidade Federal de Pernambuco e estuda a consisténcia de estimadores da
matriz de covariancia sob heterocedasticidade. O ultimo artigo desse nimero é uma excelente
revisdo de modelos para dados espacialmente referenciados e foi escrito por pesquisadores da
Universidade Federal do Rio de Janeiro. Esta é uma érea de crescente interesse entre usuéarios
que geram um nidmero cada vez maior de bases de dados georeferenciadas. Alem disso,
softwares baratos ou até mesmo gratuitos (ver, por exemplo, o software TERRACRIME)
encontram-se disponiveis para andlises. Apesar da grande sofisticacdo técnica existente no
momento, o desenvolvimento de técnicas estatisticas para este tipo de dados ainda esta na
sua infancia e resta muito a ser feito.

Estamos as vésperas de mais um SINAPE e a RBEs espera ver muitas submissGes
vindas de artigos submetidos ao congresso. Se isto ocorrer temos uma chance de colocar a
revista em dia e assim podermos passar a lutar pela sua expanséo do numero de assinantes.
Boa leitura de mais um numero da Revista Brasileira de Estatistica.

Renato Martins Assuncéo
Editor Responséavel



Analise de Conglomerados Espaciais
via Arvore Geradora Minima

Renato M. Assuncgéo”
Juliano P. Lage™
Edna A. Reis”

Resumo

Em Econometri’a, Epidemiologia e Geografia € freqliente a necessidade de regionalizar um
mapa. Isto é, partindo de uma regido dividida em pequenas areas, queremos agrega-las em
alguns poucos conglomerados de areas contiguas. Esses conglomerados devem ser compostos
internamente de dreas muito similares e, ao mesmo tempo, conglomerados distintos devem ser
formados por areas muito dissimilares. A similaridade diz respeito a um vetor de variaveis medido
em cada uma das areas. Este problema é idéntico ao problema de andlise de conglomerados
usual a ndo ser pela restricdo de contiguidade das areas. Apresentamos uma proposta para criar
conglomerados espaciais através da particdo sucessiva da arvore geradora minima associada ao
grafo da regido. Implementamos a metodologia no software SKATER e ilustramos sua aplicacdo

com dados de condi¢cdes de vida nos municipios de Minas Gerais.

* Endereco para correspondéncia: Departamento de Estatistica/ICEx/UFMG, CEP - 31270-801, Belo

Horizonte, MG. E-mail: assuncao@est.ufmg.br.
** Departamento de Computacédo /ICEx/UFMG, CEP - 31270-901, Belo Horizonte, MG.
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1. Introducao

Os métodos usuais de Anélise de Conglomerados abordam o problema de reunir objetos em
grupos internamente homogéneos em relagdo a um conjunto de caracteristicas medidas em cada
objeto. Ao mesmo tempo, objetos de diferentes grupos devem ser heterogéneos entre si. Em
Estatistica Espacial, o problema reside em realizar uma andlise de conglomerados quando esses
objetos possuem uma localizacdo espacial. A situacdo é a de uma regigo dividida em pequenas
areas, cada uma delas com uma posicdo geogréfica determinada, como os setores censitarios
que compdem um municipio ou os municipios que formam um estado. Para cada érea, tem-se as
medidas de um conjunto de varidveis de interesse, tais como suas caracteristicas sociais e
econdmicas, que formam o perfil da drea. Deseja-se reunir essas pequenas areas em regioes
disjuntas que atendam a duas condigbes simultaneamente: dreas de uma mesma regidao devem
ser similares com relacdo as varidveis do perfil e, a0 mesmo tempo, areas de regifes diferentes
devem ser dissimilares. A grande diferenca em relacdo & andlise de conglomerados usual € a
necessidade de que essas regibes sejam formadas por édreas contiguas no espago. Este
procedimento é chamado de regionalizacdo em Economia Regional e Geografia.

A anéglise de conglomerados usual ndo garante que a particdo final sera formada por
conglomerados espaciais, a ndo ser através da acdo subjetiva e manual do usuéario. Serd comum
termos 4reas geograficamente distantes agrupadas no mesmo conglomerado pela andlise usual.

Para realizar uma regionalizacdo, pode-se fazer uso de especialistas que, sendo
conhecedores da regido, procedem a uma subdivisdo sem o uso de critérios objetivos. A
desvantagem G&bvia deste procedimento é sua grande subjetividade. A dificuldade de se
reproduzir os resultados obtidos e de avaliar os critérios de fato utilizados na subdivisao sé@o as
grandes desvantagens desse procedimento.

Assim como na andlise de conglomerados usual, para encontrar a melhor diviséo das areas
em p conglomerados, seria necessario listar todos os possiveis conglomerados de tamanho p e,
dentre eles, buscar aquele que maximize a homogeneidade dentro dos conglomerados e a
heterogeneidade entre eles. Este procedimento seria repetido para cada valor possivel de p.
Finalmente, dentre todas as partices 6timas obtidas em cada valor de p, seria escolhida aquela
que resultasse na melhor divisdo, segundo algum critério.

Entretanto, existe uma enorme dificuldade computacional com esse procedimento de
minimizacdo sobre todas as possiveis regionalizagdes. Mesmo com um super computador, 0

procedimento levaria dias para ser executado se o nimero de areas for moderado (algumas
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poucas centenas de dreas, por exemplo). Assim, em esséncia, todos os métodos de anélise de
conglomerados procuram construir uma classe menor de possiveis particoes que devem ser
pesquisadas na busca do minimo de uma funcao-objetivo. Essa classe de partices deve atender
a dois requisitos: ela deve ser pequena o suficiente para que possa ser pesquisada rapidamente
e, ao mesmo tempo, ela deve ser rica o suficiente para que o 6timo global seja préximo do 6timo
encontrado dentro da classe menor.

A dificuldade de se listar todas as possiveis divisdes das areas em p regides encontradas
na andlise de conglomerados usual ganha mais uma restricdo em estatistica espacial: a de que as
areas de cada regido sejam contiguas. Uma proposta para este problema foi feita por Carvalho et
al (1996) buscando adaptar os procedimentos de andlise de conglomerados usuais. Haining
(1996) também usou um procedimento n#o-espacial baseado em teoria da informacdo para
formar conglomerados. Um procedimento que respeita a restricao de contiguidade espacial foi
proposto por Carvalho et al (1998). Osnes (1999) usou indices de autocorrelac@o espacial para
agregar iteradamente &reas contiguas formando, assim, conglomerados espaciais. Rezende et al.
{2000) usaram diagramas de Voronoi para definir éreas de interesse da salde ptblica no
Municipio do Rio de Janeiro. Kiang (2001) usou técnicas de redes neurais para criar
conglomerados espaciais. Maravalle e Simeone {1995) propuseram uma abordagem baseada em
grafos de contiguidade espacial e sua substituicdo por arvores geradoras. Num trabalho posterior,
eles estudaram a complexidade computacional desses métodos (Maravalle et al., 1997).

Nao existem principios teéricos gerais a partir dos quais sejam derivados procedimentos
6timos de criacdo de conglomerados, sendo usados apenas argumentos heuristicos. Como
consegliéncia, urha enorme variedade de métodos surgiram para a andlise nao-espacial de
conglomerados e nenhum é claramente dominante em relacdo aos demais. Esses métodos sdo ad
hoc e diferem nos critérios de construir os grupamentos e nas formas de medir a qualidade dos
resultados obtidos. Infelizmente, ndo existe ainda uma forma objetiva e padronizada para avaliar
o desempenho dos diversos procedimentos existentes.

Neste trabalho, seguimos o trabalho inicial de Maravalle e Simeone (1995) transformando o
mapa num grafo e reduzindo-o a uma arvore geradora. Nés escolhemos a arvore geradora minima
para fazer esta reducdo. A partir dai, particionamos, sucessivamente, a arvore geradora para
obter a regionalizacdo. Desta forma, nosso método usa uma classe de particGes espaciais que
procura atender aos dois requisitos acima: ser grande o bastante para conter solucOes
satisfatérias mas ndo ser tdo grande que inviabilize uma busca algoritmica do seu détimo.
Diferenternente de Maravalle e Simeone (1995), ndo otimizamos localmente a arvore geradora

minima com respeito a uma fungdo-objetivo de particdo em conlglomerados, pois o ganho
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incremental, em nossa opinido, serd irrisério e computacionalmente intensivo. Solicitamos o
programa desenvolvido por esses autores para compararmos com nosso método, mas néo
obtivemos resposta. Assim, ndo pudemos fazer uma comparacdo entre as duas diferentes
abordagens.

Nosso método foi implementado no software SKATER, que possui uma interface gréfica
que o torna de féacil uso, especialmente a entrada e saida de dados. llustramos a metodologia

através da aplicacdo dos dados sobre condigSes de vida para os municipios de Minas Gerais.

2. Conglomerados espaciais

Vamos considerar n dreas geogréaficas contiguas organizadas na forma de um mapa, como
os 723 municipios de Minas Gerais (Figura 1). Associado a cada 4rea/, / = 1, 2,.., n, temos um

vetor x; = (xi1, xi2,...,xim) de m caracteristicas quantitativas constituindo o perfil dessa érea.

Figura 1 - Mapa do Estado de Minas Gerais dividido em 723 municipios
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Para estudar os métodos de analise espacial, vamos introduzir algumas definicdes. Duas
areas sdo consideradas vizinhas quando elas possuem uma fronteira comum.

Um congiomerado € qualquer subconjunto de &reas. Conglomerados serdo interessantes
apenas se eles forem internamente homogéneos. Entretanto, esta caracteristica n@o faz parte da
definicdo de  conglomerado, ela é apenas uma propriedade desejavel a ser perseguida.
Conglomerados podem ser constituidos por uma Unica area.

Um conglomerado € conectado se, para toda subdivisdo do conglomerado em dois
subconjuntos disjuntos e complementares, pelo menos uma area de um subconjunto é vizinha de
pelo menos uma drea do outro subconjunto. Conglomerados formados por uma Unica érea sé@o
considerados conectados. Assim, em um conglomerado conectado, qualquer &rea possui alguma
vizinha no mesmo conglomerado. |

Uma regifo estd particionada em conglomerados espaciais quando as areas que formam

esta regido estiverem agrupadas em conglomerados que sejam disjuntos e conectados.

3. O método da arvore geradora minima

Nesta abordagem, representamos o mapa das n &areas por um grafo onde cada &rea f
corresponde a um nd vi (i=1,...,n) e duas dreas vizinhas / e j séo ligadas por uma aresta (v, vj. A
Figura 2 mostra & esquerda um grafo com dez nés localizados nos centréides das areas de um
mapa. A existéncia de uma aresta indica que as éreas s&o vizinhas.

Um caminho de vi a vk é uma seqliéncia de nds distintos vi, v;, ...,vk que sdo conectados
pelas arestas (v, vy, {vivi,...,(Vm,vil.

Um grafo é dito conexo se, para ir de um né vi do grafo a qualquer outro né v;, existe pelo
menos um caminho de vi a vi. Usando nossa definicdo de vizinhanca, vamos sempre encontrar o
grafo correspondente ao mapa como um grafo conexo se o mapa nao apresentar ilhas.

A cada aresta, vamos associar um custo relacionado ao grau de dissimilaridade dos perfis
entre duas éareas. Quanto maior a dissimilaridade entre duas d&reas maior serd este custo.
Existem varias alternativas possiveis para definir o custo de uma aresta. Por exemplo, o custo da

aresta que une as areas / e k pode ser a distancia euclidiana entre as varidveis do perfil:

Custo(i k) = (1)
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E comum que as varidveis estejam padronizadas de alguma forma antes de calcular o custo
pois, caso contrdrio, as varidveis com maior varidncia tendem a dominar © valor da
dissimilaridade. Outra opcdo possivel é a distancia de Mahalanobis (Seber, 1984). No grafo a
esquerda na Figura 2, a espessura da linha é proporcional ao custo daquela aresta. Isto &, a
espessura da aresta é proporcional & dissimilaridade das duas areas medida como a disténcia
entre os vetores de seus atributos.

A idéia inicial do nosso procedimento é simplificar o grafo apagando arestas de forma a
ficar com um grafo reduzido, mas ainda conexo. Isto é, deverd ainda ser possivel sair de uma
area e chegar a qualquer outra drea do mapa percorrendo, sucessivamente, arestas do grafo.
Mas queremos apagar, principalmente, aquelas arestas de custo mais elevado de modo que, ao
saltar de uma &rea a outra, tenhamos uma diferenca pequena nos atributos das éreas envolvidas
no salto. Além disso, queremos terminar com uma arvore tal que, se apagarmos qualquer aresta
adicional, o grafo ficara dividido em dois subgrafos desconectados, os quais serdo os candidatos
a constituirem dois conglomerados espaciais. Isto é possivel através da construgéo de uma
Arvore Geradora Minima do grafo, como explicamos a seguir.

Vamos introduzir mais alguns conceitos bésicos necessarios. Um circuito num grafo é um
caminho onde o né inicial e 0 no final sdo os mesmos. Uma drvore é um grafo conexo que néo
contém circuitos. Uma drvore geradora para um grafo G é um subgrafo que é uma éarvore e que
contém todos os nés de G. Assim, em uma arvore geradora, quaisquer dois nés sdo unidos por
um Gnico caminho. Além disso, o numero de arestas é igual ao ndmero de nés menos um. lsso
implica que, se qualquer aresta é apagada, a arvore estara desmembrada em duas subéarvores
desconectadas. O custo de um grafo é a soma dos custos das arestas do grafo. Uma drvore
geradora minima é uma arvore geradora que possui custo minimo.

No grafico do lado direito na Figura 2, encontra-se a arvore geradora minima do grafo
localizado na figura da esquerda. Note que, se apagarmos qualquer aresta na arvore da direita,
teremos dois subgrafos desconectados.

Um grafo pode ter mais que uma &rvore geradora minima, especiaimente se os custos
assumirem valores apenas em um conjunto discreto finito de valores possiveis. Porém,
dificilmente esse serd o caso nas situacdes a serem consideradas na prética. O motivo € que o
custo de uma aresta serd uma medida de distancia entre dois vetores de atributos, um para cada
uma das duas areas componentes da aresta. Como essa disténcia sera, geralmente, a disténcia
euclidiana ou a distancia de Mahalanobis e pelo menos algumas das varidveis seréo continuas,
dificilmente teremos duas arestas com custos idénticos. Com probabilidade 1, a arvore geradora

minima é Unica se pelo menos uma das varidveis for continua e uma dessas distancias.
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Figura 2 - Grafo de mapa de regido hipotética dividida em dez &reas e a arvore geradora minima
correspondente. As arestas que ligam um par de area tém espessura proporcional a seu custo

Grafo/Mapa Original Arvore Geradora Minima

coordenada y
coordenada y

T T T ¥ T T i T T T T T

1 2 3 4 8 & 1 2 3 4 5 8

coordenada x coordenada x

3.1. Algoritmo de Prim para arvore geradora minima

Utilizamos o algoritmo de Prim (1957) para construir uma arvore geradora minima. A partir
de um grafo conexo com custos associadas as arestas, construimos a éarvore de forma recursiva,
comecando com a arvore T: e aumentado-a progressivamente 72, 73, ..., até T», que é a arvore
geradora minima.

Passo 1: Tome qualquer né v e faca 71 = v.

Repita o passo 2 tanto quanto possivel:

Passo 2: Dentre as arestas que unem um né em 7x a um né que nao estd em 7«., encontre
aquela aresta ex de menor custo. Se existir mais de uma aresta com essa propriedade, escolha
uma delas arbitrariamente. A &rvore T:+7 é o grafo obtido adicionando essa aresta ex e seu nd

terminal & 7«.
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Como o ndmero de nds é finito, o algoritmo é interrompido em algum momento. Nenhuma
aresta da arvore geradora minima pode ser substituida sob pena de gerar uma arvore de custo
maior ou igual. Apesar disso, ndo é verdade que o caminho entre quaisquer duas &reas na arvore
geradora minima seja aquele de custo minimo entre estas duas areas no grafo original. O custo

minimo da arvore geradora minima é uma propriedade global e ndo uma propriedade local

3.2. Critérios de poda da arvore geradora minima

Apés a criagdo da &rvore geradora minima, passamos a particiona-la para obter os
conglomerados espaciais. O problema combinatério de formacdo dos conglomerados espaciais
esta agora bastante reduzido, pois basta verificar as n arestas da arvore e apagar uma delas para
ter a arvore separada em dois subgrafos desconectados. lterando este procedimento que apaga
arestas em cada subgrafo resultante, os conglomerados v&@o sendo criados de forma hierérquica.

Dada uma érvore geradora minima, uma escolha natural da aresta a ser apagada é aquela
gque possui 0 maior custo ou dissimilaridade. Ao apagar esta aresta, teremos como resultado dois
subgrafos desconectados, cada um deles conexo, que podem ser vistos como dois
conglomerados espaciais. O custo desse novo grafo bipartido é a soma dos custos das arestas
ndo apagadas nos dois subgrafos. E claro que, se qualquer outra aresta fosse apagada na arvore
inicial, o resultado seria um grafo dividido em dois com um custo maior {ou igual). Nesse sentido,
€ natural escolhermos para apagar a aresta de custo maximo. Continua-se dividindo a éarvore
apagando-se, sucessivamente, a aresta com o segundo menor custo (criando trés subgrafos
desconectados), apagando a aresta com o terceiro menor custo {criando quatro subgrafos), etc.

No entanto, a escolha da aresta a ser apagada usando a mesma medida de dissimilaridade
usada para construir a arvore geradora minima tem duas grandes desvantagens. Ocorre que as
Ultimas arestas a serem adicionadas na arvore geradora minima tendem a ter os maiores custos.
Afinal, ndao é sem motivos que essas dreas foram as Uitimas a serem conectadas na arvore
geradora minima. Ao apagar as arestas de maior custo na arvore geradora minima, estaremos
tendendo a quebrar o grafo nas dltimas arestas que foram adicionadas & arvore as quais, por sua
vez, tendem a ligar éreas isoladas no grafo. Isto é, apagar as Ultimas arestas tende a gerar dois
conglomerados, um formado por apenas umas poucas areas e o outro, com o restante das &reas.
A outra desvantagem é que o custo de uma aresta é uma medida de dissimilaridade entre duas
areas e, portanto, de carater local. Como o objetivo é formar conglomerados homogéneos

internamente, nosso critério de particdo da arvore deveria respeitar este objetivo.
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Assim, buscamos uma definicdo alternativa de custo para esta segunda etapa onde arestas
sdo sucessivamente apagadas do grafo da arvore geradora minima. Numa é&rvore, denotamos por
SSTO a soma de quadrados dos desvios no espaco das varidveis em relacéo a média de todas as

areas da arvore, ou seja:

m n
SSTO= .ZZ(XJJ"X/')Z (2)
j=ti=1
_ m X;;
onde X; = > L.
i=1 N

Para cada um dos dois conglomerados resultantes apés apagada uma aresta na arvore
geradora minima, calculamos a soma de quadrados dos desvios no espaco das varidveis em
relacdo a média do conglomerado resultante. A seguir, somamos as duas somas de quadrados,
uma de cada conglomerado resultante, obtendo SSA. Quanto menor SSA, mais homogéneos
serdo os conglomerados resuitantes. Como SSA estd entre O e SSTO, definimos o custo de
apagar a aresta como sendo SSTO-SSA. Assim, um custo alto associado & aresta indica gque seu
desaparecimento vai gerar conglomerados homogéneos.

Escolhemos apagar a aresta de maior custo de apagar, gerando, assim, os dois primeiros
conglomerados. Este procedimento serd repetido dentro de cada conglomerado resultante, mas
agora vamos apagar a aresta de maior custo de apagar entre aquelas dos dois conglomerados.
Este processo termina quando todas as arestas forem apagadas, gerando n conglomerados, cada
um composto de uma das n éreas.

A Figura 3 a seguir mostra o resultado de adotarmos esse novo critério para particionar a

arvore geradora minima do exemplo simples com dez éreas da Figura 2,
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Figura 3 - Partic8es sucessivas da &rvore geradora minima do exemplo de dez areas pelo critério
da maximizacdo da reducdo da soma de quadrados dos conglomerados resultantes
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Para escolher o ndmero de conglomerados na regionalizacdo final, ou seja, definir quando
parar a poda da arvore geradora minima, sugerimos analisar o grafico da SSTO-SSA versus o
nimero de clusters, em cada estagio de poda. Esta curva representa uma funcéo mondtona nao
crescente e espera-se que, nas primeiras particdes, ela diminua substancialmente diminuindo o
ritmo de decrescimento & medida que um grande ntmero de conglomerados ja estiverem
presentes.

O critério de parada pode também ser definido pelo usuério. Um critério poderia ser, por
exemplo, podar a &rvore geradora minima até que a populacdo dos conglomerados resultantes

ndo seja menor que um valor determinado.
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4. O software SKATER

Inicialmente, o método de andlise de conglomerados espaciais via particdo da é&rvore
geradora minima apresentado neste trabalho foi implementado computacionalmente através de
um conjunto de funcbes da linguagem R. Entretanto, as funcbes R s&o lentas quando
comparadas ao que € possivel obter com linguagens compiladas, tais como C+ + ou Delphi.
Além disso, programas compilados nessas linguagens ndo dependem da existéncia de um
software tal como o R. Desse modo, criamos o software SKATER (Spatial ‘K’luster Analysis by
Tree Edge Removal), uma ferramenta amigével em linguagem C+ + para ambiente Windows®.

A estrutura dos dados de entrada no SKATER é muito simples, constituida por dois
arquivos do tipo texto. Ndo é necessério ter o mapa digitalizado da regido como o da Figura 1.
Para definir a localizaco espacial das &reas {ou nds do grafo), s@o necessdrias apenas as
coordenadas do centréide de cada &rea. A informacdo de vizinhanca é fornecida em arquivo no
qual lista-se cada éarea (representada por um indice) e suas respectivas &reas vizinhas. Em
aplicacdes onde o nimero de areas ndo € muito grande, estas informacdes podem ser obtidas até
mesmo manualmente.

O software desenha o grafo completo da regido, o grafo da arvore geradora minima e outro
mostrando os conglomerados escolhidos pelo usudrio. A listagem das areas pertencentes a cada
conglomerado também pode ser exportada em um arquivo texto.

O software produz o grafico da queda dos desvios versus o nimero de conglomerados para
auxiliar na escolha do nimero de conglomerados. Outra opcéo disponivel como critério de parada
das particbes da éarvore geradora minima € informar o tamanho minimo da populacdo por
conglomerado.

O conjunto de funcdes em R e o SKATER pode ser obtido gratuitamente no site do
Laboratério de Estatistica Espacial - LESTE (Departamento de Estatistica, Universidade Federal

de Minas Gerais}, no endereco www.est.ufmg.br/leste.

5. Regionalizacdo dos municipios de Minas Gerais usando
indices de condicOes de vida

Como ilustracdo, a metodologia de criacdo de conglomerados espaciais via particdo da
arvore geradora minima é aplicada ao problema de regionalizar os municipios de Minas Gerais,
segundo os indices de Condi¢des de Vida ~ ICV, definidos pela Fundacé@o Jo&o Pinheiro e IPEA

{1996), com base nas informacdes do Censo Demogréfico 1991.
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Sao quatro variaveis que compdem o perfil de condicdo de vida em cada municipio: ICV
Saude, ICV Renda, ICV Educacdo e ICV Crianca. Cada indice é composto por um conjunto de
indicadores e tem valores em uma escala continua entre zero e um, de tal forma que valores mais
elevados indicam melhores condicées de vida.

O mapa da Figura 1 é representado pelo grafo da Figura 4, produzido no SKATER. Esse
grafo deve ser visto apenas como uma representacdo simples do mapa, ja que ele nao possui a
razdo de aspecto cartogréfica adequada. O grafo da éarvore geradora minima € mostrado na

Figura 5.

Figura 4 - Representacdo dos municipios de Minas Gerais na forma de grafo,
com vizinhanca definida pelo compartilhamento de fronteira
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Figura 5 - Arvore geradora minima dos municipios de Minas Gerais

1§ SKATER - LESTE

A reducdo sucessiva na soma de desvios das varidveis a cada particdo da arvore geradora

minima é mostrada na Figura 6.
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Figura 6 - Soma de guadrados apds apagar, sucessivamente, arestas
da arvore geradora minima dos municipios de Minas Gerais

Para ilustrar a regionalizagdo, a Figura 7 mostra a particdo da arvore geradora minima dos
municipios de Minas Gerais em dez conglomerados. Os resultados da particdo feita pelo SKATER
podem ser exportados para um arquivo texto e, posteriormente, importados num programa de
visualizacdo de mapas. O mapa dos municipios de Minas Gerais agrupados nos dez
conglomerados é mostrado na Figura 8. Na pratica, o ndmero de conglomerados deveria ser

maior, mas apresentamos apenas os dez primeiros formados para melhor visualizacdo dos

resultados.
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Figura 7 - Particéio da arvore geradora minima dos municipios
de Minas Gerais em dez conglomerados

L SKATER - LESTE
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6. Conclusao

O método de andlise de conglomerados espaciais via arvore geradora minima discutido
neste trabalho leva a criacdo de regiGes de 4reas contiguas no espaco reduzindo bastante o
trabalho que se tem de procura da particdo Gtima. 0O uso do método torna-se facil com sua
implementacdo no software SKATER.

Algumas questdes de pesquisa académica foram levantadas ao longo desse trabalho. Uma
questdo é a possibilidade do método baseado na arvore geradora minima seguido de sua poda
pelo critério de maximizacdo da reducdo da soma de quadrados dos desvios satisfazer algum
critério de otimalidade. Isso poderia dar uma diferente motivacdo para esse método. Nesse
momento, ele é um método heuristico, mas com um critério de otimalidade ficaria mais claro
saber em que condicdes esse método é superior a outros, estabelecendo-se de forma mais

precisa seus pontos fortes e fracos.
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Outra questdo importante é a possibilidade de adaptacdo do método a situagdo em que as
varidveis medidas nas éreas sdo taxas calculadas com base nos diferentes tamanhos de
populacdo entre as areas. Neste caso, as estimativas tém graus de precisdo diferentes e esta
variabilidade deveria ser levada em conta na definicdo do custo de cada aresta, seja na fase de
montagem ou particdo da arvore geradora minima. Dentro desta mesma idéia, seria interessante
possibilitar o uso de diferentes pesos para as variaveis do perfil, conforme sua homogeneidade ou

grau de importéncia.
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Abstract

In Econometrics, Epidemiology and Geography, it is frequently necessary to carry out a
regionalization of a map. That is, starting from a region partitioned in small areas, we want to
aggregate them in few clusters of contiguous areas. Within these clusters we should have similar
areas and, at the same time, areas from different clusters should be as dissimilar as possible.
Similarity is measured with respect to a vector of attributes defined in each one of the small
areas. This problem is identical to a cluster analysis with an added contiguity restriction in the
clusters formation. We introduce a proposal to create spatial clusters through the partition of the

minimal spanning tree associated to the region graph. We implement our method in the software

SKATER and illustrate its application with living condition data in Minas Gerais municipalities.
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Resumo

Este trabalho foi realizado com linhagens promissoras de soja oriundas do programa de
muolhoramento da soja para alimentacdo humana. As linhagens foram previamente selecionadas
pura auséncia de todas as trés lipoxigenases nas sementes e da subunidade protéica A5A4B3.
Foram utilizadas oito caracteristicas agrondmicas na indicacio de grupos distintos para
cruzamento, com base na metodologia de agrupamento de Tocher, utilizando a divergéncia
genética entre as linhagens, estimada por meio da técnica multivariada da distancia generalizada
de Mahalanobis. Com base nos resultados obtidos, conclui-se que ha diferentes graus de
diversidade genética entre linhagens, o que permite a escolha de cruzamentos entre progenitores
com maior ou menor divergéncia, conforme os objetivos de determinado programa de
maethoramento da soja.
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1. Introducao

O sabor caracteristico da soja, conhecido por “beany flavor”, tem sido um dos empecilhos
na introducdo da soja, como fonte de proteina, na alimentacdo humana, quando o grdo é
consumido sem processamento ou quando € processado e utilizado em alimentos
industrializados. O “beany flavor” é proveniente da agdo catalitica exercida pelas isozimas
lipoxigenases (LOX 1, 2 e 3) sobre os 4cidos graxos polinsaturados existentes nos graos de soja
(Axelrod, 1974). Os genes responsaveis pela auséncia dessas trés isozimas sdo recessivos,
ocorrendo estreita ligacdo entre os genes que codificam LOX 1 e 2, enquanto o gene que
codifica LOX 3 segrega independentemente desses dois (Hajika et al., 1991).

A auséncia da subunidade protéica ABA4B3 melhora o valor biol6égico da proteina da soja e
confere maior estabilidade & fracdo protéica, melhorando a qualidade dos produtos
industrializados a base de soja {Lanza, 1995). A auséncia dessa subunidade é controlada por um
gene recessivo, independente dos locos que codificam LOX 1, 2 ou 3.

O programa de melhoramento da soja, em desenvolvimento no Instituto de Biotecnologia
Aplicada & Agropecudria - BIOAGRO, da Universidade Federal de Vicosa, visa a obtencédo de
novos cultivares, com sementes de melhor qualidade e sabor para a alimentacdo humana
{Moreira et al., 1990, Sediyama et al., 1998). Dessa forma, o projeto congrega esforcos nas
areas de melhoramento tradicional, bioquimica e genética molecular, dentre outras.

A quantificacdo da divergéncia genética visa a identificacdo de progenitores adequados
para 0 método de melhoramento utilizado. A hibridac&o de progenitores divergenies geralmente
resulta em prole de maior variabilidade, isto é interessante, pois aumenta o namero de classes
fenotipicas. Em retrocruzamentos, o interesse é a identificacdo de progenitores menos
divergentes, visto que se deseja recuperar as caracteristicas do progenitor recorrente em menor
tempo.

Uma metodologia bastante utilizada para se estimar a divergéncia genética é a da anélise
multivariada, em que as distdncias muitivariadas sdo associadas a andlise de agrupamento.
Dentre as distancias utilizadas como indice de divergéncia genética, a distancia generalizada de
Mahalanobis tem sido empregada nas andlises de agrupamento, nos experimentos com
repeticdes.

O objetivo deste trabalho foi determinar a divergéncia genética entre as linhagens

promissoras, previamente selecionadas para auséncia de lipoxigenases e da subunidade ABA4B3,
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aplicando-se a distancia generalizada de Mahalanobis, para auxiliar na decisdo da escolha de

progenitores destinados & hibridacdo e obtenca@o de novas linhagens promissoras.

2. Material genético

O material genético constituiu-se de 91 linhagens promissoras com auséncia de
lipoxigenases denominadas triplo-nulas (TN), sendo resultantes de cruzamentos entre variedades
indicadas para cultivo na regido do Brasil Central e progenitores sem lipoxigenases. A
caracterizacdo das linhagens, quanto & presenca ou auséncia de lipoxigenases nas sementes, é
realizada por microanélises bioquimicas, ndo destrutivas, como segue: LOX 1 - teste da oxidagéo
do iodeto {Hammond et al., 1992); LOX 2 - oxidacdo do sulfato ferroso (Hammond et al., 1992);
LOX 3 - co-oxidacdo do B-caroteno {Kikuchi e Kitamura, 1987); e para confirmagdo de auséncia
das trés lipoxigenases (LOX 1, 2, 3) - eletroforese em minigéis de poliacrilamida. A deteccdo da

subunidade A5A4B3 ¢ feita utilizando eletroforese em gradiente SDS-PAGE.

3. Delineamento experimental e coleta de dados

O ensaio foi realizado em casa de vegetacdo, localizado no campus da Universidade
Federal de Vicosa, em Vicosa, Estado de Minas Gerais. O experimento constituiu-se de dois
blocos completos casualizados, cada um deles contendo 91 tratamentos (linhagens). Cada
unidade experimental era constituida por um vaso, com duas plantas de uma mesma linhagem.
f oram avaliadas oito caracteristicas agronémicas, utilizadas para o célculo da matriz de disténcia
yoneralizada de Mahalanobis, tomando-se, para os célculos, as médias das duas plantas. As
wrncteristicas agrondmicas avaliadas foram as seguintes:

- Numero de dias da emergéncia até o inicio da floracdo (estadio R1), sendo denominado
numuoro de dias para floracdo (NPF);

Altura da planta no florescimento (estadio R1), obtida pela medigcdo da disténcia, em cm,
o nivol do solo até a extremidade da haste principal (APF);

Numero de dias da emergéncia até a maturacdo plena (estadio R8), denominado de
munuro de dias para maturacdo (NDM);

Altura da primeira vagem, obtida pela medicéo da distancia, em cm,' do nivel do solo até a
wmercio da primeira vagem da haste principal, na época da colheita (APV);

Niumero de nés da haste principal na maturagéo (estadio R8), avaliado a partir do no

Cortanpandante ao par de folhas unifolioladas, até o ultimo né da haste principal (NNM); e
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- Niimero de vagens com sementes formadas por planta {(NVP); nimero de sementes por
planta (NSP) e peso de sementes por planta, ou seja produtividade, em gramas (PSP).

Os termos R1 e R8 referem-se, respectivamente, ao inicio da floracdo e & maturacéo plena,
de acordo com Fehr e Caviness (1977).

O modelo estatistico para uma dada caracteristica foi o seguinte:

em que:

Xi = é o valor observado na i-ésima linhagem no j-ésimo bloco;

4 = é a média geral da caracteristica;

t: = é o efeito do i-ésima linhagem, considerado fixo;
bj

1l

é o efeito do j-ésimo bioco, considerado aleatdrio; e

ej = é o erro experimental associado & observacdo Xy, em que e;j ~ N(O, ).

No Quadro 1, sdo apresentadas as linhagens promissoras avaliadas com as numeracdes
originais de identificac@o da linhagem.

3.1. Calculo da matriz das distancias generalizadas de Mahalanobis

A distancia de Mahalanobis é importante, quando existem repeticdes dentro das unidades
amostrais, e se destaca em relacdo a outras medidas de dissimilaridade, quando as

caracteristicas avaliadas sdo correlacionadas, pois leva em consideracdo a correlacdo residual

enfre variaveis.

A matriz de distancia generalizada de Mahalanobis (D? foi obtida a partir das médias das

linhagens, utilizando-se o aplicativo GENES (Cruz, 1997}, como segue:

D5"=[df dy .. dn]l!/

Var(X,)  CoviX;, Xy ... CoviXy,X,)
v =|CoVXo, X;)  Var(Xy) .. CoviXz, X,)

Cov(X,, X,) CoviX,,Xa) ... Var(X,)
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Quadro 1 - Linhagens promissoras avaliadas

id'! Linhagem id Linhagem id Linhagem
1 Pb2TNG5H 11-01 32 Pb3TNG5H 11-21 63 Pb4TNGBH 5-03
2 Pb2TNG5H 11-2 33 Pb3TNGS5H 12-01 64 Pb4TNGSHH 5-04
3 Pb2TNG5H 11-03 34 Pb3TNG5H 12-02 65 Pb4TNGS5H 5-05
4 Pb2TNG5H 11-04 35 Pb3TNGS5H 12-03 66 PbATNGEH 5-06
5 Pb2TNG5H 11-05 36 Pb3TNGS5H 12-04 67 Pb4TNGS5H 5-07
6 Pb2TNG5H 11-06 37 Pb3TNG5H 12-05 68 Pg3TNGS5H 3-01
7 Pb3TNG5H 3 1-1 38 Pb3TNG5H 12-06 69 Pg3TNGS5H 3-02
8 Pb3TNG5H 3 1-4 39 Pb3TNG5H 13-01 70 Pg3TNG5H 3-03
9 Pb3TNG5H 3 1-5 40 Pb3TNG5H 13-02 71 Pg3TNGS5H 4-01
10 Pb3TNG5H 3 2-2 41 Pb3TNGS5H 13-03 72 Pg3TNGS5H 7-01
11 Pb3TNG5H 3 3-2 42 Pb3TNGS5H 13-04 73 Pg3TNGS5H 7-02
12 Pb3TNG5H 11-01 43 PbATNGS5H 2-01 74 Pg3TNG5H 7-03
13 Pb3TNG5H 11-02 44 PbATNGSH 2-02 75 Pg3TNGS5H 10-01
14 Pb3TNG5H 11-03 45 Pb4TNG5H 2-03 76 Pg3TNG5H 10-02
15 Pb3TNGS5H 11-04 46 PbATNGSH 2-04 77 Pg3TNG5H 11-02
16 Pb3TNG5H 11-05 47 Pb4TNG5H 2-05 78 Pg3TNG5BH 11-03
17 Pb3TNG5H 11-06 48 Pb4ATNGS5H 2-06 79 1640 TNPb2
18 Pb3TNG5H 11-07 49 Pb4TNH 3-01 80 1642-1 TNPg2
19 Pb3TNG5H 11-08 50 Pb4TNH 3-02 81 1643-b TNPg2
20 Pb3TNG5H 11-09 51 Pb4TNH 3-03 82 1644-1 TNPg2
21 Pb3TNG5H 11-10 52 Pb4TNH 3-04 83 1649-1 TNPb2
22 Pb3TNG5H 11-11 53 PbATNGS5H 4-01 84 1649-2 TNPb2
23 Pb3TNG5H 11-12 54 Pb4TNG5H 4-02 85 1649-4 TNPb2
24 Pb3TNG5H 11-13 55 Pb4TNG5H 4-03 86 1650-1 TNPb2
25 Pb3TNG5H 11-14 56 Pb4TNG5H 4-04 87 1657-2 TNPg3
26 Pb3TNG5H 11-15 57 Pb4TNG5H 4-05 88 1660-2 TNPg3
27 Pb3TNG5H 11-16 58 Pb4TNG5H 4-06 89 1641-1 TNPb2
28 Pb3TNGSBH 11-17 59 Pb4TNG5H 4-07 80 1649-3 TN Pb2
29 Pb3TNG5H 11-18 60 Pb4TNGS5H 4-08 91 16601 TN Pg3
30 Pb3TNG5H 11-19 61 Pb4TNG5H 5-01
31 Pb3TNG5H 11-20 62 Pb4TNG5H 5-02

Y7 Numero de identificacdo da linhagem.

em que:

DZ = é a distancia de Mahalanobis, entre as linhagens ierl’;

d« = é a diferenca entre médias de duas linhagens / e /' para uma dada caracteristica &,
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isto €, dc = Xy =X;p. k=1,...,n €
w = é a matriz de variancias e covariéncias residuais, de ordem n x n e simétrica.

Segundo Cruz e Regazzi (1997), para o célculo de D?, supbe-se a existéncia de distribuicédo
normal multivariada n-dimensional e a homogeneidade da matriz de covariéncia residual das

unidades amostrais.

3.2. Analise de agrupamento

A anélise de agrupamento refere-se ao processo de arranjar séries de dados em grupos, de
forma que os dados de uma série tenham alto grau de homogeneidade (Morrisson, 1967;
Johnson e Wichern, 1988). Neste trabalho seguiu o método proposto por Tocher, citado por Rao
(1952) e Cruz e Regazzi (1997), que adota o critério de que a média das medidas de
dissimilaridade (ex. disténcia generalizada de Mahalanobis) dentro de cada grupo deve ser menor
que as distédncias médias entre quaisquer grupos.

A anélise de agrupamento tem o seguinte principio: seja @ = {us,..., 4} um conjunto de
caracteristicas agronémicas e # = {¥,..., s} 0 conjunto de elementos para se agrupar. Com base
no conjunto ¢, deve-se determinar uma distribuicdo dos elementos de § em 7" grupos de tal forma
que: se y e 5 € I, entdo y e y sao linhagens convergentes e, se yr € Ij e ys € [k, com Jj#k, entao
» e % sdo linhagens divergentes. Cada unidade experimental (linhagem) é incluida em um grupo
homogéneo se foram semelhantes umas com as outras, sendo ficardo em grupos diferentes

(Mardia et al., 1979).

4. Resultados e discussoes

Os testes ndo destrutivos para deteccdo de LOX 1, LOX 2 e LOX 3 nas sementes foram
aplicados em amostras formadas por cinco sementes de cada planta, na qual se confirmou a
auséncia de contaminacdo do material genético, durante a realizacdo do trabalho. Em razao da
grande quantidade de dados coletados, estéo apresentados nos quadros apenas os dados de
algumas linhagens selecionadas, para ilustrar os dados originais abrangendo o objetivo principal
deste trabalho. A pressuposicdo de normalidade dos erros foi atendida para todas as
caracteristicas estudas pelo teste de normalidade de Shapiro-wilk (1965), por meio do software
SAS procedimento Proc Univariate, utilizando a op¢céo Normal.

Observa-se, no Quadro 2, que houve grande amplitude de variacdo nas caracteristicas
agronémicas, sendo as maiores médias de peso de sementes por planta (PSP) obtidas com as
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linhagens Pb3TNGSH 11-06, Pb4TN 3-02, Pb4TNG5HH 4-05 e Pb4TNGHH 5-05. Observa-se,
ainda, a presenca de linhagens de diferentes grupos de maturacé@o entre as mais produtivas. Esse
fato é interessante pois tem-se a possibilidade de selecionar linhagens mais precoces ou mais
tardias, possibilitando melhor gerenciamento da producdo da propriedade rural, com relacdo a
flexibilidade de recomendacdo de variedades (Sediyama et al., 1985).

Com base na matriz das distancias generalizadas de Mahalanobis, apresentadas no
Quadro 3, observa-se que as linhagens Pg3TNGbH 10-02 e 1640 TNPb2 foram as mais
convergentes entre si e as linhagens Pb3TNG5H 11-03 e Pg3TNG5H 10-01 foram as mais
divergentes. Hibridagdo entre progenitores mais divergentes possibilitam o desenvolvimento de
linhagens mais produtivas que os seus progenitores devido a sua ampla diversidade genética
(Naoe, 2001), enquanto progenitores mais convergentes sédo utilizados para retrocruzamento,
onde se visa a recuperar rapidamente uma ou mais caracteristicas agrondmicas de interesse

econdmico (Moreira et al., 1996).

Quadro 2 - Médias das caracteristicas agrondémicas de soja de algumas linhagens promissoras selecionadas

id"’ Linhagem NPF'2 APF NDM APV NNM NVP NSP PSP

14 Pb3TNG5H 11-03 61 114 118 29 13 69 145 30
17 Pb3TNGSH 11-06 60 125 130 28 14 93 217 52
50 Pb4TN 3-02 63 111 132 23 16 100 195 47
57 Pb4TNG5H 4-05 57 111 117 26 14 78 248 43
65 Pb4TNGS5H 5-05 59 107 117 17 13 78 174 42
75 Pg3TNG5H 10-01 43 80 110 28 9 38 79 19
76 Pg3TNG5H 10-02 62 130 133 26 14 70 152 30
79 1640 TNPb2 62 124 137 24 13 55 120 23

Y1 Nidmero de identificacdo da linhagem.
12 giglas descritas no item 3.
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Quadro 3 - Parte da matriz de distancia generalizada de Mahalanobis das linhagens promissoras

Linhagem 17 50 57 65 75 76 79

14. Pb3TNG5H 11-03 28,607 40,145 24,472 33,274 82,453 13,995 16,879

17. Pb3TNG5H 11-06 - 13,773 13,570 10,792 35,560 12,427 13,729
50. Pb4TN 3-02 - 19,471 17,361 55,774 14,137 15,715
57. Pb4TNG5H 4-05 - 18,319 47,202 21,072 23,573
65. Pb4TNG5H 5-05 - 41,272 21,285 22,051
75. Pg3TNG5H 10-01 - 52,067 52,437
76. Pg3TNG5H 10-02 - 1,010

79. 1640 TNPb2 -

‘1 Nimero de identificacdo da linhagem.

No Quadro 4, sado apresentados os resultados do agrupamento pelo método de otimizacéo
de Tocher, com base na matriz de distdncia generalizada de Mahalanobis, das 91 linhagens
promissoras de soja com auséncia de lipoxigenases 1, 2 e 3 e da subunidade ABA4B3. A anélise
de agrupamento discriminou dezessete grupos distintos, sendo os grupos i, I, lll, IV, V, VI, VI,
Vill e IX constituidos por 26, 16, 6, 5, 6, 4, 3, 2, 2 linhagens, respectivamente, e os demais
grupos constituidos por apenas uma linhagem.

As hibridacfes indicadas para exploracdo de variabilidade genética é a intergrupo e a de
recuperacao de caracteristicas a intragrupos. Um exemplo de hibridacdo é descrito por
'Pb3TNGHH 11-06 x Pb4TN 3-02' uma vez que sao linhagens produtivas e foram alocadas em

grupos diferentes.
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Quadro 4 - Resultado do agrupamento pelo método de otimizacdo de Tocher das 91 linhagens promissoras
de soja com auséncia de lipoxigenases 1, 2 e 3 e da subunidade A5A4B3

Grupos distintos Namero de identificacdo da linhagem

2,3,5,8, 10,11, 17, 19, 20, 32, 34, 35, 36, 37, 44, 45, 46,
I 47, 48, 49, 52, 54, 55, 59, 60, 61, 62, 64, 70, 71, 74, 76, 79,
82, 83, 85, 89, 90 e 91

] 7. 18, 28, 29, 33, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 67, 72,73, 75 ¢ 77

] 9, 51, 57, 65, 66 e 78

\" 6, 12, 15, 31 e 68

\'% 4, 13, 84, 86, 87 ¢ 88
VI 50, 53, 568 e 63

Vil 25, 26 e 27

Vil 16 e 30

X 14 e 22

Linhagens distintas 1, 21, 23, 24, 56, 69, 80 e 81

No caso das oito linhagens que formaram oito grupos distintos, podem constituir-se em
materiais de diferenciados potenciais, quanto ao melhoramento da soja, sugerindo um cuidadoso
estudo de cada linhagem, para melhor indicacao de hibridacdo, pois algumas delas podem

significar material genético com caracteristicas interessantes ao produtor rural.

5. Conclusoes

Com base nos resultados, conclui-se que:

a) O material genético avaliado nd@o apresentou segregacdo génica ou contaminacao,
guanto a auséncia de lipoxigenases ou da subunidade protéica ABA4B3;

b) A analise de agrupamento identificou dezessete grupos distintos no material genético
analisado; e

c) Ha diferentes graus de diversidade genética entre linhagens, o que permite a escolha de
cruzamentos entre progenitores com maior ou menor divergéncia, para ©
desenvolvimento de novas linhagens superiores com sementes ausentes de

lipoxigenases e da subunidade AbA4B3.
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Abstract

This work was carried out with potentially interesting soybean inbred lines derived from a
breeding program aiming at the production of new soybean cultivars with grains suited to human
consumption. The lines were previously selected for all the three lipoxygenases and the ASA4B3
protein subunit absence. Eight agronomic characters were used to indicate distinct groups for
crossing, based on the Tocher “s clustering method, using the genetic divergence between inbred
lines estimated by the multivariate technique of Mahalanobis generalized distance. According to
the obtained results, it was concluded that there are different degrees of genetic diversity among
the inbred lines, which allow the selection of progenitors with greater or smaller divergence to
meet the needs of a given program of soybean breeding.

Index terms: Glycine max, genetic distance, selection
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Estimacdo consistente de matrizes de
covariancias sob heteroscedasticidade
de forma desconhecida: um
estudo de simulacao
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Resumo

Neste artigo, nés examinamos o comportamento de alguns conhecidos estimadores
consistentes da matriz de covaridncia do estimador de minimos quadrados ordinérios sob
heteroscedasticidade e propomos alguns novos estimadores. Toda nossa anélise é baseada em
simulacées de Monte Carlo, onde verificamos o comportamento do viés relativo total e do erro
quadratico médio total destes estimadores. Além disso, observamos o desempenho dos testes
quasi-t baseados nos diferentes estimadores, em dois cendrios diferenciados segundo a
ocorréncia de observaces de alta alavancagem.

Palavras chaves: Heteroscedasticidade, teste quasi-f, pontos de alta alavancagem.
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1. Introducéao

7

O modelo de regressdo linear é comumente usado por econometristas e estatisticos
aplicados. Este modelo, junto a outras generalizacdes, constitui a base da maioria dos trabalhos
empiricos em economia e areas afins. A técnica classica de regressao linear exige a suposicdo de
que os erros tém variéncia constante, que em geral ndo é muito plausivel. Por exemplo, dados de
corte transversal tipicamente apresentam alguma forma de heteroscedasticidade, isto €, as
varidncias dos erros ndo sdo iguais para todas as observacfes. Quando a forma e a magnitude da
heteroscedasticidade sdo conhecidas, usando-se ponderacdes adequadas é possivel corrigi-la, e,
assim, é possivel usar minimos quadrados generalizados. No caso em que a forma da
heteroscedasticidade envolve um pequenc nimero de pardmetros desconhecidos, podemos
realizar estimacbes do modelo de regressdo através do estimador de minimos quadrados
generalizados viavel, que pressupde uma estrutura funcional da forma da heteroscedasticidade.
Em muitos casos, entretanto, dita estrutura funcional é desconhecida, o que torna impraticéavel o
uso de ponderacbes aproximadas. Mesmo quando a suposicdo de varidncia constante € violada,
o estimador de minimos quadrados ordinarios (EMQO) permanece nao-viesado e consistente,
tornando-se, contudo, ineficiente; o estimador usual da matriz de covaridncia do EMQO torna-se
viesado e deixa de ser consistente. O interesse principal de muitos autores tem recaido sobre a
obtencdo de estimadores consistentes da matriz de covaridncia do EMQO com o fim de melhorar
a qualidade e precisdo das inferéncias sobre os pardmetros da regressdo. O estimador
consistente da matriz de covaridncia sob heteroscedasticidade (HCCME) mais comumente
utilizado foi proposto por Halbert White em 1980, o qual é uma reconstrugdo do estimador
proposto por Eicker (1963) e que é denominado HCO'. O artigo onde HCO foi proposto
originalmente tem aproximadamente 2 600 (duas mil e seiscentas) citacbes de acordo com o
Instituto de Informacdes Cientificas; indicando que o artigo de White ocasionou um profundo
impacto na literatura de estimacd@o de modelos de regress&o. Entretanto, estudos de Monte Carlo
evidenciam que o estimador de White pode ser consideravelmente viesado em amostras finitas,
tendendo a subestimar as variancias verdadeiras, tornando assim o teste quasi-t associado muito
liberal: ver MacKinnon e White (1985), Cribari-Neto e Zarkos (1999, 2001) e Cribari-Neto, Ferrari
e Cordeiro (2000).MacKinnon e White {1985) consideraram HCCMEs alternativos e acharam que

o estimador da matriz de covariancia obtido por Jackknife tem performance superior & de outros

T 0 estimador de White estd implementado em alguns pacotes estatisticos, tais como SHAZAM.
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estimadores em amostras de tamanho finito, incluindo o estimador de White. Davidson e
MacKinnon (1993) argumentam que o estimador de Jackknife é bem aproximado por uma
variante do estimador de White conhecida como HC3. Long e Ervin {2000) realizaram extensivas
simulacdes e os resultados obtidos mostram que o estimador HC3 tem desempenho superior ao
de outras variantes do estimador de White (1980) e também ao estimador originalmente
proposto por White. Baseando-se em experimentos de Monte Carlo, MacKinnon e White (1985)
recomendam o uso do estimador HC3 em pequenas amostras?. A partir de outras simulagdes,
Davidson e MacKinnon (1993) recomendam em geral o uso dos estimadores HC2 e HC3 em
detrimento do estimador HCO. Resultados em Cribari-Neto e Zarkos (2001) mostram que a
presenca de pontos de alta alavancagem na matriz de regressores é mais decisiva para o
comportamento de HCCMEs do que o grau de heteroscedasticidade em si, quando o tamanho da
amostra é finito. Os testes quasi-t associados tendem a ser muito liberais quando os dados
incluem observacdes de alta alavancagem, tornando, assim, a inferéncia imprecisa. Cribari-Neto
(2004) propoe um HCCME que leva em consideracdo o impacto dos pontos de alta alavancagem
sobre o comportamento, em amostras finitas, do estimador da matriz de covaridncia e denomina
este novo estimador de HC4. Este novo estimador tem um bom desempenho em amostras de
tamanho finito, quando é usado na construcdo do teste quasi-t € quando os dados possuem
observacdes de alta alavancagem.

Neste trabalho, apresentamos, na secdo 2, os conceitos basicos em estudo e as definicdes
dos estimadores consistentes da matriz de covaridncia sob heteroscedasticidade de forma
desconhecida. Algumas propostas novas de estimadores sdo apresentadas na secdo 3 e um
algoritmo para determinar o grau de heteroscedasticide. Nas secGes 4 e 5 avaliamos o
comportamento destes estimadores, onde verificamos que os estimadores HC8 e HC9
apresentam, em geral, os melhores desempenhos em relacdo aos resultados dos testes quasi-t,

quando existem pontos de alavanca médios e fortes.

2. O modelo e estimadores

Seja o modelo de regressao linear classico da forma

y = X8+ ¢

2 Long e Ervin (2000) pesquisaram 12 pacotes estatisticos e mostram que 0 mais comumente implementado
estimador consistente da matriz de covaridncia sob heteroscedasticidade € o estimador de White (HCO),
enguanto o estimador HC3 somente estd implementado no STATA e no TSP.
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onde y é um vetor de n observacGes da varidvel dependente, X é uma matriz nxp , de posto p,
de observacdes das varidveis explicativas, § € um vetor de p pardmetros fixos e desconhecidos e

£um vetor de erros aleatérios ndo observaveis. Consideremos as seguintes suposices:

[S1] O modelo proposto é o verdadeiro;

{S2) Efe) = 0O, i =1,....n;

[S3] Var(a) = E(&) = o2 i=1,.., n;

[S4] Covig, ) = 0O Vi =/ ij=1,..,n

[S5] (—)-(;75) -> Q, quando n 7w onde Q é uma matriz finita e positiva definida.

As suposicoes S2 e S4 indicam que os erros além de ter média zero, sdo ndo
correlacionados e a suposicdo S3 implica que o modelo é homoscedastico, ou seja, as variancias
dos erros sao iguais para todas as observacdes. Assim, temos que, Cov(g) = Q2 = o2/, onde I é
a matriz identidade de ordem n. A suposicdo S5 é necessaria para garantir as propriedades
assintdticas dos estimadores do modelo. O principal interesse da modelagem de regressao é
estimar o vetor de pardmetros e fazer inferéncias sobre os mesmos. O método de minimos

quadrados ordinarios (MQO) fornece o seguinte estimador:
b=({X'X)'X"y.

Duas outras quantidades de interesse podem ser encontradas a partir de b; o vetor de

valores preditos e o vetor de residuos de MQO, os quais sdo definidos respectivamente, como

Xb= X(X'X)'X'y = Hy,

<0
1l

@)
It

y -y =y=-Hy = My,

onde H = X(X'X)7'X" e M=1Il-X(X X)X’ sdo matrizes simétricas e idempotentes.
Podemos mostrar que b é um estimador ndo-viesado e consistente para £, isto é quando n

torna-se grande, b aproxima-se do pardmetfo com probabilidade crescente. Ressaltamos que a

hipétese de homoscedasticidade ndo é necessdria para garantir ditas propriedades. No entanto,

existe uma propriedade amostral de b que estd diretamente ligada & estrutura das varidncias dos
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erros: a eficiéncia. O teorema de Gauss-Markov (Judge et al., 1988, p. 202) atesta que a

varidncia de b dada por:

Cov(b} = o?( XX )’

€ minima na classe de estimadores lineares e nao-viesados para g, implicando a eficiéncia de b.
Desta forma, como conseqgliéncia do teorema de Gauss-Markov temos que o EMQQO ¢ dito ser
BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) para o vetor de pardmetros quando Cov(e) = o %/». Assim,
em um modelo de regressdo linear homoscedastico em que os erros tém média zero, o EMQO de
B € ndo-viesado, consistente e eficiente.

Quando as variancias dos erros sdo nao constantes, o modelo ¢é dito ser heteroscedéastico e
a propriedade de eficiéncia é a tUnica afetada. Desta forma, a matriz de covariancia de ¢ toma a
forma

Covfie) = 2 = diaglci?..., on’).

Se £ for conhecido, podemos transformar © modelo original em um modelo
homoscedastico e estimar seus pardmetros através de minimos quadrados generalizados (EMQG).
No entanto, na préatica a forma da heteroscedasticidade é desconhecida e o EMQG ndo é
adequado, dependendo da estrutura funcional da forma de heteroscedasticidade assumida.
Assim, uma alternativa é tentar estimar 2 e construir, por exemplo, o estimador de minimos
guadrados generalizados vidvel (EMQGV), que precisa assumir uma forma funcional para a
varidncia dos erros, o que em geral pode tornar imprecisas as inferéncias resuitantes sobre os
pardmetros do modelo. Assim, o fato da varidncia dos erros ndo ser constante afeta as

inferéncias sobre o vetor de pardmetros. Uma vez que o EMQO de f continua n&o-viciado e

consistente, o problema a ser resolvido € a estimacao da matriz de covariancia de b, dada por:

¥ =Covib) = (X'X]" X XXX/,

0 que aparentemente requereria estimar (2 Halbert White em 1980 prop6e um estimador para

Cov(b) da forma

Y =Covib) = (X'X})'X OX(X'X),
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onde 2 = d/'ag(é,z,...,éﬁ ) Este estimador se apresenta consistente tanto sob homoscedas-

ticidade quanto sob heteroscedasticidade de forma desconhecida. MacKinnon e White (1985)
mostram que o estimador proposto por White pode ser muito viesado em amostras finitas, j& que
os residuos tendem a subestimar os erros. O fato dos residuos de MQO serem pequenos quando
comparados aos erros estd diretamente ligado aos pontos de afavanca. Estes pontos forcam a
reta de regressdo a se aproximar deles diminuindo o seu residuo, induzindo assim que a
respectiva variancia estimada seja menor do que deveria.

Cribari-Neto e Zarkos (2001) mostraram que a presenca de observacbes com aita
alavancagem pode ser mais decisiva para o comportamento do estimador HCO em amostras
finitas que o grau de heteroscedasticidade em si. Uma metodologia para detectar observacdes
com alta alavancagem é observando os elementos diagonais A da matriz H. Segundo Davidson e
MacKinnon (1993, §1.6), quando hi é relativamente grande, a observag&o relacionada a este hi
tem um efeito relativamente grande sobre b, a ndo ser que seu respectivo residuo seja préximo
de zero. Desta forma, a quantidade A/ pode ser usada como medida de alavancagem ou de efeito
potencial desta observacdo sobre b. Se existirem observacbes para as guais h; é maior que 2p/n
ou 3p/n, dizemos que estas tém alta alavancagem. O desempenho de estimador de White é mais
afetado em relacdo ao teste quasi-f. No sentido de que ele tende a subestimar as varidncias
verdadeiras e os testes associados tendem a ser muito liberais, ou seja, rejeitam a hipotese nula
quando de fato ela e verdadeira mais freqientemente do que deveriam. Suponhamos que 0
objetivo é testar alguma suposicdo a respeito de um pardmetro especifico do modelo, por
exemplo, HO: pk = m contra H1: pk * m, onde Bk € o k-ésima coeficiente de uma dada

regressdo e m é uma dada constante. A estatistica de teste é dada por
t=(B, -mj/ Jvar(b,), onde, var(b,) é o elemento (k k) de um HCCME Independente da

distribuicdo dos erros, e mesmo sob heteroscedasticidade, temos o seguinte resultado:

d
r—> N(O,7)quando n — « .

Assim, podemos usar os valores criticos aproximados de uma distribuicdo limite normal
padrdo para realizar o teste de hipétese, o teste e denominado de “teste quais-t”.

Uma das primeiras tentativas de melhorar o desempenho do estimador HCO foi proposta
por Hinkley (1977); sua idéia consistiu em corrigir o viés negativo ponderando o estimador HCO

por n/(n-p), i.e., o estimador para {2 é dado por
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2=

n_pdiag(éf,‘..,éﬁ )

Este estimador é conhecido como HC1. Outras variacoes foram propostas com o fim de
tentar diminuir o viés do estimador de White e melhorar o seu desempenho em relacdo aos testes
“quasi-t”. Baseado em Horn, Horn e Duncan (1975), MacKinnon e White (1985) sugerem um

estimador conhecido como HC2, o qual estima 2 da seguinte forma:

z

Este estimador é conhecido como HC1. Qutras variacOoes foram propostas com o fim de
tentar diminuir o viés do estimador de White e melhorar o seu desempenho em relacdo aos testes
“quasi-t”. Baseado em Horn, Horn e Duncan (1975), MacKinnon e White (1985) sugerem um

estimador conhecido como HC2, o qual estima (2 da seguinte forma:

N 52 52
2 = diag ér én .
(1-h;) {1-h,)

Este estimador, sob homoscedasticidade se apresenta nao-viesado. MacKinnon e White

{1985) propdem o estimador HC3, que estima {2 através da expresséo:

- 52 52
Q= diag[ €1 €n J .

(1-h 02" (1-n,)?

O estimador HC3 apresenta propriedades muito semelhantes ao estimador Jackknife e
oferece desempenho melhorado, tanto em termos do viés quanto aos resultados dos testes
“quasi-t”. Long e Ervin (2000) sugerem o uso deste estimador para amostras de tamanho menor
que 250.

Cribari-Neto (2003) mostra que o estimador HC3 continua sendo muito na presenca de
observacfes com grau de alavancagem muito alto. Assim, uma sugestdo consiste em ponderar

os residuos, associando de maneira mais eficiente o grau de alavancagem.
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A partir desta percepcédo, Cribari-Neto (2004) propbe o estimador denominado HC4, que

utiliza
N 52 52
Q = diag) —"—,...,—E1 |,
(1-h )7 (1-hy )"
onded; = min{ 4, hi/ﬁ}, i=1,...n, e h =p/n. Resultados de simulacdo revelam que o estimador

HC4 apresenta o melhor desempenho em relacdo ao teste “quasi-t”, no entanto tende a

superestimar as varidncias verdadeiras.

3. Novos estimadores

Evidéncia empirica mostra que os HCCMEs descritos anteriormente tém um desempenho
afetado devido a presenca de pontos de alta alavancagem. Isto, em geral, acontece. porque as

varidncias verdadeiras dos erros sd@o subestimadas. Considerando que mesmo sob
homoscedasticidade E(é,?} = (7—h,-/o-2 # o2, uma idéia para que os HCCMEs se apresentem mais
eficientes é encontrar uma forma funcional adequada que envolva os residuos e as quantidades A;
que permita reduzir o viés e otimize os resultados dos testes “quasi-t” associados. Neste
contexto, nos propomos algumas versdes de HCCMEs cuja forma funcional geral é:

-2 —
€7 eﬁ

(7_/77}5_/7 /..‘/(7—/7”}5‘1”

!T?HCJ = diag

Para, J = O0,...,4 sdo estimadores HO ate HC4 conhecidos, se J = 5,...,9 e/ = 1,...,n

consideramos versoes do estimador HC4 da forma

HC5 : 8, =min2.5, h, / R},
HC6 : 56, =min{3.0, h; / h),
HC6 : 5, =min{3.5, h; / B},
HCS : 85 =min{4.5, h; /R,
HCY : &4 =mini6.0, h, / b}
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Para J= 10, consideramos um estimador que se baseia na esperanca do quadrado dos

residuos quando as varidncias dos erros nao sd@ constantes. Neste caso,

E(82)=(1-h;(y; - 2))a® (Belsley, 2002), onde

n
2/7/'2‘7/'2
‘/[. = ———I=7 ,
f hfo'iz
Assim, o estimador de 2 é da forma:

n .
A 2 _2 Y hi’e?
’QHC =diag 4] P €n e y; :"i,__.__.

J (1—=hly, =2))" " (1=hply, —-2)) h,é;?

As propriedades amostrais do estimador HC10 n&o foram avaliadas neste trabatho, logo
ndo garantimos que este seja um HCCME, no entanto, achamos de interesse avaliar seu

desempenho. Propomos também um estimador que denominamos HC11 considerando

6y1 = min{?/(ﬁ—h;} } fixo para todas as observacdes. J&, paraJ = 72,...,78ei = 1,....n temos

HC12: 6, =15,
HC13: 6, =2.5,
HCl4: 8, =3.0,
HCI5: 6,5 =3.5,
HC16: &, =4.0,
HC17: &, =4.5,
HCI18: 5,; =5.0.

Dado 2 = diag(ct,..., ox’), se definimos a matriz P de dimensdo pxp da forma P = ( X'X ) e

7 1
DHC =diag FEREYS 1
! (1-h,)% " (1=hy )0

entdo, Cribari-Neto e Galvio (2003) mostram, que, em geral, o viés do estimador ¥ para

qualquer escolha de Dy ¢ da forma:

B(Y) = PID,c, {HOH-2HD} + Dye, 1P,
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Desta forma, este tipo de estimadores podem ser corrigidos por viés para melhorar seu
desempenho na presenca de heteroscedasticidade. Nosso trabalho concentra-se na avaliacdo
numérica dos estimadores propostos sem correcdo por viés.

Na pratica, detectada a presenca de heteroscedasticidade, por exemplo, através de um
teste de Goldfel-Quandt ou Breusch-Pagan (Judge et al., 1988, p. 372) se esta interessado em
determinar o grau de heteroscedasticidade A, o qual é definido por alguns autores, como A =
max(ci®)/min({oi®), t =1,...,n. Com esta idéia em mente nos propomos o seguinte algoritmo para

E(&?
medir o grau de heteroscedasticidade, baseados em que E(g2) = (1~ h; Jo?, e —(7—(% =g?
-
Seja b" = bw o estimador de S obtido ao calcular o EMQO sim o t-ésimo par (yix:/ da

amostra, onde x: é a t-ésima linha de X , e y" a varidvel resposta sim o t-esimo elemento.

Algoritmo A"

Parat = 7,...,n.

Calcule b', " =y -X'b", e s'=¢€ " e'/np).

Defina ot'2 = (Th) s’

Calcule A* = max(c:"?)/min{a:"?).

Retorne A".

Assim, A" é uma quantidade que mede o grau de heteroscedasticidade presente nos dados
do modelo de regressdo. Em nosso trabalho ndo estudaremos o comportamento de A" j& que para

a analise dos estimadores nos controlamos o grau de heteroscedasticidade.

4. Avaliacao numérica

Nesta secd@o, ndés avaliamos o comportamento dos estimadores propostos e os
compararmos com os estimadores HCCMEs j4 conhecidos. Os resultados numéricos nesta

seccéo referem-se ao modelo
vi=p+ foxi + ag, i=1,.n

A geracdo dos dados considera g7 = p2 = 1 e os erros, &’s, independentes e
identicamente distribuidos de acordo com uma distribuicdo N{0,1). Os tamanhos amostrais
usados sdo n = 50, 100, 150, 200. S&o geradas 50 observacdes para x de uma distribuicéo
exponencial, com o objetivo de avaliar o impacto dos pontos de alavanca e, para comparar o
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desempenho dos estimadores quando n@o ocorrem tais pontos, sdo geradas observacdes de uma
distribuicdo uniforme. Os tamanhos amostrais sdo obtidos, replicando os 50 valores iniciais de xi,
desta forma o grau de heteroscedasticidade, que pode ser medido por A = max(ct2)/min{ct2),
mantém-se constante a medida que o tamanho da amostra cresce. O mecanismo gerador da

heteroscedasticidade é da forma
of = exply + 7).

Desta forma, para y = O, temos 1 = 7, o que representa homoscedasticidade, j& para A > 7
temos heteroscedasticidade e os maiores valores de y, tanto na exponencial quanto na uniforme,
conduzem a um grau de heteroscedastididade no méaximo igual a 100. Todos 0s experimentos de
Monte Carlo sdo baseados em 10 000 (dez mil) réplicas e sdo implementados na linguagem de
programacao Ox (Doornik, 2001).

As Tabelas de 1 até 3 sumarizam os resultados desta investigacdo considerando a
distribuicao uniforme, isto é, considerando o modelo sim pontos de aita alavancagem. Na Tabela
1, estdo apresentados os vieses relativos totais dos seguintes estimadores: de minimos
quadrados ordinarios (MQQ), que tem a forma G2( XX )7, onde &2 =e’e/(n-p), de White
{HCO), de Hinkley {HC1), o estimador adaptado por MacKinnon e White (HC2), o estimador
jackknife aproximado (HC3), o estimador proposto por Cribari-Neto {HC4), além das novas

propostas, (HCJ), J = 5,... 18, apresentadas na secao anterior. Define-se viés relativo total como
a soma dos valores absolutos dos vieses relativos para as varidncias estimadas de f; e f,.

Assim, para cada estimador foi estimado

(Egvartp;) ~var(f,)}| |Efvart fy)-varl By,
_ + _ ,
var( ;) var(f3,)

onde “var ” denota o estimador da variancia de interesse.

As Tabelas de 1até 3 também apresentam os resultados variando o grau de heteroscedasticidade
¢ 0 tamanho da amostra, contudo, sem presenca de pontos de alavanca, devido a natureza da
yeracdo dos dados. De acordo com os dados dispostos na Tabela 1, como era de se esperar, o
estimador MQO é néo-viesado quando as varidncias dos erros sdo constantes e
consideravelmente viesado sob heteroscedasticidade. E possivel observar também que, para

todos os tamanhos amostrais e os diferentes graus de heteroscedasticidade, o estimador HC2
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apresenta o menor viés relativo total entre todos os HCCMEs avaliados. O segundo melhor
desempenho, dentre as novas propostas quanto a este critério, foi apresentado, em geral, pelo
estimador HC12, seguido pelo estimador HC10. Se fixamos o tamanho de amostra em 50 e
y = 4, o qual resulta em 1 = 50.44, encontramos que o viés do estimador HC2 é de 2.64%, do
estimador HC12, 4.53% e do estimador HC10, 7.91%. Os estimadores HC4 a HC9

apresentaram resultados idénticos, j& que sem a presenca de pontos de alavanca, os /;'s sdo em
média menores que p/n, entdo O, = min{k,h, /h } = h,/h parak > 1 edJ = 4,...,9. Quando

analisamos os resultados paran = 750 e y = 4, o viés relativo total de HC9 e igual a 2.072%.

Quanto aos estimadores que utilizaram um expoente fixo para a quantidade (7- hj), a

medida gue aumenta o valor do expoente &, o desempenho é bastante prejudicado, pois estes

estimadores tendem a subestimar a varidncia do erro. Por exemplo, para n = 200 e ’y = 4, os
vieses relativos totais dos estimadores HC13, HC14, HC15, HC16, HC17 e HC18 séo,
respectivamente, 4.56%, 6.01%, 7.47%, 8.94%, 10.42% e 11.92%. Os erros quadraticos
médios totais dos diferentes estimadores das varidncias sdo apresentados na Tabela 2. Quanto
ao critério do erro quadratico médio (EQM) total, o estimador MQO se comporta melhor que o
estimador HCO, para tamanho de amostras inferiores a 100, caso contréario o estimador de White
é o que apresenta o melhor desempenho entre todos os HCCMEs. Entre as novas propostas
encontramos que 0S menores erros quadraticos médios se referem ao estimador HC10.
Novamente, os estimadores HC4 até HC9 se comportam de forma idéntica. Quanto aos
estimadores que utilizam expoentes fixos para a quantidade (7- h), a medida que o expoente
cresce o desempenho piora.

A Tabela 3 contém as taxas de rejeicdo da hipétese nula {(em percentuais), para um nivel
nominal de 5%, de testes “quasi-t” que usam as estimativas das variéncias calculadas a partir
dos estimadores aqui considerados. O interesse recai em testar a hipétese Ho: f2 = 7 contra Hi:
P2 # 1 contra. Como podemos observar a partir da andlise desta tabela, o teste baseado no
estimador MQO torna-se mais liberal 4 medida que aumenta o grau de heteroscedasticidade. No
entanto, as maiores distorcdes de tamanho estdo associadas ao estimador HC11 para todos os
tamanhos amostrais e valores de A, as taxas de rejeicdo dos testes baseados neste estimador
sd0 em média proximas a 40%. E interessante notar que os estimadores que se mostraram mais
viesados (HC13 a HC18) agora apresentam as taxas de rejeicdo dos testes neles baseados, mais
proximas do que seria esperado de acordo com o nivel nominal, ou seja, comportam-se melhor

que todos os outros HCCMEs, sendo que, para amostras de tamanho moderado, o estimador

HC15 se destaca dos demais.
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forme (sem pontos de alto alavancagem)
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Tabela 1 - Viés relativo total, gera
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iforme (sem pontos de alto alavancagem)

1ICa0 un
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Tabela 2 — EQM total, gera
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Outra percepcdo importante é que para um grau de heterocedasticidade severo, y = 4.5, 0
que corresponde a 1 = 8234, o desempenho destes estimadores € bastante satisfatério e superior
ao desempenho do estimador HC4. Por exemplo, paran = 700 e A = 82.34, as taxas de rejeicao
dos testes baseados nos estimadores HC4 e HC12 a HC18 sao, respectivamente, 5.84% ,
5.83%, 5.36%, 5.14%, 4.85%, 4.72% e 4.55%. Os testes baseados nos estimadores HC4 a
HC9 sao menos liberais que os testes baseados nos estimadores HC1 e HC2, no entanto, o
estimador HC3 empregado em testes de hipdtese fornece resultados mais confidveis que os
resultados associados ao estimador HC4.

As Tabelas de 4 até 6 sumarizam os resultados da investigacdo considerando a distribuicao
exponencial para x. Neste caso, em todos tamanhos de amostras o maior valor de Ai corresponde
a aproximadamente duas vezes o limiar critico 3p/n. Os dados dispostos na Tabela 4 se referem
ao viés relativo total dos diferentes estimadores e revelam que, sob heteroscedasticidade,
tipicamente, o estimador HC12 apresenta os menores vieses relativos totais entre todos os

2

HCCMEs avaliados. Quando o expoente fixo §, da quantidade (7- h) é maior ou igual a dois e

meio (2.5), os estimadores HC13 até HC18 se tornam consideravelmente viesados. J&, entre os

estimadores HCJ que consideram 5J/_, J =13,...,17, i = 1,...,n,0 melhor desempenho para

todos tamanhos de amostra e valores de 1 é o do estimador HC5. Por exemplo, paran = 200 e
A= 78.28, os vieses relativos totais dos estimadores HC4 a HC9 s&o, respectivamente,
29.75%, 10.85% , 17.20%, 23.43%, 36.32% e 43.14%. Na Tabela 5, estdo apresentados os
erros quadraticos médios dos estimadores avaliados. A anélise desta tabela evidencia que, em
relacdo ao EQM, entre os estimadores HC4 até HC9, é o estimador HC5 que apresenta o melhor
desempenho. No entanto, no geral, o melhor desempenho, no que diz respeito a este critério, €
do estimador HCO. Os desempenhos dos estimadores HC10 e HC12 sdo semelhantes e
satisfatérios; por exemplo, para n = 7100 e A = 26.31, os erros quadrdticos médios destes
estimadores sdo, respectivamente, 0.01447 e 0.01429. Quanto ao resuftado das taxas de
rejeicdo dos teste “quasi-t” baseados nos HCCMEs avaliados, Tabela 6, os estimadores utilizados
nos testes que apresentaram os melhores desempenhos, inclusive superior ao HC4, sdo os HC8 e
HC9. Com relacdo aos estimadores que utilizam expoente fixo para a quantidade (7- hjJ, quanto
maior 0 expoente menores sdo as taxas de rejeicdo dos testes associados; no entanto, a medida

que cresce o tamanho da amostra as taxas de rejeicdo tendem a aumentar.
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Tabela 5 EQM total, garaglio sob distribuico exponencial (com pontos de alto alavancagem)
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5. Conclusoes

Na secdo 4 estdo apresentados resultados referentes a avaliacdo das propriedades em
amostras finitas de diferentes estimadores consistentes para a matriz de covaridncias do
estimador de MQO. Foram utilizados como critérios de avaliacdo o viés relativo total, erro
quadratico médio e comportamento de estatisticas “quasi-t” construidas a partir dos diferentes
HCCMEs. As investigacdes consideraram diferentes niveis de heteroscedasticidade e tamanhos
amostrais. Os resultados obtidos revelam que, para dados sem pontos de alavanca, o estimador
HC2 apresenta o menor viés relativo total, seguido pelo estimador HC1 e, dentre as novas
propostas, pelo estimador HC12 seguido do estimador HC10. No entanto, quanto ao EQM, em
geral, o estimador de White é o que apresenta o melhor desempenho entre todos os HCCMEs e
entre as novas propostas o estimador HC10 é o que se comporta melhor. Os estimadores HC4 a
HC9 apresentaram resultados idénticos quanto a todos os critérios investigados, o que é
razoavel, pois neste caso ndo existem pontos que exercam influéncia desproporcional sobre a
estimacdo do modelo. Quanto aos estimadores que utilizam expoentes fixos para a quantidade
(1-hi), HC13 a HC18, a medida que o expoente cresce o desempenho piora, tanto em relagéo ao
viés relativo total quanto em relacdo ao erro quadratico médio; no entanto, tornam-se mais
confidveis no que concerne inferéncia “quasi-t”, com destaque especial para o estimador HC15.
Ja, quando a investigacdo considera a existéncia de pontos de alta alavancagem, o novo
estimador HC12 apresenta os menores vieses relativos totais e o estimador HCO, o melhor
desempenho quanto ao EQM. Novamente, os estimadores HC13 a HC18 sdo consideravelmente
viesados, contudo, ndo sdo os melhores quanto as taxas de rejeicdo de testes associados. Entre
os estimadores HC4 a HC9, é o estimador HC5 que se comporta melhor, tanto em relacdo ao
erro quadratico médio quanto em relacdo ao viés relativo total. No entanto, no que concerne as
taxas de rejeicdo dos testes “quasi-t” baseados nos diferentes estimadores, HC8 e HC9, que em
geral sdo mais viesados que o estimador HC4, sdo os mais confidveis e seus desempenhos estéo
entre os melhores quando héd um ponto de alavanca muito forte, em particular, quando utilizamos

o estimador HC9.
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Abstract

in this paper, we examine the behavior of some well known heteroskedasticity-consistent
covariance matrix estimators. We also propose new estimators. Using Monte Carlo simulation,
we analize the total relative bias and the total mean square errors of all estimators considered.
We also investigate the performance of quasi-f tests based on the different estimators in two
scenarios, namely: with and without high leverage points in the design matrix.

Keywords: Heteroskesdasticity, quasi-t test, high leverage points.
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Alguns aspectos da modelagem de
dados espacialmente referenciados

Alexandra M. Schmidt”
Aline A. Nobre’
Gustavo S. Ferreira’

Resumo

O avango de técnicas de simulacdo estocastica e, paralelamente, de ferramentas
computacionais vém permitindo o uso de modelos altamente estruturados nas diversas éareas da
Estatistica. Em particular, a area de estatistica espacial vem recebendo grande atencd@o por parte
de renomados pesquisadores e modelos mais realistas tém sido propostos.

Este artigo tem como objetivo resumir algumas técnicas para a modelagem de dados
espacialmente referenciados. Em particular, revisitamos os modelos para observacOes feitas em
alguns pontos de uma regido de interesse e, também, os modelos auto-regressivos espaciais para
dados de &rea, e apresentamos suas estimacdes seguindo o Paradigma de Bayes. Algumas
caracteristicas dos dois tipos de observacdes sdo discutidas e recentes tépicos de pesquisa séo
apontados. Dois exemplos séo analisados, a precipitacdo da chuva na cidade do Rio de Janeiro,
no més de janeiro de 2002, e o nimero de casos de maldria no Estado do Pard, no més de
janeiro de 1997.

Palavras-chave: Anisotropia; dados de area; geoestatistica; modelos auto-regressivos;

paradigma de Bayes; processo Gaussiano; e Sistema de Informacao Geogréfico - SIG.

* Endereco para correspondéncia: Dept® de Métodos Estatisticos — UFRJ.
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1. Introducéo

Nos udltimos 13 anos, a Inferéncia Bayesiana vem sofrendo um grande desenvolvimento
devido ao avanco de técnicas de simulacado estocéastica e, também, devido a disponibilizacdo de
computadores pessoais velozes e relativamente baratos. Desde a publicagéo do artigo Gelfand e
Smith (1990) vemos em diversas areas da Estatistica propostas de modelos altamente
estruturados, que procuram refletir melhor a realidade dos processos sob estudo. Em particular,
tem havido um grande desenvolvimento de novas técnicas para o estudo de dados observados
ao longo de uma regido geografica, como, por exemplo, o nimero de casos de doencas
respiratérias numa cidade, a modelagem de poluentes do ar num grande centro urbano, etc.
Também do ponto de vista geogréfico, podemos observar o avanco de diversas técnicas. Os
Sistemas de Informacdo Geograficos - SIGs tém facilitado a visualizacdo e armazenamento de
informacoes relevantes. Um SIG é um sistema automatico que codifica, gerencia e analisa dados
espaciais. Um SIG pode ser pensado como um mapeamento computadorizado e analise de
sistema que usa as caracteristicas espaciais dos dados para determinar importantes relacdes
como distancia, proximidade, etc. Um componente importante de um SIG é um software que
ajuda a lidar com dados espacialmente referenciados e visualizacdo de mapas. Um exemplo de
software que tem sido muito utilizado é o Arcview e uma referéncia para aprender a usa-lo ¢
Breslin et al. (1999). Do ponto de vista estatistico, o interesse é fazer inferéncia sobre as
informacées provenientes desses sistemas e ndo fazer uma analise puramente descritiva dessas
observacoes.

Cressie (1993) divide a estatistica espacial de acordo com os tipos de observacdes
associadas ao espaco em que elas sdo observadas. De uma forma geral, a estatistica espacial
contém trés grandes é&reas: geoestatistica, dados de é&rea e processos pontuais. Aqui
discutiremos alguns aspectos dos dois primeiros tipos. Para uma discussdo detalhada sobre
processos pontuais o leitor interessado deve dirigir-se a Diggle (2002). Este artigo esta
organizado da seguinte forma: a secdo seguinte discute principios béasicos de geoestatistica,
introduzindo processos estacionarios (a distribuicdo espacial é invaridvel quando a origem do
sistema de coordenadas onde as estacGes se encontram é transladada e isotrépicos, e o
processo é estacionario sob rotacdes em torno da origem). Sob o enfoque Bayesiano, o
procedimento de interpolacdo espacial é descrito. Alguns recentes modelos para tratar de dados
espacialmente ndo-estacionérios s@o mencionados na subsecdo 2.2. A secédo 3 descreve alguns

modelos para dados associados a areas contidas numa regiao de interesse. Af é feito um paralelo
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com modelos de séries temporais e modelos auto-regressivos simultdneos e condicionais que
sdo discutidos. O procedimento de inferéncia, sob o enfoque Bayesiano, para tais observacOes
também é descrito. A secdo 4 analisa dados de chuva na cidade do Rio de Janeiro e casos de
malaria no Estado do Para. Finalmente, a secdo 5 levanta alguns outros pontos recentes de

interesse de pesquisa na area.

2. Geoestatistica

Problemas de geoestatistica podem ser encontrados em diferentes areas da ciéncia, tais
como: meio ambiente, mercado imobiliario, geologia, processamento de imagens, etc. Em geral

assume-se que {y(x): x € G} é uma realizac&o parcial do processo aleat6rio (ou campo aleatorio)

{Y(x):xeG},

onde G é um subconjunto fixo do # com volume p-dimensional positivo {Cressie, 1993).
Usualmente p=17, 2 ou 0. Em outras palavras, x varia continuamente ao longo da regiao G.
Assuma que u(x)= E(Y(x)) existe para todo x € G. Usualmente, diz-se que 4(.) é a tendéncia do
processo espacial Y/.). Suponha também que a variancia de Y(x), V(Y(x]), existe para todo x € G.

Por definicdo, o processo espacial Y(.) é intrinsecamente estaciondrio se

E(Y(x+hn)-Y(x))=0 e
V(Y(x +h)-Y(x))=2y(n), Vx,x+heG,

onde a quantidade 7./ é uma funcédo condicionalmente negativa definida. O processo Y(.] é dito
ser estaciondrio de segunda ordem (ou fracamente estaciondrio) se y(x) = u, Vx € G, isto é, ufx)
¢ constante para todo x € G e a covariancia entre dois pontos quaisquer em G € funcédo apenas

da diferenca entre as duas localizacdes, isto &,

cov{Yix),Y(x'}}=clx-x"} Vx,x' eG {2)

A quantidade 2./, em (1), é conhecida como variograma e € um dos pardmetros mais
importantes na modelagem de geoestatistica (Cressie, 1993). A funcdo cf.) é chamada de

covariograma. Se em (1), 27(x—x’) depender apenas da distancia euclideana entre x e X/,
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, o processo Y(.) é entdo chamado de Jisotrdpico. Um processo intrinsecamente

[x =
estacionario e isotrdpico é chamado de homogéneo (Smith, 1996). Se uma dessas condicées néo
se aplica, o processo é heterogéneo.

Em geral, assume-se que a varidvel aleatéria Y/.) segue um processo Gaussiano. Mais
especificamente, a quantidade aleatéria Y(.), que assume valores y(x/ para x € G, segue um

processo Gaussiano {PG) com média u(.) e funcéo de covariéncia c(.,.), denotado por
Y(.)] ~PG (ul.)cl.,.)],

se para quaisquer Xxi,...,x2 € G, e qualquer n=1,2..., a distribuicdo conjunta de Y{(xi/,...,Y(xn) €
uma normal multivariada com pardmetros dados por E(Y(xij) = u(xi) e cov{Y(xi, Y(xi}=c(xix; (O
Hagan, 1994). '

5 Quando um processo é homogéneo, sua varidncia é constante ao longo de G, isto €,
VIYIx))=c® ¥ x e G. Portanto, podemos escrever a funcdo de covaridncia de Y{.) como

;¢’), onde pf.;¢’] denota uma funcdo de correlacdo vélida (positiva definida)

cix,x’)=pl||x-x"
em % que depende possivelmente de um vetor paramétrico ¢'. Note que, neste caso, 0
variograma pode ser escrito como 2y(h) = Var(Y(x)-Y(x'J] = & + ?-2°p( | |x-x'| |;4') = 2% (1-p( || x-
x'||;¢’)). Dessa forma, a conveniéncia dos processos homogéneos fica clara, j& que a estrutura
de covariancia do processo Y/.) pode ser modelada apenas através dos pardmetros o° e ¢ . Além
disso, modelando Y{.J através de um processo Gaussiano, precisamos especificar apenas seu

primeiro € segundo momentos.

Existem na literatura algumas familias de funcdes de correlacdo. Uma funcdo de correlacéo
que é vélida em #' também é vélida em 9P? para p2 < pr. Entretanto, a reciproca ndo é
necessariamente verdadeira (Cressie, 1993). Diggle e Ribeiro Jr (2000) apresentam alguns dos
principais modelos paramétricos de funcdes de correlacdo assim como simulacées de processos
Gaussianos univariados mostrando o efeito do uso das diferentes familias. Dois dos principais

exemplos de funcGes de correlacdo sdo:

{a) familia exponencial poténcia:

old; 6) = expl- (¢ d)<), (3)
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onde ¢ =(g,x) com ¢>0e x € (0,2]. O pardmetro ¢ é de escala e d é a distancia euclideana entre
dois pontos quaisquer em G. Quando x=7 temos o caso particular da funcéo de correlacao

exponencial e k=2 corresponde & funcéo de correlacdo Gaussiana;

(b) familia Matérn:

7 2ﬂdK 2J2d
227 rg) ¢ ) 6 )

pld:¢,2)=

onde ¢*=(¢,2), $>0 é o pardmetro de escala, A>0 é o pardmetro de forma. A funcédo 77.) € a
funcdo Gama usual e x; é a funcdo modificada de Bessel do terceiro tipo de ordem 1.

Um aspecto importante de superficies - espaciais é o seu grau de suavidade.
Matematicamente essa propriedade é descrita através do grau de diferenciabilidade do processo.
A especificacdo da familia de funcédo de correlacéo é de grande importéncia, pois, em processos
Gaussianos, a suavidade do processo esta diretamente relacionada a diferenciabilidade da sua
estrutura de covaridncia. Por exemplo, a func@o de correlacdo Gaussiana resulta em processos
gue s3o infinitamente diferencidveis, em outras palavras, em processos extremamente suaves, 0
que na pratica é dificil de se observar. Recentemente, a funcédo de correlagdo em (b) tem sido a
mais usada na literatura, pois além das funcdes exponencial (quando A1=0.5) e Gaussiana
{quando A — o serem seus casos particulares, o pardmetro i controla o grau de
diferenciabilidade do processo.

Na subsecdo a seguir, discutiremos o ajuste de processos Gaussianos sob o enfoque

Bayesiano.

2.1 Interpolacao espacial bayesiana

Em geral, o principal objetivo em geoestatistica é a previsdo do processo em localizacdes
ndo observadas da regido G. Em outras palavras, baseado na informacédo observada de Y(.jem n
pontos (x1, ...,xn) de G, deseja-se prever 0 processo em k pontos nao medidos. Na literatura de
geoestatistica esse procedimento é conhecido como krigagem. Esse termo foi introduzido por
Mathéron em diversas publicacdes, como uma homenagem ao engenheiro sul-africano D.G. Krige
que na década de 1950 desenvolveu métodos empiricos para determinar a. distribuicdo de
minérios, baseado na informacdo observada das concentracfes de minério num conjunto finito de
pontos observados (amostrados). Em geral, krigagem depende das propriedades do momento de

segunda ordem de Y/{.). Esta subsecdo destina-se a discutir o procedimento Bayesiano de
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inferéncia dos parametros  de onteresse nos modelos  descritos anteriormente. Algumas
referéncias classicas que descrevem procedimentos de estimacdo baseados no método da
maxima verossimilhanca, método dos momentos, etc. sdo: Journel e Huijbregts {1978), Ripley
(1981), Cressie {1993), Stein (1999), para citar alguns.

Assumindo gue o processo Y/(.) pode ser modelado através de (2), o objetivo entdo é
estimar as quantidades desconhecidas envolvidas em uf.) e c/.,.). Do ponto de vista Bayesiano, o
modelo é especificado através de, pelo menos, dois niveis de hierarquia. No primeiro nivel,
encontra-se a distribuicado geradora das observacdes, que depende de quantidades desconhecidas
{parametros). Sob o enfoque Bayesiano esses pardmetros sdo guantidades aleatdrias, portanto,
no segundo nivel, especifica-se uma distribuicdo dos pardmetros antes de se observar os dados
{distribuicdo a priori). Esta distribuicdo depende possivelmente de outros parédmetros, que como
ndo sdo os principais do modelo, sdo chamados de hiperpardmetros. As distribuicées a priori dos
hiperparametros compreendem os niveis mais baixos de hierarquia do modelo. O objetivo final €
obter uma atualizac@o da distribuicdo desses pardmetros & luz dos dados observados {distribuicéo
a posteriori). Uma vez que essa atualizacdo é feita, previsdes séo feitas com base na distribuicdo
a posteriori dos parémetros,

Omre et al. (1989) discutem uma aproximacao Bayesiana para krigagem. Basicamente, eles
apresentam dois modelos nos quais eles definem a esperanca e a covaridncia de uma funcéo
aleat6ria. Os parametros da funcfo de covariancia séo assumidos conhecidos e eles fazem uso
do método Bayesiano empirico (Migon e Gamerman, 1999) para fixar esses valores. Handcock e
Stein (1993) apresentam uma andlise Bayesiana completa de krigagem. Assumindo que o
processo Y/.} é Gaussiano, eles obtém a distribuicdo preditiva para uma localidade ndo observada
levando em conta a incerteza associada aos paradmetros da fungdo de covaridncia. Ribeiro Jr. e
Diggle (2002) adotam um modelo espacial linear hierdrquico, cujas componentes sao processos
Gaussianos com uma determinada estrutura paramétrica de covariancia. Eles fornecem um
catdlogo de posterioris e distribuicGes preditivas para particulares combinacGes de escolha das
prioris.,

Usualmente, no contexto de geoestatistica, dadas as observacdes do processo de interesse

em n localizacdes, Y =(Y(x1,...,Y(xn}), assume-se que

Y | Z~Noily 2, (4)
onde N» representa a distribuicdo normal multivariada de dimens&o n, z é um vetor de dimensao
n representando a média do processo, e 2 € uma matriz 7 x n que representa a estrutura de

covariancia.
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De uma forma geral, podemos supor que a tendéncia do processo Y/(.) ndao é constante ao
longo de G, mas sim uma combinacdo linear desconhecida de funcdes conhecidas
fix)={fi(x),..,f:(x)}, x € G isto &, ufx) =p f(x), onde B=(p, ...,A3J). As quantidades .},
j=1,...,r representam covaridveis que possivelmente explicam o nivel de Y/.). Dessa forma esse
nao é um processo estacionario, ja que o nivel de Y{.) varia com as localizacbes em G. Na
literatura de geoestatistica, a interpolacdo espacial nesse contexto é conhecida como krigagem
universal. Quando a média ./ € assumida constante para todo x em G a interpolacdo espacial ¢
chamada de krigagem ordinéaria (Cressie, 1993). No contexto Bayesiano, essa abordagem pode
ser descrita assumindo que o processo de interesse Y/(.) é descrito pela soma de trés

componentes, isto é:

Yix)=pf(x)+Z(x)+slx). {(5)

A primeira componente é descrita por uma tendéncia polinomial, f7(x), a segunda é um
efeito aleatdrio com estrutura de correlacao espacial Z(x), e a Gltima é um ruido branco, g(x), com
distribuicdo normal, média O e varidncia constante 7%, isto &, &x) ~ N(O,7%). Para Z{(.) assume-se a

priori que:

Z(x)|c2, ¢* ~PG(O, a2p(||x-x"|1; $*)), (6)

onde ¢° é a varidncia do processo Z[.), pf.; ¢) representa uma funcdo de correlacdo que
depende do pardmetro ¢° e ||.|| denota distancia Euclideana. Note que a componente espacial
nao entra diretamente no processo Y(.), mas sim na sua estrutura de primeira ordem. A
componente de ruido, ¢(.) , descreve um erro de medida, em outras palavras, caso sejam feitas
diversas observacdes, o resultado vai flutuar em torno do verdadeiro valor {Cressie, 1993). Na
literatura de geoestatistica, a variancia dessa componente é conhecida como efeito pepita. Dessa

forma, obtemos que a variancia de Y(x/ condicional a , &% ¢ e 7, é dada por

VIYix))= 2+5 e Cov(Y(x),Y(x))= Z+(1-pf] |xx"

'y

; ¢')). A especificacdo Bayesiana

e cada elemento da matriz 2 € dado por Zj=7+o’(1-p(| |x-x"|

se completa ao associar as distribuicées a priori para os pardmetros do vetor 9=(f, o, ¢, 7).
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E razodvel assumir que os pardmetros em ¢ sdo independentes a priori. Como 0s
coeficientes em f representam os efeitos das covaridveis f(x) sobre a média de Y{.), geralmente
assume-se que B ~ N0, o°; ), onde ¢°; é uma gquantidade fixa conhecida. Quanto maior o valor
de o5 mais vaga a informacéo a priori sobre f, i=1,....,r. Para os parametros o’ e 7 geralmente
associa-se uma priori gama com uma determinada média e varidncia. Os parémetros em @
representam aqueles envolvidos na funcdo de correlacdo especificada para o modelo. Por
exemplo, no caso da funcé@o de correlacdo exponencial, em (3), uma priori usualmente atribuida a
¢ é uma distribuicdo gama com uma varidncia grande. A escolha da média dessa gama pode ser
dificil. Uma sugestao é atribuir uma média tal que quando a correlacao € 0,05, ¢ ¢ igual a metade
da distancia maxima (0, 5dmax) presente na amostra. Em outras palavras, essa priori reflete o
fato de esperarmos que para distdncias maiores que 0,5dmax a correlacdo espacial € proxima de
0.

Seguindo o paradigma de Bayes, sabemos que a distribuicdo a posteriori de 6, =(0|x), €

proporcional ao produto da funcéo de verossimilhanca, f:(x |6, pela priori, n(¢), isto €,

w0 x) « f,(x|8)x(8)

/2 G’XP{' é(y - Xﬁ),2_7 (v - Xﬁ)}ﬂ(ﬂ)ﬂ(fz )7:(02 )77((;}*) """

oc‘):

Quaisquer que sejam as distribuicbes a priori associadas para os elementos de 6, nédo €
possivel fazer nenhuma sumarizacdo da distribuicdo a posteriori acima de forma analitica.
Portanto, é preciso fazer uso de métodos de simulacdo estocédstica para se obter amostras da
densidade em (7). Na ultima década, a inferéncia Bayesiana vem experimentando um grande
avanco devido a introducdo de métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) e
também devido a disponibilidade de computadores velozes. O MCMC é uma técnica poderosa
que vem permitindo a andlise de modelos altamente estruturados. Nesse contexto, os meétodos
de simulacdo estocastica mais utilizados sdo o amostrador de Gibbs e o Metropolis-Hastings.
Para maiores detalhes veja Gamerman (1997). Em termos de implementacdo desses modelos ha
uma preocupacdo com relacdo a dimensdo da matriz 2. Quanto maior o valor de n maior a
dimensdo de 2. Qualquer método de aproximacao utilizado para se obter amostras da distribuicéo
em (7) vai envolver o célculo do determinante e da inversa de X2 que podem demandar muito
tempo computacional.

Paralelamente ao desenvolvimento de técnicas de simulacdo estocdstica, surgiram tambeém

programas de computadores que geram amostras da posteriori de modelos altamente
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estruturados. O projeto WinBugs® (Spiegelhalter et al., 2002) vem permitindo a implementacdo
de modelos hierarquicos relativamente complexos e, particularmente, de modelos espaciais. Um
outro exemplo de programa para obtencao da posteriori de modelos geoestatisticos espaciais é o

geo-R? (Ribeiro Jr. e Diggle, 2001).

2.1.1 Previsdo de um vetor de localizacées ndo medidas

Em geoestatistica, o maior interesse encontra-se na previsdo do processo em pontos néo
observados. De acordo com o modelo em (4), as observacdes Y(xi/ estdo sendo geradas de
acordo com Nafy 2). Suponha que estamos interessados em prever o processo espacial em um
vetor de localizacdes nao medidas Yu=(Y{(xui),...,Y(xu))' em pontos xu1, ..., xux. O objetivo é obter

a distribuicdo preditiva de (Yu| Y/, que é dada por:
..... p(Y, |Y)=1l,p(Y, |V, 006 |Y)6. (8)

Seguindo os resultados da teoria normal multivariada (Anderson, 1984), segue que a

distribuicdo conjunta de Y e Y. é dada por

onde p é um vetor de dimensdo k com as médias das respectivas localizagbes néo
medidas; u é um vetor contendo as médias dos n pontos observados; 2, é uma matriz de
dimensdo k e cada elemento representa a covaridncia entre os pontos ndo medidos. Cada linha
da matriz ¥, n x k, representa a covariadncia entre a /-ésima localizacdo medida e a j-ésima ndo
medida, i=7,..,ne j=1,..,k. Como antes, X é a matriz de covaridncia n x n das localizacGes

observadas. Da teoria da distribuicdo normal multivariada, temos que

(, 1Y,0)~ Nl + 257 (V - p) 5, -9 57'%) (10)

' O WinBugs pode ser obtido gratuitamente da pdgina :
http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/winbugs/contents.shtml.
20 geo-R pode ser obtido gratuitamente da pagina http://www.est.ufpr.br/geoR.
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A integracd@o em (8) ndo tem solucdo analitica, entretanto aproximacdes podem ser
facilmente obtidas usando métodos de Monte Carlo (Gamerman,1297). Para cada amostra /,
/=1,...,L, obtida no algoritmo de MCMC, podemos obter uma aproximacéo para (8), amostrando

da distribuicao em (10) e calculando

splv, 16') (1)

7
Y Y= —
(Y, 1Y) [

Podemos usar a média amostral de Yu para se obter uma estimativa da esperanca de Yu|Y,
a varidncia dessa estimativa também pode ser facilmente calculada. Além disso, regiles
preditivas de 700(7-a/% podem ser obtidas para Y.|Y . Particularmente, regifes de méxima

densidade a posteriori C, podem ser construidas de modo que
c=1{v, : p(v, 1Y = s(a)),

onde s{aJ € a maior constante que garante que P(YU eC| Y)z T-a.

2.2 Alguns recentes modelos para processos espaciais heterogéneos

Em muitos problemas de geoestatistica ndo € realista assumir homogeneidade do campo

(¢

aleatério sob estudo. Em outras palavras, nao é razodavel assumir que a distribuicdo espacial
invaridvel quando a origem do sistema de coordenadas onde as estacdes se encontram €
transladada, e que o processo é estacionario sob rotagcées em torno da origem. Por exemplo, em
problemas ambientais, hd pouca razdo para assumir que tais processos sejam homogéneos,
porque acredita-se que héa influéncias locais na estrutura de correlacdo do processo espacial
aleatdrio {como, por exempio, efeitos topograficos, impactos de poluentes sobre pequenas
vizinhancas das estacdes monitoradoras, etc.). Na ditima década tem havido um grande esforco
por parte dos pesquisadores dessa drea em propor modelos que ndo assumam homogeneidade do
processo espacial sob estudo. Esta secdo discutird algumas das principais referéncias surgidas
nos ultimos dez anos nessa area.

Durante os anos de 1980 e 1990, Paul Sampson e Peter Guttorp, da Universidade de
Washington, foram pioneiros ao propor uma aproximacéo para o problema de heterogeneidade
espacial. Esta proposta recebeu grande atencdo da comunidade estatistica depois da

publicacdo do artigo Sampson e Guttorp (1992). A idéia deles estd baseada na estimacéo de um
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espaco latente, chamado por eles de espagco D, que denota dispersdo. A idéia principal esta
baseada numa transformacdo nao-linear do espaco amostral, que eles denotam de espaco G
(geogréfico), para um espaco D, no qual a estrutura espacial é estaciondria e isotrdpica. Para se
obter as localizacBes dos pontos observados no espago D, Sampson e Guttorp fazem uso de
escalonamento multidimensional (MDS) (Anderson, 1984). Em outras palavras, eles estimam as
localizacbes medidas no espaco D de modo que as correlagGes observadas se ajustem a
distancia euclideana entre os pontos em D. Uma vez que as localizagGes medidas sdo obtidas no
espaco D, o passo seguinte € estimar a realizacdo do processo espacial numa localizacdo néo
medida, e Sampson e Guttorp fazem uso de thin-plate splines (Green e Silverman, 1994) para
atingir esse objetivo. Entretanto, ha algumas criticas a essa proposta, pois uma vez que oS
pontos sdo obtidos no espaco D, eles séo fixados e a interpolacdo para localizacées ndo medidas
é baseada nessas localizacdes fixas sem levar em conta a incerteza associada ao mapeamento.

Le e Zidek (1992) propdem uma alternativa Bayesiana a krigagem na qual a incerteza sobre
a matriz de covariancias £ é naturalmente refletida. Eles definem uma distribuic@o a priori Wishart
invertida para £ com matriz de escala ¥. Note que dessa forma a matriz 2, ndo necessariamente,
tem uma forma isotrépica ja que sua parametrizacdo nédo envolve a disténcia euclideana entre os
pontos em G. A validade da matriz de covariancias € garantida devido ao uso da Wishart
invertida como priori de Z. Uma sugestd@o para fixar a matriz de escala ¥ é usar o método néo-
paramétrico de Sampson e Guttorp para obter uma estimativa para ¥, Um exemplo dessa idéia
pode ser visto em Sun et al. {1998).

Ainda no contexto da deformacdo espacial, Schmidt e O’Hagan {2003) propdem uma
aproximacdc Bayesiana para o modelo iniciaimente proposto por Sampson & Guttorp. O
mapeamento dos pontos observados para 0 espaco latente D se da através do uso de um
processo Gaussiano como distribuicdo a priori para a fungdo df.), que leva as localizagbes do
espaco geogréfico G para o espaco latente D. Uma vez que a distribuicdo a posteriori é obtida,
previsdes para localizacdes ndo medidas podem ser obtidas levando em conta toda a incerteza
associada. Neste contexto, toda a inferéncia é feita numa Unica estrutura. Damian et al. (2001)
propuseram independentemente de Schmidt e O’Hagan {2003) uma versdo semiparametrica para
o modelo de deformac3o espacial. Schmidt {2001) faz uma comparagéo detalhada entre os dois
métodos, além de descrever outros para a deformacéo espacial que séo baseados no estimador
de maxima verossimilhanca.

Nos ultimos cinco anos, surgiram outras propostas para a modelagem de observacdes
espaciais heterogineas. Esses modelos séo baseados na convolucdo de processos estacionarios.

Mais especificamonte, Higdon et al., {1999) propdem um modelo que é baseado na especificacéo
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de médias mdveis de processos Gaussianos. Isto é, o processo nao estacionério é representado

por
Y(x) = Iz ko (w)e(w)du,

onde kx(.) denota um kernel que é centrado no ponto x e cuja forma depende da localizacdo x. A
forma do kernel é assumida normal, centrada na localizacdo espacial x com matriz de
covariancia, 2/xJ), que varia de acordo com a localizacdo, e cujos parédmetros sdo permitidos a
variarem suavemente ao longo da regido. A modelagem do processo Y(.) como acima resulta na

seguinte estrutura de covariéncia
Clx, x) = Iz K (W)k e (u)alu,

que claramente varia com a localizacdo e, portanto, ndo é homogénea. Além disso, eles fazem
uso de modelos Bayesianos hierdrquicos de modo que a incerteza de todas as quantidades
envolvidas no modelo é considerada.

Por outro lado, Fuentes e Smith {2000) propGem a modelagem de Y/.) através da

convolucédo de processos Gaussianos localmente estacionérios, isto €
Y(x) = o Kx = s)Zg() (x)ds,

onde K{.) é uma funcdo kernel com bandwidth h. O processo Zzy compreende uma familia de
processos Gaussianos estaciondrios indexados por . Dessa forma, € simples demonstrar que a
covaridncia do processo Y(.) é dada pela convolucdo de covariancias localmente estacionarias,

Casi{x1-x2), onde x1 e x2 s8o dois pontos em G, isto €,
Clxy, x2:6) = | Kx; = sK(xz = 5)Cors) (x; = x5 )ds.

Mais recentemente, Kim et al. (2002) propuseram um modelo que lida com mudancgas
bruscas na estrutura de covariancia. Eles propdem uma particdo da regido sob estudo usando a
Tesselagem de Voronoi, de modo que o processo é assumido estacionario dentro de cada sub-
regido e independente entre as diferentes sub-regides. Usando o enfoque Bayesiano eles

automaticamente obtém uma estimativa da incerteza das fronteiras das sub-regides, assim como
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sobre a forma dessas sub-regides. Dessa forma, as previsbes sdo baseadas numa média dos
diferentes modelos para as diversas sub-regides, que tendem a suavizar os modelos individuais

pouco suaves.

3. Dados de area

Um outro tipo de observacd@o no contexto espacial sdo as observacGes de area. Neste
caso, as localizacoes podem ser pontos ou regides, entretanto na maioria dos casos em que 0s
dados estdo relacionados a pontos, usa-se geoestatistica. Observaces sdo obtidas a partir de
um ndmero finito de localizagdes gque compreendem toda a regido sob estudo. Exemplos tipicos
relacionados aos dados de drea sdo a presenca de espécies de uma planta num quadrado, o
nimero de casos de dengue nos diversos bairros da cidade do Rio de Janeiro, etc. Note que a
regido scob estudo € dividida em sub-regifes regulares (divisdo da regido numa grade} ou
irregulares (bairros, municipios, etc.). Em dados desse tipo, as sub-regides formam tipicamente
uma particdo da area de estudo e a possibilidade de uma resposta ocorrer entre localizacoes é
excluida. Neste casoc, a idéia € usar modelos que especifiguem que o processo de interesse é
influenciado, de alguma forma, pela resposta do mesmo em localizacdes vizinhas. Os modelos
mais populares para dados de drea sdo similares a modelos comumente usados para séries
temporais discretas.

Supondo que a &rea de interesse possa ser dividida em n sub-regides, regulares ou néo,
podemos usar a idéia de modelos auto-regressivos temporais e supor gue a resposta para cada

area /, Z, f=1,....,n, é uma auto-regressdo de primeira ordem na média da resposta dos seus

vizinhos, isto é,

s Z

JeN;

INl +&;, & ~ N(0,62),
i

Z;=p

N

onde N: é o conjunto dos vizinhos da érea / e |Ni| é o nimero de vizinhos & éarea /. Mais

geralmente, podemos assumir que existe uma tendéncia i no processo que em notacéo

matricial pode ser representado por

Z-p=pW(Z-p)+e, e~N(0,0%1,) ... (12)
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onde W é uma matriz de pesos representando a estrutura de vizinhanca e /» representa a matriz
identidade de ordem n. A matriz de vizinhanca W pode ser especificada apenas através das
localizacbes adjacentes, isto é, Wj=17 se as éareas / e j s&o adjacentes (/~j) e W;=0, caso
contrario. Também pode-se especificar uma matriz W que tenha pesos diferentes de zero,
informando que a resposta na sub-regido / ndo depende apenas daquelas localizacbes adjacentes.
O modelo em (12) é conhecido na literatura como modelo espacial auto-regressivo. Assim como
no caso de séries temporais, podemos especificar dois tipos de modelos espaciais auto-

regressivos. Na sua forma mais geral, eles s@o como seguem:

1. Modelo Auto-regressivo Simultaneo (SAR)

Z, - u; =SS;Z; )+ g, g ~ N0, c?),
/

onde i=1,...,n, e S={S;} é tal que /»-S é ndo-singular. Na forma matricial podemos escrever
Z-u=S(Z-u+s, e~ N(0,6°1,)

2. Modelo Auto-regressivo Condicional (CAR)

Neste caso, especifica-se a distribuicdo condicional do processo na area 7 dados os vizinhos, isto

é

....... (Z,12Z;,j#i)~Nlu +SCy(Z; - p;),0°%), (13)
J

onde C={Cy} é tal que /»-C é simétrica e positiva definida. Equivalentemente,

Z; = SCHZ; — )4 v,
J

onde v; ~ N(O,Z'Z), paraj=17,...,n.
Entretanto, em contraste com a abordagem para séries temporais, as duas especificacoes
fornecem dois diferentes modelos, isto €, mesmo se fizermos Cj=S; o modelo CAR fornece uma

distribuicdo conjunta que ¢é diferente daquela do SAR (Cressie, 1993).
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Seguindo as especificacdes acima, a distribuicdo dos dados € da seguinte forma:

7 N (1= SIT'AI-S')77), paraoSAR
Niw,(I-C) M), para o CAR,

. . 2 ~ . .
onde A =d/ag(0'2 fenes c’)e M = diag( le,...,T” ). Esta demonstracdo pode ser vista em Cressie

(1993) péag.: 414. Se em particular, r,? =72, VYi=1,2,..,n o log da funcdo de verossimilhanca

associada ao processo vindo de um dos dois modelos é dado por:

n 2 7 7 v
_Elog(2ﬂ0' )+EIBt_?;(Z—u) B(Z ~ ) . (14)

onde

(-8 }J{I-S), paraum SAR
(1-Cj, para um CAR.

Cressie (1993) apresenta os estimadores de maxima verossimilhanca obtidos a partir da
funcdo em {14).

Comparando algumas propriedades dos dois modelos podemos decidir qual usar. No SAR
os termos ¢; sdo correlacionados com {Z(sj);j# i}, mas no CAR v; ndo é correlacionado com
{Z(sj):;j# i}. Portanto, em termos de estimacao e interpretacdo, o CAR deve ser preferido ao SAR.
Além disso, os estimadores de minimos quadrados do SAR sdo inconsistentes. Os modelos CAR
fornecem o melhor erro quadratico de previsdo na interpolacéo de Z(sj} baseada nos {Z(sp)j# 1}
Os dois modelos sdo equivalentes se, e somente se, as suas matrizes de varidncia-covariancia

forem iguais, isto €, se
(1, ~Crim=(l,-S; " All,-S)7".

Como a matriz M é diagonal, qualquer modelo SAR pode ser representado por um modelo
CAR, entretanto a reciproca ndo é necessariamente verdadeira. Além disso, o CAR precisa ter
uma matriz de dependéncia espacial C simétrica, enquanto a matriz S no SAR nao é

necessariamente simétrica. Isto segue do fato que (/, — S'J(l, — S} é simétrica. Apesar de isso
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parecer uma vantagem do SAR, como os pardmetros em {S;} sdo estimados através de
(1, —S8')A(l, —S), isto pode resultar numa possivel nao-identificabilidade. Uma outra propriedade
interessante do CAR € que sua especificacao fornece diretamente as distribuicbGes condicionais
completas dos parametros do modelo, fator determinante para o uso do amostrador de Gibbs em

MCMC.

3.1 Inferéncia bayesiana para modelos CAR

No contexto Bayesiano, geralmente o modelo CAR € usado como informacéo a priori de um
parametro do modelo para o processo de interesse. Em seguida descreveremos um modelo
genérico para exemplificar a modelagem Bayesiana de um processo condicionalmente auto-
regressivo. Na subsecado 4.2 ilustraremos um exemplo especifico desse tipo de abordagem.
Como antes, assuma que a area de interesse possa ser dividida em n sub-regides, regulares ou
ndo, e Z representa a quantidade de interesse que observamos em cada sub-regiao /, i=7 ,..., n.

Um possivel modelo para Zi é:
q .
Zy=u+ XX +S; . i=1, ..., n (15)
k=1

onde 4 representa um nivel geral, comum a toda regido sob estudo; Xi=(X,...,Xq) representa
um vetor de possiveis covaridveis que podem explicar o processo e [, representa o efeito da k-

ésima covariavel na resposta Z; as componentes S=(S7,...,Sn) sdo efeitos aleatdrios que podem
ser vistos como varidveis latentes que capturam efeitos desconhecidos ou ndo medidos pelas
covariaveis. Caso acreditamos gue essas covaridveis ndo medidas apresentam uma estrutura
espacial (por exemplo, efeitos ambientais ndo medidos) entdo o modelo para Si deve permitir a
presenca de tal estrutura.

Sob o enfoque Bayesiano, a equacdo (15) representa o primeiro nivel de hierarquia do
modelo. No segundo nivel devemos especificar a distribuicdo a priori do vetor paramétrico

8=1(u py,.-. By, S). Geralmente assume-se a priori que esses parametros sao independentes e

que ,u,ﬁ],...,ﬂq seguem uma distribuicdo a priori normal centrada em zero com varidncia

grande. Dessa forma, deixamos que os dados nos déem maiores informacdes sobre tais
parametros. Ja os efeitos aleatdrios Si's assumem uma priori auto-regressiva condicional

intrinseca (Besag et al., 1991). Essencialmente a estrutura dessa priori € como descrita em (13).
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Mais especificamente,

(S;1S; =s;,j#i]~Nim;,v;}, onde (16)
2 Ws; .
jed; v
m;=—t—— e Vv, =—,
z W > W
jed; jed;

onde 5, representa o conjunto de &reas subjacentes a /. Essa especificacdo resulta na seguinte

distribuicdo a priori conjunta para S:

S * 7 7 n 2
{ ‘V}"C—*;exﬁ"‘ 5 ZZVV,;,-(S,'—S]‘} ,

v oy i=tj<i

que é uma distribuicBo imprépria j& que € baseada nas diferencas pareadas entre os S/'s, em
outras palavras, essa priori € invariante & locagdo. Como prioris improprias podem resultar em
posterioris impréprias, na pratica impomos uma restricdo para que esses efeitos somem zero. A
especificacdo se completa ao determinar a matriz de vizinhanca W; e a priori para a variancia v'.

£ comum assumir que Wj=1 se /~j e O caso contrério. Nesse caso, temos que

2 S *
S ,
i nf / ; ’
onde ni é o nimero de vizinhos da sub-regido /. Em outras palavras, a média condicional de Si, mj,
é dada pela média aritmética dos efeitos dos seus vizinhos; e a variéncia condicional vi, €
proporcional ao nimero de vizinhos, dai a denominacéo CAR intrinseco. Essa especificacdo é
especialmente relevante quando a regido é dividida em sub-regiGes irregulares. Qutras estruturas
de vizinhanca podem ser adotadas, por exemplo, alguma baseada na distancia entre os
centréides das sub-regides. O importante, como mencionado anteriormente, é que esses pesos
sejam simétricos. Geralmente assume-se para v' uma priori gama invertida. A inferéncia pode ser
sensivel a escolha dessa priori.

Uma outra possibilidade nesse tipo de modelagem é considerar na equacdo (15), além de

um efeito espacial S, um efeito independente, U. Esse modelo é conhecido na literatura como de

convolucdo e é descrito detalhadamente em Mollié (1996).
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E importante ressaltar que grupos de sub-regides que formam ilhas e que nao tém nenhuma
observacdo causardo problemas devido a impropriedade da priori. Para esses efeitos a posteriori
condicional sera proporcional a priori, ja que a verossimilhanga néo traz informacao sobre essas

regides e, portanto, a posteriori serd impropria.

4. Exemplos

Esta secdo tem como objetivo /ustrar dois exemplos de dados espacialmente
referenciados. Inicialmente apresentaremos possiveis propostas de modelagem da precipitacdo na
cidade do Rio de Janeiro para o més de janeiro de 2002. Baseados na informacao sobre a
quantidade de chuva proveniente de algumas estacdes monitoradoras, o objetivo € prever a
quantidade de chuva para esse més, para uma grade de pontos sobreposta sobre o municipio e
assim obter uma superficie que represente a quantidade de chuva.

No exemplo seguinte ilustraremos uma possivel modelagem para o ndmero de casos de
malaria no Estado do Pard, aquele que apresenta o maior nimero de Casos da doenca no Brasil.
Como os dados sdo registrados por municipios, faremos uso dos modeios auto-regressivos
condicionais para fazer inferéncia sobre o nimero de casos de malaria e verificar a presenca de

estrutura espacial no processo sob estudo.

4.1 Analise da precipitacdo da chuva na cidade do Rio de Janeiro

Para esta analise, utilizou-se dados do indice pluviométrico nas quatro primeiras semanas
do ano de 2002 na cidade do Rio de Janeiro. Os dados foram fornecidos pela Fundacé@o Geo-Rio
(http://www.rio.rj.gov.br/georio/) e contém o indice pluviométrico para 32 estacdes de
monitoramento. A Figura 1 mostra a localizacdo geografica dessas estacoes. Utilizaremos a
abordagem Bayesiana descrita na subsec&o 2.1 para prever a quantidade de chuva em locais n&o
observados. Para isto, foi criada uma malha retangular sobre a cidade contendo 868 pontos, e a
guantidade de chuva serd ai prevista a partir da equacdo (8). Geralmente, na pratica, dados
ambientais raramente seguem uma distribuicdo normal. Assume-se, entdo, que alguma
transformac@o é feita para obter normalidade. Seguindo a sugest&o de Stidd (1973) utilizaremos
a raiz cubica da quantidade de chuva. As Unicas covaridveis disponiveis para a explicacao da
quantidade de chuva sdo a latitude e longitude das estacées monitoradoras. Devido a esse fato,

e de acordo com o modelo descrito em (5), trés modelos foram iniciaimente explorados:
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(i) [chuva(x)]"?= f + Z(X)+ &(X).
(i) fchuvalx)]®= B + B,LO(X) + B, NS(X) + Z(x) + &£(x).
(iii) fchuva(x)]? = B + B,LO(X) + Z(x) + £(X).

Figura 1- Localizacdo das estacdes monitoradoras de chuva da geo-Rio no Municipio do Rio de Janeiro.
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onde NS denota a direcdo norte-sul e LO a direcéo leste-oeste. Para os trés modelos, Z(.) é um

processo Gaussiano com média O e estrutura de correlagéo,p(.;¢,ic), dada pela funcao
. ~ « . .. 2 R
exponencial poténcia e variancia igual a o~ . A componente ¢ {.) representa o erro de medida

(efeito pepita) e como antes, assumimos que £(.) ~ N(0,77%).
Observou-se que os dados apresentam muita variabilidade na direcdo leste-oeste, enquanto

na direcdo norte-sul o mesmo nédo ocorre. O modelo com duas covaridveis, quando utilizado,
produz distribuicdo a posteriori de ,6’2 centrada em zero. Isto nos levou a escolher o modelo {iii)
para realizar as predicdes nos locais ndo observados. As prioris utilizadas foram as seguintes:

% ~Gamma(5,5), 1/0° ~Gamma(5,5), ¢~ Gamma(1.178,1.085), x ~U(0,2), f ~

N0, 70), e ,5} ~ N(0,10). A priori para ¢ ¢é centrada em 3/(0.05dmax), onde dmax =55.28.
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Para a implementacao do modelo utilizamos o programa computacional WinBugs. O codigo
utilizado esté descrito no apéndice A.1. Utilizou-se uma cadeia de 20 00O iteragcGes onde as
7 000 primeiras foram descartadas e, a partir dai, armazenou-se as observacdes de 70 em 70
para minimizar problemas de autocorrelacdo entre as amostras. A convergéncia das cadeias foi
verificada através do uso de duas cadeias que comecaram de valores iniciais diferentes. Um
estudo rigoroso sobre a convergéncia das cadeias pode ser feito através do uso do software
CODA® que possui alguns dos principais métodos para verificacdo de convergéncia de amostras
obtidas via MCMC.

A Tabela 1 mostra o sumario da distribuicdo a posteriori dos parametros do modelo {iii),
descrevendo claramente a incerteza associada a eles. Observe que o coeficiente da variacao no
sentido leste-oeste, ,6’1 é significativo e pasitivo, além de estar bem concentrado em torno da
sua média. A Figura 2 mostra os histogramas das distribuicdes a posteriori dos pardmetros. Note

que seguindo a equacdo (3), verificamos pela distribuicdo a posteriori de ¢ que a componente
espacial Z(.) é significativa, j& que a mediana a posteriori de ¢ ¢é da ordem de 0.12 (pela
parametrizacdo em (3) quanto menor o valor de ¢, maior a correlacdo espacial). E mais, a
varidncia a posteriori dessa componente, 0'2, € maior do que a varidncia da componente do

. 2
ruido branco, 7~ , mostrando que ela deve estar presente no modelo.

Tabela1 - Sumario da Distribuicdo a Posteriori dos Parametros do Modelo da Chuva

Parametro Média Mediana 2.5% 97.5%
/3 -0.6646 -0.7276 -6.634 5.035
ﬁl 0.0105 0.0106 0.0011 0.019
1/72 0.4608 0.4404 0.2776 0.755
ol 0.7827 0.6760 0.3352 1.907
¢ 0.3750 0.1197 0.0080 2.309
K 0.5495 0.3916 0.0110 1.808

% 0 software CODA pode ser obtido da pagina:
http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/winbugs/contents.shtml.
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Figura 2 - Distribuicdo a posteriori dos pardmetros do modelo da chuva: ﬂ, /)’1 ,O 2 ,¢, K,T 2 {pepita}.
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Finalmente, a Figura 3 contém as médias das distribuicOes preditivas para cada um dos
868 locais de predicdo. O grafico gerado fornece o indice pluviométrico com os dados na escala
original. Como ja era esperado, a quantidade de chuva prevista cresce consideravelmente no
sentido leste-oeste.

Note que nos modelos aqui propostos estamos implicitamente assumindo que a chuva no
Rio de Janeiro é isotrépica. Entretanto, a geografia da cidade € bem particular, apresentando uma
grande cadeia de montanhas, que provavelmente tem influéncia sobre a estrutura de correlacdo
do processo. Seria interessante investigar a hipétese de isotropia mais a fundo e aplicar um dos
modelos descritos na secdo 2.1 para esses dados. Outra possibilidade seria utilizar outras

covariaveis, tal como altitude, como varidvel explicativa.
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Figura 3 - Média da distribuicdo preditiva a posteriori da chuva para as 868 localidades
nio medidas da grade, usando o modelo {iii}
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4.2 Estimando os casos de malaria no Para

Nesta secdo apresentamos um exempio ilustrativo de dados de area, referente ao nimero
de casos de malaria em alguns municipios do Estado do Para no més de janeiro de 1997. O
Estado do Parad contém aproximadamente 140 municipios, e € o estado que apresenta maior
incidéncia da doenca no Brasil. Devido & falta de coleta dos dados, a regido de estudo foi
reduzida para 69 municipios, dentre os guais 34 ndo apresentam informacdo sobre casos de
malaria (veja Figura 4(a)). Entdo, o nimero de casos de maldria, y;, fol modelado como varidveis

aleatérias independentes com distribuicdo de Poisson, isto €,

y; | r.,e; ~ Poisson(e;r;), i=1,..69.

onde e representa a contagem esperada da malaria no municipio /, baseada no tamanho da
populacdo e rirepresenta o risco relativo da maléria no municipio /. Para considerar a variabiliade
dos riscos relativos, assumimos a presenca de um efeito aleatdrio com estrutura espacial, ou
seja, estamos assumindo que municipios vizinhos se comportam de maneira similar. Neste caso,

o logaritmo dos riscos relfativos € modelado da seguinte forma,
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loglr;) = u+S;, {17}

onde u representa um nivel comum a todos 0s municipios e S; um efeito aleatdrio representando
a componente espacialmente estruturada com distribuicgo CAR. A Figura 4(a} apresenta o mapa
com o numero de casos de maléria. Podemos observar que existe uma grande variabilidade no
nimero de casos, alguns municipios apresentam menos de 17 casos, enquanto em outros foram
registrados aproximadamente 1500 casos. O risco relativo classico é dado pela razdo entre o
ndmero de casos observados e o ndmero de casos esperados em cada municipio, isto é,

f, =y, / e;. Entretanto, quando a doenca & rara e/ou as areas sdo pequenas, 0s mapas de taxas

cruas podem ser altamente afetados pela variabilidade, pois o erro padrio estimado de 7; é dado
por ﬁfy ; /e;. O mapa com o risco relativo classico é mostrado na Figura 4{b}. Note que utilizando

esta abordagem, ndo conseguimos fazer qualquer inferéncia sobre os casos de maldria para os
34 municipios faltantes. Com o modelo proposto na se¢do 3.1, a inferéncia para os municipios
faltantes & alcancada facilmente. Sob o enfoque Bayesiano, a analise & realizada da seguinte
forma, assuma O vetor y = {VYoss Ymis/, onde Yobs denota os valores observados e yms os valores
faltantes. Uma variavel indicadora de mesma dimenséo de y é inserida no modelo, tal que /=17 se
y é observado e O caso contrario. A distribuicdo dos dados observados, {yes/}, € obtida
integrando em relacdo a distribuicdo de yms. A distribuicdo dos dados faltantes, é baseada na

distribuicdo a posteriori conjunta dos parémetros do modelo e dos dados faltantes, condicional
aos dados observados, resultando em uma amostra de tamanho L, (yl, 0"}, 1 =1,..L, e,

entdo, a distribuicdo a posteriori para ymis & obtida integrando com relacBo aos parémetros. Para
fazer a inferéncia sobre os dados faltantes no WinBugs basta colocar o valor NA para esses
municipios sem informacdo e a distribuicdo dos ymi é automaticamente obtida. Finalmente, 0
mapa da Figura 4(c) apresenta a mediana a posteriori do risco relativo obtido para o modelo cujo
efeito aleatério tem estrutura espacial. Como é de se esperar, 0 mapa apresenta a nogéo de
vizinhanca com o sudoeste do estado, apresentando maior incidéncia de malaria. Observamos
claramente o ganho de informacéo utilizando essa abordagem, j& que neste caso CoNseguimos
fazer inferéncia para todos os 69 municipios.

Além de obtermos a previsdo dos riscos para 0s municipios com dados faltantes, sob o
enfoque bayesiano, obtemos naturalmente a incerteza associada & estimacdo de todos o0s
pardmetros do modelo. Com respeito a convergéncia dos pardmetros para a distribui¢do objetivo,

a saber a posteriori de j e S=(S1, Sz,..., S»), como na seclo anterior, utilizamos duas cadeias

com valores iniciais diferentes.
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Figura 4 - Mapas do Paré representando {a) o nimero observado de casos de malaria, por municipio, em
janeiro de 1997; (b} o risco de maléria estimado pelo método da maxima verossimilhanca (5, =y, /€%

{c) mediana a posteriori do risco de maléria, usando o modelo CAR (exp( /£ + S; ) na equacéo (17))

{(a)

Noero ds casos
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L] Eltartes
0-32
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5. Conclusdo e outros topicos de pesquisa

Este artigo teve como objetivo fazer uma breve revisdo de processos cuja realizacdo esta
relacionada a uma localizacdo no espaco. Em particular, tratamos da modelagem de processos
aleatérios baseada na observacdo num conjunto de pontos e num conjunto finito de regides ou
sreas. Alguns aspectos importantes de modelos de geoestatistica foram mencionados, assim
como o problema da modelagem de dados heterogéneos. Esse tem sido um tépico de muito
interesse dos pesquisadores dessa area nos Ultimos anos.

A modelagem de dados de area tem sido muito utilizada para o mapeamento de doencas,
como visto no exemplo da subsecdo 4.2. Note que uma covaridvel importante que pode explicar
o ntmero de casos de maléria é a quantidade de chuva observada em cada éarea (municipio) no
mesmo perfodo. Assim teriamos um processo pontual servindo como varidvel explicativa para
uma variadvel resposta que varia por area. A questdo entdo é determinar qual é o valor da
quantidade de chuva que representa a quantidade observada em cada municipio. Esse problema é
conhecido na literatura como troca de suporte (Cressie, 1993). Nobre {2003) apresenta uma
discussdo sobre esse problema no contexto da chuva e maldria, e sugere como modelar esses
processos conjuntamente.

Existem atualmente diversos tépicos de interesse de pesquisa para dados espaciais. Por
exemplo, um aspecto importante é a modelagem de observacdes ndo normais. Uma importante
referéneia nessa area é o artigo Diggle et al. (1998) que propde um modelo para observacoes
provenientes da familia exponencial. Ja existe disponivel uma versdo do geo-R para dados nao
normais, o geo-Rglm (Christensen e Ribeiro Jr, 2002).

Um outro problema importante é a modelagem de processos espaciais multivariados.
Usualmente, em dados ambientais, observa-se mais de um processo no mesmo ponto geografico.
Por exemplo, uma estagdo monitoradora de poluentes, em geral, terd observacbes de diferentes
poluentes, devido ao custo associado a implantacdo da monitoragdo naquele ponto. Portanto,
nesse tipo de observacdo, precisa-se levar em consideracdo ndo s6 a estrutura de covariancia
espacial, mas, também, a estrutura de covariancia entre os diversos processos observados no
mesmo ponto. Dois importantes artigos nessa érea séo Mardia e Goodall (1993} e Brown et al.
(1994). Schmidt e Gelfand (2003) propSem um modelo Bayesiano de co-regionalizacdo linear,
onde o processo multivariado é modelado a partir da combinacfo linear de processos espaciais
univariados. Finalmente, um outro aspecto que nao foi mencionado, até agora, é a consideracao

da componente temporal para esse tipo de observacdo. Para os exemplos citados até aqui, é
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clara a relacdo espaco-temporal existente nesses processos. Novamente, considerando o0s
problemas ambientais, geralmente, temos observacdes feitas em diversos pontos da regido de
interesse ao longo de diferentes instantes de tempo. O desafio ai € propor uma estrutura de
covaridncia que descreva a correlacdo espacial entre as observacdes para cada instante de
tempo. Esse é um outro topico que tem sido de muito interesse dos pesquisadores dessa area. E
importante propor uma estrutura de covariancia vafida {matriz positiva-definida). Durante muitos
anos explorou-se uma estrutura de covariancia que é dada pelo produto da covariancia temporal
pela covariancia espacial. Entretanto, essa hiptese resulta no fato de que a estrutura de
covariancia resultante é separdvel; isto é, sob essa modelagem, implicitamente assume-se que

cov(Y,(x),Y.(x'}}) =cov(Yy(x),Y,(x')), o que, no caso de problemas ambientais, ndo parece

refletir realisticamente os processos sob estudo. Cressie and Huang (1999) e Brown et al. (2000)
sdo exemplos de artigos que propdem estruturas de correlacdo espago-temporais que s&o nao-

separaveis.

A Cédigos dos Programas Utilizados no WinBugs

Aqui sdo apresentados os cédigos dos programas utilizados no WinBugs para se obter a
distribuicdo a posteriori dos pardmetros para o modelo da chuva na cidade do Rio de Janeiro e

para o niimero de casos de maldria no Estado do Para.

A.1 Cédigo do Programa para o Modelo da Precipitacdo no Rio de Janeiro

model

{

for (i in 1:N){

chuval[i] ~dnorm(muli], pep)
muli]<-beta+betal*leste[i]+wl[i]

mul[i]<=0

}
wl[1:N}~spatial.exp(mul[},leste[l:N],norte[l:N],tau,phi,kappa)
$prioris:

pep~dgamma (5, 5)

pepita<~1/pep

tau~dgamma (5, 5)

sigma2<-1/tau

#priori para phi centrada em 3/(0.5%dmax)=1.085384 onde

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 63, n. 220, p.59-88, jul./dez. 2002

84



#dmax=55.28

phi~dgamma (1.178,1.085384)

beta~dnorm(0,0.1)

betal~dnorm(0,0.1)

kappa~dunif (0,1.99999)

#previsdo:

for (3 in 1:M){
mu2[j]1<-0
w2[j}~spatial.unipred(mu2[j],lesteZ[j],norte2[j],w1[])
mu3[j]<-w2[j]+beta+betal*leste2[]]
chuva.pred[j]~dnorm(mu3[j], pep)

A. 2 Cédigo do Programa para o Modelo da Malaria no Para

model

{

bl{l:69]~car.normal (adj[], weights[], num[], tau)
for (1 in 1 : 69) {

Y[i]~dpois(mu[i])

log(muf{i]) <- log(E[i]) + alpha + b[i]
RR[1i] <- exp(alpha + b[i]) }
#prioris

alpha~dflat ()

tau~dgamma (0.00625, 0.025)

}
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Abstract

The recent development of stochastic simulation and of computational tools have allowed
the use of highly structured models in the many different areas of Statistics. In particular, the
area of Spatial Statistics has been receiving a lot of attention from many important researchers
and more realistic models have been proposed.

This paper aims to summarize some techniques used to model spatially referenced data.
We draw our attention to models for observations taken at different points over a region of
interest and, also, to spatial auto-regressive models for areal data. We then use the Bayes'
Paradigm to make inference about the parameters in these models. Some characteristics of these
two kinds of observations are described and some recent topics of research are pointed. Two
examples are analysed, the rainfall in the city of Rio de Janeiro in January of 2002 and the
number of cases of malaria in the state of Para in January of 1997,

Key Words: Anisotropy; areal data; auto-regressive models; Bayes' paradigm; Gaussian

process; geographic information system {(GIS); geostatistics.
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POLITICA EDITORIAL

A Revista Brasileira de Estatistica - RBEs objetiva promover a Estatistica relevante para aplicagdo em
questdes sociais, interpretadas, amplamente, para incluir questes educacionais, de sadde, demogréficas,
econdmicas, legais, de politicas ptblicas e de estatisticas oficiais, entre outras. A revista apresenta artigos
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devem incluir aplicacBes praticas como assunto central. Essas aplicagdes devem ter conteudo estatistico
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produtores de estatisticas, incluindo:
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disseminacéo e confiabilidade de dados;

andlise de dados;
andlise de séries temporais;
modelos e métodos demogréficos; e

modelos e métodos econométricos.

Todos os artigos submetidos serdo avaliados quanto & qualidade e a relevéncia por dois especialistas
indicados pelo Comité Editorial da Revista Brasileira de Estatistica. Os artigos submetidos deverdo ser
inéditos e ndo deverdo ter sido simultaneamente submetidos a qualquer outro periddico nacional. O
processc de avaliacdo é do tipo duplo cego, isto &, os artigos sdo avaliados sem identificacdo da autoria,

os comentarios dos avaliadores também s#o repassados aos autores sem identificacéo.
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