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NOTA DO EDITOR

Mais uma vez, este nimero da revista apresenta uma combinagdo de artigos revelando
contribuigdes de grande interesse. Cruz e Silva abrem o nimero apresentando uma aplicagdo de
métodos de séries temporais para o calculo de estimativas da precisdo de séries de ndicadores de
desemprego sazonalmente ajustadas, baseadas em pesquisas amostrais repetidas. Esta contribui¢do
permitira aos usuarios e analistas de tais séries conhecerem a preciséo das séries e avaliar o impacto
de se basearem em amostras ao fazer suas analises. Lima, André ¢ Singer apresentam uma revisdo
dos modelos aditivos generalizados, seus procedimentos de ajuste e testes de hipdtese, com vistas a
sua aplicagio a um estudo ambiental para descrever a associagdo entre mortalidade fetal tardia e
poluigio atmosférica na cidade de Sdo Paulo. Bidurin ¢ Milan apresentam uma revisdo dos modelos
semiparamétricos, destacando as formas tradicionais de estimagio do componente ndo-paramétrico ¢
apresentando o modelo de regressdo por spline, juntamente com uma discussdo sobre a selecéo dos
parametros de suavizagdo. Completando o nimero, Safadi e Moretin estudam séries da mortalidade
por problemas cardiacos e das temperaturas minimas na Cidade de Sdo Paulo, mediante uma analise
Bayesiana do modelo de “open loop threshold”.

Ao apresentar este numero da RBEs estarei passando o posto de editor responsavel ao Prof.
Renato Martins Assungio, da Universidade Federal de Minas Gerais. Tendo cumprido um periodo de
quase cinco anos como editor, chegou a hora de abrir caminho para a renovagdo de forgas e encrgia
no conselho editorial. Dois novos membros estio sendo adicionados, o Prof. Francisco Louzada-
Neto, da Universidade Federal de Sdo Carlos, ocupara a editoria de metodologia da revista, € o Prof.
Francisco Cribari, da Universidade Federal de Pernambuco, serd mais um dos editores associados.
Aos novos membros do conselho editorial, as boas vindas e os votos de que sua colaboragdo a
produgiio da revista seja a mais proveitosa possivel. Ndo poderia deixar de registrar ¢ agradecer a
colaboragdo recebida dos membros do atual conselho editorial durante meu periodo como editor. Meu
muito obrigado aos professores Djalma Pessoa, Hélio Migon, Renato Assuncdo, Wilton Bussab,
Lisbeth Cordani, Gilberto Paula ¢ Kaizo Beltrdo. Um agradecimento especial vai aqui também a
Helem Ortega, que tem secretariado e editorado a revista, pela competéncia e dedicagdo, e por tornar
a vida do editor tdo mais facil ¢ simples. Para terminar, um agradecimento aos muitos colegas €

profissionais que colaboraram submetendo ou revisando artigos: espero que continuem contribuindo



para fazer da Revista Brasileira de Estatistica uma publicagdo digna do nivel de desenvolvimento
alcancado pela comunidade estatistica brasiletra.

Saudagdes,

Pedro Luis do Nascimento Silva

Editor Responsavel



Estimacio de varidncias para séries
sazonalmente ajustadas pelo método
X-12-ARIMA, considerando o esquema

de sobreposicio e rotacio amostral

Marcelo Martins Cruz
Denise Britz do Nascimento Silva™

Resumo

Virias séries temporais utilizadas como fonte de informaciio para o conhecimento da realidade e
para pesquisa cientifica siio provenientes de pesquisas por amostragem repetidas no tempo. Apesar do uso
de estimativas amostrais para analise de caracteristicas de interesse ser pratica e amplamente difundida,
pem sempre a obtengdo de medidas de precisio das estimativas é incluida no processo de analise e
divulgacio de resultados. Quando o foco da analise é uma série temporal, a decomposicao da série em
componentes de tendéncia e sazonalidade permite uma melhor compreenséo do fenémeno observado. O
método X11 (Shiskin, Young e Musgrave, 1967), e variantes, sio procedimentos de ajustamento sazonal
muito utilizados em todo o mundo. Um problema ainda pendente com estes procedimentos é a estimagiio
de variancias para os componentes de tendéncia, sazonalidade e da série sazonalmente ajustada.
Adicionalmente, no caso de séries provenientes de pesquisas amostrais, deve-se considerar o efeito que o
esquema de sobreposiciio e rotagiio amostral da pesquisa exercem sobre a série observada e incorporar a
variincia do erro amostral no calculo da precisio das estimativas dos componentes. O propésito deste
trabalho é fornecer estimativas de desvios-padriio dos componentes produzidos pelo X-12-ARIMA
(Findley et al. 1998), utilizando a metodologia proposta por Pfeffermann (1994).

* Endereco para correspondéncia: IBGE, Avenida Repiiblica do Chile, 500, 102 andar, CEP 20.031-170 — E-mail:
mmcruz@ibge.gov.br

™ Enderego para correspondéncia: ENCE, Rua André Cavalcanti, 106, 4° andar, CEP 20.231-050 - E-mail:
denisesilva@ibge.gov.br
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1. Introducio

O problema de estimagio de variincias para séries sazonalmente ajustada: :a de longa data, conforme

ilustram Wolter e Monsour (1981):

In the final of the President’s Committee to Appraise Employment and Unemployment Statistics (the Gordon
Committee) (1962), it was suggested that standard errors for an adjusted labor force series are more important than those for
the original series because of the increased reliance of policy makers on the deseasonalized series, and that research be
undertaken on how to estimate and publish such standard errors. Unfortunately, this suggestion did not lead to any major
advances or to practical methods for estimating and publishing the standard errors. Recognizing this fact, the national
Commission on Employment and Unemployment Statistics (1979) recently reaffirmed the Gordon Committee’s findings. In part,
their recommendations read as follows:

“The commission reemphasizes the importance of standard errors for seasonally adjusted statistics and urges the
Census Bureau to undertake research to develop them.”

Finkner and Nisselson (1978) characterized the need for variance estimates for a deseasonalized series as one of
the main statistical problems with continuing cross-sectional surveys.

Uma grande parte dos ajustamentos sazonais das agéncias produtoras de estatistica de todo o mundo ¢
claborada utilizando-se métodos empiricos, notadamente o X-11, o X-11-ARIMA (Dagum, 1988) ou, ainda, o
X-12-ARIMA. Estes métodos sdo bascados em filtros ou médias méveis fixas, ¢ nio em modelos de
decomposi¢do estocasticos. Adicionalmente, inimeras séries temporais sdo oriundas de pesquisas repetidas com
planos amostrais complexos, estando, portanto, sujeitas a erros amostrais. Sendo assim, deve-s¢ incorporar a
variabilidade do erro amostral ao cdlculo da varidncia do componente ndo-observavel que se deseja estimar.

Pfeffermann (1994) propds um método para estimagdo de variincias dos estimadores utilizados pelo
X-11 (ou equivalentemente, X-11-ARIMA ou X-12-ARIMA), que s¢ estrutura em duas suposigdes ou hipoteses
fundamentais:

O método leva em consideracgdo dois tipos diferentes de erros, a saber: o erro amostral dos estimadores
em torno dos correspondentes valores populacionais, € a variabilidade dos componentes que de::revem o
modelo de decomposi¢do para os valores populacionais, ou seja, a metodologia leva em conta as coniribuigdes
dos erros amostrais ¢ a variabilidade do componente irregular. As propriedades do erro combinado (erro
amostral mais o0 componente irregular) sdo estimadas pelos valores do componente irregular fornecidos pelo
X-11. Estas propriedades serdo utilizadas parz: estimar dois tipos de varidncias.

Assume-se que os estimadores do X-11 para a tendéncia ¢ sazonalidade sdo aproximadamente nio-
viciados, os erros amostrais € o componente irregular sdo estaciondrios € que as possiveis estruturas
estocdsticas da tendéncia e da sazonalidade niio necessitam ser especificadas.

Como conseqgiiéncia das hipoteses fundamentais surgem duas importantes caracteristicas:

O método leva em conta a correlacio serial entre os erros amostrais presentes, por exemplo, nas pesquisas
amostrais com painéis rotativos.

O método ndo requer estimativas externas para as covariincias da série observada (geralmente composta
de estimativas amostrais).
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2. Modelos de decomposi¢ao

Seja {y,;t=1..,N} a série observada. As séries temporais freqiientemente produzidas sdo constituidas por
estimativas de pesquisas amostrais €, conseqiientemente, sujeitas a erros amostrais. Na abordagem baseada no
planejamento amostral, as propriedades de uma estatistica ou estimador sdo avaliadas com respeito & distribuicdo
de aleatorizagio. Denote-se por Ep(.) o operador esperanga referente 4 distribuicdo de probabilidade p(s)
induzida pelo i;lanejamento amostral. Assim sendo, sob a teoria da amostragem, a cada tempo 7,

y,=Y,+&,, Epleg,1=0 € Eple,&,;1=4, para k=0L... @1
onde y, é a série observada, 7, é o verdadeiro valor populacional, fixo ¢ desconhecido, € ¢, ¢ o erro

amostral.
Entretanto, sob a teoria de séries temporais, pode-se definir {¥,} como sendo uma seqiiéncia de valores

populacionais, que evoluem no tempo segundo um processo estocastico. Observe-se que, em (2.1), os erros
amostrais ¢,, sdo considerados serialmente correlacionados, € denote-s¢ por 4, as autocovariincias dos erros
amostrais, admitindo-se que y, nfio é afetado por erros de medida ou alheios a amostragem. As correlagbes
seriais ocofrem em pesquisas amostrais quando hd alguma sobreposicio das unidades amostrais ao longo do
tempo, como nas pesquisas com painéis rotativos (Duncan ¢ Kalton, 1987). Destaque-se que estimativas de
variancias dos erros amostrais, 1,, sio rotineiramente produzidas pelas agéncias de estatisticas mas, por outro

lado, raramente sdo incorporadas na anilise de séries temporais.
Considerando entio um modelo de componentes ndo-observaveis com decomposicio aditiva, os valores
populacionais podem ser eXpressos como,
Y, =T,+S,+I,, Eyl,1=0 € EyllIl l=v, para k=0L.. 22
onde 7, representa o nivel do componente tendéncia-ciclo, S, o efeito sazonal, 1, o termo irregular (erro
sob 0 modelo) e E,,[.] é o valor esperado sob o modelo de decomposicdo. Os termos irregulares, I,, também
apresentam correlagdo serial, sendo v, suas autocovaridncias. Portanto, pela defini¢io dos dois erros (erro
amostral e o erro sob o modelo), assume-se que £[/,¢, , ]=0 paratodo k£ 20.
Substituindo-se (2.2) em (2.1), rescreve-se a decomposigio para a série observada como:
v, =T, +8,+I,+5,=T,+5, +e, (2.3)
onde o componente de erro composto, e, =¢, +1,, ¢ também estaciondrio, ¢ sob a distribuicdo conjunta,
designada C , apresenta os seguintes momentos:
Ecle,1=0, Eclee, 1=V, = A +v; PAId k=oL.. 24)
Note que para k =0, ¥, =J4,+v,. Isto é, a varidncia do erro composto ¢ a soma da varidncia do erro
amostral mais a variancia do componente irregular, sob o modelo de decomposigao.
A decomposigdo (2.3), y, =T, +S, +e,, sem a suposicio (2.4), € a decomposi¢io postulada como modo

aditivo pelo X-11, onde {e,} scria o componente irregular. Ressalte-s¢ que na decomposi¢do de série
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provenienté de uma pesquisa amostral, pode-se supor que o compor:ente irregular incorpora a variagio devida
20§ e1T0S amostrais.
2.1 A Aproximacio linear para o X-11 e variantes
A metodologia proposta para a estimacdo de varifincias de séries sazonalmente ajustadas utiliza a
aproximacio linear do X-11 como base para a estimagio das varidncias. O procedimento X-11 consiste em
uma seqiiéncia de médias méveis ou de operagdes de filtros lineares aplicados aos dados observados. A rede de
efeitos destas operagdes pode ser representada por um unico conjun:: de médias moveis. Assim, o Estimador de
Ajustamento Sazonal, denotado por EAS, é defin: . como
co=3-5, 2.5)
onde X, ¢ a estimativa da séric sazonalmente ajustada, y, a séric observada ¢ g, a estimativa do componente
sazonal. O EAS, ¥, ¢ calculado pela aplicacio de uma seqiiéncia de filtros lineares e pode ser representado na
forma
By= Sapg = oy, com =Lx, @.6)
==(t-1)

onde y = (3,...yy) € @, =(@,,...o,) - O outros componentes do modelo (2.3) podem ser estimados utilizando-

se uma representacio similar a (2.6). Os pesos {@,,} nfo sio invariantes ao longo de todo o processo, uma vez

que os estimadores utilizam filtros assimétricos no comego ¢ no final das séries.
A substitui¢do de (2.3) em (2.6), fornece a seguinte decomposicdo para o EAS:

N-t

. N-t N-1 27
Ny = z@h(Tn—k + 5+ Za)hEH-k + Zwkrlt+k ’ @7

k==(1-1) k=—(~1) =—(r-1)

Bell ¢ Monsell (1992) descrevem o procedimento, baseado na abordagem de Wallis (1974), para a
determinacio das aproximagGes dos filtros lineares utilizados pelo X-11, assumindo a decomposicio aditiva de
uma série observada (y, =T, +S, +1,) ¢ supondo que y, ndo € sujeita a erro amostral.

As ctapas de alisamento, via médias méveis, usadas pelo X-11 para as estimativas dos componentes 7,,
3, € I, na decomposicdo aditiva, sdo descritas a seguir com o objetivo de estabelecer as expressGes para o
calculo dos pesos w,, de (2.7) produzidos pelos varios filtros utilizados pelo X-11.
Etapas:
1) Extrai-se a tendéncia de y, por subtragio de uma média mével centrada de 12 termos (média mével 2X12);
2) Calcula-se uma primeira média movel sazonal (default = 3X3) na série resultante do passo 1, e utiliza-se como
uma estimativa preliminar de g, ;
3) Ajustam-se os valores de § para que a soma dos efeitos sazonais s¢ja aproximadamente igual a zero em

qualquer periodo de 12 meses, subtraindo-os de uma média mével 2X12;
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4) Subtrai-se o resultado obtido no passo 3 de y, para determinar uma scrie dessazonalizada preliminar;,

5) Subtrai-se uma média mével de tendéncia (Henderson) do resultado obtido em 4 para uma extragio mais
refinada da tendéncia;
6) Aplica-se uma segunda média mével sazonal (default = 3X5) no resultado de 5;
7) Ajusta-se o resultado de 6, como na etapa 3, por subtracdo de uma média mével 2X12. O resultado, §,, € uma
estimava de S;:e
8) A série dessazonalizada é entdio, ¥, =y, -S,. A estimativa da tendéncia, 7,, ¢ obtida aplicando-se uma média
moével de tendéncia (Henderson) em £, € a estimativa do componente irregular ¢ obtida como /, =, -7,.
Pode-s¢ expressar o calculo realizado em cada uma das etapas através de polindmios (fungdes do
operador atraso, B). E possivel, entdo, representar o filtro sazonal, o de ajustamento sazonal, o de tendéncia ¢ o
irregular, respectivamente ws(B), @y (B), @r(B), @;(B), por estes polindmios. Assim, a expressdo ou rede de
efeitos para o filtro sazonal w(B) utilizado no X-11 tem a forma:
w5 (B)=[1- w(BI,(B)[1- H(B){1 -[1- uB)YL1(B)[1 - w(B)]}]- (2.8)
Sendo U/(B)=1+B +..+B'! € F=B', escreve-se:
u(B) = (1/ 24XF® + F5)U(B), que ¢ uma média mével 2X12, primeira estimativa da tendéncia.
Adicionalmente tem-se
[,B)=(/9XF"? +1+B2XF? +1+B"), a primeira media mével sazonal (o default utilizado no método X-11 €
uma média movel 3X3), e
L,(B)=(1/15KF2 +14+ BRXF® + F? +1+ B"? + B*), a segunda média mével sazonal (0 default utilizado no X-
11 é uma média mével 3X5). Finalmente, H(B) ¢ a média mével de tendéncia (Henderson). Detalhes do

desenvolvimento sdo apresentados em Dagum (1985, p. 634).
Os outros filtros (de ajustamento sazonal, de tendéncia e irregular) utilizados pelo X-11 podem ser
determinados em funcgio da expressio (2.8), como se seguc:

@y (B)=1-wg(B)¢ o filtro para a série ajustada para sazonalidade; 2.9
wr(B)=H(B)wy(B) € o filtrode tendéncia; e (2.10)
@;(B) =[1- HB)oy (B) = oy (B)~or(B) é o filtro dos residuos (irregular). (2.11)

Observe-se que as expressdes (2.8) a (2.11) fornecem uma maneira conveniente de calcular os pesos para

os varios filtros resultantes da opgdo default do programa ou para outras escolhas de I,(B), I(B) € H(B).-
Se ca(B):kakBk ¢ um filtro do X-11, seja sazonal, de ajustamento sazonal, de tendéncia, ou de
irregularidade, os pesos do filro », podem ser calculados utilizando-se uma linguagem de programagdo

matematica que execute a rotina de multiplicagio de polindmios. Os valores dos pesos @; sdo necessarios na
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implementacdo efetiva do cilculo das varidncias dos estimadores utilizados pelc .»-12-ARIMA, mas como se
pode observar, os valores dos pesos ¢ ., wy, @p precisam também ser determinados. Os pesos de ajustamento

sazonal (@, ) ¢ de tendéncia (@, ) utuizados neste trabatho foram gentilmente cedidos pelo Dr. Stuart Scott do
Bureau of Labor Statistics, BLS/US.

2.2 Propriedades dos filtros lineares do X-11 e variantes

A hipotese de que os estimadores de tendéncia e sazonalidade sfo aproximadamente ndo-viciados &
utilizada para estabelecer as expressdes das varidncias dos estimadores do X-11. Esta hipotese ¢ baseada nas
propriedades dos filtros lineares do X-11 (e variantes) considerando-se que:

E,f,-T]=0 E.S$ -8]=0 2.12)

Pfeffermann (1994, p. 88-90) justifica a suposicdo (2.12) utilizando varios argumentos sobre as
propriedades dos filtros lineares do X-11, tanto no dominio do tempo como no dominio da freqiiéncia. Além
disso, a hipotese mencionada estd sustentada por um extensivo estudo de simulacio apresentado no referido
artigo. Pfeffermann (1994) alerta que as aproximagdes em (2.12) nfio sdo definidas em termos matematicos
exatos. Assume-se que a contribuicio da varidncia dos vicios (7 -7,) € (S, -5,) com relacdo ao total da variincia
do EAS, sobre todas as possiveis realizagdes dos componentes tendéncia e sazonal, ¢ suficientemente pequena
para ser ignorada. Para mais detalhes ver a decomposicdo utilizada na prova do Lema 1, no apéndice.

3. Calculo das variincias dos estimadores de ajuste sazonal

3.1 Definicdes das variancias

O Estimador de Ajustamento Sazonal - EAS - pode ser utilizado para estimar diferentes componentes,
conforme a defini¢do empregada. Dois casos podem ser estabelecidos.

Caso 1. O EAS é utilizado para estimar o valor da séric sazonalmente ajustada na populagdo. Neste caso,
considera-se o residuo ou erro 1,

D,=N,-N;, 3G.D

sendo N; =¥,-S, o verdadeiro valor populacional da série sazonalmente ajustada no tempo 7, que
constitui o alvo do processo de estimagdo. Assim, p, = N,—(¥,~§,), com ¥, = y, - $,. Conseqiientemente,
D, = y,-§,-¥,+5,. Entretanto, sob a teoria da amostragem, tem-se que y, =Y, +¢, €
Dy=6-G-5)- 3.2
Calculando a variincia de (3.2), obtém-se
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VAR(D,) = VARO(N,) = VAR{z, — (S, - 5,0} = VAR{(S, - $,)— 5.} (3.3)

que ¢ a variancia do estimador da série ajustada para a sazonalidade. No caso da nio existéncia de erro
amostral (&, = 0), a varifncia em (3.3) ¢ definida como 14rR®(X,) = VAR(S, - 5,) -

Caso 2: O EAS é utilizado para estimar o componente de tendéncia/nivel. Nesse caso, define-se o erro 2
COMO D, = N,~T, =y,-§~(¥,—S,—1I) =¥, +&~5,-Y,+5,+1, 0useja,

D, =¢,~(5,-S,)- G4

Calculando a variincia de (3.4), obtém-se,

VAR(D,,) = VAR®(N,) = VARY(S, - §,)- ¢} (3.5
que ¢ a variancia do estimador do componente de tendéncia.

3.2 Expressoes explicitas para as varidncias

Sob a suposigio de que o estimador do componente sazonal $, € ndo-viciado para §,, conforme definido
em (2.12), ambos os termos de erro D,, i =12 tém valor esperado igual a zero, isto €, E[D,]=E][D,]=0. Em
conseqiiéncia resulta o seguinte lema (detalhes no apéndice):

Lema I: VARO(N,) = VAR.(D,). i=12-
As expressdes explicitas para as varidncias VAR (D,,) podem agora ser estabelecidas. Seja
R N-t N-~t N-1 3 6
S, = Z DYk = Z BT +Spap)+ Zahenk ? (3-6)
Sarr} =~(-D) =-(-1)
que define a aproximagdo linear para o componente sazonal, onde &, = oy, para k #0 € @, =1-ay,. Os
coeficientes o, definem a aproximagcio linear para o EAS de acordo com a equagdo (2.11).

Adicionalmente prova-se, a partir do Lema 1, que

N—
VAR(S, - )= VARC[ Z‘:Ehe,+k} G
k=—{t-1)
Utilizando as equagdes (3.3) e (3.7), obtém-se:
. wet N (3.8)
VARPWN,)=VAR| Y Beus |+ Al —280)=2 ) By
b=—(-1) (1)

que ¢ a expressdo da varifincia do estimador da série sazonalmente ajustada.
J4 a variancia do estimador da tendéncia y4r@(x,) fica estabelecida por (3.5) € (3.7), ou seja,

Yo a _ = (3.9
VARD(N,)=VARYS, - 5,) — e} =VARc| D @@
k=~1-1)
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Equivalentemente,

R N-t N 3.10
VARD(,)= S oV ARc(erus) + 2. 040 COVe eusto o) (3-10)

k=—(-1) k<j
E interessante observar que, de (3.2) e (3.4) escreve-se, D, =D, +I,, ou ainda, D, =D, -I,.
Calculando-se a varidncia, VAR(D,)=VARD, )+VAR(,), ou ainda, de acordo com (2.11) ¢ o Lema I
N-1

VAR(I)( ﬁ, )= VAR® ( 1(/’) +VAR,4( Z O p) ¢, conseqiientemente,
k=—(1-1)

O o LS (3.11)
VARO(N,) = VARP W)+ vo(1~206,)~2 ) @4Vs

o

£

onde v, =E,[I,], ] esta definido em (2.2). Conclui-se, entdo, de (3.8) € (3.9), que para estimar as variancias do
estimador da série sazonalmente ajustada 147" e do estimador de tendéncia y4r*(N,) € preciso apenas obter
estimativas da variincia e das autocovariancias do erro composto {e,}. Tal constatacdo ¢ imediata com
referéncia a equagio (3.9). A mesma conclusio é obtida para a expressdo (3.8) se o dltimo termo da equagfo for

desconsiderado.

4. Estimacio das autocovariincias do erro composto

4.1 O Método dos Momentos

Os momentos ¥, = Eq[e,e, ;] podem ser estimados a partir dos residwos do X-11, g =y -7,-5,, 0o

centro das séries (24<r<N—24). Seja

N-1 N—t N-t

R = Z CprVrek = Z apMig+ Zaheﬂ-k

=-(1-1) =—(r-1) ==(1-1)

4D

a aproximago linear para os residuos do X-11, onde M, =7, + S, € o sinal mensal na presenca de ruido.

Os momentos ¥, sdo estimados sob o seguinte postulado.
Postulado: No centro das séries o sinal médio, M= Nz"'a M satisfaz a condig¢@o A7, ~0.
k=—(t-1)
A admissibilidade deste postulado pode ser sustentada de diferentes formas. Observe-se primeiro que sob
as propriedades em (2.12) E.(R,)~0, tal que calculando o valor esperado de ambos os iados de (4.1) obtém-se

—_ J— . " o~ - N N N-t N-t .
E.(M,)=M, ~0, ouscja, R, = y-T,-§,. Pode-sc, entdo, escrever y, -7,-S,= Z A M5+ Zanem , ou ainda,

k=—(-1) k=—(t-1)
. - N N-1
tem-se apartlr de (41) que "Ty '_Tr)+(St"'St)+et = a‘-,Mx+k+ Zaher :
k=) k(-1
Calculando o valor esperado da expressdo acima,
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n “ Nt N-t
E (L, ~T1+ECS, - S,1+Ecle] = Z aEclMugl+ Y anFelens]”
=—(t-1) =-(-1)

Sob a hipdtese (2.12), obtém-se, NZ"'G EclM,.z]=0> €€ somente s¢, E.[M,,;1=0.

t+k
=-(-1)

. _ Nt
Assim, E.[M,]=M, = Z%EC[MM] =0.
[Sarrit

Pfefferﬁjann (1994, p. 93) mostra, ainda, que uma outra forma mais direta de verificar a admissibilidade
do postulado ¢ estudar as propriedades dos pesos ¢ a fungfo de transferéncia do filtro estabelecido em (4.1).
A metodologia proposta baseia-se ndo s6 na hipotese de que A7, ~0, mas, também, na estacionariedade

no centro da série (24< <N—24) dos residuos R, . Neste caso, estabelece-se o segundo Lema.

Lema 2: A série dos residuos do X-11, {R,,z=25,.,N - 24} € estacionaria.

A hipétese de estacionariedade de R, = E, permite a estimagio da varidncia do erro combinado, ¢,,
das séries (r} geradas pelo X-11. Pode-se, entdio, expressar a varidncia ¢ as autocovariancias das séries (R}
como combinacdes lineares da varidncia e autocovaridncias das séries {e,}, substituindo os momentos
desconhecidos das séries (g} pelas estimativas amostrais e resolvendo-se as equagdes resultantes para os
momentos desconhecidos das séries {e,} .

De (2.4) obtém-se que E fee, 1=V, =4 +v; k=0L.., OU SEja, ¥, =COV(e,.e, ;). k=0L,... Entretanto, na
pritica, os momentos y, decaem para zero € pode-se assumir que apés um ponto de corte C, tem-se ¥, =0.
Seja, entdo, U =(U,U,..U;) um vetor 1x(C+1), com os elementos U, =COV(R,.R,;), 24<1<N-24,

k=0,..,C,eseja V um vetor 1x (C +1) de variincia e covaridncias ¢, } . Tendo em vista que

N-1 N .
R= Y e OO Uy =aulo vaghi+.va e = oV, k=0L..C, 4.2)
k=—(t-1)

onde os coeficientes {a,, } sdo dirctamente definidos pelos coeficientes {a, } .

O conjunto das equagdes (4.2) pode ser escrito como U=AV, onde A € uma matriz (C +)x(C +1),

fornecendo dai o conjunto de equagdes V = AU . Estimando U’ por © =,,..U,) onde

1 N-25 _ _
= R~-R)R,_,-R 4.3)
= a8, L RORL B
produz-se os estimadores das covariincias
V=A10. 4.4)
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A matriz A correspondente ao ponto de corte C=13 estd descrita a segnir. A matriz (simétrica)
correspondente ao ponto de corte C<13 € obtida a partir da matriz A omitindo-s¢ as 74-C ultimas linhas ¢
colunas.

Matriz A : Coeficientes g, 0<k;c<c; para pontos de corte ¢ <13, da Equacdo (4.2)

Pesos do filtro linear do componente irregular estimado pelo X-12-ARIMA.

C=06 C=1 (C=2 C=3 C=4 C=5 (C=6 C=7 C=8 C=9 C=10 C=11 C=12 C=13
0,4432 -0,2447 -0,1827 -0,1018 -0,0232 0,0343 0,0658 0,0099 0,0080 0,0069 0,0053 0,0027 -0,1763 0,0926
-0,1901 0,5141 -0,1814 -0,1305 -0,0664 -0,0091 0,0298 0,0302 0,0030 0,0025 0,0025 0,0023 0,0768 -0,2026
-0,1106 -0,1517 0,5497 -0,1507 -0,1079 -0,0546 -0,0035 0,0164 0,0104 -0,0008 -0,0004 0,0006 00454 0,0625
-0,0445 -0,0957 -0,1380 0,5611 -0,1422 -0,1033 -0,0507 -0,0075 0,0122 0,0049 -0,0018 -0,0011 0,0179 0,0396
0,0017 -0,0414 -0,0948 -0,1382 0,5591 -0,1436 -0,1063 -0,0524 -0,0074 0,0125 0,0068 -0,0010 -0,0012 0,0168
0,0197 -0,0020 -0,0464 -0,0995 -0,1431 0,5563 -0,1523 -0,1069 -0,0510 -0,0050 0,0157 00116 -0,0077 0,0005
0,0137 0,0181 -0,0050 -0,0494 -0,1025 -0,1454 0,546%9 -0,1519 -0,1059 -0,0494 -0,0031 0,0187 0,0075 -0,0063
0,0027 0,0138 0,0183 -0,0052 -0,0501 -0,1031 -0,1511 0,5481 -0,1508 -0,1049 -0,0484 -0,0019 00156 0,0072
0,0053 0,0005 0,0121 0,0171 -0,0061 -0,0504 -0,1037 -0,1504 0,5485 -0,1505 -0,1047 -0,0481 -0,0043 0,0163
0,0112 -0,0015 -0,0044 0,0095 0,0164 -0,0054 -0,0455 -0,1040 -0,1510 0,5477 -0,1514 -0,1055 -0,0488 -0,0020
0,0166 0,0000 -0,0092 -0,0079 0,0097 0,0188 00016 -0,0471 -0,1056 -0,1526 0,5461 -0,1529 -0,1032 -0,0452
0,0177 0,0037 -0,0083 -0,0121 -0,0061 0,0140 0,0227 -0,0011 -0,0492 -0,1074 -0,1544 0,5445 -0,1467 -0,0992
-0,1320 0,0937 0,0566 0,0184 -0,0087 -0,0190 0,0007 0,0229 0,0024 -0,0441 -0,1019 -0,1493 0,5508 -0,173
0,0743 -0,1713 0,0654 0,0396 0,0122 -0,0060 -0,0079 0,0062 0,0214 0,0007 -0,0459 -0,1039 -0,1666 0,56 %

O procedimento descrito em (4.4) ¢ essencialmente uma aplicacdo do método dos momentos e, portanto,
guarda as propriedades inerentes a este método. Em particular, quando A7, =0, para todo ¢, no centro das

séries, € V, =0 para k >C, os estimadores v s3o consistentes, no sentido que pL,-mp"k =V, k=0,..,C,O0useja,
N

existe um N° tal que N ¢ maior que N* de modo que P{| V-V [>¢ }<5-

4.2 Especificacio do ponto de corte baseado no conhecimento do esquema de
rotacio da amostra

O uso pratico do procedimento descrito por (4.4) requer a especificacio do ponto de corte C. De um
modo geral, quanto maior o ponto de corte C, menor sera o vicio do estimador, porém maior serd sua
variancia. Em muitas aplicagdes, valores admissiveis para o ponto de corte podem ser determinados com base na
informagdo do desenho ou plano amostral. Assim, se as amostras s3o independentes (sem sobreposi¢do) de um
periodo de tempo para outro, € se os termos irreguiares (estimados pelo X-11) sdo também nAo-correlacionados,
entdo ¥, =0 para k>0 tal que C=0. Cabe ressaltar que os residuos do X-11 sdo correlacionados

negativamente, mesmo quando a série de entrada ¢ um ruido branco, tal que 7,+S,=0. Tal fato pode ser

verificado examinando-se a primeira coluna da matriz 4, os residuos resultantes do X-11 tém correlacdes

negativas significativas nos /ags 1, 2 e 12, isto é,

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 62, n. 217, p.7-35, jan./jun. 2001




Corr(R,R) ="MY= 0,429
CorrR,Rp) ="M =051

Corr(RR,_13) = '0’13%’ a3 =—0.298-

Observe-se que VAR(R,)=0.443 VAR(,).

A existéncia de tais relac3es ilustram que os residuos do X-11 néo sio consistentes com a hipotese de que
os termos irregulares sio realizagdes de um processo ruido branco.

Muitas pesquisas realizadas, atualmente, empregam planos amostrais com alguns elementos coincidentes
ao longo do tempo, o que implica na existéncia de autocorrelagdes entre os erros amostrais das estimativas (scrie
observada). E o que ocorre com a Pesquisa Mensal de Emprego do IBGE (PME/IBGE), que possui um esquema
de rotaciio da amostra. Em cada grupo de rotacdo, os domicilios permanecem na amostra por quatro meses
consecutivos, sdo retirados da pesquisa por um periodo de oito meses e retornam A amostra para mais quatro
entrevistas consecutivas (detalhes sobre a pesquisa estdo descritos na segdo 5.2). Com a utilizagdo deste plano
amostral espera-se encontrar antocorrelagdes significativas de ordem 1, 2 e 3, pelo menos, isto ao considerar
apenas o primeiro periodo de sobreposi¢do da amostra. Na pratica, entretanto, o ponto de corte recomendado

assume, em geral, um valor menor do que cinco. Isto acontece por trés razdes:

as correlagdes seriais dos erros amostrais geralmente decaem para zero ao longo do tempo;

os coeficientes {g,.}da equacgdo (4.2) sio tipicamente muito pequenos para 0<k<5, Czk+3, exceto 0
coeficiente 4, , conforme matriz A ; e

0s pesos {p,} utilizados para a estimacdo dos FEASs tém valores significativos somente para os lags

sazonais {r +12n, n=0,1..} .

De acordo com o exposto, ¢ considerando o esquema de rotagdo da amostra da PME/IBGE, utiliza-se
ponto de corte C =4, para a utilizacio do método de estimagdo de varidncias dos estimadores do X-11.

Pfeffermann ¢ Scott (1997) introduziram novos aperfeicoamentos na metodologia de estimacio de
variancias dos estimadores do X-11, descrita nas segSes anteriores, objetivando a implementacio de dois
principais desenvolvimentos:

1) As equagdes de estimagdo em (4.2) sdo modificadas para permitir o uso de todos os residuos do X-11

para a estimacdo das covaridncias ¥, e ndo apenas os referentes s observages centrais da série.

2) A metodologia foi modificada para permitir o uso direto de estimativas da varidncia e covariincias dos
erros amostrais, quando disponiveis. Sob a metodologia atualizada, as equacdes de estimagdo estdo associadas
somente A variincia e covariancias das irregularidades na populagdo. Uma vez que as irregularidades sdo

correlacionadas somente em /ags de baixa ordem (0, 1, 2 ou 3), o nimero de equages ¢ substancialmente
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reduzido, requerendo o uso somente das primeiras covariincias empiricas dos residuos do X-11 e, portanto,

fazendo o processo de estimagio mais estavel.

4.3 Uso de toda a série de residuos do X11 para o cilculo de variincias e
covariincias
Assumindo que os estimadores dos sinais i/, séo nfo-viciados para toda a série dos termos combinados,
com A, mantido fixo, segue da equacdo (4.1) que os sinais médios, i7,, sdo suficientemente proximos de zero
para todo ¢ e niio apenas no centro das séries, ver Figura 2 em Pfeffermann (1994, p. 94).

. ~ . N- , , . . .
Portanto, a aproximacao linear R = Z’ i mantém-se ao longo de toda a série, ainda que os residuos
k=-(t-1)

ndo sejam integralmente estacionérios, devido ao uso de filtros assimétricos ou pesos que variam ao longo do
tempo, tanto no comego como no fim das séries.

A incorporagdo da nova hipotese € o processamento das modificactes necessarias nas equagdes de
estimagdo (4.2), permite o uso de toda a série de residuos Jo X-11.

Inicialmente, note que E[R,}=0 € COV(R,R,,)=Ec[RR,,] com r=1.,N-m e, conseqientemente,

1

-m

Nom . -
pode-se representar 77 .__ ! Z RR,,, COmO um estimador nfo-viciado para ;7 -
” N-m i m

=1

N-m
S COV(R,R,,,)- AS
1=1

covaridncias U, = COV(R,.R,,,) podem ser estimadas sob a suposi¢do de que ¥; = COV(e..¢,,,) =0 para k>C,
utilizando a aproximagcdo linear para g, ¢ R,,,, definida em (4.1).
O conjunto de equagdes modificadas para  estimagio da varidncia e covaridncias, V,, €
conseqiicntemente
T(m) = byoVy + byl + ot Vs m=0,1,..,C , ONdE 4.5)
b, € 0 coeficiente da combinagdo linear das covariincias ¥, quando se calcula a média das covarifincias

Uy,

4.4 Melhoramentos para permitir o uso das covariincias dos erros amostrais

Suponha que as covaridncias, 1, = COV(s,,s,,), dos erros amostrais sdo conhecidas para r=o,... Na
pritica ;, ¢ substituida por j, , estimada, utilizando-se os dados amostrais. Como j2 mencionado, as estimativas
de variincia e covaridncias sdo rotineiramente calculadas pelas agéncias de estatisticas, mas raramente sio
incorporadas na analise de séries temporais, como apresentado neste trabaltho. Adicionalmente, assumindo-se
que o comportamento de erro composto (s, +1,) ¢ dominado pelo componente de erro amostral (¢,), supde-se

que COv(l,1,,)=0 Se k>0 para algum . Nos modelos estimados para os dados amostrais, as irregularidades

sdo geralmente representadas como ruido branco. Ainda que esta suposicdo possa ser restritiva, parece razoavel

assumir que o valor de o seja baixo, variando no intervalo de zero a trés. Considerando-se a propriedade (2.4),
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tem-se COV (e, e, ;) =COV(5,,5,4)+COV(I,, I, ;) = X +v; . Segue que para k>0, COV(e, e, )= 4 - Com os valores

conhecidos de 4, , o conjunto de equagdes definido por (4.5) pode ser rescrito como:

c
{U (m)— Zb,,y-,?,jji =BV + By + ot E,”QVQ » m=0L..,0 (4.6)
j=e

Finalmente, somando as estimativas ¢, obtidas como solucdo de (4.6) as esﬁmativas_ i {calculadas
externamente), produz-se as estimativas y, necessirias para a estimacdo das varidncias dos EAS em (3.9) e
(3.11). Observe-se que, se a série em consideraciio nfo € sujeita a erros amostrais, as equagdes definidas em (4.5)
e (4.6) sdo iguais, com c=Q.

5. Aplicacdes

5.1 Introducio

A metodologia descrita nas segies anteriores permite a estimacgdo de varidncias dos componentes
nio-observaveis estimados pelo X-12-ARIMA e incorpora, no cilculo destas varidncias, a correlagio serial dos
erros amostrais (caso existente) e também a correla¢io devida a variabilidade do componente irregular. No caso
de aplicacdio desta metodologia a pesquisas nio-amostrais, nio ha que se considerar a contribui¢do do erro
amostral, mas unicamente a contribui¢io da variabilidade do componente irregular.

Para ilustracio da utilidade do Método Geral para Estimacio de Varidncias dos Estimadores do
X-12-ARIMA (designado MEV-X), no caso de ajustamento sazonal de séries provenientes de pesquisas por
amostragem, utilizou-se a Pesquisa Mensal de Emprego do IBGE, por ser uma pesquisa por amostragem
probabilistica com painéis rotativos. A metodologia sera aplicada a série da taxa de desemprego aberto na
semana para a Regido Metropolitana de Sdo Paulo.

Na secgdo 5.2, descreve-se as principais caracteristicas da pesquisa que deu origem a serie escolhida para
analise. Note-se que ausente o erro amostral, o método apresentado para a estimacdo de varidncias dos
estimadores do X-12-ARIMA continua valido. O que ocorre, na verdade, é uma simplificacio na formulagio do
modelo. Nesta situagio, admite-se a existéncia de apenas uma fonte de variabilidade, aquela proveniente do
componente irregular estimado pelo X-12-ARIMA.

5.2 A Pesquisa Mensal de Emprego (PME/IBGE)
5.2.1 Aspectos Gerais

A Pesquisa Mensal de Emprego do IBGE (PME/IBGE) fornece estimativas mensais relacionadas as
caracteristicas da for¢a de trabalho como, por exemplo, a taxa de desemprego aberto, que € a relagfo entre o
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ntmero de pessoas desocupadas (procurando emprego) € 0 mimero de pessoas economicamente ativas' em um
determinado periodo de referéncia; a taxa de atividade e a proporgio de pessoas ocupadas por setor de atividade,
para seis regifes metropolitanas, a saber: Rio de Janeiro, Sdo Paulo, Belo Horizonte, Recife, Salvador e Porto
Alegre. Os indicadores nacionais sdo produzidos por agregacio (taxa média) das seis regides metropolitanas
pesquisadas.

A déﬁnigﬁo operacional de diversos indicadores usados baseia-se na condi¢do de atividade das pessoas
em determinados periodos de tempo, denominados periodos de referéncia. Define-se como semana de referéncia
a semana de domingo a sabado que precede a semana da realizagdo da entrevista. Adicionalmente, o periodo de
referéncia de 30 dias corresponde aos 30 dias que antecedem a semana fixada para a entrevista. Finalmente, o
més de referéncia da pesquisa é aquele que antecede ao més de reaiizagﬁo da pesquisa.

Os indicadores divulgados pela PME/IBGE referem-se 4 sitnaco das pessoas de 15 anos e mais de idade,
numa dada semana de referéncia, com excegdo da taxa de desemprego aberto, que ¢ divulgada, também, para o
periodo de 30 dias, e dos rendimentos que sio relat: s ao més de referéncia da pesquisa.

A PME/IBGE ¢ uma pesquisa por amostra domiciliar: em cada regifio metropolitana, a amostra ¢
selecionada independentemente em cada municipio, em dois estigios, os municipios constituem estratos, os
setores censitarios s3o as unidades primarias de selegdo da pesquisa e os domicilios sdo as unidades amostrais do
segundo estagio de selecdo. A alocaciio da amostra de setores € proporcional ao longo dos estratos (municipios).
As unidades de primeiro estigio, os setores, sdo selecionadas sistematicamente com probabilidade proporcional a
uma medida de tamanho (niimeros de domicilios no setor).

A PME/IBGE ¢ uma pesquisa com rotagio de amostra: os indicadores produzidos pela Pesquisa Mensal
de Emprego sdo calculados através de média aritmética simples de quatro réplicas da amostra. Na se¢do 5.2.2,
descreve-se o sistema de rotagdo da amostra utilizado na pesquisa mensal de emprego.

5.2.2 O Esquema de Rota¢io da Amostra da PME/IBGE

Em qualquer més de pesquisa, a amostra da PME/IBGE ¢ composta por quatro grupos de rotagio que sao
conjuntos mutuamente exclusivos de setores censitarios (unidades primdrias de amostragem). O esquema de
rotagio ¢ implementado mensalmente com o uso de quatro painéis, conmjuntos de domicilios (unidades
secundarias de amostragem) que entram ¢ saecm da amostra nos MESMOSs MESes.

Os domicilios de um dado painel permanecem na amostra por quatro meses consecutivos (para a
primeira, segunda, terceira e quarta visitas) sendo, nos oito meses subseqiientes, retirados da amostra. Apés este
periodo, os domicilios retornam & amostra (para a quinta, sexta, sétima ¢ oitava visitas) pela ultima vez, e sio
retirados definitivamente da pesquisa. A cada més um painel € retirado da amostra. O painel substituto pode ser

completamente novo ou um que retorna depois de oito meses de auséncia. O esquema de rotagdo 4-8- sz a

! pulagdo Economicamente Ativa compreende o potencial de mao-de-obra com que pode contar o setor produtivo. ,a
pu:salagio ocupada e a populagéo desocupada.
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uma estrutura complexa de correlagio para os erros amostrais ao longo dos anos. A Tabela 5.1 apresenta o
esquema de rotagdo da amostra da PME/IBGE, indicando os paindis que compdem cada amostra mensal. O
esquema de rotagdo da amostra da PME/IBGE permite uma coincidéncia substancial de unidades domiciliares
investigadas més a més, isto é, para qualquer més, 75% dos domicilios sdo comuns com o més antecessor.

Entretanto, Pfeffermann, Silva e Freitas (2000) destacam o fato de que o esquema de rotagiio da PME ndo
¢ um esquema regular ou estaciondrio, no sentido de que a distribuigdo dos domicilios que sio entrevistados nos
vérios meses do ano ndo é constante no que se refere ao nimero de visitas ao domicilio, isto ¢, ao numero de
vezes que os domicilios ja foram visitados ou entrevistados, conforme pode ser verificado na Tabela 5.1.

A diversidade de domicilios com miimero diferenciado de visitas pode acarretar na nio-estacionariedade

da série de estimativas. Por exemplo, pode-s¢ SUPOT qUE Corr(y 1. ¥ jojs) # COMY nfss Y s > onde COTTY jonis ¥ o) é
a correlagdo entre as duas estimativas, sendo Fianfz 2 taxa observada no més de janeirodoano 2 ¢ y vz 3 taxa

observada no més de fevereiro do ano 2, ja que o conjunto de painéis entrevistados nos meses de janeiro ¢
fevereiro do ano 2 diferem daqueles entrevistados nos mesmos meses do ano 3, quanto ao seu tempo de
permanéncia na pesquisa. Isto ¢ devido ao fato das amostras, do ano 2 em janeiro e fevereiro, serem compostas
por painéis com numero de visitas de 1 a 4. Ja as amostras do ano 3, nos mesmos meses, S30 compostas por
painéis com mimero de visitas de 5 a 8.

Adicionalmente, pelo mesmo motivo, o problema ocorre, também, dentro de um mesmo ano:

COrT(Y s Yagat) # COT(Ypniy> Vaers) 3PESAT de ambas serem correlagdes de ordem 1 (Jag 1). Nota-se que as amostras

dos meses de julho e de agosto sdo compostas por painéis com nimero de visitas de 1 a 4, enquanto a amostra de
novembro é composta por painéis com miimero de visitas de 3 a 6, e a de dezembro, por painéis com numero de
visitasde 4 a 7.

Nesses casos, a variavel resposta e as respectivas correlagdes seriais podem ter comportamentos
diferenciados para os periodos relacionados violando a suposicdo de estacionariedade. Esclarece-se que estudos
empiricos estdo sendo realizados para a verificagdo da ocorréncia de vicio de rotagdo na amostra da PME e que
tal topico foge ao escopo deste trabalho. Entretanto, neste caso, deve-se ter cautela ao analisar as estimativas das

autocorrelagdes dos erros amostrais.
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Tabela 5.1 - Esquema de Rotacfio da PME/IBGE*

-

LS

FONTE: Pfeffermann, Silva e Freitas (2000).

5.2.3 Anilise sazonal da série da taxa de desemprego na Regiio Metropolitana de Sao
Paulo

E fundamental verificar se a série em questdo apresenta sazonalidade, cuja existéncia ¢ pressuposto bésico
para elaboragio de ajustamentos sazonais e, portanto, para utilizacdo da metodologia aqui apresentada. A andlise
foi elaborada utilizando o programa de ajuste sazonal X-12-ARIMA. Foi confirmada a presenca de sazonalidade
identificavel e boas condigbes para a realizagio do ajustamento sazonal sob o modelo aditivo. Na seqiiéncia sdo
apresentados os graficos da evolugio dos fatores sazonais, da séric dessazonalizada e da curva de tendéncia,

Figuras 5.1, 5.2 ¢ 5.3, respectivamente.

% Cada cela exibe o nimero de visitas ja realizadas ao domicilio, no painel correspondente.
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Figura 5.1 — Evelugiio dos fatores sazonais da série da taxa de desemprego aberto
Regido Metropolitana de Sdo Paulo
Janeiro de 1991 a Dezembro de 1997

-1

-2 T T T T T
jan/e1  jan/92 jan/93 jan/94 jan/95 jan/96 jan/87

Figura 5.2 — Série da taxa de desemprego aberto sazonalmente ajustada
Regido Metropolitana de Sao Paulo
Janeiro de 1991 a Dezembro de 19597

jan/91  jan/92  jan/93 jan/94  jan/95 jan/96 jan/97

Figura 5.3 — Série de tendéncia da taxa de desemprego aberto
para a Regido Metropolitana de Sio Paulo
Janeiro de 1991 a Dezembro de 1997

jan/91  jan/92  jan/93 jan/84  jan/95 jan/96 janfo7

Para uma melhor compreensio do nivel do desemprego deve ser considerado, necessariamente, 0

fendmeno sazonal. Assim, as séries dessazonalizada (Figura 5.2) e de tendéncia (Figura 5.3) sdo de enorme valia
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para o estudo da evolugio do desemprego. No entanto, uma indicacdo da precisdo das estimativas destes
componentes precisa ser estabelecida. Na segdo 5.2.4, 0 método de estimagdo de varidncias dos estimadores do
X-12-ARIMA (MEV-X) ¢ aplicado a serie da taxa de desemprego aberto na scmana para a Regido Metropolitana
de Sdo Paulo. Variincias das séries dessazonalizada e de tendéncia sdo disponibilizadas, sendo, entdo, possivel
determinar os Coeficientes de Variagio - CV - das estimativas destes componentes, estabelecendo-se uma

indicacdo da precisio das mesmas.

5.2.4 Estimativas de desvios-padrio para os estimadores de ajustamento sazonal

e tendéncia na PME/IBGE

Estabeleceu-se, anteriormente, as expressdes para o calculo das varifincias (ou desvios-padrdo) para o
estimador de ajustamento sazonal:

Nt

VARO(N,) = VARD(N,) + vl -200) -2 Y oy’ equagdo (3.11)
k=—(-1)
=0
¢ para o estimador de tendéncia:
R N-1 N ~
VARDN,)= Y @}VARC(e1s)+2), 0@ 1COV ¢ (€rnts €1ay) equagdo (3.10).
k=—(t-1) k<j

A covaridncia do €rTo COMPOStO, COV (¢, e,.;)=Vs = A +v; » Pode ser estimada a partir dos residuos
R =y,~T -§, do X-12-ARIMA, utilizando-sc a equagdo, V=AU, onde A ¢ a matriz dos pesos do componente

irregulare 7 =7V1_1§'COV(R" R, ) m=0...C , conforme apresentado na secfo 4.3.
-m

1=l

Por sua vez, as autocovaridncias dos erros amostrais 1,, podem ser estimadas utilizando-se as
autocorrelagdes observadas dos pseudo-erros amostrais. Os pseudo-crros amostrais sdo definidos como

&l =(3{ -y,), onde y:=iY{ 4 © y/ ¢ a estimativa amostral baseada no painel j, j=1,..4. Assumindo que

j=1
as séries {¢/, t=1.,N} sdo estaciondrias, as autocorrelagdes dos erros amostrais podem ser obtidas, de acordo

com Pfeffermann, Feder e Signorelli (1998), por:

4 . 4 .
pe=CORRGG ) =Y e [ el s B=120. G.1)

J=1 J=t

onde ; _| Ny i inoht _ ik | e ax_| X 5| tal que ¢/ ¢ aautocovaridncia de
= Z(e{-s’)(s;’_’,,—s") IN|> &= Zs,’ N gt = Za;’_‘k k
=1

1=k+} t=k+1

lag k da série £ de erro amostral. As autocovaridncias 1, podem, entdo, ser definidas como

4
A =Zc{‘ = kac({ = peiy> 5..2)

= =

sendo A, a variincia dos erros amostrais.
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Finalmente, a varidncia dos erros amostrais A,, pode ser estimada utilizando-se o método de grupos

A
aleatérios, Wolter (1985, p. 20). Como 5, =1/4Z y/ , entdo, calculando-se a variincia de y,, obtém-se,

=]
4

VAR(s,) =VAR(y,) = 1/1621/,4120,{) . Isto porque sob a teoria da amostragem, s¢ y, ¢ estimador ndo-viciado de
J=1

Y,, tem-s¢ y, =Y, +¢, COM E(£,)=0. Entdio, VAR(e,)=VAR(y, —Y,) ou equivalentemente, VAR(s,)=VAR(y,)-

4 .
Mas parii) = %Z(y;i_ 9 - Sendo assim,

=

. 1 & Fi - 1 & 1 &
_ JERY ) R Jo vy inalmente _1 N2
VAR‘%)—“/“‘X“{%ZFIU' y”} (4).(3)21.:1@’ ») L (4).(3);(”} »

Uma vez estimadas as autocovaridncias dos erros amostrais 2, , as autocovariancias dos residuos
(componente irregular) do X-12-ARIMA y, podem ser estimadas utilizando-se a equacdo U, —-Al, =Av;,
resultante da multiplicagfio da equagdo (4.4) pela matriz A .

As estimativas de varidncias do erro composto sdo calculadas considerando-se V, = i, +v,, com 0
ponto de corte fixado em k =4, conforme desenho amostral da PME/IBGE, cujo esquema de rotacdo ¢ [4-8-4].

A variancia do erros amostrais da taxa de desemprego aberto na semana para a Regido Metropolitana de
S#o Paulo para o periodo de janeiro de 1990 a junho de 1998, calculada pelo método de grupos aleatorios, €
0,1343. As autocorrelagbes sio significativas apenas para os lags 4, 12 e 24, entio as autocovaridncias de
interesse 4, k=01..15 assumem OS valores 4, =01343, 4,=00313, 4, =0,0340. Para os demais lags as
autocovariancias ndo sio significativamente diferentes de zero. Ressalta-se que, pelo esquema de rotagio da
PME [4-8-4], esperava-s¢ obter autocorrelages significativamente diferentes de zero pelo menos até o lag 15,
considerando-se que um domicilio ¢ entrevistado pela altima vez na pesquisa 15 meses apds a primeira
entrevista (ver Tabela 5.1).

As medidas das varidncias sdo baseadas nos “filtros ou pesos combinados”, isto &, nos filtros utilizados
pelo X-11 (os pesos a,, da matriz A ) considerando-se, também, os filtros de extrapolacgio ARIMA®, baseados
nos modelos estimados pelo X-12-ARIMA.

A seguir, sio apresentados os resultados da aplicagdo da metodologia estudada, designada MEV-X, na
série da taxa de desemprego aberto na semana para a Regifio Metropolitana de S&o Paulo.

3 Como os valores residuais extremos sdo excluidos do célculo das covariancias U & » €quacdo (4.4), o MEV-X pode ser

utilizado fixando-se os coeficientes do modelo ARIMA para os valores estimados, e modificando-se os filtros EAS
empregados no final das séries, considerar o uso dos valores extrapolados.
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Figura 5.4 — Desvios-padrdio para as estimativas de ajustamento sazonal da taxa de desemprego aberto para a
Regido Metropolitana de Sio Paulo, obtidas pelo MEV-X
janeiro de 1991 a dezembro de 1997
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Figura 5.5 - Série sazonalmente ajustada da taxa de desemprego aberto para a Regifio Metropolitana de Sio Paulo e
correspondentes intervalos de confianca de 95%, considerando o erro amostral
janeiro de 1991 a dezembro de 1997
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Figura 5.6 — Desvios-padrfio para as estimativas de tendéncia da taxa de desemprego para a Regifio Metropolitana
de Sio Paulo, obtidas pelo MEV-X
janeiro de 1991 a dezembro de 1997
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Figura 5.7 - Série de tendéncia da taxa de desemprego aberto para a Regiiio Metropolitana de Sao Paulo ¢
correspondentes intervalos de confianga de 95%, considerando o erro amostral
janeiro de 1991 a dezembro de 1997
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Evidéncias apresentadas nas Figuras 5.4 ¢ 5.6 indicam que ignorar o erro amostral implica consideravel
subestimacdo da variabilidade dos estimadores das séries de tendéncia ¢ sazonalmente ajustada. Os desvios-
padrio da taxa de desemprego aberto sazonalmente ajustada flutuam em torno de 0,35 ponto percentual e da
tendéncia da taxa em torno de 0,70 ponto percentual, quando considerado o erro amostral. E importante ressaltar
que para o cilculo de varincias para séries dessazonalizadas sdo consideradas duas fontes de variagio, a saber, o
erro amostral ¢ a sazonalidade, enquanto para o calculo de variincias da tendéncia, trés fontes de variagdo sdo
incluidas: o erro amostral, os residuos do modelo ¢ a sazonalidade. Por este motivo, as varidncias da tendéncia

sdo, em geral, maiores que as variincias das séries ajustadas para sazonalidade.

Na Figura 5.8, estiio representados os Coeficientes de Variagdo - CVs - das estimativas da série da taxa
de desemprego aberto sazonalmente ajustada e da tendéncia da taxa de desemprego aberto, considerando o erro

amostral. O CV fornece uma indicagiio da precisdo relativa das estimativas de interesse.

Figura 5.8 — Coeficientes de variacio para as estimativas de ajustamento sazonal e de tendéncia da taxa de
desemprego aberto para a Regi@o Metropolitana de Sio Paulo
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Para exemplificar a importincia das varidncias de ajustamento sazonal ¢ tendéncia, disponibilizadas pelo
método de estimacdio de varidncias dos estimadores do X-12-ARIMA, para anilise da evolugiio da série taxa de
desemprego aberto na semana da PME/IBGE, registre-se a noticia veiculada na imprensa, através do jornal O
Globo descrita na Figura 5.9. Atualiza-se a noticia veiculada, de acordo com a introduciio de informacdes
imprescindiveis para a anilisc do fendmeno observado: o desemprego. A primeira contribuiciio ¢ dispor de
informagdes livres das flutuages sazonais, isto ¢é, a séric do desemprego sazonalmente ajustada.
Adicionalmente, incorpora-se na analisc uma medida de precisdo: o coeficiente de variagdo. Observa-se, entdo,
como supostamente a noticia veiculada alteraria - medida que uma nova informacfo fosse incorporada a anilise.

Figura 5.9 — Informe Econémico de O Globo capturado em 26 novembro de 2000

IBGE: taxa de desemprego
no pais foi de 7.6% em janeiro

Agéncia O Globo

Ficou em 7.6% a taxa de
desemprego de janeiro deste ano, de
acordo com o IBGE. O resultado ¢
superior aos 6,3% registrados em
dezembro de 1999, mas houve
queda em relagdo a janeiro do ano

passado.

FONTE: www.globo.com/noticias/arquivo

A andlise apresentada na Figura 5.9 nfo considera que a taxa de desemprego aberto na semana para todas
as 4reas ¢ caracterizada por marcantes movimentos sazonais, € por isso a comparagio direta das estimativas do
més atual contra més anterior ndo ¢ apropriada. Uma forma mais adequada de analisar tal informagio poderia ter
sido feita considerando-se a série da taxa de desemprego aberto sazonalmente ajustada, isto é, série em que os
efeitos periédicos previsiveis sdo removidos ¢ que revelam as novas variagbes na tendéncia do indicador.

Considerando-se os valores da taxa de desemprego aberto na semana para todas as dreas, sazonalmente
ajustada, Tabela 5.1, propde-se repetir a anilise apresentada na Figura 5.9, destacand--se o problema enccatrado

naquela abordagem.
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Tabela 5.1 — Taxa de desemprego aberto na semana para todas as areas: valores observados e sazonalmente
ajustados, para meses selecionados

Meses
. Série Observada Série Sazonalmente Ajustada
Selecionados
Jan./99 7.7 7.7
Nov./99 7.0 7.9
Dez./99 6.3 7.6
Jan /00 7.6 7.6

FONTE: IBGE - Pesquisa Mensal de Emprego.

Como seria a analise considerando a taxa de desemprego sazonalmente ajustada:

IBGE: taxa de desemprego
no pais foi de 7.6% em
janeiro (2000}

Agéncia O Globo

Ficou em 7.6% a taxa de

desemprego de janeiro deste ano, de
acordo com o IBGE. O resultado €
igual ao registrado em

dezembro de 1999, mas houve

queda (7) em relagdo a janeiro do ano

passado.

Para efeito de exercicio, assume-se que os desvios-padrdo, determinados pelo MEV-X, da série taxa de
desemprego aberto na semana, sazonalmente ajustada para a Regido Metropolitana de Sio Paulo possa
representar um proxy para os desvios-padrdo da série da taxa de desemprego aberto na semana para todas as
areas, sazonalmente ajustada (Indicador Nacional dessazonalizado).
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Tabela 5.2 — Intervalos de confianca de 95% e coeficientes de variagiio para a taxa de desemprego aberto
‘ na semana para todas as dreas, sazonalmente ajustada

Meses Série sazonalmente Intervaics de Coeficientes
selecionados ajustada confiauca de variagiio (%)
Jan./99 7.7 (7,0;84) 4,94
Nov./99 7,9 (72;86) 4,81
... Dez.99 7,6 (6,9 ; 8,3) 5,00
Jan./00 7,6 6,9;83) 5,00

Entdo, incorporando a informacgdo disponibilizada na Tabela 5.2 4 anilise em questio, pode-se
rescrevé-la, da seguinte forma:

IBGE: taxa de desemprego
no pais foi de 7.6% em
janeire (2000)

A: sncia O Globo

Fiz>o em 7.6% a taxa de

de:-mprego de janeiro deste ano,

d:. ..cordo com o IBGE. O resultado é
igual ao registrado em

dezembro de 1999 e nio ha diferenca
significativa quando comparado

ao valor obtido em janeiro do ano

passado. A taxa mantém-se estavel
desde novembro de 1999.

A pequena andlise elaborada mostra que, 0 conhecimento das informagGes sobre a variabilidade das
estimativas de ajustamento sazonal, ¢ fundamental para a compreensio correta do fendmeno observado.

6. Conclusiao

Duas importantes caracteristicas do método proposto por Pfeffermann (1994) sio, por um lado, a
simplicidade que permite a direta aplicabilidade da metodologia e, por outro lado, a generalidade. Apesar da
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simplicidade da abordagem utilizada, 0 MEV-X produz resultados satisfatérios. Por exemplo, considere-se as
estimativas de coeficientes de variagdo de ajustamento sazonal, obtidas por Silva (1996, p. 159)*, calculadas para
a taxa de desemprego aberto na semana para a Regido Metropolitana de Sdo Paulo, utilizando um modelo
estrutural basico multivariado (BSM) para o sinal, na representagdo de espago de estados ¢ modelos auto-
regressivos multivariados [VAR(1) ¢ VARMAC(1,1)] para o erro amostral. Na Figura 6.1, sdo comparados os
resultados obtidos pelo MEV-X e pelos modelos BSM+VAR(1) ¢ BSM+VARMAC(L,1), para o periodo de
janeiro de 1991 a setembro de 1993.

Figura 6.1 - Coeficientes de variacio para as estimativas de ajustamento sazonal
da taxa de desemprego aberto na semana para a Regiio Metropolitana de Sao Paulo
janeiro de 1991 a setembro de 1993

0,160 -
0,140 -
0,120 +
0,100 4

MEV-X __ BSM+VAR(1) BSM+VARMA(1,1)

A anilise da Figura 6.1 permite concluir que as estimativas de coeficientes de variagdo, produzidas pelo
método univariado de estimagio de varidncias dos estimadores do X-12-ARIMA (MEV-X), estio em niveis
proximos aos das estimativas obtidas pela analise multivariada® de séries temporais, representada pelos
modelos BSM+VAR(1) ¢ BSM+VARMA(L,1). Isto €, abordagens diferentes chegam a resultados similares,
ratificando os resultados obtidos pela aplicacio do MEV-X. O procedimento de ajustamento sazonal atualmente
utilizado pela PME/IBGE é o X-12-ARIMA, portanto, ¢ imprescindivel a utilizagio de estimativas de varidncias

4 Gilva desenvolven um método de séries temporais para ajustar dados de composigdes provenientes de uma pesquisa
amostral repetida no tempo. O termo composigdo ¢ utilizado para definir um vetor cujos componentes assumem valores néo
negativos representando proporgdes de um dado total. Neste caso, cada wm dos componentes esta definido no intervalo [0,1]
e sua soma ¢ igual a um. Dados com esta caracteristicas sfio obtidos, numa pesquisa, quando a variavel de interesse admite
uma resposta multinomial € a pesquisa visa a obter estimativas para a proporgdo de unidades classificadas em cada uma das
categorias. Por exemplo, numa pesquisa sobre a forga de trabalho, investiga-se a proporgéo de pessoas classificadas como
empregadas, desempregadas e fora da forga de trabalho. O método desenvolvido produz estimativas dos componentes de
tendéncia e sazonalidade das séries multivariadas observadas, respeitando as caracteristicas especificas das composigdes € o
desenho amostral da pesquisa. O procedimento de ajuste/andlise foi aplicado & Pesquisa Mensal de Emprego - PME.

5 A abordagem multivariada considera que os varios componentes (veior de proporgdes) correlacionam-se simultaneamente.
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dos estimadores de ajustamento sazonal ¢ de tendéncia do X-12-ARIMA para o conhecimento integral do
fendémeno do desemprego no Pais.

Neste trabalho, tratou-se da implementacdo do método de estimacgio de variincias dos estimadores do
X-11 e variantes, para o caso de séries com estrutura aditiva, (y, =7, +S, +1,). Uma outra extensdo importante
do método € para o caso de decomposicdo multiplicativa, (y, =T, xS, xI,). A utilizacdo de séries com estrutura
multiplicativa  produz  resultados  similares, quando aplicase a transformacdo logaritmica
(log y, =logT, +log S, +log I,). Assumindo que log(y,/S,) € uma varidvel aleatéria normal, as variincias podem ser
estimadas recorrendo-se as relages entre as variincias das distribui¢fes normal ¢ log-normal. Ressalte-se que a
suposicido de normalidade € geralmente nio-restritiva, considerando-se as trocas dos valores extremos embutidos
no programa X-11. Para diferentes (mas conhecidas) distribui¢cbes do erro composto, sob a decomposicio log-
aditiva, as varidncias dos EASs podem ser estimadas por bootstrapping paramétrico.

A suposicio de que a varidncia dos erros amostrais é constante ao longo do tempo pode,
ocasionalmente, ser muito restritiva. Mudancas nas varidncias de aleatorizagio podem ser devidas as mudangas
no plano amostral ou as alteragdes no nivel das séries. Nestes casos, as covaridncias (j,, dos termos do erro
composto, podem ser modificadas para incorporar as mudancas nas varidncias de aleatorizacdo (desenho
amostral). Pfeffermann, Morry ¢ Wong (1995) propdem ampliagdes que incluem o uso da decomposigio
multiplicativa ¢ uma compensagdo para as mudan¢as na varidncia e covariincias dos termos do erro composto.
Adicionalmente, examinam como as varidncias dos estimadores de ajustamento sazonal sio afetadas pela
identificacdo ¢ estimacio dos modelos ARIMA utilizados para a extrapolagdo das séries observadas e pela
identificagdo e gradual troca das observagées extremas (procedimento padrio do X-11).

Bell e Kramer ' 1996) desenvolveram uma abordagem onde se assume que o alvo do ajustamento

‘sazonal do X-11 é aquele -sultante da aplicagdo de filtros lineares simétricos (utilizados pelo X-11), se as séries
ndo contenham erros amostrais. O objetivo € obter varidncias de ajustamentos sazonais do X-11 considerando-se
duas fontes de erro. A primeira fonte de erro € o erro amostral (aleatorizagdo), estimado externamente, pela
modelagem do erro amostral. A segunda fonte de erro resulta da necessidade de estender-se s séries temporais
com previsdes (para frente € para tras), através de um modelo ARIMA, antes da utilizagio dos filtros simétricos
do X-11.

Vale, entdo, registrar, que uma continuidade natural deste trabalho, passa por considerar as abordagens
mencionadas, implementa-las, comparar suas propriedades € descrever, se for o caso, as diferengas nos
resultados obtidos.
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Several time series regularly used as a source of information for planning and research are
obtained from repeated sample surveys. Although there has been widespread use of sample estimates
from such surveys in time series analysis, it is not always the case that the precision of the time series
estimates is available for assessment and publication. When the focus is on the estimation of unobservable
components of a time series, such as trend and seasonals, the need for seasonal adjustment procedures
arises. One very well known method is the X-11 procedure (Shiskin, Young and Musgrave, 1967).
However, when using the X-11 and its successors, the problem of how to estimate variances of the
unobservable components and the seasonally adjusted series appears. The ability to evaluate the precision
of these estimates is crucial for data analysis and interpretation. Moreover, when dealing with time series
derived from repeated surveys, variance estimation procedures must take into account the sampling

error.

The main objective of this work is to provide standard errors for trend and seasonally adjusted
regional unemployment rate series in Brazil obtained by the X-12-ARIMA procedure (Findley et al,
1998). The standard errors are estimated based on Pfeffermann (1994).

7. Apéndice
° Prova do Lema 1:

Para verificar o Lema 1 pode-se utilizar a seguinte decomposicio para as varidncias y4rRO(V,):

VARD(N,) = Ey stVARC(N, )} + VAR: stEc(N)},  i=12

onde E, {}€ VAR, {} definem a esperanga e a varidncia sob todas as possiveis realizacdes dos
componentes tendéncia (7, ) € sazonalidade (S, ).

Sendo o EAS dado por N, = y,-§,, onde y, =Y, +¢, € ¥, =T, +S, +1,, tem-s¢ N,=T,+5, +I,+¢,-S,. Como
e, =&, +1,, ento,

N, =T,+¢~(S,~S)- Substituindo em (3.6) resulta em:
VARD(N,) = Ey JVARIT, + & — (8, ~ SN} + VAR s{ECIT, + ¢ — (S, — 51}

VARD(N,) = Ey. (VARc[e, — (S, - S,)1}+ VAR (T, + Ecle, - (5, - 5,13 € consideranao (3.2) € (3.4), obtém-se:

VARO(N,y= Er s{VARC(Dy)y+ VAR: 5{T, + Ecl(Dy)}

Como E.(D,)=0 conforme (2.1), (2.4) e (2.12) e E, ((V4AR.(D,)}=VAR-(D,) POrque as varidncias
VAR-(D,) dependem exclusivamente das distribui¢Ges dos erros amostrais e termos irregulares. Portanto,

VARO(N)=VAR(D,), i=12.Ouseja,

VARM(N)=VAR.(D,), D,=5&-(8 -8,

VARP(N,)2VAR:(D,,), Dy =e,—(S,-S,)
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) Prova do Lema 2:

A hipétese de estacionariedade de R, pode ser verificada considerando-se o postulado e equagio (4.1).

N-t

Sendo if, ~0, tem-se p _7 _ Z%+k' Como a série {e,} ¢ estacionaria, ver equacio (2.4) e os pesos
k=D

{a,}» DO centro das séries, sdo invariantes no tempo, conclui-se, entdo, que ¢z} € também estacionaria.

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 62, n. 217, p.7-35, jan.jjun. 2001




Modelos aditivos generalizados:
metodologia e pratica
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Resumo

Os Modelos Aditivos Generalizados - MAG - constituem uma extensio dos Modelos Lineares
Generalizados - MG -, na qual o efeito de cada variavel preditora na variavel resposta ¢ modelado de
forma bastante flexivel por meio de uma fungio nio especificada. Neste trabalho apresentamos uma
conceituaciio desses modelos, bem como procedimentos de ajuste e testes de hipotese. Para ilustracio, essa
metodolegia é aplicada a um estudo ambiental cujo objetivo é descrever a associagio entre mortalidade
fetal tardia e poluicio atmosférica na cidade de Siao Paulo. Os resultados sio comparados com aqueles

obtidos via MG para o0 mesmo conjunto de dados.
Palavras-chave: estudos epidemiolégicos ambientais, métodos de suavizacio, Modelos Lineares

Generalizados, regressio ndo-paramétrica.

1. Introducio

Estudos epidemiologicos realizados em diferentes centros de pesquisa tém detectado associagdes
significativas entre morbimortalidade por causas respiratérias e poluigio atmosférica em populagSes urbanas
(Schwartz, 1994, Saldiva et al., 1995, Braga et al., 1999 e Singer et al., 2002, por exemplo). As populacdes mais
vuineraveis sio as constituidas por criancgas, idosos e pessoas gue apresentam doengas respiratorias prévias
(Dockery e Pope, 1994, Saldiva et al., 1995 ou Gouveia e Fletcher, 2000, por exemplo). A maior parte desses
estudos tem base populacional, € um grupo, ao invés de um individuo, constitui a unidade de observagio

* Enderego para correspondéncia: Departamento de Estatistica. Instituto de Matemética e Estatistica da Universidade de
Sdo Paulo.

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 62, n. 217, p.37-689, jan./jun. 2001



(Morgenstern, 1995). Esse grupo é acompanhado ao longo do tempo. Os estudos desta classe envolvem, em
geral, a observagio de eventos como mortalidade, internagSes hospitalares oun sintomas respiratorios, além de
observagdes de varidveis explicativas como temperatura ou concentracdo de algum poluente atmosférico. Essa
estrutura de dados é menos suscetivel a varigveis de confusio como tabagismo, pressdo arterial ou fatores socio-
econdémicos (Rothman e Greenland, 1998), que ndo variam de dia para dia com a poluicio atmosférica embora
sejam possiveis confundidoras quando se comparam populagdes de localizages geograficas distintas sujeitas a
diferentes niveis de poluigio (Schwartz, 1994 ¢ André et al., 2000). Em geral, varidveis temporais e climaticas
sdo consideradas como componentes confundidores nesse contexto.

Neste tipo de estudo, é comum adotar uma estratégia de andlise que consiste em, inicialmente, construir
um modelo basico (incluindo somente as varidveis de controle sazonal e meteorol6gico) que explique ao maximo
a variabilidade da resposta, e entio adicionar a(s) variavel(eis) relativa(s) a(s) concentragdes do(s) poluente(s). O
objetivo desta estratégia ¢ evitar que um controle inadequado das variaver: confundidoras possa mascarar a
associacdio entre a resposta e a concentragio do poluente. Além disso, os efe:~  -:as concentragbes dos poluentes
e das varidveis clirzaticas, caso existam, podem nfio incidir necessariames::. 10 mesmo dia em que ocorre o
evento de interesse {0bito ou internagio), ou seja, o mimero de 6bitos ou internacdes ocorridos no dia de hoje
pode ser uma consegiiéncia das condigdes meteorologicas ¢ da poluicdo ndo apenas de hoje, mas também de
alguns dias anteriores. Por este motivo, ¢ comum utilizarem-se modelos com defasagem ou médias moveis das
variaveis meteorologicas € dos poluentes, ou ainda, modelos com defasagens distribuidas (Zanobetti, 2000).

Sob essa 6tica, em um trabalho pioneiro, Pereira et al. (1998) estudaram a associacdo entre mortalidade
fetal tardia (natimortalidade) e concentragdo de NO,, CO, SO,, PM;, ¢ O; sob diferentes defasagens, ¢ entre
mortalidade fetal tardia e médias moveis das concentragdes desses poluentes, nos periodos de 2 até 14 dias,
precedendo o registro da morte com base em dados didrios referentes aos anos de 1991 ¢ 1992. A avaliagdo da
associagio entre mortalidade fetal tardia (variavel resposta) e concentragbes de um determinado poluente
(variavel independente) foi baseada em um modelo de regressdo de Poisson que pertence a classe dos Modelos
Lineares Generalizados - MLG. Foram consideradas no modelo, as variaveis de controle geralmente utilizadas
em pesquisas de morialidade e morbidade por causas respiratrias (Saldiva et al., 1995 e Braga et al., 1999, por
exemplo): meses do ano, dias da semana, temperatura minima didria ¢ umidade relativa do ar as 12 horas. O
iinico poluente para o qual foi detectada uma associagdo significativa (p = 0,001) com a resposta, mostrando
comportamento dose-dependente, foi 0 NO,, cujo efeito foi avaliado por meio da média mével de cinco dias das
suas concentragdes (MSNQ,). O modelo final adotado por Pereira et al. (1998) foi

log E[NATMOR] = a + B; FEV91 +...+ f,s DEZ92 + (1)
BeaSEG + ... + ProSAB + BspM2TEMP + B5; M2UMID +

By TEMPI +...+ oy TEMP3 + fss UMIDI +... +

Bz UMID3 + B M5NOza +... + Sy MONOd
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onde

» NATMOR é o nimero didrio de natimortos (varidvel resposta),

« FEV91, ..., DEZ92 representam 23 vari4veis indicadoras dos meses no periodo do estudo cuja finalidade
¢ controlar a sazonalidade de longa duragio; o més de janeiro de 1991 € a categoria de referéncia para os demais
meses,

« SEG, ...,SAB representam seis variaveis indicadoras dos dias da semana cuja finalidade ¢ controlar a
sazonalidade dé curta duraciio; domingo ¢ a categoria de referéncia para os demais dias da semana,

o M2TEMP e M2UMID representam, respectivamente, médias méveis de dois dias (média dos valores
dessas vari4veis no dia e dia anterior ao registro da morte) da temperatura minima e umidade relativa do ar,

« TEMPI, ..., TEMP3 e UMIDI,...,UMID3 sdo, respectivamente, variaveis categorizadas para controle
adicional da temperatura minima e umidade relativa, correspondentes a quatro classes delimitadas pelos seus
quartis. As categorias de referéncia consideradas foram aquelas formadas pelos menores valores de temperatura
e umidade,

« M5NOsa, ..., MSNO,d representam varidveis indicadoras dos cinco intervalos de classes delimitados
pelos quintis da varidvel M5NO,, considerando a classe composta pelas menores concentracdes como referéncia,

* By,..., B so os parametros (cocficientes no modelo de regressdo) a screm estimados.

Os resultados do ajuste do modelo (1) sdo apresentados no Apéndice (Tabela A.1).

Nesse contexto, a utilizacio de varidveis categorizadas em substituicdo a varidveis originalmente
continuas deve-se ao fato de que o tipo de relagdio existente entre a resposta € 0 poluente pode ser nio-linear ¢
além disso, de dificil especificagiio. Motivo semelhante justifica a introdugdo de variaveis categorizadas para
controle adicional da temperatura ¢ umidade, evitando que uma relagio paramétrica entre essas varidveis € a
resposta precise ser introduzida no modelo. Esse procedimento de categorizacdo das varidveis originalmente
continuas acarreta perda de informacdo € estd sujeito a critérios de classificacio subjetivos. Um procedimento
alternativo consiste em adotar um modelo nfo-paramétrico no qual a relagdo entre a resposta € cada uma das
varigveis ¢ ditada pelos proprios dados. Esses sdo os Modelos Aditivos Generalizados - MAG - descritos por
Hastie e Tibshirani (1990), cuja forma geral €

el BV, Xp) ] = @+ i)+ .. + /XKy @

onde Y é uma variavel resposta, X;,....X, sdo varidveis preditoras, g(*) ¢ uma funcio de ligacdo que
relaciona a média da resposta com as variaveis preditoras, o. é um pardmetro a ser estimado € f3,....f, sdo funcbes
ndo especificadas a serem estimadas.

Tanto o ajuste dos MAG quanto testes de hipdteses sobre seus componentes foram desenvolvidos em
analogia a procedimentos utilizados com esses objetivos nos MLG, modificando-os de forma que as funcdes
fi.f, €m (2) sejam estimadas por meio de suavizadores. Por este motivo, os métodos de suavizagdo sdo de

extrema importincia no processo de ajuste dos MAG.
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Nosso objetivo ¢ discutir aspectos técnicos e praticos dos MAG, incluindo estratégias de construcdo ¢
ajuste de modelos, além de testes de hipéteses sobre seus componentes € sua aplicacfio a um problema pratico.
Com essa finalidade, discutiremos brevemente os métodos de suavizago na segdo 2. Na segio 3 descreveremos
o processo de ajuste dos MAG. Na segdo 4 repetiremos a analise feita por Pereira et al. (1998) adotando um

MAG. Finalmente, conclusdes e consideragdes finais sfo apresentadas na secio 5.

2. Métodos de suavizaciao

2.1 Introducéo

Um suavizador (ou alisador) é uma ferramenta que descreve a variagio da média de uma varidvel Y como
funcio de uma ou mais variaveis X7, ...,X,. Quando a variagio da média de Y € descrita em fungio de apenas uma

variavel X, o alisador ¢ denominado unidimensional. Quando p variaveis, X, ..., X, s80 consideradas, diz-se que

o alisador é multidimensional.

Como ilustragdo, considere o diagrama de dispersio apresentado na Figura 1a e sejam Y uma variavel
aleatoria e X uma variavel nio-estocastica. A relaciio entre essas varidveis é methor visualizada com o auxilio da
curva representada na Figura 1b, obtida por intermédio de um procedimento de suwavizagio. A curva suavizada

ou curva ajustada ¢ construida com base nos pontos (x; )7 », onde Y ; ¢ o valor previsto (pela suavizagio) de Y

para X = x; Esses valores s3o obtidos sem a adog¢do de um modelo paramétrico relacionando Y e X.

Figura 1 - Diagramas de dispersdo de X e Y e curva suavizada pelo método loess

(12) Diagrama de dispersdode Xe Y

(1b) Diagrama de dispersiio de X ¢ Y com curva suavizada
pelo método Ioess
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Formalmente, um suavizador ¢ uma fungdo de x = (x;,...,Xy)’ €y = (V1,...,¥s)", digamos s(x) = S(y|x), com
mesmo dominio de x. Para alguns suavizadores, s(x,) é definida para todo x,. Outras vezes ela € definida apenas
para os valores observados de X, e neste caso, algum tipo de interpolagio ¢ necessario para obter estimativas
associadas a outros valores de X.

Muitas vezes, o alisador ¢ utilizado com o objetivo de ajustar o modelo

yi=fx) + & i=1,...n 3)

onde /¢ uma fungio nfo especificada e os g; s3o erros aleatérios distribuidos independentemente com

média zero e varidncia o. Este modelo pode ser considerado uma generalizagdo do modelo de regressdo linear
simples que tem Y como variavel resposta e X como variavel preditora.

Na maioria das técnicas de suavizacgdo, o valor suavizado ¥ ; € obtido com base em uma "média" de »
observagdes na vizinhanga de um dado valor x;. Diferentes formas de calculo dessa média em uma vizinhanga de
x; definem diferentes métodos de suavizagao.

A escolha do tamanho da vizinhanca é nm problema importante no processo de suavizagdo. Ele ¢
associado a um pardmetro (4) denominado pardmetro de suavizagdo que deve ser fixado antes do inicio do
processo. A escolha de valores para este pardmetro depende da relacio entre o viés e a varidncia da curva
estimada, que serdo definidos na se¢do 2.3.

Um suavizador é dito linear quando o vetor de valores previstos ¥ = (9 1,... ¥ »)' = (f ..., f ) = f
pode ser escrito como
f=sy, @
onde § = {s;} é uma matriz de dimensdo » x n chamada matriz suavizadora, que depende apenas de X ¢

do parametro de suavizagio A. O valor ajustado de Y em x; &

~

Vi= S (X)) =Sy Se2V2 too F Seadn i=Lon,
onde (Sc,1, - Sz é a i-ésima linha da matriz S.
A literatura sobre alisadores lineares ¢ bastante ampla. Buja et al. (1989) e Hastie e Tibshirani (1990)
descrevem varios desses alisadores (como o cubic spline ou o loess — locally-weighted scatterplot smoother) ¢
apresentam bibliografia adicional sobre o assunto. Na proxima secdo descreveremos o alisador loess que serd

empregado no exemplo pratico aqui analisado.

2.2 Suavizador loess

Suponha que se deseja suavizar a relagdo entre duas varidveis, X ¢ ¥, com base num conjunto de pontos
(x;yy), i=1,...,n. O loess, proposto por Cleveland (1979), ¢ um método de suavizacdo que se baseia no ajuste
sucessivo de n modelos de regressio pelo método de Minimos Quadrados Ponderados - MQP. Cada modelo ¢

ajustado considerando observagdes cujos valores de X pertencem a uma vizinhanca da coordenada x; de uma
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observagio (x;y,) fixada e denominada ponfo alve, i=I,..,n. O valor ‘ajustado é p ;= f’ (x;). Portanto,

considerando sucessivamente as n observagdes (x;y;) como ponto alvo, obtém-se os pontos (x; f’ (x), i=1,...,n,
que geram a curva suavizada.

Para cada ponto alvo (x;);) define-se uma vizinhanga, e aos pontos (%;y, nessa vizinhanca ¢ ajustado um
polindmio de grau d, y; = a + Bix; + .. + B’ +e; j=1,...,n, por MQP sendo os pesos associados a cada um
desses ajustes locais obtidos por meio de uma funcfo que sera definida adiante.

A vizinhanga de cada (x;y;) € constituida pelos » pares de observagdes (x;;), com as coordenadas x; mais
proximas a x; O mimero de pontos » a ser considerado € = An, onde A (0 <A < 1) é o parimetro de suavizacio
que corresponde & proporgio do niimero total de observagdes a ser utilizado em cada ajuste local.

Nio existe um critério rigido para a escolha do valor de 1 ¢ muitas vezes esta escolha é feita
empiricamente, com a seleg@io de varios valores para um mesmo conjunto de dados. O parimetro de suavizagio
tem influéncia fundamental na variincia e no viés da curva estimada: aumentar ) implica aumentar a suavizacio
da curva (diminuir a varidncia) e perder informacio no ajuste (aumentar o viés). Este efeito € ilustrado na Figura

2, onde um conjunto de dados gerados ad hoc é suavizado pelo método Joess com diferentes valores de A.

Figura 2 - Curvas suavizadas pelo método loess com diferentes valores de A e d

(2a) Ajuste com A=0,67ed=2. (2b) Ajuste com A=0,4ed=2.
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A Figura 2a apresenta uma curva obtida com 4 = 0,67; ela é pouco ondulada e nfio se adapta aos picos €
aos vales adequadamente. Quando A é reduzido para 0,40 (Figura 2b), a curva ajustada torna-se mais ondulada
(menos suave), e consegue descrever melhor o comportamento dos dados (menor viés). Reduzindo ainda mais o
valor de A (Figura 2c), obtém-se uma curva muito ondulada, que nio consegue captar a tendéncia dos dados. Um
valor adequado para A neste exemplo seria 0,40, que € o maior valor (dentre os considerados) capaz de
minimizar a variabilidade sem distorcer a tendéncia dos dados.

O grau do polindmio (d) deve ser fixado com base no padrdo apresentado pelos dados num diagrama de
dispersdo. De uma forma geral, se a nuvem de pontos sugere uma tendéncia sem maximos ou minimos locais,
entio um ajuste linear (d = 1), é adequado. Mas se existirem regides com maximos ou minimos locais como nos
dados da Figura 2, entdo um ajuste quadritico (d = 2) normalmente produz uma curva que methora a descricao
local do padrio dos dados.

As Figuras 2b e 2d foram suavizadas fixando-se A = 0,4 e, respectivamente, d = 2 ¢ d = 1. Observa-se
que o ajuste linear (Figura 2d) nfio € capaz de acomodar os maximos ¢ minimos locais pois a curva permanece
abaixo dos picos e acima dos vales. Para conseguir tal acomodago seria necessario diminuir muito o valor de A
J4 o ajuste local quadritico com o mesmo valor de 4 (Figura 2b) atinge os picos e vales, sugerindo uma
snavizagio mais adequada.

A funciio U que atribui os pesos associados a cada ajuste local do polinémio, tendo (x;y) como ponto
alvo, tem a forma geral

Uy j= U(h{l(xj—x,-)), j=1,..,n,
onde h; ¢ a distincia entre x; ¢ 0 seu r-¢simo vizinho mais proximo, isto €, h; ¢ o valor que ocupa a r-¢sima
posigdo na seqiiéncia crescentemente ordenada de | X;— Xkl , k=1,....n. Essa fungio deve ser especificada de
forma que, parag € &
i. Ug) > 0 para Ig] <1I;

ii. U~g) = U@,
iii. U(g) é uma fungdo decrescente para g 2 0;
iv. U(g) = 0 para |g| 21

A funcio trictbica,

U(g)={(1_lg'3)} parag| <1 16))
0 paralglzl,

apresenta as propriedades descritas acima, e de acordo com Cleveland (1979), fornece uma suavizagio adequada
na maioria dos casos.
Com base na fungiio (5) obtém-se a matriz de pesos referente ao ponto alvo (x;y), denotada por
U, =diagonal{us i, ... ,ts.n}, ©6)
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com

(1_lh;1 (x; —x,~)|3)3pafa lhi_l (x; _xi)l <1

0 para i (x; -x)|=1.

M

Usi =

Assim, por (6) e (7), em um ajuste local, ao ponto alvo (x;y,) fica associado um peso 1; os pesos
diminuem a medida que os pontos se afastam de (x;y;) ¢ aos pontos fora da vizinhanga de x; ficam associados a

pesos nulos.
O valor ajustado &, entdio, calculado a partir de um modelo de regressdo por MQP com pesos dados por

U.. Dessa forma, para cadax; i=1,...,n, obtém-se o valor suavizado f (x), i=1,...n.

Uma ilustragio numérica deste procedimento estd apresentada no Apéndice.

Com finalidade computacional, note que os valores previstos de Y obtidos no procedimento de suavizagdo

podem ser escritos na forma (4). A matriz suavizadora

Sel Sg2 7 Syn S5
§= |t Tm2 7 Saa| |9
Sel Sx2 0 S s'xn
tem a linha s’ correspondente a i-¢sima linha da matriz
8., = XXUX XU, ®

construida no ajuste da regressdo ponderada local que tem (x;y;) como ponto alvo e matriz de pesos U,
definida em (6), i=1,....n.

O valor previsto correspondente a x; €, entdo, dado por

f" () = Seay1 + Sz 2Y2 ot Spa¥n = s’,,_y, i=1,..,n

De uma forma geral, pode-se mostrar que o elemento ij da matriz suavizadora § €

n n n
; (
ux,-,jzxjuxi,f Us,j Wi +xj)foux,.,f +xixf”xi,jzux,-,f
Jj=1 j=1

-— = ' : ©)

2
n n n
2
Z Us.i Z Xjlle,j~ Z Uy jXj
j=1 J=1

J=l

Sy,

onde u, ;€ definido de acordo com (7).

As expressées (8) € (9) mostram claramente que os elementos da matriz § dependem apenas de x;, ...,x, €
do parimetro de suavizagdo 1. Portanto, o Joess é um suavizador linear.

A matriz suavizadora § desempenha papel semelhante ao da matriz chapéu (hat matrix) no método de

estimacdo de minimos quadrados e algumas de suas propriedades sdo demonstradas por Hoaglin ¢ Welsch
(1978), a saber
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i.0 <85 <1,
ii. —] <s; <1 parai #j,
iii. s;; = 1 se e somente se s; = 0 para todo i ], e

n

iv. Zs,-j=1.

j=l

2.3 Algumas propriedades dos suavizadores lineares

Quando um suavizador € linear, a matriz de covaridncia de fé
Var(f) = Var(SY) = SVar(Y)S".
Sob a suposigio de que os ¥, ..., ¥, sdo independentes com Var(Y,) = o, tem-se
Var(t) = &SS'.
O vetor viés do estimador € definido como
b=Ef—{)=f-Ef)=f-ESY) =f-Sf=A-Sf
€ 0 erro quadrdtico médio (EQM) global ¢ dado por

1 & . 1 . - Ss' b'b
EQM - ;gE(f(x,-)—f(xi))z - ;;Var(f(x.-))%;b? - TG a0

E interessante observar a influéncia de A nos componentes do EQM. De forma geral, aumentando 4, o trago(SS’)

tende a diminuir e os elementos de b tendem a aumentar, e vice-versa.
O parimetro o em (10) geralmente é desconhecido ¢, assumindo que fé nfo-viesado, um estimador ¢

Zl{y —Feaf "

&2_ =

n—traco2S —S8')  n-traco(2S-SS')’
onde é=y—f= (I — §)y. Pode-se mostrar que Efé] =0 e Var[é] = @~ S)(I - S)’ (Hastie e Tibshirani,
1990).
Quando os erros tém distribuigdo Normal é facil mostrar que &7 é um estimador nfo-viesado para &.
Assim, €' @ ¢ uma forma quadritica em variaveis normais, e
E[&' @] = trago[ o’(X - S)X - §)] = &” [n - trago(2S — SS)]. an
Logo,

Eleé]
n—traco(2S—S8')

Bandas de confianca pontuais para f{x;) podem ser construidas por intermédio de
f () 22ep(f (x),
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onde ép( f (x)) é o erro padrdo estimado de f (xJ), e corresponde & raiz quadrada do i-ésimo elemento da
diagonal da matriz & “SS". Sob as suposicdes de erros normais € viés desprezivel, estas bandas representam
intervalos de confianca pontuais para f. Se o viés nfo for desprezivel (o que € dificil de ser verificado), as bandas
correspondem a intervalos de confianga pontuais para os elementos do vetor Sf, e néo para f.

Uma maneira de tornar diferentes procedimentos de suavizagio compardveis em relacio A quantidade de
suavizagdo que apresentam é baseada na especificagio dos graus de liberdade de cada svavizador.

Dados um pardmetro de suavizagio A e uma matriz suavizadora S, o miimero de graus de liberdade (ou
nimero de pardmetros) do alisador correspondente pode ser definido como

gl = traco(SS), (12)
gl = trago(S) (13)
ou gl = trago(2S — SS. 4)

Quando a matriz suavizadora § é idempotente, (12), (13) e (14) coincidem.

Essas expressoes foram propostas por analogia a regressdo de minimos quadrados. A motivagdo para (12)
e (13) deve-se ao fato de que a matriz S desempenha papel semelhante 4 matriz chapéu, H, para a qual

trago(HH') = trago(H) = posto(H) = mimero de parametros do modelo.

A motivagio para (14) é a expressdo (11), considerando que, na regressio de minimos quadrados, o valor
esperado da soma de quadrados do residuo € & (n — namero de parAmetros no modelo). Nota-se que, em um
caso extremo para o qual a suavizagdo é minima, isto ¢, em que a curva suavizadora passa por todos os pontos,
tem-se traco(SS") = n, que ¢ ignal a0 mimero de pardmetros em um modelo de regressdo saturado, para o qual
traco(H) = n.

De uma forma geral, quanto maior o mamero de graus de liberdade, menor a quantidade de suavizagao ¢,
conseqiientemente, menor o valor de A.

As expressoes (12), (13) ¢ (14) podem ser estendidas para suavizadores nio-lincares, mas neste caso, 0s

graus de liberdade dependem da distribuicdo de Y.

2.4 Suavizadores ponderados

A suposigdo de igualdade de variancias dos erros assumida para o modelo (3) pode ser avaliada da mesma

~

forma que em um modelo paramétrico de regressdo. Embora os residuos, é; = y;— f (x;, ndo tenham soma nula,

eles podem ser examinados graficamente de forma analoga  regressio de minimos quadrados para a verificacdo
da hipotese de homocedasticidade (ver, por exemplo, Neter et al., 1996).

Se a analise dos residuos indicar ‘ue um modelo heterocedastico ¢ mais adequado, isto €, com erros
aleat6rios com média zero e varidncia ¢ =ntdo, pode-se adotar um método de suavizagdo ponderado no qual a

i-ésima observacio fica associado um peso w; = /o7
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O método de snavizagio loess é facilmente adaptado ao caso ponderado. Para isto, basta multiplicar U,
dada em (6), por W = diagonal{w,,...,w,} ¢ obter uma nova matriz de pesos A4, = U,;W. O valor previsto
correspondente a x; serd

J 69 = Seay1 + Se.2Vs oot SenVa =S5,
T 1'2 7 7

onde s’,ié a i-ésima linha da matriz
8., = X(X'A:X)'X'A,,.

Como raramente as varidncias sio conhecidas, ¢ necessario estimar o;. Existem vérias formas de se
obterem estimadores para estes parimetros quando o método de minimos quadrados ¢ adotado (ver, por
exemplo, Neter et al., 1996, Capitulo 10), que podem ser utilizadas aqui. Dentre elas, destacamos aquela baseada
na construgio do grafico de dispersdo dos residuos versus x; ¢ na estimacio da relagdo entre a varidncia ¢ a
vari4vel preditora. Um procedimento iterativo pode entfio, ser adotado para obtencdo dos pesos finais.

A versdo ponderada do loess ¢ uma ferramenta basica para o uso deste suavizador nos MAG, como serd
indicado na Segfio 3.

3. Modelos aditivos generalizados

Sejam Y, i=1,...,n, varidveis aleatorias independentes, com funcfio densidade de probabilidade (ou fungdo

de probabilidade) dada por
16:6:9) = exp[p(v:6; ~5©))+c(v;. )], (15)

onde b(*) e c(*) sdo fungdes especificadas, b(+) € duas vezes diferenciavel, ¢ ¢ I'> 0 ¢ o parAmetro de
dispersdo. Neste trabalho, assumiremos ¢ conhecido e, portanto, (15) é um modelo da familia exponencial
unidimensional com pardmetro candnico &, i=1,..,n. Consideremos que a média de Y, digamos x;, esta
relacionada com um conjunto de varidveis preditoras (ndo-aleatérias) X;,.... X, por meio de uma fungio de
ligagdo monétona e diferencidvel

&) =

onde

= a+ Bt ..+ By (16)

¢ chamado preditor linear, o, B, ....[3, s30 os parimetros a serem estimados € X;,...,Xp 30 0s valores
observados de X, ..., X, no i-ésimo elemento da amostra. Modelos definidos desta maneira sio chamados MLG.
Nesse contexto, o preditor linear 7; ¢ uma fungio linear de cada uma das varidveis preditoras X,....X, No
entanto, uma relagio menos rigida pode ser adotada substituindo o termo linear correspondente a cada varidvel
preditora por uma fun¢io nio especificada dessa varidvel, obtendo-se o preditor aditivo
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m=a+fifa) + ...+ flxig, an
onde o é um parimetro e f;, ... f, s30 fungBes ndo especificadas. Modelos as: . obtidos sdo denominados
MAG e podem ser vistos como generalizagbes dos MLG.

O preditor (17) corresponde a um modelo totahﬁente nio-paramétrico. Modelos cujo preditor combina
formas paramétricas de algumas (r) varidveis preditoras com termos nio-paramétricos de outras (p — r) variaveis
também fazem parte dessa classe. Neste caso, o preditor pode ser escrito como

) n=a+ fixa+ .. +Bxpt i) t ot fprlXp) (18)

Esses modelos sdo denominados modelos semiparamétricos.

Ajuste de modelos aditivos generalizados

Considere um MAG cujo preditor aditivo ¢ dado por (17). Seja f; = (fj(x1), ... fi(x))' 0 vetor dos valores da
fungo f; j=1,...,p, calculado nos n valores observados de X; O ajuste de um MAG consist na estimacdo de a ¢
fii=L...p.

O processo de ajuste baseia-se na combinagio de dois procedimentos iterativos:

.0 Procedimento de Ponderagdo Local (Jocal scoring), doravante abreviado PPL- similar ao
procedimento de Minimos Quadrados Iterativamente Reponderados - MQIR - utilizado no ajuste dos MLGs,
com o preditor aditivo (17) no lugar do preditor linear (16),

e

« 0 retroajuste (backfitting) ~ algoritmo responsavel pela estimacio de cada f; por meio da utilizagdo de
suavizadores ponderados.

O PPL corresponde a um “ciclo externo” no processo de estimagdo necessério para o ajuste de um modelo
com estrutura semelhante a um MLG; o retroajuste ¢ um “ciclo interno” ao PPL no qual sdo estimadas as
funcdes f, j=1,....p.

O ajuste de um MAG pode ser efetuado nos trés passos do algoritmo PPL esquematizados a seguir. O

passo 2 corresponde ao retroajuste.

= yi © © . . . )
Fazendo o = g{ Z%} ef; =.. =1, =0, o algoritmo consiste em iterar os seguintes passos para

i=l

m=1,2, ..

Passo 1. Parai=I,...,n, calcular

4

D "

n, =a o+ Ei.fj(m )(xij) s
]

_ (m)
p™ =glm™),
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(el

(m)
m (’n) m 6”
zxg ) = 77; + (yi ))(a ]

€

S("') mamz suavizadora ponderada de dimensio (nxn) relativa a j-ésima covariavel, com matriz de

pesos W™ =diagonal{w™ .., w{™ }, j=1,..,p. Esta matriz depende do método de suavizaco utilizado.

Passo 2. (Retroajuste).

n (m)
m_ zom) N i (m _ g(mD)
Fazer o z —z - Moy = ;7. j=1,....p e calcular
i=l

m _ gm pm)
fio) = ST 063 s i=Lp

(m) _ (”l) r 4 s . .
onde r ' i (v) T i) € 0 vetor de residuos parciais com elementos dados por

J-1 P
L m) (m)
",;z,)) =z -z - E fk((v) (xx) — E Sy Gi)»
k=1 k=j+1

parav=1, 2,..., até que

( (
lem £, | <sj=t.

para um valor &> 0 preestabelecido. Nesse ponto,

f( " = ](V)
Passo 3: Repetir os passos 1 € 2 até que
P
Sk«
b4
S

para um valor & > 0 preestabelecido.

Essencialmente, o algoritmo de retroajuste corresponde ao método de Gauss-Seidel para resolver o

sistema de equacdes lineares
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1 ng) S%m) ng) fl(m) ng)z('")

SR S L) @0)

S(z;m) S(I;m) S(I;m) I dm) Sf,,"')-z('")
Esse sistema consiste de np equagbes que correspondem aos np pardmetros a serem estimados. (0
retroajuste ¢ um método eficiente para resolvé-lo, principalmente quando o nimero de pardmetros € grande.
Motivagdes para a utilizagio dessas equagdes na obtengo de f{™,...,f"™ podem ser encontradas em Hastie ¢

Tibshirani (1990) ou Lima (2001).
As matrizes SS’"), j=1,...,p, em (20) podem corresponder a diferentes métodos de suavizagio, mas, em

geral, o mesmo suavizador ¢ utilizado para estimar f}, .. Jf» No caso do suavizador loess, a i-ésima linha de S}m)

corresponde & i-ésima linha da matriz suavizadora ponderada
S™ = XX AP XX AL,

onde X = (1, X)) e Ai‘f") = diagonal{u. wl('”),...,u,i,.w,(,’") } com u, ;e wj(m) definidos, respectivamente,
em (7) e (19).

Se a variavel resposta segne uma distribuicio Normal, a fungdo de ligacio ¢ a identidade, entdo Z =7,
W=1I e o procedimento MQIR ¢ substituido por um método direto, ou seja, apenas o ciclo intemo,
correspondente ao retroajuste, ¢ necessario.

No caso de um MAG com apenas uma funcdo ndo especificada, isto ¢, p = 1 em (17), o algoritmo de
retroajuste ndo ¢ necess4rio pois fm Y pode ser obtido diretamente com a utilizacio de um alisador ponderado
aplicado aos residuos r,-(m)= z,("')—_z— ™ em funcdo de x, i=1, ...,n, com matriz de pesos W,

Embora o retroajuste seja um algoritmo eficiente para resolver (20), pelo menos conceitualmente,
estimativas para f, ... f, podem ser obtidas diretamente pela relagdo

f=M'Cz
com
f, I S, S S, S,
i om=|5 L S2 S o B2
f, S, S, S, I S,
se a inversa de M existir.
Em particular, escrevendo

R=E'C j=I..p
com E; denotando ur: :natriz de dimensdo (# x np) composta por p “blocos” de dimensdo » x n, com

todos os blocos nulos a excegiao do j-ésimo, que ¢ uma matriz identidade, temos
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Fazendo f = f; + ... +f, segue que
f=Riz+.. +R,z2=Rywrz
onde Rp=R; + ... + R,
Para modelos que envolvem apenas duas matrizes suavizadoras em seu ajuste (p = 2J, Hastie e Tibshirani
(1990) fornecem expressdes mais simples para R; e R,, dadas por
R, =I-(1-8§,8,)" X-$,)
R, =1-(I-8,8)7d-8,).
Neste caso,
Ry =R, +R) =1- (-8 (I-8:8)" (I-Sy).
Expressoes recursivas para modelos envolvendo mais de dois suavizadores foram deduzidas por
Opsomer (2000). O custo computacional para obter R;, j=1,...,n, a partir dessas expressdes ¢, entretanto, elevado.
A apresentagdo da solugdo direta neste ponto do trabatho nfio tem o objetivo de propd-la como alternativa
a0 retroajuste na estimagdo de f;,...f,, uma vez que este algoritmo ¢ mais eficiente do ponto de vista

computacional, mas sim de obter expressdes para f ;€ N que tornem mais simples o estudo de suas

propriedades estatisticas.

A convergéncia do procedimento de ajuste dos MAGs esta condicionada 4 convergéncia do retroajuste,
uma vez que o PPL nio apresenta, em geral, problemas dessa ordem (Hastie ¢ Tibshirani, 1990). Resultados
sobre a convergéncia desse procedimento podem ser obtidos em Buja et al. (1989) e Opsomer (2000).

Ajuste de modelos semiparamétricos
Considere 0 modelo semiparamétrico
r p
g =a+ TPx;+ X fi(x;).
=1 j=r+1

Os parimetros @, fi, ..., € as fungdes fr+ 4, ... f, também podem ser estimados com a utilizagdo do PPL ¢
do retroajuste. Dados os valores iniciais % = (@, 8,7, ...8%)" e f+:”.... £, estimativas para Be f.,, .. f, sd0

obtidas resolvendo-se, iterativamente, as seguintes equacoes:

P
B = X'WX) I X W 20 - D g (™ 1)
j=r+l
<]
P
£ =897\ 20 -XB™ - D £ |, j=r+1,..p (22)

i=r+l1
iz]
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onde X = (1, X;,...,X,) € a matriz de especificagio correspondente aos termos. paramétricos do modelo
com X, j=1,...,r, denotando o vetor dos valores observados da j-¢sima covaridvel e ng), Jj=r+1,..,p, a matriz

suavizadora ponderada relativa a j-ésima covaridvel no m-ésimo passo do PPL. Apds obter as estimativas ﬂﬁ") e

£, j=r+1,...,p, pelo retroajuste, valores de 5", g™ 7, 2"” ¢ W™*” sdio calculados pelo PPL delineado na

se¢do 3.1, e o processo € repetido até a convergéncia.
Este prdéedimento ¢ analogo aquele empregado para ajuste de um modelo nfo-paramétrico com (p — 7)+]

suavizadores: um deles ¢ o operador projecio S; = X(X'WX)'X'W, que produz o valor ajustado X fi eos(p—r)
suavizadores restantes sio os que geram f il v f e

Quando existe apenas uma fung3o ndo especificada, f; isto é, p = r+1 em (18), as expressoes (21) e (22)

se reduzem a

B” = xw”x i xw” " ) 23)

=57 -xg"). @4)

Assim, o retroajuste pode ser evitado substituindo (24) em (23) de forma a obter
B = (xW"a-s™)x rixw™ q-s™)™. (25)

Apos a obtengdo de uma estimativa ﬂ{m) segundo (25), uma estimativa fm ) ¢ calculada segundo (24). Por

1, 1
intermédio do PPL especificado na segdo 3.1, podem-se estimar, entdo, novos valores # o +), y(m ), z(mﬁ) e

wmy , € 0 processo € repetido até a convergéncia. As estimativas assim obtidas sdo idénticas as fornecidas
quando o retroajuste € realizado.

Opsomer e Ruppert (1999) e Thurston et al. (2000) mostraram que no modelo envolvendo mais de um
termo nao-paramétrico, o retroajuste pode ser evitado considerando, no m-ésimo passo do PPL, os estimadores
(m) _

(m) m _ (m) m) @)
B =(XW - Ry)HX)Y'XW AR )z
€
(m m m m m,
fur )_R()( Xﬂ()) fl() fp()
onde

R{Y = ikg.'")
j=r+l
denota a matriz suavizadora ponderada generalizada correspondente aos termos nio-paramétricos do
modelo. As solugdes obtidas por intermédio dessas equacdes sdo equivalentes as solugdes do retroajuste, que, no
entanto, € um procedimento computacionalmente mais eficiente.
Um fato pouco evidenciado na literatura é que, em geral, os estimadores dos modelos semiparameétricos
ndo sdo identificiveis quando incluem o intercepto (Opsomer e Ruppert, 1999). Neste caso, quando a soma dos
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clementos das linhas de § é igual a 1 (como & o caso do loess), XW@ - §™)X e XW™ @ - R )X sio

singulares ¢ uma solugdo simples para esse problema ¢ substituir as matrizes Sf,-"’) por matrizes centradas, da

forma (I-11"/n) SS-"'). Este procedimento faz com que a média de f seja igual a zero em cada passo € 0 modelo

torne-se identificavel.

Testes de hipoteses

Nos MLGs, o desvio para o modelo ajustado ji, D(¥; fi), e o desvio parcial para dois modelos ajustados
fi;e 2 D(fi 1R ), sio quantidades bem conhecidas, utilizadas, respectivamente, para avaliar a qualidade do
ajuste ¢ comparar dois modelos ajustados (ver, por exemplo, McCullagh e Nelder, 1989). Sem perda de
generalidade, pode-se escrever D(y; i ) no lugar de D(y; o), uma vez que ji esta relacionado com ] por meio
da funciio de ligagio g() = 7. Pelo mesmo motivo, pode-se escrever D( 1,7 2) no lugar de D(j ;, B2

No caso dos MAGs, o desvio também pode ser usado como uma medida de ajuste € a comparagio entre
modelos pode ser feita utilizando-se o desvio parcial. Embora as distribui¢des assintéticas dessas estatisticas ndo
tenham sido determinadas, Hastie ¢ Tibshirani (1990) mostraram, por simulacdo, que distribuicdes ¥ com
namero de graus de liberdade determinado da maneira a seguir s30 boas aproximagdes para as distribuigoes
dessas estatisticas.

Seja R o operador ponderado de ajuste aditivo obtido no ultimo passo do PPL ¢ seja D(y; 1) o desvio

correspondente a ) = Rz. Valores observados de D(y; 1) ) muito maiores que a média da distribuigio 7 com
gl=n—traco?R —R '"WRW™) grans de liberdade sugerem falta de ajuste do modelo.
Suponha agora que R” e R? sejam operadores de ajuste aditivo ponderado ¢ que 7, =R”z e
fi, = R™z sejam, respectivamente, estimativas de
= o+ i)+ .. +fyXy)

M= 1+ fyriEgd) + o+ S

A estatistica ¢D(1y, ; i,) pode ser usada para avaliar a contribuicio dos termos presentes apenas em 7,.
A distribuicdo de referéncia ¢ a distribuigdo ° com

gi(y) ~gl(h,) = traco@R™ —RV'W,R"W;™) - trago(2R® — RP'W,R®W,™)

graus de liberdade. Valores grandes de #D(M,;7,) sugerem uma contribui¢io significativa desses

termos.
Os calculos para obtengdo dos graus de liberdade segundo as defini¢des dadas acima tém custo
computacional elevado por envolverem matrizes do tipo R. Por este motivo, a quantidade
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?
gl=n-1- Z[trac;o(sj)—l]

=

¢ usada como uma medida aproximada para os graus de liberdade de D(y; 1i ).

Medidas de precisio e bandas de confianca pontnais

Bandas-de confianca pontuais para os elementos de 77 podem ser obtidas usando a metodologia descrita
em Hastie e Tibshirani (1990), que se baseia em procedimentos de lineariza¢fo. A idéia ¢ aproximar a variavel
resposta modificada z por uma quantidade assintoticamente equivalente zo, assumindo que o modelo ¢
consistente. A matriz de covaridncia assintotica de i = Rz é, entdo, estimada com base na matriz de covariincia
de z,, nomeadamente W, @ e considerando uma versio assintética R? de R, ja que esta matriz ndo ¢ um
operador linear pois depende de y; por meio dos pesos w; i=1,....n. Obtém-se entdo,

Var(d) ~ROW,"R7'¢ .

Para amostras finitas, considera-se a aproximacéo

Var(f) ~RW'R'¢

Similarmente,

Var(f,) ~RW R4,

onde R; ¢ a matriz que gera fj apartirde z

As mesmas condigdes de regularidade requeridas para o desenvolvimento de resultados assintéticos para
os MLGs (ver, por exemplo, Sen e Singer, 1993) sdo consideradas aqui também. Os resultados obtidos permitem

mostrar que 7 tem distribuido assintética N(m, R W, R'g) ¢ bandas de confianca pontuais aproximadas
para fj(x;) sdo dadas por
f ) 22 Piagonal,» (R jW'IRj'q))]l

i=1,..,n, onde diagonal, (R jW"’R j'¢) corresponde ao i-ésimo eclemento da diagonal da

/2
s

matriz R, W'R'¢.
Nos modelos semiparamétricos o estimador de ﬁ explicitado em (21) ndo € consistente. Quando taxas de

convergéncia “tipicas” sdo utilizadas para os termos nio-paraméiricos, a consisténcia de fi nio pode ser
demonstrada (Opsomer ¢ Ruppert, 1999 ¢ Speckman, 1988). Uma expressio aproximada para a matriz de
covaridncia de B (Thurston et al., 2000) ¢ dada por

var(B) = XW - Ryp) X)"".
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3.5. Seleciio do parimetro de suavizacio

Um possivel critério para selecionar pardmetros de suavizagio 4;,...,4, em um MAG, no qual existem p
termos nio-paramétricos f;, ... ./, € baseado na estatistica

1 N 2
AIC = =" D(y;; ;) + = trago(R) ¢, 26)
n =1 n

inspirada no critério de informacio de Akaike (ver Hastie e Tibshirani, 1990, por exemplo), que leva em
consideracdo tanto o desvio quanto o nimero de pardmetros do modelo. Valores pequenos desta estatistica
indicam um bom ajuste do modelo.

Embora esta estatistica seja muito empregada na pratica, ndo existem resultados sobre sua utilizagio
como um critério para a selecio do pardmetro de suavizagdo e graficos com a curva suavizada estimada
sobreposta aos dados podem ser usados com esse objetivo.

Além disso, a escolha de A pode depender da natureza do problema estudado. No caso do método Joess,
por exemplo, 1 esta relacionado ao tamanho da vizinhanga, ou seja, ao mimero de pontos em cada ajuste local e,
por este motivo, pode ser selecionado subjetivamente. Na anilise de séries cronolégicas para estudar os efeitos
da poluigdo atmosférica sobre a morbimortalidade, recomenda-se que a escolha do parAmetro de suavizagdo para
o termo que controla a sazonalidade de longa duragdo seja tal que inclua as observagdes referentes a periodos de
aproximadamente 180 dias. Por outro lado, Schwartz (1999) comenta que valores de A muito pequenos podem

induzir autocorrelacio dos residuos € este fato também deve ser considerado na escolha de 4.

4. Aplicacao

Para efeito de ilustraciio, consideremos agora os dados descritos em Pereira et al. (1998). No ajuste de (1),
a modelagem do efeito do tempo de observagdo, das varidveis climiticas e do poluente foi evitada por
intermédio de sua categorizagio. A razio para isso é a falta de conhecimento de uma fun¢fio paramétrica
adequada que relacione cada uma das varidveis preditoras com a resposta. Por exemplo, espera-se um
comportamento sazonal tanto para a natimortalidade quanto para a mortalidade por causas respiratérias em
idosos (Miraglia et al., 1997) e em idosos e criangas (Conceigfio, 2001). Portanto, espera-se uma relagio
ndo-linear entre a variivel resposta e a variavel de controle no periodo de observagio (dia ou més de
observagiio). A forma paramétrica dessa relagio funcional ¢ dificil de ser explicitada e, portanto, é razodvel
incluir no modelo um termo nio-paramétrico para descrevé-lo. O mesmo procedimento pode ser empregado para
as variaveis climaticas e para as concentracdes dos poluentes caracterizando um MAG.

A estratégia de anilise foi inspirada em outros estudos na drea de epidemiologia ambiental e busca
controlar adequadamente as varidveis confundidoras e eliminar a autocorrelagio dos residuos. Neste caso, um
MAG foi adotado para descrever a relagdo entre a morbimortalidade e a concentragcio dos poluentes. Outros
autores (por exemplo, Schwartz, 1999 e Conceicdo et al., 2001), também adotaram uma estratégia semelhante
em outro contexto. O método de suavizagio utilizado na estimagfio dos termos nio-paramétricos foi o loess.

Modelos ajustados via MLG e MAG foram comparados quanto aos seus desvios € comportamento dos residuos.

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 62, n. 217, p.37-69, jan./jun. 2001



O primeiro passo da andlise foi modelar a sazonalidade de longa duracdo, isto €, a variacdo da

natimortalidade em funcio dos 726 dias de observagio. Para isto, foi considerado o modelo
log[E(NATMOR)] = a+ f{(DIAS}. (V)]

Na estimacgio de f;, o parametro de suavizagdo foi fixado inicialmente em A; = 0,25. Este valor foi
determinado visando a obter vizinhangas com cerca de 180 observagbes em cada ajuste local. Vale lembrar gue
observagoes feitas em dias consecutivos podem apresentar residuos autocorrelacionados. Segundo Schwartz
(1999), cada iiiiemagﬁo hospitalar ou morte ¢ um evento independente ¢ a existéncia de autocorrelagdio dos
residuos indica que alguma covariavel dependente do tempo pode ter sido omitida da andlise; conseqgiientemente
a variabilidade associada a essa varidvel pode ter confundido o efeito do poluente. Se a autocorrelagio for
removida, a variabilidade remamescente associada & covaridvel omitida ndo depende do tempo € o
confundimento ¢ menos provivel. Uma medida resumo apropriada para avaliar a estrutura de autocorrelacio dos
residuos € sua Soma dos Quadrados - SQA. O objetivo desta fase da andlise ¢ obter um ajuste que fornega o
menor valor da SQA e com o niimero de observagdes dentro da vizinhanga limitada por um ano. Para o ajuste do
modelo (27) obteve-se SQA = 0,06; ¢ considerando vizinhangas contendo 363 dias de observacgdo (isto é&,
A; = 0,5) obteve-se SOA4 = 0,05. Entdo, o valor de 4, considerado foi 0,5.

Em seguida, seis varidveis indicadoras dos dias da semana para o controle da sazonalidade de curta
duracdo e termos nio-paramétricos para as variaveis climaticas M2TEMP ¢ M2UMID foram adicionados,
gerando o modelo

log[E(NATMOR)] = a + fy(DIAS) + B SEG +... +

BsSAB + fL{M2TEMP) + fy(M2UMID).

A escolha dos valores dos parimetros de suavizagiio para os termos f2(M2TEMP) e f3(M2UMID),
respectivamente A, e As, foi restrita a valores pré-fixados de 0,65, 0,8 ¢ 0,95, pois segundo Schwartz (1994),
embora a relaciio entre mortalidade e varidveis climaticas possa ser ndo-linear, pardmetros de snavizagio muito
pequenos para estas varidveis ndo tém plausibilidade biologica. Foram ajustados modelos que consideram todas
as possiveis combinagdes dos valores de A, e A; descritos acima e também modelos com termos lineares para
M2TEMP e M2UMID. Entre eles, o modelo

log(NATMOR) = a + f(DIAS) + B, SEG +... + (28)
PsSAB + B, M2TEMP + fsM2UMID

foi selecionado por ter sido aquele que apresentou o menor valor da estatistica A/C dada em (26).

Finalmente, cada poluente foi adicionado isoladamente ao modelo (28) por intermédio de um termo
nio- paramétrico. O pardmetro de suavizacio de cada um deles também foi selecionado de forma que o modelo
final apresentasse 0 menor valor para a estatistica A/C. Descrevemos, a seguir, o ajuste do modelo que incluiu o
NO; representado por sua média movel de cinco dias. Os ajustes dos modelos com PA;, SO,, O3 € CO nio sdo
apresentados por nio terem sido detectados efeitos significantes desses poluentes. O modelo final ajustado foi

log(NATMOR) = = a + fy(DIAS) + B, SEG +...+f;SAB + (29)
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B M2TEMP + Be M2UMID + f(M5NQ,),

com A, = 0,8 representando o valor selecionado do parimetro de suavizagdo para f;. A escolha deste
modelo foi bascada em ajustes com valores de A pré-fixados em 0,6, 0,7 ¢ 0,8, ¢ também no ajuste de um
modelo com um termo linear para AM5NO,.

Para cada fun¢fio nio-paramétrica ajustada, digamos f (X), é possivel testar a existéncia de efeito linear ¢
nfo-linear de X utilizando a estatistica do desvio parcial. Por exemplo, a existéncia de efeito linear de M5NO; foi
avaliada considerando o ajuste do modelo

log(NATMOR) = a + fy(DIAS) + B, SEG +... + 3;84B + 30
B M2TEMP + By M2UMID + Bo M5NO,

¢ testando Hy fy = 0, contra H;: f, # 0. Ja a existéncia de efeito nio-linear de MSNO- foi testada
considerando que o modelo (30) € um submodelo de (29).

A Tabela a.2 do Apéndice apresenta os resultados obtidos sob o modelo (29). De acordo com essa tabela,
conclui-se que existem efeitos linear (p = 0,033) e ndo-linear (p = 0,043) de MS5NO, relativamente 3
natimortalidade. Em relagdo as variaveis de controle da sazonalidade, foram significativos os efeitos linear
(p < 0,001) ¢ ndo-linear (p = 0,004) de DIAS, e o efeito das varidveis indicadoras dos dias da semana
(p < 0,001), sugerindo uma tendéncia. Ndo foram encontrados efeitos significativos para M2TEMP e M2UMID.

O desvio residual para o modelo (29) foi de 747,7 com 710,9 graus de liberdade, sugerindo um bom
ajuste. Comparado com o modelo (1) ajustado via MLG, o ajuste via MAG apresentou uma economia de quase
27 graus de liberdade, embora, neste tipo de estudo, em que o nmiimero de observacGes € grande, tal economia
pode ndo ser muito vantajosa.

E possivel exprimir graficamente o efeito estimado de cada variavel preditora do modelo na variavel
resposta, mantidas constantes as outras variaveis. A curva representada na Figura 3 ¢ a contribuigdo estimada da
M5NO; para o preditor aditivo, apos o controle das variaveis confundidoras. Esta figura indica uma relagio
nfo-linear entre a resposta € o poluente. As linhas pontilhadas representam os valores ajustados + 2 vezes os
respectivos erros padrdes estimados.

Curva estimativa de £,(MSNO,) no modelo (29) e bandas de confianca pontuais.
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O maior interesse neste tipo de anilise recai na estimacfio de medidas que avaliem o impacto do poluente
na NATMOR, por exemplo, o risco relativo.

Na analise via MAG, o risco de mortalidade fet::’ tardia para uma dada concentragio AM3SNO, do poluente,
denotada por P;, em relagio 3 menor concentragio observada desse poluente, denotada por P, mantidos
constantes os valores de todas as outras varidveis preditoras no modelo, ¢ dado por

R E(NATMORI P,)
7 E(NATMOR|P,)

=exp[ fo( ;) —fo( Po) ]. €2Y

Denotando por f"4 (P;) o valor ajustado de f; em P; e por j:, (Pg) o valor ajustado de f; para uma
concentrago de referéncia, um estimador para (31) €

RR ; =exp(d;),

com d i< f; (Pj) - f; ( Py). Pode-se calcular o valor de RR ; para todas as concentraces observadas, e

entdio construir o grafico de RR ; x P;, obtendo-se a curva estimada do risco relativo.

Bandas de confianga aproximadas para essas curvas podem ser construidas representando no gréfico, os
pontos

RR; #2ép(RR;),

sendo ép( RR ;) o erro padrio estimado de RR ;- Uma sugestfio para obter ep(. RR ;) seria expandir
exp( d ;) em série de Taylor em torno de d; = f4(P;) — fo(P,) até a primeira ordem, obtendo

exp(c},) =~ exp(d;) + exp(d)) (c%j—dj).

Entio,
Var(RR;) = Var(exp(RR;) ) ~ exp’(d;) Var(RR;)

= exp@) [arlFs (P 1+ Varl Fo (Po)] - 2Co Fo (P, FaBo)) (32)
Um estimador da Var(RR,) pode ser obtido substituindo-se d; na expressio (32) por d;= f, (P) -
f4 (P,), assumindo consisténcia de f’ . A estimagdo das varidncias e covariincias nessa expressio requer,

entretanto, o conhecimento de Ry, que € a matriz que produz f 4 a partir de z. Conforme dito anteriormente, o
calculo de R, é computacionalmente dispendioso. Um artificio para obtengdo dessa matriz ¢ dado em Hastie ¢
Tibshirani (1987).

A Figura 4 apresenta estimativas pontuais do risco rel+tivo de mortalidade fetal tardia para diferentes
concentracgBes da M5NO.. Por esta figura, observa-se um aun:: - - acentuado do risco relativo estimado a partir
da concentragio minima até concentragdes em torno de 190 g ..°, seguindo-se um platd e um novo aumento

constante a partir de uma concentracdo de aproximadamente 270 ug/m>. Ndo se observa a presenca de uma

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 62, n. 217, p.37-69, jan./jun. 2001




concentracio limiar abaixo da qual nfo exista relagdo entre NATMOR e M5NO;, o que sugeriria concentrages
seguras.

Figura 4 - Estimativa por ponto para o risco relativo obtide do modelo (29) e bandas
de confianca pontuais aproximadas
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A ocorréncia do “platd” na curva de risco estimada foi observada em outros estudos (Conceigdo et al,,
2001, por exemplo) e uma explicagdo para esse comportamento esta ainda sendo discutida. A idéia mais aceita é
que esse fendmeno ocorre devido 4 existéncia de grupos de pessoas com diferentes suscetibilidades ao poluente

dentro da populagdo.

Figura 5 - Estimativa por ponto e intervalo de confianca (95%) para o risco relativo
obtido da analise via MG, modelo (1)
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A Figura 5 mostra o risco relativo estimado segundo o modelo (1) para os quintis do poluente. Varios
autores utilizam graficos similares a este para representarem os resultados obtidos dos riscos relativos estimados
(ver, por exemplo, Conceigdo et. al, 2001 ou Pereira et. al, 1998). Com esta simplificacdo, o risco relativo
estimado para concentrages mais elevadas do poluente ¢ limitado ao quintil de ordem cinco. Se substituissemos
a categorizagiio da distribuiciio do poluente por um termo linear, a relacdo nio-linear sugerida pela Figura 4 ndo
seria detectada.

Um outro pardmetro de avaliagio do impacto do poluente na varidvel resposta nesse tipo de estudo
(Schwartz, 1999) é o acréscimo relativo no valor esperado da resposta, devido & varia¢do de um intervalo

interquartil na concentragio do poluente, isto &,

4= [e"p(f“(P@ ) —1J 100% = (exp[ fi Pos) —fi( Py ] - 1) 100% 33)
explfs (P )
onde Py e Py; sdo, respectivamente, os valores observados do primeiro ¢ terceiro quartis da concentragdo
do poluente.
No caso do modelo (29), uma estimativa para A pode ser obtida substituindo os valores f,(Py;) €

f,(Pq) , na expressio (33), pelos correspondentes valores estimados obtidos no ajuste desse modelo, ou seja,
A = (exp[f,(M5NO2q3)—f,(M5NO2¢,) ] - 1) 100% = (4)

= (exp| f, (180,7) — £, (119,9)] - 1) 100% = 5,41%.
Expressdes para o erro padrdo podem ser obtidas com base nos mesmos argumentos utilizados para o

risco relativo. Entéo,
Var(A) = Var( exp[f,(MSNO2o3)—f,(M5N02¢,) ] )
pode ser obtida a partir de (32), substituindo-se P; por MSNO3ps € Py por M5NO3g;. No exemplo, tem-se
Var( A ) =0,07% e ép( A ) = 2,57%. Vale notar que A pode assumir valor negativo. Por esta razio, a rigor, Aé

melhor definido como sendo 0 maAximo entre zero e o valor da expressio (34).

Anélises de residuos para todos os modelos ajustados sugerem sua adequacio aos dados.

De uma forma geral, as anilises via MLG e MAG geraram conclusdes coerentes sobre o efeito dos
poluentes na natimortalidade, indicando que o NO, possui associagdo estatisticamente significante com a
mortalidade fetal tardia. Este resultado esta de acordo com estudos prévios que mostram existir associacdo entre
mortalidade por causas respiratérias e NOy em criangas na cidade de So Paulo (Saldiva et al., 1994). O fato de
as duas técnicas produzirem as mesmas conclustes salienta que os efeitos lineares e nio-lineares das mesmas

variaveis preditoras estdo sendo controlados pelos modelos.
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5. Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos de forma resumida os modelos aditivos gemeralizados. Embora os
resultados apresentados sejam gerais, utilizamos o suavizador loess em seu processo de estimacdo devido a sua
simplicidade ¢ disponibilidade em diferentes aplicativos estatisticos. A utilizacdo de outros sunavizadores como o
B-spline ¢ o P-spline (Marx e Eilers, 1998) pode ser considerada. O uso desses suavizadores reduzem um MAG
aum MLG, ¢ o retroajuste ¢ eliminado do processo de estimago.

A técnica MAG permite controle adequado das varidveis confundidoras, sem haver a necessidade de
assumir uma forma funcional rigida entre essas varidveis e a resposta.

Embora a andlise via MAG nio fornega uma expressdo analitica para descrever a relagdo funcional entre
a resposta ¢ as preditoras, esta técnica possui um forte apelo visual onde a forma de cada funcio estimada sugere
a relagdo das variaveis preditoras com a resposta que ¢ determinada pelos préprios dados. Além disso, este apelo
visnal ¢ muito 1itil para sugerir um modelo paramétrico. Por exemplo, a curva f 4 (M5NO;), representada na
Figura 3, sugere uma relagio cubica entre a resposta ¢ o poluente. Entfio, um modelo paramétrico com o termo
(M5NO,)? poderia ser utilizado em uma nova analise dos dados.

Na auséncia de conhecimento sobre a funco que relaciona o poluente A varidvel resposta, a analise via
MAG permite a construgio de uma curva de risco relativo que fornece melhor informacdo sobre o
comportamento do risco relativo do que os resultados obtidos categorizando-se as concentra¢des do poluente.

Apéndice
INustracie numérica do método de suavizaciao loess

Para ilustrar a obtencdo de uma curva suavizada pelo método loess, considere o conjunto de dados
apresentados na Tabela 1. Os valores x; i=],...,10, foram gerados a partir de uma distribuicdo N(25,16). De
forma independente, foram gerados erros e; i=1,...,10, segundo uma distribuicdo Normal padrdo. As respostas y;
foram obtidas pela relagiio y; = 10 + 0, Ix; + e;. O diagrama de dispersdo de (x;y;) ¢ mostrado na Figura 6a.

Tabela 1- Dados (ordenados pelos valores de x;) gerados segundo o medelo y; = 10 + 0,Ix;+ e, i=1,...,10

i Xi Y1

1 -2,58 10,18
2 3,69 11,55
3 7,29 11,25
4 11,31 12,57
5 12,32 11,33
6 14,49 10,50
7 17,22 12,20
8 24,76 12,81
9 39,07 15,82
10 62,04 16,30
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Para este exemplo, foram fixados:

« d = 1 (isto é, um ajuste linear local) pois o diagrama de dispersio (Figura 6a) sugere uma tendéncia
linear

« % =0,5 (portanto, » = 0,5x10 = 5 é o miimero de pontos efetivamente usados em cada regressdo local).

A seguir sdo descritos os passos para obtengdo da curva suavizada.
Passo 1 — Calculo das distancias de um ponto alvo.

Por exemplo, para o ponto alvo (x;,yy), calcularam-se as distincias entre x;3 € x;, k=1, ...,10. Na Tabela 2

observam-se os 7 = 5 valores mais proximos de x, colocados em destaque, sendo que a quinta menor disténcia €

hs=721.

Tabela 2 - Distancias relativas a x;

k Xy Xs—-xy
1 -2,58 9,86
2 3,69 3,59
3 7,29 0,00
4 11,31 4,03
5 12,32 5,04
6 14,49 7,21
7 17,22 9,94
8 2476 17.47
9 39,07 31,79
10 62,04 54,76

Passo 2 - Calculo dos pesos ,,;, j=1,...,10, a serem usados na regressdo local.

Os pesos uz,;, j=1,... ,10, sdo obtidos a partir de (7) e estdo dispostos na Tabela 3. A funcgio Uy, tem seu
maximo em x,=x; e decresce 4 medida que os valores x; se distanciam deste valor, tornando-se zero para os
pontos que satisfazem Ih; ' X3 )| >1. Assim, apenas os pontos entre as linhas verticais pontilthadas na Figura

6b sdo efetivamente considerados na obtengdo de f" (x3).

Tabela 3 - Conjunto de pesos relativos a x;

O 00 1A VD WN ]
o
[\
®

—
<
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Passo 3 - Calculo das estimativas dos parimetros da reta de regressio por MOP ¢ obtengdo do valor
ajustado.
Com pesos dados por u;,;, j=1,...,10, a reta de regressdo ajustada é 9,- = 11,03 + 0,08x;, que fornece o

valor previsto f’ (x3) = 11,59, representado na Figura 6¢ como *

Repetindo-se os passos 1 a 3, sdo calculados os valores ajustados correspondentes ds demais observagtes
(%, quando cada uma delas é considerada como ponto alvo. As estimativas de y; i=I,..., 10, correspondentes
estdo representadas na Figura 6d.

Figura 6 - Etapas do ajuste loess para os dados da Tabela 1
(3a) Grafico de dispersdo de Xe Y. (3b) Os pontos entre as linhas tracejadas serdo

usados na regressdo local para obter f(x5).
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(3c) Ajuste da regressdo local referente (3d) Ajuste da curva suavizada pelo método
ao valor alvo x3. loess para os dados da Tabela 1.

o] : o ©

: : ° -
Lo I : 10
= <

o 5 > o

1 : o h
o i o o
Qlo o )

0 10 20 30 40 50 60

X

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 62, n. 217, p.37-69, jan.jun. 2001




Calculo da matriz S

Considere o ajuste da regressdo ponderada local tendo ;.. - ;:3) como ponto alvo. Fixando L =05ed=1a

mau'iszsédadapor
[0 144 061 -062 -044 0 0 0 0 0]
0 073 048 -011 -010 0 0 0 0 O
y 0 032 041 018 009 0000 O
8, =XXU.X)"XU,=10 -013 032 051 030 0000 0/ ;5
0 -025 030 059 03500000
0 -049 026 077 047 0 0 0 0 O
0 -080 020 099 081 0000 O
0 -165 004 160 101 0 0 0 0 O
0 -327 -026 276 177 0 0 00 O
|0 -587 -074 462 299 0 0 0 0 O]

sua terceira linha, o 032 041 018 009 0 0 0 0 0], de acordo com (8), corresponde i terceira
linha de §. Repetindo o procedimento para outros pontos (x;yy, i=1, ..., 10, tomados como alvo, obtém-se as
demais linhas e entio,

(094 015 009 -000 0 0 0
018 05 130 001 0 0 0
0 0z 41 018 009 0 0
J18 037 032 013 0
0 042 038 020 000

0 015 021 030 034

0 -006 -007 025 088

[eJeofoRofeRoNal
[eJoRoloNoRe Yoo
CO0O0OO0O0OOO

0 0 -000 -004 006 098
0 0 0 0 -001 004 096 0,01
0 0 0 0 -000 -005 009 096 |

OO0OO0QO0O0OO
QOO OC

para ilustrar a influéncia de A nos elementos da matriz §, considere agora o mesmo conjunto de dados e
assuma A = 0,4; note que, neste caso,

[095 014 -0,09 0 0 0
017 052 031 0 0 0
0 029 045 026 0 0
072 041 -013
042 038 020
0 036 036 028
0 -011 020 091
0 0 -004 005 099
0 0 0 -001 002 099
0 0 0 0 -006 009 097 |

OO OO

QOO0 QCOO00O
OCOOO0O0OO00
COQ0OOOOOOO
J

0
0 0
0] 0
0 0
0 0
0 0
0 0

oQoOoCcooo

apresenta maior numero de elementos nulos e tem maior trago que a matriz S calculada com 4 = 0,5.
Quanto menor o valor de A, maior serd o mimero de elementos iguais a zero na diagonal de U, e maior o nitmero
de elementos nulos nas linhas da matriz §.

A Figura 7 apresenta a curva suavizada obtida pelo método loess com A = 0,5. As curvas pontilhadas

representam as bandas de confianca pontuais para os elementos de f com coeficiente de confianca
aproximadamente igual a 95%.
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Figura 7 - Curva suavizada obtida pelo método loess (com 2= 0,5) para os dados
. da Tabela 1 e bandas de confianca pontuais

0 10 20 Z;(O 40 S50 60

Para os dados da Tabela 1, fixando A = 0,5 tem-se trago(S), trago(SS$’) e traco(2S — '), respectivamente,
iguais a 6,70, 6,21 € 7,19, e fixando A = 0,4 esses valores sio, respectivamente, 7,22, 6,87 ¢ 7,59.
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Tabelas dos resultados dos ajustes dos modelos (1) e (31)

Tabela a.1 - Estimativas dos parimetros do modelo (1) ¢ ountras estatisticas

Intercepto 2, 2
M5NO;a 0,034 0,044 0,625 1 0,429
M5NO,b 0,082 0,045 3,499 1 - 0,061
MSNO¢ 0,103 0,046 5,303 1 0,021
MS5NOd 0,133 0,052 6,892 1 0,009
FEV91 0,069 0,088
MAR91 -0,055 0,086
ABR91 0,182 0,090
MAI91 0,147 0,094
JUNO91 0,205 0,098
JUL91 0,232 0,107
AGO91 0,421 0,107
SET91 0,263 0,102
ouUT91 0,208 0,093
NOV91 0,267 0,093
DEZ91 0,316 0,095
JAN92 0,092 0,086
FEV92 0,280 0,095
MAR92 0,203 0,090
ABR92 0,203 0,090
MAI92 0277 0,093
JUN92 0,387 0,099
JUL92 0,464 0,107
AGO92 0,383 0,104
SET92 -0,288 0,097
oUT92 0,257 0,097
NOV92 0,216 0,092
DEZ92 0223 0,089 49,825 23 < 0,001
SEG 0,169 0,052
TER 0,258 0,051
QUA 0,263 0,051
QUI 0,238 0,051
SEX 0,222 0,051
SAB 0,152 0,053 40,507 6 < 0,001
M2UMID 0,003 0,002 2,488 1 0,115
M2TEMP 0,009 0,012 0,584 1 0,445
UMIDI1 0,055 0,049
UMID2 0,030 0,046
UMID3 0,036 0,061 4229 3 0,238
TEMPI 0,017 0,051
TEMP2 0,016 0,068
TEMP3 0,029 0,083 1,517 3 0,678

Desvio Residual: 726,339 com 684 graus de liberdade.
AIC aproximado: 813,630.
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Tabela a.2 - Estimativas dos parimetros da parte linear do modelo (31) e outras estatisticas

f(DIAS), A =0,5 19,280 1.0 <0,001 11,603 23 0,004
£(MSNO,), .= 0,8 4,547 1,0 0,033 5,938 1.8 0,043

intercepto 1,729 0,120

SEG 0,162 0,051

TER 0,252 0,050

QUA 0,266 0,050

QUI 0,240 0,051

SEX 0,227 0,051

SAB 0,145 0,052 42,691 6,0 < 0,001
M2TEMP 0,005 0,004 0,000 1,0 > 0,999
M2UMID 0,002 0,002 2,197 1.0 0,138

Desvio residual: 747,727 com 710,896 graus de liberdade.
AIC aproximado: 778,797.

Referéncias bibliogrificas

ANDRE, P.A;; BRAGA, ALF.; LIN, C.A.; CONCEICAO, G.MS.; PEREIRA, LA A; MIRAGLIA, SG.EK;
BOHN, G.M.. Environmental epidemiology applied to urban atmospheric pollution: a contribution from the
Experimental Air Pollution Laboratory (LPAE). Rep. Public Health, v. 16, n. 3, p. 619-628, 2000.

BRAGA, A.LF.; CONCEICAO, G.M.S.; PEREIRA, LA.A.; KISHI, H.S.; PEREIRA, J.CR.; ANDRADE, MF,;
GONCALVES, F.LT; SALDIVA, P.HN.; LATORRE, MRD.O. Air pollution and pediatric respiratory
admissions in Sao Paulo, Brazil. J. Environmental Med., v. 1, p. 95-102, 1999.

BUJA, A.; DONNELL, D.; STUETZLE, W. Additive principal components. Technical Report, Department of
Statistics, University of Washington, Seatile, 1986.

BUJA, A.; HASTIE, T.J.; TIBSHIRANI, R.J. Linear smoothers and additive models. Arnn. Statist.,v. 17, n. 2, p. 453-
555, 1989.

CLEVELAND, W.S. Robust locally weighted regression and smoothing scarterplots, J. Amer. Statist. Assoc., v. 74, n.
368, p. 829-836, 1979.

CONCEICAO, G.M.S.; MIRAGLIA, S.G.EK; KISHI, HS.; SALDIVA, P.H.N.; SINGER, JM. Air pollution and
children mortality: a time series study in Sao Paulo, Brazil. Environmental Health Perspect. 109, 347-350, 2001.

DOCKERY, D.W.; POPE I11, C.A. Acute respiratory effects of particulate air pollution. Annual Rev. Public Health, v.
15, p. 107-132, 19%4.

EILERS E MARX, 1996

GOUVEIA, N.; FLETCHER, T. Time series analysis of air pollution and mortality: effects by cause, age and
socioeconomic status. J. Epidemiol. Community Health, v. 54, p. 750-755, 2000.

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 62, n. 217, p.37-69, jan./jun. 2001




HASTIE, T.J; TIBSHIRANI, R.J. Generalized additive models: some applications. J. Amer. Statist. Assoc., v. 82, n.
398, p. 371-386, 1987.

HASTIE, T.J.; TIBSHIRANL R.J. Generalized additive models. London, Chapman & Hall, 335 p., 1990.
HOAGLIN, D.C.; WELSCH, R_E. The hat matrix in regression and ANOVA. Amer. Statist., v. 32, 17-22, 1978.

LIMA, L.P. Modelos aditivos generalizados: aplicacio a um estudo epidemiologico ambiental. Sdo Paulo. 215p,
2001. Dissertacdo (Mestrado) — Instituto de Matemidtica e Estatistica da Universidade de Sdo Paulo.

MARX, B.D.; EILERS, P.CCH Direct generalized additive modeling with penalized likelihood. Computational
Statistics Data Analysis. v. 28, 193-209, 1998.

MCCULLAGH, P.; NELDER, J.A. Generalized linear models. 2.ed London, Chapman and Hall, 511 p, 1989.

MIRAGLIA, S.G.EK; CONCEICAO, G.M.S.; SALDIVA, P.HN.; STRAMBI, O. Analysis of the impact of fuel
consumption on mortslity rates in Sdo Paulo. In: Third intermational conference on urban transport and the
environment for the 21st century, Boston: Computational Mechanics Publications, 434-444, 1997.

MORGENSTERN, H. (1995). Ecologic studies in epidemiology: concepts, principles and methods. Annual Rev. Public
Health, v. 16, p. 61-81.

NETER, J.; KUTNER, M H.; NACHTSHEIM, C.J.; WASSERMAN, W. (1996). Applied linear statistical models.
4.ed Boston, McGraw-Hill, 720 p.

OPSOMER, J.D. (2000). Asymptotic properties of backfitting estimators. J. Multivariate Anal., v. 73, n. 2, p. 166-179.

OPSOMER, J.D.; RUPPERT, D. (1999). A root-n consistent backfitting estimator for semiparametric additive
modeling. J. Comput. Graph. Statist., v. 4, n. 8, p. 715-732.

PEREIRA, LAA.; LOOMIS, D.; CONCEICAO, G.M.S.; BRAGA, A.LF.; ARCAS, RM.; KISHL, H.S.; SINGER,
J.M.; BOHM, G. M.; SALDIVA, P.H.N. (1998). Association between air pollution and intrauterine mortality in
Sao Paulo, Brazil. Environmental Health Perspect, v. 106, n. 6, p. 325-329.

ROTHMAN, K.J.; GREENLAND, S. (1998). Modern epidemiology. 2.ed. Philadelphia, Lippincott-Raven, 738 p.

SALDIVA, PHN.; LICHTENFELS, AJ.F.C.; PAIVA, P.S.0.; BARONE, LA; MARTINS, M.A.; MASSAD, E;
PEREIRA, J.C.R; XAVIER, V.P.; SINGER, JM; BOHM, G M. (1994). Association between air pollution and
mortality due to respiratory diseases in children in Sio Paule, Brazil: 2 preliminary report. Environmental Res., v.
65, p- 218-225.

SALDIVA, P.HN,; POPE I, C.A.; SCHWARTZ, J.; DOCKERY, D.W.; LICHTENFELS, A.JF.C.; SALGE, JM,;
BARONE, LA.; BOHM, G.M. (1995). Air pollution and mortality in elderly people: a time-series study in Sao
Paulo, Brazil. Arch. Environmental Health, v. 50, p. 159-163.

SCHWARTZ, J. (1994). Nonparametric smoothing in the analysis of air pollution and respiratory iliness. Canad. J.
Statist., v. 22, n. 4, p. 471-487.

SCHWARTZ, J. (1999). Air pollution and hospital admissi-::s for heart disease in eight U.S. countries. Epidemiology,
v. 10, p. 17-22.

SEN, P.K; SINGER, JM. (1993). Large sample methods in statistics: an introduction with applications. Longon,
Chapman e Hall, 382 p.

SINGER, JM.; ANDRE, C.D.S.; LIMA, L.P.; CONCEICAO, G.M.S. (2002). Atmospheric pollution and mortality in
Sio Paulo. Statistical Data Analysis Based on the L1-Norm and Relate:  fethods. Switzerland, Yadolah Dodge, p.
439-450.

SPECKMAN, P.E. (1988). Regression analysis for partially linear models. J. Roy. Statist. Assoc. Ser. B, v. 50, p. 413-
436.

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 62, n. 217, p.37-69, jan./jun. 2001




THURSTON, S.W.; WAND, M.P.; WIENCKE, J.K (2000). Negative binomial additive models. Biometrics, v. 59, p.
139-144.

ZANOBETTIL, A.; WAND, MLP.; SCHWARTZ, J.; RYAN, L. M. (2000). Generalized Additive Distributed lag Models:
quantifying mortality displacement. Biostatistics, v. 1, n. 3, p. 279-292.

Abstract

Generalized additive models (GAM) are an extension of generalized linear models in which the
effect of each covariate on the response variable is adjusted in a very flexible form using unspecified
functions. In this paper we introduce this class of models and discuss related estimation and testing
procedures. For illustration purposes, this methodology is applied to the data from an environmental
study focusing on the association between late fetal mortality and atmospheric pollution in the city of Sio
Paulo, Brazil. The results are compared with those obtained from a GLM based analysis of the same data.

Key words: environmental study, generalized linear models, nonparametric regression, smoothing

methods.
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Modelos semiparameétricos: uma
revisao

Claudio Pereira Bidurin®

Luis Aparecido Mitan ™

Resumo

Modelos semiparamétricos vem sendo estudados por diversos autores em funcio
principalmente da sua flexibilidade. Estes modelos consideram um componente paramétrico, associado a
uma forma preestabelecida ¢ com suposicdes rigidas, e um componente nio-paramétrico que prové a
flexibilidade de modelo, permitindo ac mesmo se adequar ao comportamento dos dades. Estaremos
abordando estes modelos, destacando as formas tradicionais de estimacio do componente nao-
paramétrico e apresentando o modelo de regressio por splines. Em complementacio aos medelos, uma
discussao da selecio apropriada dos parimetros de suavizagao ¢ feita, destacando-se a medida de

validaciio cruzada generalizada.
Palavras-chave : Modelos semiparamétricos; suaviza¢io via kermel, suavizacdo por splines;

regressio por splines; e validacao cruzada generalizada.

1. Introducio

Uma das abordagens mais utilizadas em analise de dados experimentais € o ajuste de modelos, visando a
estabelecer a relagdo entre duas ou mais quantidades. Dentre estes modelos, destacam-se 0s modelos de
regressdo. Neste trabalho abordamos uma classe de modelos de regressdo que associa um componente
paramétrico ¢ um ndo-paramétrico, os chamados modelos semiparamétricos ou parcialmente lineares,
nomenclatura usada por Speckman (1988).

* Enderego para correspondéncia: Departamento de Ciéncias Exatas Centro Universitario Moura Lacerda.
™ Departamento de Estatistica da Universidade Federal de Sdo Carlos - Caixa Postal: 676 13565-905 — Sdo Carlos - SP -
Brasil e-mail: dlam@power.ufscar.br
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Tem-se ampliado bastante o uso destes modelos, principalmente de - !5 as possibilidades de aplicacdo
na modelagem de formas funcionais complicadas. O surgimento de resultad: - ssintdticos sobre a efici€éncia e
consisténcia dos estimadores, como em Schick (1986, 1993 e 1996) e Bhattachaiya € Zhao (1997), tem ajudado a
consolidar a utilizacio destes métodos.

A utilizagio com sucesso destes modelos depende fortemente do conhecimento do componente nio-
paramétrico via processos de suavizagio €, por conseqiiéncia, existe uma dependéncia de processos de estimacio
dos parametros de suavizagdo. Neste sentido, apresentamos na secdo 2.1 uma definigio mais geral para estes
modelos, partindo dos modelos aditivos, segundo resultados obtidos pc::  Stone (1985) e Hardle (1990).

Na secdo 2.2, estendemos a discussdo dos modelos aditivos para 0s modelos semiparamétricos, a partir de
resultados mostrados por Hastie (1990) ¢ Buja et al. (1989). Na segdo 2.3 apresentamos uma forma de estimacio
do componente nio-paramétrico, bascada na suavizagio kernel, segundo resultados apresentados por Silverman
(1986). Na seciio 2.4 a suavizagdo por splines ¢ apresentada € uma comparacdo entre esta € a suavizacao por
kernel & feita. Na segdo 2.5, apresentamos um modelo em particular, definido como de regressdo por splines,
conforme apresentado por Hastie ef al. (1990), que apresenta uma dependéncia muito forte da estimacio de uma
malha de juncdes para o ajuste do modelo. Na se¢fio 3 ¢ feita uma discussdo sobre os métodos automaticos de
selegdo do pardmetro de suavizagdo associados aos modelos discutidos. Em particular, apresentamos a medida
de validaggio cruzada generalizada, discutida por Craven et al. (1979). Na secio 4 fazemos uma discussio geral
sobre a importincia da sele¢do do parimetro de suavizagao.

2. Modelos aditivos

Consideremos n pares de observagdes (x;yy), i = 1,2,...,n, € tomemos uma funciio f que estabelece a
relagdo entre as variaveis x ¢ y da forma
yi=Jfx) + &, @D

sendo f'uma fungio a ser estimada e supondo que, para 0s €TT0S aleatorios &, tenhamos E(g) = 0 ¢ Var(g) = .
Alternativamente, se considerarmos um conjunto de p variaveis explicativas representadas em uma matriz X, de
dimensdo n x p, com i-ésima linha dada por X; = &, X .., Xip}, teremos uma fungdo f de modo que
Vi = f%in Xz, o Xip) + &

Sobre este modelo, Stone (1985) destaca importantes aspectos: a flexibilidade, ou seja, a habilidade do
modelo de prover bons ajustes a um mamero variado de situagbes; a dimensionalidade, que representa o niimero
de observagdes necessarias para evitar um aumento exagerado na variancia das estimativas na medida em que s¢
aumenta a dimensio do modelo (simero de parimetros) e a interpretabilidade do modelo.

Considerando a abordagem paramétrica, como, por exemplo, a regressdo linear multipla, devemos supor
uma forma a priori para a fungdo f, totalmente especificada por um namero finito de pardmetros, ¢ ainda
algumas suposigdes adicionais sobre a distribuigdo de probabilidade para os erros aleatorios.
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Admitindo uma abordagem nio-paramétrica, podemos adotar uma maior flexibilidade para a fungiio fem
relacio a sua forma. Hardle (1990) destaca que esta abordagem apresenta pelo menos quatro pontos fortes em
relaciio i‘ abordagem paramétrica: possibilita um método versatil para explorar a relaciio entre as variaveis do
modelo; fornece um modelo preditivo sem a necessidade de referéncias a um modelo paramétrico fixo; ¢ uma
boa ferramenta para a detecglio de pontos espurios, pelo estudo da influéncia que cada ponto exerce no ajuste; ¢
por ser um método com uma certa flexibilidade na substituicio de observagdes desconhecidas missing pela
interpolagiio d¢ observagdes adjacentes.

Visando a tornar o modelo linear no efeito das varidveis regressoras, Buja ef al. (1989) ¢ Hastie e
Tibshirani (1990) consideraram uma fungdo f como uma soma de fungdes f; j = 1, ..., p, para cada uma das
colunas de X', sendo que para a i-¢sima linha de X temos

JX) = filxir) + faleid) + ... + fofey)
¢ desta forma, o modelo passa a ser

YVi=filte) + o6 + ..+ folxp) + & 2.2)

onde y € um vetor n x I de respostas ¢ x; € um vetor n x 1 de variavel explicativa, paraj = I,...,p, com E(g) =0 e
Var(e) = &°.

Cada fungdo f; paraj = /,...p, ¢ uma funcio univariada arbitraria e suave a ser estimada por meio de
algum mecanismo de suavizagio. O modelo (2.2) ¢ chamado por Buja ef al. (1989), € também por Friedman e
Silverman (1989), de regressdo aditiva ou modelo aditivo.

Sendo o modelo aditivo um modelo tipicamente nfo-paramétrico, as estimativas das funcbes i e, por
conseqiiéncia, as estimativas para a variavel resposta y , sio obtidas através dos chamados suavizadores lineares,

ou mais simplificadamente, como adotado por Buja ef al. (1989), tomando uma matriz de suavizacio S, e assim

A estimacio de um modelo aditivo na conceituagdo atual, implica conhecimento da matriz S, que
dependera da defini¢do do método de suavizagdo a ser empregado.

Os modelos aditivos podem também considerar uma mistura das abordagens anteriores, adotando um
componente paramétrico € um componente nio-paramétrico, modelo este chamado de modelo semiparamétrico
ou parcialmente linear por Stone (1985), Hastie e Tibshirani (1990) e por Lee (1990). .

2.1. Modelos aditivos semiparamétricos
Modificamos o modelo definido em (2.2) de forma que
k r
yi= Z Bixy + ij(tij)"’gi ,
I=1 j=1

admitindo um componente linear, paramétrico, juntamente com 0 componente nio-paramétrico j& existente no
modelo.
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Este modelo tem sido bastante explorado na literatura, devido a esta peculiaridade de compor a
flexibilidade do modelo aditivo nio-paramétrico com um componente paramétrico. Seguindo esta idéia, temos
alguns modelos mais usados ¢ que podem de certa forma ser considerados como modelos semiparamétricos,
como discutido por Stone (1985), Hastie e Tibshirani (1990) e por Lee (1990), podendo-se destacar os modelos
de regressdo com erro nas varidveis, os modelos estimados por minimos quadrados generalizados, ¢ 0 mais
tradicional que ¢ o modelo parcialmente linear. Este dltimo modelo pode ser representado de uma forma
matricial, dividindo o conjunto de covariaveis ou varidveis regressoras em dois conjuntos X e 7, admitindo que

S =f1¢t]) + f2(t2) + ... + fp(tp) ¢ escrevendo
Y=XB+/T) + &, 23)

onde ¥ é o vetor de respostas # x 1; X é uma matriz n x k de variaveis explicativas do componente parametrico, T’
¢ uma matriz de varidveis explicativas do componente ndo-paramétrico, com 7 real; f ¢ uma fungio
desconhecida, suavizivel; 8 é um vetor de parimetros desconhecido ¢ € ¢ o vetor de erros aleatorios,
independentes com E(5)=0 ¢ Var(g)=¢.

Segundo Buja et al. (1989) pode-se entender o modelo (2.3) como uma generalizagio dos modelos
aditivos, e tomando observagdes (v, x, t,) independentes, com i = I,...,n, temos que o conjunto de pardmetros B
e f serdo estimados considerando-se um procedimento qualquer de suavizacao.

Green et al. (1985), utiliza este tipo de modelo introduzindo o conceito de minimos quadrados
penalizados, abordando um problema de experimentos fatoriais, com estimagdes simultineas dos componentes
paramétricos € nio-paramétricos utilizando uma matriz de suavizacgdo S arbitraria. Engle ef al. (1986), adota o
modelo dado por (2.3), utilizando o mesmo conceito de minimos quadrados penalizados com uma matriz de
suavizagdo obtida através de suavizagio por splines, como originalmente proposto por Whittaker (1923).

Utilizando suavizagdo por splines, Heckman (1986) apresenta resultados assintoticos e razio de
convergéncia +/n paraa estimativa do componente paramétrico do modelo.

Rice (1986) obtem o vicio assintotico dos estimadores para o modelo (2.3) e, similarmente, Chen (1988)

obtem estimativas para o componente paramétrico de (2.3), com uma razio de convergéncia de ordem /o com
variincia minima.

Speckman (1988) apresentou uma extensio do trabatho apresentado por Green ef al. (1985), adotando
agora uma matriz de suavizagio S obtida por kermel, obtendo os vicios assintéticos para os componentes
paramétrico € ndo-paramétrico do modelo.

Uma contribuicio de interesse ¢ feita por Buja ef al. (1989), onde foram apresentados diversas técnicas de
estimacdo aplicaveis a este tipo de modelo, sendo apresentado um critério baseado nos autovalores ¢
decomposigio em valores singulares das matrizes de suavizagio para avaliar o desempenho das mesmas.

Cuzick (1992a) aborda o modelo semiparamétrico (2.3) segundo duas possiveis matrizes de suavizagio,

uma baseada em médias locais e outra, em minimos quadrados locais, obtendo estimativas eficientes para o
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componente paramétrico supondo a distribuicio dos erros aleatérios conhecida. Este trabatho foi estendido em
Cuzick (1992b), onde os resultados so obtidos admitindo-se a distribui¢io dos erros desconhecida.

Além destes trabalhos, podemos destacar outros, como Schick (1986), Schick (1993), Schick (1996),
Bhattacharya e Zhao (1997) que enriqueceram a teoria assintotica acerca do modelo semiparamétrico (2.3),
representando assim uma ponte entre os resultados assintéticos ja conhecidos para os modelos puramente nio-
paramétricos e os modelos semiparamétricos. Por (2.3) ser um tipo de modelo aditivo, e conter um componente
nﬁo—paramélric& da mesma forma como os autores citados anteriormente, devemos admitir algum procedimento
de estimagiio nio-paramétrica (algum mecanismo de suavizagdo), para a estimacio do modelo. De acordo com
Silverman (1986), Buja et al. (1989) e Hirdle (1990), podemos destacar dois dos principais suavizadores, via

kernel e splines.

2.2. Suavizacio por Kernel

Seja o modelo (2.1) e as observagdes (v; x) para i=1...n, e, por simplicidade ¢ sem perda de
generalidade, tomemos o dominio D de interesse para f como sendo D=/0,1]. Um procedimento bastante
simplificado para estimar /* consiste em estabelecer uma média localmente ponderada,

n
f(’Co)= n—lzwn(xo)}'i >
i=1

onde a matriz /¥, representa os pesos a serem atribuidos as observagdes que estardo presentes na composicio da
média ponderada. A definigdo de W7, estabelece o funcionamento do método de suavizacdo. Na suavizagio por
kernel, esta matriz ¢ obtida através da fungdio kernel K(u). Segundo Silverman (1986), K(u) deve ser uma funcio

real, continua, simétrica ¢ limitada, tal que J' K(u)du =1 . Dessa maneira, a suavizagio em um ponto xo ¢ dada por,

i iKh(xO _xi)yi
flxo)= i=l,, >
th(xo _xi)

i=1

com a funcdo K;, dependendo da funcdo kernel K(u) definida na forma
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onde & é o parimetro de suavizagio e determina como a vizinhanga de x, sera utilizada para a composi¢do
da média ponderada. A fungo kernel K(u) determina os pesos, podendo s¢ apresentar de varias formas como,
por exemplo, uma distribui¢io normal padrio,

K()= J%;exp[—-lf;—}.

A aplicacdo desta técnica depende da escotha da fungfio kernel ¢ da definicdo do valor de 4. O primeiro
aspecto parece pouco relevante, visto que a mudanga de K(u) nio causa diferencas significativas no ajuste. No
entanto, o segundo aspecto ¢ relevante, visto que, se tomarmos o valor de h muito baixo em relagdio a variacdo de

x, podemos estar deixando de suavizar a fungdo /e, se tomarmos 4 muito alto, podemos estar suavizando em

excesso. Para ilustrar, tomemos uma fungio simulada da forma
y;=4sen(0.83x;) +e;, (2.4)

onde x; é uma uniforme (0,10) e ¢; um erro aleatério com distribui¢do normal (0,1), para i = 1,...,20.
Vejamos trés possibilidades de suavizagdo, utilizando um / 6timo e dois valores de / extremos. Para tanto,
estaremos fixando o kernel triangular, definido por,

K(u):{l_lul |u|<1
0 cc

O resultado da simulagiio pode ser observado nas Figuras de 1 a 3 que seguem. Nas Figuras, a funcdo
gerada por (2.4) é mostrada pelos pontos, a curva teérica ¢ mostrada pela linha pontithada ¢ a curva gerada
mostrada pela linha cheia.

A Figura 1 mostra um 4 adequado que produz um bom ajuste, a Figura 2 mostra o ajuste resultante de um

h pequeno, com falta de ajuste e a Figura 3 mostra o excesso de ajuste resultante de um # muito alto.

Esta dependéncia sobre o parimetro de suavizagio vem reforcar a importincia do uso adequado de

medidas automaticas de sele¢do.
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Figura 1: Suavizacio por kernel triangular com h=2,2.
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Figura 2: Suavizaciio por kernel triangular com h=0,5.
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Figura 3: Suavizacéo por kernel triangular com h=5,0.
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2.3. SUAVIZACAO POR SPLINES

O termo splines tem sua origem na 4rea de desenho, onde s¢ refere a um instrumento utilizado para se
tracar curvas snaves, passando por pontos pré-fixados, de forma a fazer concordéncias entre duas ou mais curvas.
A transposicdo desta idéia ao ajuste de modelos ¢ feita de forma a termos uma regressao polinomial por pedagos,
chamada de smoothing splines.

A fangio splines a ser ajustada obedece a alguns requisitos quanto a aspectos relativos a
segInentaﬁedaiié, continuidade e suavidade. Segmentariedade significa que entre dois pontos pré-fixados
consecutivos devemos ter uma fungio completamente definida. Continuidade implica a continuidade matematica
da fungio em todo o seu dominio D. Suavidade implica a continuidade matematica das derivadas da funcio.

A aplicagdo de smoothing splines exige o estabelecimento de pontos pré-fixados ao longo do dominio D
da funcio. Estes pontos possuem diversas denominacdes na literatura, tais como: knot, n6, junco ou junta.
Estaremos adotando a nomenclatura jungfio. Temos entdo um conjunto de juncdes associadas a funcdo splines,
sendo que o conjunto destas jungdes mais os pontos extremos do dominio D ¢ denominado malha do splines ¢ ¢
denotado por A.

Um Splines polinomial Sy(X) com jungdes em A = {Ag, Ay..., A1, 4} de grau m € uma funcFo real tal
que

i) em cada intervalo {4, A} parai=I,...k, a funcdo splines Sy(X) ¢ dada por um polindmio de grau no
maximo m com pelo menos um intervalo onde o grau do polinémio € m;

ii) a fungio S4(X) € continua em D; €

iii) as (m-1) primeiras derivadas de S,(X) sdo continuas em D.

Partindo desta definicio de splines, temos diversas familias de fungGes, destacamos aqui os splines
ciibicos naturais, considerados imcialmente por Handscomb (1966).

O ajuste de splines considera inicialmente uma medida para se verificar o ajustamento dos dados a uma

determinada curva f{x) que é a soma de quadrados de residuos
Z (Vi - f (xi ))2 :
i=1

Se f¢ assumida com uma forma irrestrita (conceito nio-paramétrico), entdo o valor da soma acima pode
ser reduzida a zero para alguma curva em particular, e para algum comportamento particular dos dados. A curva
estimada ndo é dmica. O alisamento por splines busca um equilibrio entre o interesse de se produzir um bom
ajuste para os dados com o desejo de se produzir suavizagdes sem variagdes locais bruscas.

Como mostrado por Handscomb (1966), as derivadas da funcdo f medem a falta de suavidade do ajuste.

Com isso podemos definir uma penalizagio para a falta de suavidade do alisamento da forma
b

jf(p)(z)zdz

a
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'para aebtais qué a <x; <... £x,<b ¢ p um parimetro relacionado com o grau dos polindmios a serem
ajustados. No caso dos splines clbicos discutidos anteriormente temos p = 2.

Compondo entiio estes dois critérios, temos a forma tradicional de smoothing splines, que na verdade é

a procura por uma funcfio f{x) com duas derivadas continuas que minimiza a soma de quadrados de residuos

penalizada,

n b
> - s6)F + l_[f Bz dz @.5)
i=1 2

onde a primeira parcela penaliza a falta de ajuste da fungdo de regressdo aos dados e a segunda parcela
penaliza a falta de suavidade da fungio fe 4 ¢ o pardmetro de suavizacio.

A solugio de (2.5) ¢ imica e corresponde ao splines cubico natural com jungdes coincidentes com os
valores observados de x;. A solugdo dependera fortemente da constante A, sendo que para A — 0 0 termo de
penalizagio domina, forgando que f(x) = 0. Nesta situagdio, a solugdo se reduz ao ajuste de uma regresséo por
minimos quadrados tradicional Para 4 — 0, o termo de penalizagdo torna-se irrelevante e assim a solugdo sera
uma fungdo interpoladora duplamente diferencidvel.

Uma comparagio ¢ inevitavel, entre o parAmetro de suavizagio A € o seu correspondente em kernel, 0
pardmetro h. Para ilustrar o comportamento da solugdo em fungdo de 4, considerando 3 mesma simulac@o da
segio 2.3, variamos o valor de A para a estimagio da funcdo f{x). O resultado desta simulacido pode ser
observado nas Figuras de 4 a 6, onde a fungio gerada por (2.4) ¢ mostrada pelos pontos, a curva tebrica €
mostrada pela linha pontithada e a curva ajustada ¢ mostrada pela linha cheia.

A Figura 4 mostra um 1 adequado que produz um bom ajuste, a Figura 5 mostra o excesso de suavizacio
resultante de um valor alto de A e a Figura 6 mostra o ajuste resultante de um A muito pequeno, com falta de
ajuste. Existe uma relagdo entre o pardmetro 4 adotado ¢ o namero de juncdes, ¢ de fato, considerando-se que 0
niamero de graus de liberdade do modelo é igual ao trago da matriz de suavizacdo associada S; e o mamero de
jungdes igual a0 mimero de graus de liberdade menos o mimero de pardmetros do modelo.
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Figura 4 - Ajuste por smoothing spline com 7 juncdes.
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Splines cubicos tém sido utilizados por varios autores. Silverman (1985) aborda a flexibilidade dos
splines na estimagdo de densidades ¢ o uso dos residuos do modelo como ferramenta para diagnoéstico.
Speckman (1985) apresenta um estimador minimax baseado em splines naturais, em relacio ab erro quadratico
médio. Além destes, podemos citar Eubank (1994) que descreve de forma bastante didatica a formulagio e
aplicaciio dos splines clibicos.

Restringimos a apresentacgio de smoothing splines para o modelo estritamente ndo-paramétrico. Nosso
interesse agora ¢ colocar esta abordagem na forma dos modelos aditivos semiparamétricos, ou seja, adotando-se
o modelo (2.3). Engle ef al. (1986) apresenta a forma de penalizacdo

n b
> bi-xip- 1)F +af 1PV, @6)

i=1

com as mesmas propriedades ja discutidas anteriormente para a forma (2.5). A mesma forma foi adotada
por Heckman (1986) e Cuzick (1992a). )
Engle et al. (1986), Buja et al. (1989) e também Hirdle (1990) adotam um operador diferenca de

segunda ordem {2 Admitindo que o intervalo (a,b) possa ser subdividido em um numero m de intervalos (m
grande) e definindo &;.....5,, como 0s respectivos pontos médios dos intervalos, obtiveram estimativas para o

modelo.
Inicialmente, reescrevemos o modelo (2.3) como proposto por Engle et al. (1986), da forma matricial,

Y=XB+L5+¢g Q@7

onde Y € um vetor de respostas » x /, X € uma matriz n x p de varidveis explicativas, ¢ um vetor px / de
parametros desconhecidos, L ¢ uma matriz de suavizagdo n x n ¢ § ¢ um vetor » x I de parimetros desconhecidos
e £6 o vetor de erros aleatérios, independentes com E(&)=0 e Var(s)=o".
Desta forma, podemos representar a penalizagio dada em (2.6) através de normas quadraticas

N Y-XB+ LA+ AVal,

onde ||V8])* aproxima o termo que penaliza a falta de suavidade do ajuste, e ¥, como mostrado por Buja
et al. (1989), ¢ uma matriz tridiagonal de ordem » x n definida da forma

V=0Cc'Q
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onde C é uma matriz tridiagonal simétrica de ordem (r-2) com eleme:..o8 €;p; = ¢y = d/6 e ¢y = (d; +
disp)/3, com d; = x4y - X; € £ é uma matriz tridiagonal de ordem (n-2) x n com elementos Q, =1/d,,
Qi = _(1/‘1:' +1/di+l) € Q0 =d,,,parai= L., "'}1-

Reescrevendo (2.7) de forma a unificar as matrizes X e L € os vetores ff ¢ & obtemos
Y=2726+¢g 2.8)

onde Z é uma matriz n x (p+n) composta pelas submatrizes X ¢ L, Z = [X:L], e 6 ¢ um vetor de ordem
(p+n) x 1 composto pelos subvetores fe & 6= [f:5].
Com esta mudanca, a funcfo a ser minimizada passa a ser
G( = Y- 26|} + A|U4F,
onde a matriz U de ordem: % x (p+n) é formada pela matriz V e por uma matriz de zeros de ordem » x p de
for : que V& = U@ O objetivo entdo passa a ser estimar o vetor de pardmetros 6 que minimiza G(6).
Derivando a fun¢@o G(6) em relagio a 8¢ igualando a zero temos

266)_,_ dr-zef  axuef _,
o6 a0 o0

“2ZY+27'26 B+2AUUE =0 = (ZZ+AUU)6 =2'Y

e, portanto, temos o estimador

6=(ZZ+AVU)'ZY

Note que este estimador ¢ similar ao estimador obtido em regressdo ridge, sendo que para obté-los basta
fazer UU =1

Podemos mostrar facilmente que para um dado valor de 4,

E[6]=(ZZ+AUVU)'ZZ6
€ que
Var[6 |=c*(Z'Z+AU'U)' Z'Z(Z Z+A U U)" .
Portanto, 6 ¢ um estimador viciado do parametro 6 do modelo (2.8) e sua varidncia cresce conforme o

valor de A decresce.

Podemos definir uma matriz de suavizagio associada a este modelo da forma

S, =Z(Z'Z+AUU)'Z.
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Com esta mairiz podemos obter os valores preditos =5,y €0 niimero de graus de liberdade associados

a0s residuos da regressio dado pelo trago da matriz / - S, ou Tr(I-S;). Note que a forma colocada para os valores
preditos é similar a forma geral apresentada para os valores suavimdoé na segdo 2.

Nos estimadores anteriores, a dependéncia em relacio a matriz de suavizagio S e do pardmetro de
snavizacdo A é evidente. Neste sentido, coloca-se a questiio da obtengio desta matriz. Isto foi tratado nos
trabathos apresentados por Silverman (1984) ¢ Messer (1991) que estabeleceram as relagdes entre as estimativas
por smoothing;pline ¢ por kernel.

Cada uma das técnicas possui uma forma de aplicar suavizagio que esta diretamente ligada a forma da
matriz de suavizagiio e, portanto, interferindo na obtencio das estimativas de interesse. Por este fato € que uma
discussio de técnicas de selegdes destes parimetros serd considerada mais adiante. Isto evidéncia a importincia

da escolha do método suavizagio e dos pardmetros envolvidos.
2.3. Regressio por SPLINEs (Regression Splines)

Segundo Hastie ¢ Tibshirani (1990) uma desvantagem de se adotar o modelo semiparamétrico com
estimacgdo baseada em métodos nfo-paramétricos ¢ que a matriz de suavizagio S, de ordem n ¢ de posto
completo, ndo pode ser assumida como uma matriz de projegdo. Com isso, uma alternativa natural ¢ procurar
uma abordagem paramétrica flexivel para o ajuste de cada um dos termos do modelo aditivo. Neste sentido,
teriamos a matriz de suavizagio que seria, na verdade ,uma matriz de projecdo com dimens3o menor que 7.

Uma possibilidade ¢ adotar a regressdo por splines, onde temos um preditor aditivo representado da
forma

k R
r=Y g;Xx’ +>6,(x-2,) +¢,
7=0 i=1

com ¢ atendendo is mesmas suposigdes ja estabelecidas,

e A, i=1, 2, ..., h sdoas juncBes fixas sujeitas 4 restricio L <A <. <A
Particularizando para o caso de splines cibicos naturais, chega-se a um modelo da forma

h
EY}= By +Bix+Box® +Box* + ) 6,(x=4,)% - 2.9)

i=1

Assim como discutido na segio 2.3, assumimos que o modelo (2.9) seja um polindmio cibico para

qualquer subintervalo /4, 4+ ) € que tenha duas derivadas continuas. Este modelo pode ser representado
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matricialmente como ¥ = X8 +¢, onde Y é um vetor de respostas » x /, X ¢ uma matriz de varidveis explicativas

de ordem n x p (com p = h+4),  é um vetor de parimetros p dimensional ¢ & ¢ um vetor de erros aleatorios
normais, independentes com E(s) = 0 e Var(g;) = o™
Neste caso, a aplicagiio do método de minimos quadrados para a estimacdo de £ ¢ imediata ¢ resulta no

ﬁ'= (XtX)rlXty.

estimador

A obtengiio deste estimador depende de dois aspectos: O primeiro relacionado ao mimero de jungdes a
serem consideradas, que definira o niimero de pardmetros no modelo €, por conseguinte, o numero de graus de
liberdade. O segundo esta relacionado com a matriz X, que pode apresentar problemas de quase colinearidade
entre suas colunas. Dependendo do niimero e da distribuicio das jungSes, podemos ter o primeiro vetor do
polindmio truncado praticamente igual ao vetor obtido, tomando-se x°. Por esta raziio, adota-s¢ uma mudanca na
base do espago coluna de X. Esta mudanca de base pode ser feita adotando-se a base B-splines, devida a De Boor
(1978), que transforma o modelo (2.9) na forma

h+2

Ef}= 3 v,B,G).

j=-1
onde os B-splines sio definidos considerando médias de diferencas divididas e y; sdo os novos
parimetros do modelo.

Para splines cubicos via B-splines temos a forma

Jj+2

Z (x"lk)i

k= j-2

t+2

H (’1'_7' - A‘s)

s=1-2

s j

e as jungdes adicionais 4; sdo definidas por
A -0-)QA - 2w ). para j<O0,e
A=
! Ap+(-m)xp —4r), para j2h+1,

sendo0 qUE X,nin € Xme: TEpresentam, respectivamente, o menor valor ¢ o maior valor observado para a
variavel explicativa x. A base B-splines satisfaz a propriedade B;(x) = 0, parax > ., e para x < A;.

Nota-se que o mimero de pardmetros desconhecidos y; € 0 mesmo que o numero de parimetros livres
adotados no modelo (2.9) e espera-se que a utilizagio da base B-splines propicie um processo de estimag¢do mais

estavel do ponto de vista numérico.
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3. Selecidio do parimetro de suavizac¢io

E freqiiente a utilizagio de métodos subjetivos, tais como analises graficas, para a escolha do pardmetro
de suavizagio ou a aplicagio de critérios que estabelecem uma relagdo entre o pardmetro de suavizagio e o
tamanho da amostra. Em contrapartida, surgiram diversos métodos de sclecio automatica do pardmetro de
suavizagio para modelos puramente nfio-paramétricos. Alguns destes métodos vém sendo adaptados para o uso
com os modelos semiparamétricos.
Unma técnica de selegiio automatica do pardmetro de suavizagio, que denotaremos de forma geral por 4,
¢ a minimizacio da esperanca do erro quadratico médio (MSE), que adotando o modelo (2.1) € definido por

MSE(4) = III—IZ: E {f(x i)— f(Xi)}z

Uma outra medida relacionada com esta tiltima ¢ o erro quadratico predito (PSE), definido por
1 1 - *®
PSE(Z) = — E x;)— ¥i f»
IR U CORTS
onde y,* ¢ uma nova observagio para x;, da forma y: = fix) + &, com &; independente de &;.
Desta medida surgiu a validagiio cruzada ordinaria, que leva em conta os valores preditos considerando
(n-1) observagdes no modelo. Esta medida que denotaremos por CV(4), € da forma

VA = %Z v, -7 F
i=1

onde f’ - (x,.) indica o valor predito por um modelo ajustado sem a utilizagdo da i-¢sima observagio.
Adotando esta medida, temos que estabelecer um método de busca do valor do parimetro A que minimiza o
valor de CV(4).
O uso de CV(4) se justifica pelo fato das medidas anteriores terem um relacionamento indicando que a
minimizacfio da validagiio cruzada ordinaria ocorre para um A que também minimiza as demais medidas.

Este relacionamento pode ser visto considerando que
B -7 @) =B ) 1) )= ot v Bfw)- 76, e

visto que o produto cruzado envolvido na expressdo acima tem esperanga igual a zero, ja que f” - (xi)

nio envolve y;. Analogamente temos que

B - 7s)f =07 +Elf(e)- 7).
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ou seja, temos a relagiio

PSE(}) = MSE(4) + & (3.2)

Assumindo que f' - (x,-) &~ j; (x,-) ¢ comparando (3.1) com (3.2), vemos que E/CV(3)] ~ PSE(A) e,

portanto, EfCV(A)] ~MSE(}) + &

Apesar de ser uma medida bastante util, como mostrado por Rice (1984) considerando model:-= néo-
paramétricos € por Lee (1990) pa conceituagiio de modelos semiparamétricos, esta ¢ uma medida qu: cxige
grande esforgo computacional. Uma modificagio apresentada por Craven ¢ Wahba (1979) e discutida por Golub
et al. (1979) chamada de validagio cruzada generalizada (GCV), estabelece uma relacdo entre f" ~ (xi) ¢ca

diagonal da matriz de suavizagio S associada ao modelo, da forma

GCV(i) = ’1'_2 plri JG)L (3.3)
i=1

1—Tr(S/

ou matricialmente da forma

o SH= 08

1 2
[—Tr([ - A)}
n

onde 4 é uma matriz de projegdo e 7r(-4) € o trago da matriz (7-4).

Um aspecto de interesse desta medida, além da maior simplicidade de calculo em comparacdo com a
validagio cruzada ordinaria, ¢ a relagfio que esta possui com a estatistica C, de Mallow, como mostrado por
Hastie e Tibshirani (1990).

A estatistica C, de Mallow € definida da forma,

2
Cyh) = ASR(H) + S0
n

onde ASR é o quadrado médio de residuos.
De (3.3), utilizando a aproximagio (I-x) = I+2x, obtemos

GCV(A)——Z{y, Fe) fr21rs) L Z{ 7 F.

1—]

Entio, tomando

S, ) =
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e considerando ASR(4) ~ Z {y,- - f (x,- )}2 , temos que GCV(4) = C,(A).

i=1

Justifica-se assim a utilizagio da medida GCV para o proposito de selegio do melhor pardmetro de

suavizacgio, ou no caso de regression splines, para a selecio do mimero de jungées. E claro que além desta

medida, podemos adotar outras, como, por exemplo, 0 proprio quadrado médio de residuos, o coeficiente de
explicagdo ajustado e também uma estatistica F para o modelo.

4. Aplicacido

Tlustramos as técnicas descritas através de um conjunto de dados que se refere a simulacdo de colistes
com motocicletas para verificar a eficicia da protegio de capacetes. As observagdes consistem em leituras da
aceleragio versus tempo. Este conjunto de dados foi originalmente descrito em Schmidt ef al. (1981) e desde
entdo tem sido amplamente analisado na literatura relacionada aos modelos semiparamétricos.

Estes dados ndo sdo igualmente espagados no tempo e em alguns casos existem mitltiplas observagdes
para alguns tempos. Outra caracteristica ¢ que as observagdes sdo sujeitas a erros. Nosso interesse aqui €

estimar a curva de aceleracio.

Figura 7 - Curva de aceleracao versus tempo
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O grifico da Figura 7 mostra os pontos que correspondem as observagdes, a linha continua que
corresponde ao modelo obtido via kernel e a linha pontilhada correspondente ao modelo obtido via splines.
No modelo ajustado via kernel, foi utilizado o kernel normal com pardmetro de suavizacio h=3.0.
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No ajuste do modelo via splines a GVC obtida foi 568,3. O pz-"metro de suavizagio obtido foi
A=0.000068, o trago da matriz S, , graus de liberdade associados ao ajuste dc. . - :¢lo, foi Tr(S; ) = 13,6.

4. Discussio

Neste trabatho, apresentamos uma breve revisdo da teoria de modelos semiparamétricos enfocando a
importincia de;;."utilizac;ﬁo de métodos automaticos para a seleclio do pardmetro de suavizagdo na estimagio
destes modelos.

Quando utilizando kernel, o pardmetro de suavizagio tem a fungfio de estabelecer uma vizinhanga para
a composicio de uma média ponderada. J4 em smoothing splines, o pardmetro de suavizagio, representado por
4, tem a finalidade de ajustar os pesos entre a soma de quadrados dos residuos e a penalidade por falta de
suavidade do ajuste e também fixa a quantidade de jungdes a serem adotadas. No caso de regressdo por splines, o
controle da suavizagio aplicada ¢ feito através da matha de jun¢des A, onde o mimero de jungdes a ser utilizado
e as posigcles das mesmas determinam a suavizacio.

Apesar de resultarem em processos diferentes, alguns autores ja mostraram as relacdes existentes entre
smoothing splines e kernel, por exemplo Messer (1991) e Silverman (1984). Neste sentido, a escolha do método
de suavizagdo nfo deve produzir resultados muito diferentes, desde que o parimetro de suavizagio scja

selecionado corretamente.
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Abstract

Semiparametric models are useful tools for modelling phenomena where parametric and
nonparametric effects are present. It can be used in a wide variety of situations, since it combines the
flexibility of nonparametric modelling with the easy interpretation of parametric modelling. It consists of
two components: One is a parametric component, which assumes a fixed and prestablished form of
relationship between response and explanatory variables. The other is a non parametric component which
provides the flexibility for the modelling. Here we do a review of Semiparametric Models, showing the
different ways of estimating its components. We also discuss the methods used for choosing the smoothing

parameters, with emphasis to the generalized cross validation method.
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Analise bayesiana do modelo "open
loop threshold autoregressive™

Thelma Séfadi *
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Resumo
A analise estatistica de séries temporais é facilitada se a média e as covaridncias nao mudam com o
tempo. Entretanto, esta nao ¢ uma hipotese realista em varias areas de aplicacdes. Variaces sazonais e
relacoes nio-lineares entre variaveis levam a utilizacio de modelos nao-lineares. Neste trabalho, estamos
interessados na analise Bayesiana do modelo "open loop threshold autoregressive’ (abreviadamente,
TARSO) e, para isto, consideramos uma g priori propria e a priori de Jeffreys. A anilise é feita por meio

do amostrador de Gibbs e, considerando o método de cadeias multiplas, verificamos a convergéncia

a

através do fator R proposto por Gelman e Rubin (1992). Para exemplificar a metodologia foram
consideradas as séries de nameros de 6bitos causados por problemas cardiacos e a série de temperatura
minima diaria na cidade de Sao Paulo. Observou-se que, para temperaturas entre 12,90 e 15,23 graus, ha
um acréscimo de 300 6bitos causados por problemas cardiacos.

Palavras-chaves: Amostrador de Gibbs, Analise Bayesiana, Modelo "' Threshold".

1. Introduc¢io

Nos 1iltimos anos muito se tem estudado sobre os modelos nfo-lineares, principalmente, com o progresso
da area computacional, facilitando a analise desses modelos. Os modelos lineares usuais falham em detectar

certas propriedades observadas em séries temporais tais como: ciclos limites ¢ saltos jump phenomena.

" Endereco para correspondéncia: Departamento de Ciéncias Exatas da Universidade Federal de Lavras, Caixa Postal 37,
Lavras - Minas Gerais - CEP 37.200-000 - e-mail: safadi@ufla.br

** Instituto de Matemética e Estatistica - USP, Caixa Postal 66281 - Sdo Paulo - SP - CEP 05315-970 - e-mail:
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Virios modelos nio-lineares tém sido propostos para séries com tais propriedades. Entre os modelos de
maior sucesso podemos citar os modelos "pa *, os modelos bilineares ¢ os modelos auto-regressivos com
coeficiente~ aleatorios.

Virias so as areas de aplicagdes, entre elas podemos citar ecologia, populacio, fisica solar, entomologia,
dinAmica de populacio, economia, finangas, saide, polui¢iio, geofisica e hidrologia conforme exemplos
apresentados por Tong (1990, p.358).

A analise estatistica de séries temporais é facilitada sc a média ¢ as covariancias ndo mudam com o
tempo. Ent:ctanto, esta niio ¢ uma hipotese realista em hidrologia, por exemplo. VariacGes sazonais ¢ relagdes
nio-lineares entre varidveis metereoldgicas e o rio implicam que a vazio nio ¢ nem Gaussiana ¢ nem
estacionaria. Para alguns rios, a precipitacio associada pode alternar entre chuva e neve. Além disso, pode-se ter
geleiras em areas de drenagem. Em tais casos, a variavel temperatura tem um papel importante, o "patamar"
préximo ao ponto de congelamento tem um significado hidrolégico-metereologico prontamente identificado aqui
e parece razoavel esperar que explique alguma nio-linearidade.

A idéia de modelar uma série temporal discreta usando modelos lineares por partes foi enunciada,
primeiramente, por Tong (1970). Uma apresentacio compreensivel, juntamente com imimeras aplicagbes ¢
discussdes, foi considerada por Tong e Lim (1980). O uso de varidveis e¢ valores "patamar" nos permite
representar uma série temporal por meio de modelos lineares por partes.

A anilise Bayesiana de processos "threshold autoregressive” (TAR) tem varias caracteristicas que sdo
analogas aos problemas de pontos de mudanca em estatistica. Pole e Smith(1985) observaram esta similaridade e
desenvolveram uma analise Bayesiana nio-assint6tica para modelos "patamar" com regimes determinados por
variiveis externas ou exégenas, utilizando métodos numéricos.

Neste artigo, estamos interessados na andlise Bayesiana do modelo "open loop threshold amntoregressive"
(abreviadamente, TARSO).

Para a anilise vamos considerar uma a priori propria e a priori de Jeffreys e a inferéncia sera feita atrivés
do amostrador de Gibbs. Para a verificagio da convergéncia vamos utilizar o0 método de cadeias mltiplas
proposto por Gelman e Rubin (1992).

A extensio para o modelo "open loop threshold ARMA" (TARMASO) ¢ imediata e serd considerada,
brevemente, na secfio 5. Observemos, ainda, que se Z,_; =Y, ; entdo teremos 0 modelo TARMA ja analisado
por Safadi e Morettin (2000).

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. O modelo TARSO ¢ introduzido na se¢io 2 e a anilise
a posteriori com a priori propria e a priori de Jeffreys € dada na segio 3. Na segfio 4 ¢ feita uma aplicagio da
andlise considerando as séries de mimero de 6bitos didrios por problemas cardiacos e temperatura minima didria

na cidade de Sdo Paulo. Conclusdes e consideragdes finais sio apresentadas na secio 5.

2. Modelo TARSO

Suponhamos que {Y;,Z,,t=0,£142 ..} seja um processo estocastico satisfazendo
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l 7
1
Y, = +Z¢liyt—i +af’ +Zﬂlvzt—v’ se Z,4€R,),

i= v=0
para / =1,...,k, e as suposicdes:
i) {a®} é uma seqiiéncia de variaveis aleatérias iid. ~ N(0, "), onde 7, >0,7;" =0} =Var(al” ¢
desconhecida;

ii) R, éum intervalo da reta IR talque R;\R; =0, sei# je U R, =IR,isto é, {R,,...,R;} ¢ uma
particdo da reta com k-1 varidveis "patamar"”;

iii) Z,é uma variavel exogena, podendo ser, por exemplo, uma funcdo indicadora para modelagem de
séries econdmicas, Z,_ ; ¢ uma varidvel "patamar”, independente de a,(') ,paratodo /etodo ¢, d ¢ o parimetro
de retardo. Z, ; determina os regimes do modelo; e

iv) As k seqiiéncias s3o supostas independentes entre si.

Tal sistema (¥,,Z,)é chamado TARSO, com Y,sendo dados observaveis de saida e Z, dados de

entrada.
O sistema {Y,,Z,} é denominado "closed loop threshold autoregressive” (abreviadamente, TARSC), se

@,.Z,)e (Z,,Y,)sdo ambos TARSO.
Para simplificar a analise vamos considerar o modelo com dois regimes (k=2). A extens3o para um maior
nimero de regimes ndo ¢ dificil Portanto, seja o modelo TARSO(2; p,, p,;m,,m,)onde as séries

{Y,,Z,,t=1...,n}sdo conhecidas. O modelo ¢ dado por

¢10 +Zih—l ¢“Yt"i +a$l) +Z:n_l_0 ﬂlvzt—v9 se Zt—d <r;
= , ; @.1)

Py @ my
2 +Zi=l Y +a; +Zk—_-o BoZi i, €L, g>r.

Vamos supor que as ordems py,p,.m;,m, sio conhecidas. Os parimetros para o modelo sio
Vi =(¢i09¢ila"'9¢ip,—9ﬂi0’ﬂil7"'7ﬂimi )'sTi:i=L2’red-
Fazendo X; =(¥,,---. 1 20, Zy gyl Y.i =12 podemos reescrever o modelo (2.1) como

> 1—pi’

X, +a¥, seZ,  ;<r;
Ytz{?’x T4 t-d .2

?"2th +a,(2), seZ, 4<r.

A fungio de verossimilhanga aproximada condicionada as p-primeiras observagdes € dada por
B 5 r , T
LG1.72,T7.05dD) a 1! 7 exp{——z‘—Z(Yt -nX)’ —722 ¥, =72X2)"} (2.3)
1 2

onde

93
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D={Y,,Z,,t = p+1,...,n}é o conjunto de todas as observagdes, »,,n,sdo os nixmeros de observacdes em cada
regime, ¥,¢ a somatoria em ¢ para {t=p+1,...n; Z, ;<r}, X,¢ asomaem f para {t=p+l,...mZ _,>r}
sendo que p =max{p,, p,,mm,}.

Observemos que

Z(Yt —7;Xit)2 =Z(Yt —7;Xit)(Yt _},;Xit)'
1 i

=ZYt2 _ZYtX;tyi _Y;ZXith +7’;ZX1‘:X;:7;" i=12

Denotando por

B . I Al
ZX;‘:I’:=B1'=(B]1J, ZXitXit=Ai=[ :1 1},2],1':1,2,

2 21 22

Z; Y,

3, Y,Z
Zi Yth—l v

DI (YA
» By=|Z,Z,,

) 1Y,
Zi Yth_pi Zl 5 t—my

(Z:1 Ziha e Zih,
DD FEEDID FET AR Z; Yt—IYt—p,-

i .
n - H

Z,- Yt-pi Z,‘ Y—lYt—pi .en Z Y,

Pot-p; Yt_Pi

Z;Z, ZiZenw  ZiZia o ZiZiy )
Yz, Zi¥aiyy Zi¥aZe, o LiYaZo,,

i
Alz_

Z; Y’—P: Z, Z Yt“l’i Z"P.' e Z Y“Fi Yt'l’i
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e A}, é a matriz cujo jk-ésimo elemento ¢ ¥, Z, ;Z, ,, a funcio de verossimithanca (2.3) pode ser

reescrita como
B n 2 T,
L(71,7’2,T1,Tz,",dlD) a 7’7} exP{Z"‘Z_I{YiYi -B;A;'B,
i=1

+@; ~A7'BYA, (7, ~A;'B)I} Q@4

onde 7, é o vetor das observagdes do i-ésimo regime.

3. Andlise a posteriori

Neste trabalho, vamos supor que rseja conhecido, caso contririo uma priori uniforme pode ser
considerada.

Assim, a funco de verossimilhanga (2.4) é escrita como L (r,7,,7,,7,,d|r, D).

Vamos considerar uma a priori propria independente para os parimetros y,,,,%;,7,,d com:

1) 7, € 7, independentes ~Normal (7,;,Q;") ,i=12;

2) 7,e 7, independentes ~ Gama(a; /2,5;/2) ,i=12; ¢

3) d ~Uniforme {1,2,...,d,}.

Os  hiperparimetros  7;,Q;.dy,a;¢  f;, i=12, sdo supostos conhecidos, com
a; >0,B; >0, 4, e RP*™*! ¢ Q, éuma matriz definida positiva (p; +m; +Dx(p; +m; +1).

A priori pode ser escrita como
12-1_ayi2-1 1<
P(y1.72:71,%5,d) @t oy exp{_'z—zlriﬂi+(7iﬁi+(7i_y0i)’Qi(},i_70i)]} (3.1
~

Teorema 1: A distribuigio a posteriori obtida da verossimilhanca (2.4) ¢ da distribuicio a priori (3.1)
serd uma distribui¢io normal-gama dada por

m+a miay

-1 1 1<
P(}’ly}'zsrpz'z,d|r>D)a T 2 Ty 2 exp{_EZRi "Si(70i)
i=1

+i =) (T A Q) — 1)} (3.2)

onde

R; =7,(8; +Yi’Yi)+7£)iQi70i’
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S; (7o) =(1;B, +Q;74) (7;A,; +Qi)_1 (7B, +Q,70:)

H; = (1A, +Q;’)~1 (7;B; +Q;70:) -

A inferéncia para os parimentros serd feita por meio do Amostrador de Gibbs - A.G.-, que € uma técnica
para gerar amostras aleatérias de uma distribuigio (marginal) sem que se conhega a sua densidade. Embora o
A.G. tenha sido muito aplicado em modelos bayesianos, ele também ¢ extremamente Util para se amostrar a
fungdo de verossimilhanga nos métodos freqiientistas.

Em modelos complicados, raramente se consegue obter amostras diretamente das distribui¢ies a
posteriori. A idéia do método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) ¢ simular um passeio aleatério
no espago do pardmetro &, o qual converge para uma distribuicdo estaciondria, que ¢ a distribuicdo a posteriori
P(@|V), onde Y & o vetor de observagdes.

O A.G. é um particular algoritmo MCMC e tem sido extremamente util na resolugdo de problemas
multidimensionais ¢ é definido em termos de subvetores de &. Pode-se pemsar no A.G. como uma
implementagiio pratica do fato que o conhecimento das distribui¢des condicionais ¢ suficiente para determinar a
distribui¢io conjunta (se ela existir).

Suponhamos que o vetor de pardmetros ¢ seja dividido em k subvetores, (6,,6,,-..,6,) ¢ que as
distribuigdes condicionais de cada parimetro @ dado todos os outros, sejam conhecidas. Essas distribuicbes sio
denotadas por

[6,,....6..7), [5(661,0s,...,6,.7),..., ;(64]6,.-.-.6,1,Y) € denominadas distribuicdes a
posteriori condicionais completas.

Dados os valores iniciais §° = (01(0) , o yeens G,EO) )' retiramos

01(]) de f:[ (01 |0§0) 03(0) 9% 0£0) > Y) >

65’ de f,(6, Iol(l)ago)a---ﬁ;go)’y) >

0% de fk(e,,la,("eg",...,e,ﬁ’_’l,Y),
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obtendo-se na primeira iteragiio 8' = (6,...,0%)' . Apés um mimero grande de iteragdes, digamos M,

obtém-se 6 = (HI(M ),...,9,§M )y . As distribuicbes marginais a posteriori desejadas podem ser aproximadas

pelas distribuigdes marginais dos N valores (8%,...,08)X5 1, .

Um problema encontrado é a escolha apropriada dos valores de M ¢ N. Uma solugio geral para a escolha
de N ¢ monitorarmos a convergéncia da seqiiéncia de Gibbs sob algum aspecto. Cowles ¢ Carlin(1996)
apresentam um estudo comparativo entre varios métodos para monitoragdo da convergéncia, alguns com uma
tinica cadeia, outros com cadeias multiplas e a monitoragio € feita com métodos graficos, quantitativos ou
qualitativos.

Maiores detathes sobre 0 Amostrador de Gibbs poderdo ser encontrados em Casella e George(1992).
Para a verificacio da convergéncia vamos considerar o método de cadeias miltiplas apresentado por Gelman ¢
Rubin(1992).

Corolario 1. As distribuigdes condicionais completas para y;e 7;, i =12 obtidas da distribui¢do a

posteriori sdo dadas por

1
P(7’1 Iflafz’dser) a eXp{——Z—(y,- "ﬂi)'(T;‘Ai +Q.‘)(}'i "xui)},

isto €,
(1|71, 72.d.7,D) ~ Normal(u;,[(z;A; +Q)]7),i=12,
P(T]!yl’}/z’d’r’ D) a Tx'(ni+ai)/2 exP{_zzi_[ﬂi +Y,Y, ~-B,A;'B,
+(7i _A:IB,' )'A,' (},i '—Ai_lBi)]} s
isto é,

ta.
Tll71>y2sd,r,D) ~ Gama(n’ %

(B, +LY, ~BA'B, +(,~AT'B,'A,(7, ~AT'B,)

i=12.

Corolirio 2. A distribuicio condicional completa de 4 obtida de (3.2) € uma multinomial com
probabilidade
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L(715y2’T1512:d‘r,D)
d >
> L0 72,7172, dlr, D)

P(dl?'p)’z,’ﬁ,‘[z,r,D):

onde L(y;,72,7;, T2, dJr, D) éa funcio de verossimilhanga dada em (2.4).
No caso de termos pouca ou nenhuma informacéo a priori, poderiamos usar a priori de Jeffreys,

-1_-1
P(rs72:71, 7)1 75 .

Se a priori de Jeffreys é combinada com a fungdo de verossimilhanga (2.4), nés ainda teremos uma
posteriori normal-gama. Os resultados obtidos para as posterioris condicionais completas sfo modificados
fazendo-se B; - 0,Q; = 0,a; > —(p; +m; +1),i=12 na distribuigio a posteriori (3.2).

Coroliario 3. Se a priori de Jeffreys ¢ combinada com a fun¢io de verossimithanga (2.4), temos as
distribuicdes condicionais completas dadas por

nln.72.d,r,D) ~ Normal(A7'B,(1,A;)™),i=12

. —(p; +m; +1 . .
abradnD) ~ GamaP=EID Ly _BAS,

+(7; —A7'B)YA;(7; —A;'B))),
¢ a distribuigio de d é como no Corolario 2.

4. Aplicacdo

Para esta aplicagio vamos considerar a série do mimero de 6bitos por problemas cardiacos € a série de
temperaturas minimas diarias na cidade de Sdo Paulo. As duas séries sdo de dados didrios no periodo de
01/01/1994 a 31/12/1997.

Nesta linha, Shumway, Azari e Pawitan (1998) estudam a mortalidade, em Los Angeles, como fungio da
poluigdo ¢ temperatura.
Na Figura 1 apresentamos o grafico das duas séries.
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Neste grafico, podemos observar que as séries sdo periodicas com periodo de 365 dias € que para baixos
valores de temperatura temos um maior namero de mortes causadas por problemas cardiacos. Para a anilise,
vamos considerar as sé€ries sazonalmente ajustadas.

Nosso objetivo, neste exemplo, ¢ apenas exemplificar o método sem, contudo, tentarmos explicar o
fenémeno do ponto de vista clinico. A série de entrada Z, ¢ a série de temperatura minima didria e a scrie de
saida Y, éa sene de mimeros de mortes por problemas cardiacos.

Vamos considerar os valores "thresholds" r = temperatura média minima (15,23) e r=1° quartil (12,90),
representados na Figura 1. A priori de Jeffreys foi utilizada e as distribuicSes condicionais completas para o uso
do amostrador de Gibbs sdo dadas pelo Ceroldrio 2.

Para a verificagio da convergéncia consideramos o método de cadeias multiplas apresentado por Gelman

¢ Rubin(1992). Aqui, devemos ter YR ~1.

Para cada parimetro, tomamos trés cadeias em paralelo com valores iniciais distintos. Fizemos 6 000
jteragdes para cada cadeia, desprezamos as 1500 primeiras, ¢ das 4500 restantes, tomamos uma observacio a
cada 25, de modo a obtermos uma amostra aproximadamente i.i.d.

Durante a analise, para cada valor de r, observamos que para os retardos d=1 e d=2 nio obtivemos
diferenga entre os mimeros de observagdes em cada regime. Sendo assim, vamos apresentar o resultado obtido
em ambos 0S casos, ou seja, nio estamos considerando, nesta anélise, a posteriori de d e sim valores pré-fixados
iguais a um e dois.

A Tabela 1 apresenta o modelo TARSO(2;2,3;2,1) parar = 15,23 e d =1 (T: abela 1a) e d=2 (Tabela 1b), o
primeiro regime com 576 6bitos, e o segundo, com 517. Na Tabela 2, temos o modelo TARSO(2;2,1;1,1) com
=12,90, d=1 (Tabela 2a) e d=2 (TabelaZb) tendo o primeiro regime 276 obitos, € o segundo, 817. Podemos
observar que, para temperatura entre 12,90 ¢ 15,23 graus, hd um acréscimo de 300 obitos causados por
problemas cardiacos.

Tabela 1 - Modelo TARSO(2;2,3;2,1); r=15,23(temperatura média minima),
regimes com 576 e 517 6bitos, respectivamente
Tabela 1a: d&=1

Parimetro Estimativa d.p. ‘/E
o 0,1075 0,0419 1,0043
ba 0,1206 0,0408 0,9993
B -0,9866 0,1757 0,9988
O 0,1550 0,0404 0,9976
#n 0,0989 0,0416 1,0035
B -1,2613 0,1994 1,0004
T, 0,0072 0,0003 1,0041
7, 0,0071 0,0003 1,0006
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Tabela 1b: d=2

Parimetro Estimativa d.p. Jﬁ
oy 0,1437 0,0424 1,0002
bra 0,1409 0,0439 1,0044
B -1,0129 0,1800 1,0013
. 0,1212 0,0419 0,9988
&y 0,0824 0,0424 0,9979
B -1,2435 0,1874 1,0084
7, 0,0071 0,0003 1,0055
T, 0,0072 0,0003 0,9973

Tabela 2 - Modelo TARSO(2;2,1;1,1); =12,90 (1‘—' quartil), regimes

com 276 e 817 ébitos, respectivamente

Tabela 2a: d&=1

Parimetro Estimativa d.p. ‘/ﬁ
e 0,1339 0,0589 1,0057
brs 0,1702 0,0551 1,0044
B -0,9542 0,1910 1,0022
P 0,1651 0,0340 0,9998
B -0,5143 0,1443 1,0071
7 0,0066 0,0004 0,9978
T, 0,0070 0,0002 1,0009

Tabela 2b: d=2

Parimetro Estimativa d.p. \/ﬁ
P, 0,0987 : 0,0613 1,0078
b5 0,1671 0,0589 0,9980
B -1,0408 0,2282 1,0007
& 0,1745 0,0337 0,9996
Bn -0,6772 0,1603 0,9978
7 0,0067 0,0004 1,0061
T, 0,0070 0,0002 1,0024

R.bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 62, n. 217, p.91-105, jan./jun. 2001

= 101



5. Conclusdes e consideracoes finais

Apresentamos uma abordagem Bayesiana para estimar os parimentros de um modelo
TARSO(k; p,, p»>;m,,m,) . Foram desenvolvidas distribuicdes a posteriori condicionais completas para os
coeficientes ¢, 3, para as precisdes dos erros de cada regime 7 ¢ para o pardmetro de retardo d. Para a aplicagdo
consideramos as séries do nimero de Gbitos causados por problemas cardiacos e temperatura minima diaria na
cidade de Sdo Paulo no periodo de 01/01/1994 a 31/12/1997 sendo os regimes determinados pela série de

temperatura. Observamos que para retardos de 1 ou 2 dias nfio houve diferengas entre 0 mimero de obitos em
cada regime, enquanto para temperaturas entre 12,90 e 15,25 graus houve um acréscimo de 300 obitos causados

por problemas cardiacos.

Poderiamos, também, considerar para a anilise as séries do mimero de 6bitos por problemas respiratérios
e indice de poluigdo: série de vazdes e indices pluviométricos, entre outras.

Uma extens::o do modelo TARSO ¢ o modelo TARMASO ( "Open loop threshold ARMA™) dado por
(5.1

pl gl my
{
Y, =+ Yo +a+Y 6,0l +> B,Z,,, se €Ri, 50
i=l j=1 v=l ’
1=12,....k.

Assim como antes, um sistema {Y,,Z,}é denominado "closed loop threshold autoregressive
moving average", TARMASC, se (Y,,Z,)e (Z,,Y,)sdo ambos TARMASO.
Considerando o modelo TARM ASO(2; p,, P2, 41,492 ;M ,m, ) com dois regimes, temos

1 1 .
oI T +aP 4T 600 + 20 BuZe, se Zia ST

- P (2 g @  sm
G + 23 PY, +a; ) +Zj2=1 0,0, + 202 Puliy, se Z,4>r.

52)
onde estamos supondo conhecidas as ordens p,, p,.q,,9,;m;,m, ¢ asséries {Y,,Z;,t=1,....n}.

Os parametros para o modelo s30 7; = ($io, .- Bip, » Bi1s---:Big, » Pias--o> Bim )'» Tii=L2red.
Fazendo X, =(l, Y,_l,...,Y,_pi ,at(?],...,afi)q‘_,Z,_l,...,Z,_,,,i ),i=12 podemos escrever o modelo (5.2)

como

Y. _{Y,'Xn +a®, se Z,  <r 5.3)

Y, X, +a?, se Z,_;>r.

A funcio de verossimilhanga ¢ dada pela equagiio (2.4) substituindo as matrizes B; ¢ A; por
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i i
B;; 11 2 13
_ _loai i e
B, =B, || A=Ay 2 2 pi=L2,

Bs; ;1 gz A;;
sendo
Y, ®
ZYx, Z ¥4} 2, Y,Z,
: T, Y 4% Zi¥Z,
B, = , By = z.tt2> 3 = l_ >
] zY t&t(i)q. Zi¥ Zsm,
\ZthYt—p,- '
8 B 5 A Ty )
Y, Z; VY, Z; Yt-—lYt—p,-
A{l = >
Z Yt—pi Z; Y—IYt—p,- e 2 Yt—p.- Yt-p,-
a0 82 ..zl
T Yadl  ZY,80 .. 37,80
A= ’
Y a0 Y ,6Y .. LY_,a0
%Zm  ZiZey o EiZi,
DD PRV 2 Y2, Z; Yz,
Al = ’
Zi Yt—pizt—l z:i Yt—p,-Zt~2 b Zi Yt—p,-Zt—-m,- J
NG NG (i \
( Z; at(:)lzt—l %; at(l—)lzt—Z Z; at(l—)lzt—m,»
402, %807, Zi407,
Aés = >

t-g;
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A}, ¢ amatriz cujo jk-ésimo elemento ¢ Z; &,(i)j a®,

A}, é a matriz cujo jk-ésimo elemento é ¥, Z, ;Z, , e

a® o estimador de minimos quadrados de a(” obtidos minimizando a soma de quadrados

S(¢;,0,. ;) = Z (at(i))Z

t=p+1

em relagio a ¢,,6, ¢ p; utilizando um algoritimo de regressdo nio-linear. Veja Harvey (1981) para
detalhes.

A anilise a posteriori é feita de maneira aniloga, obtendo as distribuicdes condicionais completas dadas
nos Corolarios 1 a 3 de acordo com a priori escolhida.

Um caso particular do modelo TARMASO ¢ obtido se consideramos k=2,m; =m, =0¢ Z, uma

variavel aleatoria desconhecida. O modelo TARMASO2; p,, p,.4,.4,;0,0) neste caso € dado por

_ b0 +Z2 $Y, +a +Zh, gljat(l)j’ se Z,<0; 5.4)

r 2 2
b +Z7 b0t +af )+Z?z=1 92;‘“1(—3'a se Z,>0.

Os parametros para o modelo (5.4) sdo 7; =(¢i0’¢i1""¢il’i’0i1""’6i‘1i ), t,i=12r.de
Z. :=L...,n.

As distribuicdes a priori para os parametros sdo escolhidas como antes e para Z, vamos supor Z, i. id.
~N(z5,75"), t=L...,n.

Neste caso, para utilizarmos o Amostrador de Gibbs, serdo necessarias as distribui¢des condicionais

71|11,12,r,d,2p+1,...,Z,,,D;
Yot 2,18, Z gy e 2y D
‘t|7’1syz,r,d,zpﬂ,---aZmD;
"'.z'l71,72,Zp+1,---azm",dsD;
A1 72,7172, 4, Z piyseens 2 D5
dlyl,yz,rl,rz,r,ZPH,...,Z,,,D;
Zp+1Irl’TZ’}’l3y2’Z(p+1)’r’d’D;
Zp+2|71312’717},27Z(p+2)’r>d,D;

Za|71,72. 71,7 2> Z(mys 7> 4, D.
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Para a distribuicio de Z,|r1,75,%,72,Z¢,7,d,D, t = p+L,...,n, temos

Y227 BD 1y APy
2720752, 2 D ~ N(zo,ral).Gama(%, t ~i = Vile 7iy
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Abstract

The statistical analysis of time series is greatly facilitated if the mean and covariances do not
change with time. However, this is not a realistic assumption in some areas of applications. Seasonal
variations and non linear relationships between variables imply that non linear models may be used. In
this paper we consider a Bayesian analysis of open loop threshold autoregressive models (TARSO) using
a proper prior and Jeffreys' prior. Inference on the parameters was obtained through the Gibbs sampler
and in order to show the convergence, multiple sequences methods are used via the $\hatR$ factor
proposed by Gelman e Rubin (1992). The methodology is exemplified considering the number of deaths
caused by heart problems and the minimal daily temperature in Sao Paulo city. We have noted that for
temperatures between 12.90 and 15.23 degrees there was an increase of 300 deaths.

Key words: Bayesian analysis; Gibbs sampler; Threshold model.
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Politica editorial

A Revista Brasileira de Estatistica - RBEs - objetiva promover a Estatistica relevante para aplicacio em
questdes sociais, interpretadas, amplamente, para incluir questdes educacionais, de saude, demogrificas,
econdmicas, legais, de politicas piblicas e de estatisticas oficiais, entre outras. A revista apresenta artigos num
formato que permita ficil assimilagio pelos membros da commmidade cientifica em geral. Os artigos devem
incluir aplicagfes praticas como assunto central. Essas aplicagtes devem ter contedo estatistico substancial. As
analises devem ser exaustivas e bem apresentadas, mas o emprego de métodos estatisticos inovadores nio ¢
essencial para publicacio.

Artigos contendo exposicio de métodos sdo aceitiveis, desde que estes sejam relevantes para as 4reas
cobertas pela revista, auxiliem na compreensdo do problema e contenham interpretacdo clara das expressdes
matemdticas apresentadas. A apresentagdo de aplicacdes ilustrativas envolvendo dados adequados € requerida.
Tratamentos algébricos extensos devem ser evitados.

A RBEs tem periodicidade semestral e publicara, também, artigos escritos a convite e resenhas de livros
bem como artigos abordando os diversos aspectos de metodologias relevantes para érgidos produtores de
estatisticas, incluindo: '

plancjamento de pesquisas;
avaliacfio e mensuragio de erros em pesquisas;

uso e combinagiio de fontes alternativas de informagao; integracdo de dados;

novos desenvolvimentos em metodologia de pesquisa;
critica e imputacio de dados;

amostragem ¢ estimagao;

disseminagcio e confiabilidade de dados;

analise de dados;

anilise de séries temporais;

modelos e métodos demogréficos; e

modelos ¢ métodos econométricos.

Todos os artigos submetidos serfio avaliados quanto a qualidade € a relevéincia por dois especialistas
indicados pelo Comité Editorial da Revista Brasileira de Estatistica. Os artigos submetidos deverdo ser inéditos e
nfio deverdio ter sido simultaneamente submetidos a qualquer outro periodico nacional. O processo de avaliagio é
do tipo duplo cego, isto &, os artigos sdo avaliados sem identificacdo da autoria, € os comentarios dos avaliadores

também sio repassados aos autores sem identificacdo.
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