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COMPARACAO DE MODELOS DE SOBREVIVENCIA
APLICADOS A UM ESTUDO DE LEUCEMIA
EM CRIANCAS

Enrico A. Colosimo*
Maria Lourdes G. Nogueira*
Nddia R. M. Rocha*
Marcos B. Viana**

1 INTRODUCAO

Anilise de sobrevivéncia é uma das dreas da estatistica que mais tem crescido nos
Gltimos 20 anos. Este crescimento pode ser observado tanto no desenvolvimento
e aprimoramento de métodos estatisticos, quanto no nimero de aplicagdes. Uma
evidéncia quantitativa do crescimento de aplicagSes de andlise de sobrevivéncia em
medicina pode ser vista em Baillar |1l & Mosteller (1992, Capitulo 3). Segundo estes
autores, nos artigos do conceituado periédico The New England Journal of Medicine,
o uso de métodos de anilise de sobrevivéncia cresceu de 11% em 1979 para 32% em
1989. Dentre os virios métodos estatisticos considerados, estes foram os que mais
cresceram no periodo avaliado.

Os conjuntos de dados de sobrevivéncia t&m como varidvel resposta o tempo até

a ocorréncia de um evento de interesse. Este tempo é denominado tempo de falha,

* Departamento de Estatistica, ICEx — UFMG

** Departamento de Pediatria, Faculdade de Medicina — UFMG

R. bras. Estat., Rio de Janeiro, 53(169/200): 05-13, jan./dez. 1992.



podendo ser o tempo até a morte do paciente, bem como até a cura ou recidiva
de uma doenga. Em estudos de cincer, por exemplo, € usual registrar a entrada do
paciente no estudo, a remissdo (apds o tratamento, o paciente fica livre dos sintomas
da doenga), a recorréncia da doenca (recidiva) e a morte do paciente.

A principal caracteristica de dados de sobrevivéncia é a presenga de censura, que
€ a observagdo parcial da resposta. Isto &, por alguma razao, o acompanhamento
do paciente foi interrrompido. Seja porque o paciente mudou de cidade, o estudo
foi interrompido para a andlise dos dados ou o paciente morreu de causa diferente
da estudada. Em medicina, a censura do tipo aleatéria é a mais usual (Kalbfleisch
& Prentice, 1980). Este tipo de censura é caracterizado pelo fato dos pacientes
entrarem no estudo em tempos diferentes. Sem a presenca de censura, as técnicas
estatisticas cldssicas, como anilise de regressio e planejamento de experimentos,
poderiam ser usadas na anjlise deste tipo de dados. No entanto, sdo os métodos
de andlise de sobrevivéncia que possibilitam incorporar na anilise estatistica a in-
formagdo contida nos dados censurados.

O termo anjlise de sobrevivéncia se refere basicamente a situagdes médicas envol-
vendo dados censurados. Entretanto, condigbes similares ocorrem em outras reas
onde se usam as mesmas técnicas de anélise de dados. Em engenharia, s3o comuns
os estudos onde produtos ou equipamentos sio colocados sob teste para se estimar
caracteristicas relacionadas aos seus tempos de vida. Exemplos podem ser vistos em
Nelson (1990). Os engenheiros denominam esta drea de confiabilidade. O mesmo
acontece em ciéncias sociais, onde vdrias situagdes de interesse sio estudadas en-
volvendo dados censurados (Allison, 1984).“ O crescimento observado no niimero
de aplicagbes em medicina também é observado nestas outras 4reas. Mesmo sendo
comuns as técnicas de andlise para dados censurados em todas estas dreas, neste
artigo serd utilizado o termo anjlise de sobrévivéncia. Isto porque estas técnicas
serdao aplicadas em um estudo médico. \

Geralmente, em medicina, queremos identificar fatores de prognéstico para uma
certa doenga (ou terapia) ou estudar um tratdmento de interesse enquanto con-
trolamos outros fatores. Existem duas classes de modelos para analisar dados de
sobrevivéncia: os modelos paramétricos, que na literatura sio denominados mode-
los de tempo de vida acelerada, e os modelos semiparamétricos, chamados modelos
de riscos proporcionais. O objetivo deste artigo é comparar estas duas classes de
modelos usando como ilustracio um conjunto de (jados de leucemia em criangas.
O artigo estd assim dividido: a Secdo 2 apresenta as duas classes de modelos de
sobrevivéncia; o conjunto de dados & apresentado na Sec;ﬁo 3, e na Segdo 4 as duas
classes de modelos s3o aplicadas aos dados.
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2 MODELOS DE ANALISE DE SOBREVIVENCIA

2.1 Modelos de Tempo de Vida Acelerada

Os modelos de tempo de vida acelerada utilizam familias paramétricas de dis-
tribuigdes para o tempo de sobrevivéncia T. Esta classe de modelos é definida con-
siderando o seguinte modelo loglinear em T

[Y =logT = X'B + oW,]

onde X é a matriz de delineamento, g é o vetor de parimetros, ¢ é mais um
parimetro a ser estimado e W é um vetor de erros com distribuicio especificada.
Cabe observar que Y ¢é associado com as covaridveis X através de um modelo
linear e, portanto, o papel das covaridveis é acelerar (ou desacelerar) o tempo de
sobrevivéncia 7. Os pardmetros g e ¢ no modelo acima sio estimados pelo método
de maxima verossimilhanga (Cox & Hinkley, 1974). Os tempos de falha contribuem
com a fun¢do de densidade para a fungdo de verossimilhanca e os tempos de censura
com a fungio de sobrevivéncia, P(T > t). Um modelo freqiientemente usado assume
distribuicdo Weibull para o tempo de sobrevivéncia 7T, o que implica na distribuicio
dos valores extremos para o vetor de erros W (Kalbfleisch & Prentice, 1980;
Colosimo & Garcia, 1991). Outros modelos de interesse utilizam as distribuicdes
exponencial, lognormal e gama.

2.2 Modelos de Riscos Proﬁorcionais

Os modelos de riscos proporcionais pertencem a uma classe de modelos com a
propriedade de que diferentes individuos tém fungdes de risco proporcionais. A fung3o
de risco é a taxa de falha do individuo no tempo t condicional a sua sobrevivéncia
até este tempo. Este modelo foi proposto por Cox (1972) e especifica que a fungio
de risco pode ser escrita como:

M) = o (t) 9(X, B),]

onde Xg(t) € uma fungdo de risco padrio n3o-especificada. A parte paramétrica do
modelo é geralmente tomada como ¢(X,B8) = exp(X'8). Os dois componentes do



modelo tém um efeito multiplicativo na fungdo de risco A(t). Devido a presenca
do componente ndo-paramétrico (xo(t)) no modelo, o0 método de mixima verossimi-
lhanga n3o pode ser usado para estimar o vetor de parametros 4. Cox (1975) propds
o método de maxima verossimilhanca parcial. Para grandes amostras, os estimadores
de g obtidos tém as mesmas propriedades que os estimadores de maxima verossimi-
lhanga usuais, isto é, eles sdo consistentes e assintoticamente normais (Tsiatis, 1981;
Andersen & Gill, 1982).

2.3 Modelo Paramétrico versus Modelo Semiparamétrico

As duas classes de modelos respondem as perguntas feitas em estudos de sobre-
vivéncia. Entretanto, existem vantagens e desvantagens no uso de cada uma delas.
Os modelos paramétricos pressupdem a especificagio de uma distribuicio para o
vetor de erros. Podemos entdo usar o método de mdxima verossimilhanca usual
para fazer inferéncias sobre os parimetros do modelo. Outra vantagem desta classe
de modelos é a ficil interpretagdo dos coeficientes estimados, pois a sua forma é
a mesma do cldssico modelo de regressio linear. Por outro lado, se a distribuicio
para o vetor de erros for incorretamente especificada, as estimativas de maxima
verossimilhanga serdo viciadas.

O modelo de riscos proporcionais se comporta de forma diferente. Devido 3
presenga do componente nio-paramétrico, esta classe de modelos é extremamente
flexivel. Por exemplo, o0 modelo paramétrico com distribuigdo Weibull para os tempos
de sobrevivéncia é um caso particular dos modelos de riscos proporcionais. Outra
vantagem deste modelo € poder incluir covaridveis dependentes do tempo. Entre-
tanto, o método de maxima verossimilhanga parcial é menos eficiente que o de
maxima verossimilhanga padrio. Esta perda de eficiéncia é devida ao fato de se

descartar parte da informagdo contida na amostra ao usar a verossimilhanga parcial.

Pode-se notar que a escolha de um destes modelos é um impasse entre possiveis
vicios ao usar os modelos paramétricos e perda de precisio no caso dos modelos
de riscos proporcionais. Em medicina, os modelos de riscos proporcionais estio
ganhando cada vez mais popularidade. Isto é justificado porque muitos dos estu-
dos médicos sio altamente sujeitos a vicios, pois sio observacionais e envolvem
um grande nimero de covaridveis. Por outro lado, em engenharia os modelos
paramétricos praticamente dominam. Os estudos nesta drea sio geralmente con-
trolados e as questSes de interesse s3o0 mais facilmente respondidas pelos modelos
paramétricos devido a sua simplicidade.’



3 DESCRICAO DOS DADOS DE LEUCEMIA

Existem varios exemplos de aplicagio dos modelos de anidlise de sobrevivéncia. Na
drea médica, eles sio muito utilizados na identificagdo de fatores de prognéstico para
uma doenca, bem como na comparagdo de tratamentos. Em oncologia, por exemplo,
qualquer nova terapéutica ou droga para o combate ao cancer requer um estudo,
onde a resposta de interesse é geralmente o tempo de sobrevida ou de remissio dos
pacientes.

O conjunto de dados que motivou este artigo foi obtido de um estudo de leucemia
em criancas, desenvolvido pelo Grupo Cooperativo Mineiro para Tratamento de
Leucemias Agudas. Uma descricio deste conjunto de dados sera apresentada a
seguir.

A leucemia aguda é a neoplasia de maior incidéncia na populagdo com menos de
15 anos de idade. Calcula-se que nesta faixa etdria a incidéncia anual gire em torno

de 5 a 6 casos novos por 100 mil criangas, sendo a grande maioria dos casos de
Leucemia Linfobldstica Aguda (LLA).

Apesar do progresso alcangado no tratamento, em particular, da leucemia lin-
foblistica, as leucemias agudas continuam sendo a causa mais comum de morte por
neoplasia. O objetivo do tratamento médico de uma crianga com LLA é obter lon-
gos periodos de sobrevida livre da doenca, o que, muitas vezes, significa sua “cura”.
Os avancos terapéuticos obtidos nos (ltimos 25 anos tém sido grandes na LLA. Na
década de 60, menos de 1% das criangas com LLA sobreviviam mais de 5 anos apés
o diagnédstico. Atualmente, com a intensificacdo da quimioterapia para os grupos
com progndstico mais desfavordvel, 60 a 70% do total de criangas, com diagndstico
de LLA, s3o sobreviventes de longo prazo e encontram-se provavelmente “curadas”.
Nos grupos de melhor prognéstico, as proporgdes de “cura” ja se situam no patamar
de 90%.

Com objetivo de entender melhor quais fatores afetam o tempo de sobrevivéncia de
uma crianga brasileira com leucemia linfoblastica aguda, um grupo de 128 criangas,
com idade inferior a 15 anos, foi acompanhado no periodo de 1988 a 1992, em alguns
hospitais de Belo Horizonte. A varidvel resposta de interesse é o tempo a partir da
remissdo (auséncia da doenga) até a recidiva ou morte (o que ocorrer primeiro). Das
128 criancas, 120 entraram em remissio e sio elas que formam o conjunto de dados
em estudo.



Dois fatores de progndstico para a LLA, leucometria inicial e idade, sdo conhecidos
na literatura médica desde a década de 70. Para cada crianca, além destes dois fa-
tores, foram medidas ao diagndstico uma série de covariaveis. Uma anilise estatistica
inicial usando basicamente técnicas nio-paramétricas de andlise de sobrevivéncia, tais
como o estimador de Kaplan-Meier e o teste logrank (Lee, 1992), identificou as co-
varidveis que nio afetam o tempo de falha. Estas covaridveis foram descartadas.
Restaram as covaridveis descritas a seguir, cada uma delas com duas categorias,
para serem incluidas nos modelos. Os respectivos pontos de cortes encontram-se
entre parénteses.

LEUINI: leucometria inicial (75000 leucécitos/mm3);

IDADE: idade em meses (96);

ZPESO: valor do peso padronizado pela idade e sexo (-2);

PAS: porcentagem de linfoblastos medulares que reagiram positivamente ao dcido

periédico de Schiff (5%);

VAC: porcentagem de vactiolos no citoplasma dos linfoblastos (15%).

Maiores informagdes sobre este estudo podem ser encontradas em Viana (1993)
e Viana et al. (1994).

Uma anilise estatistica destes dados usando as duas classes de modelos sera
apresentada a seguir, possibilitando a comparagdo dos mesmos.

4 AJUSTE DOS MODELOS

Existe uma série de pacotes computacionais que ajustam as duas classes de mo-
delos de sobrevivéncia. O ajuste dos modelos paramétricos pode ser feito no SAS
(procedimento lifereg) ou no SYSTAT (médulo survival), enquanto o ajuste do mo-
delo de riscos proporcionais pode ser feito no SAS (procedimento phreg), COXSURYV,
EGRET, SYSTAT (médulo survival) ou BMDP (programa 2L). O SAS apresenta uma
vantagem sobre o SYSTAT no ajuste dos modelos paramétricos: pode-se ajustar o
modelo paramétrico gama generalizado. O ajuste do modelo de riscos proporcionais
foi feito usando o COXSURV (Campos-Fitho & Franco, 1990) pela facilidade deste
pacote na manipulagdo dos dados.

Inicialmente, foi ajustado o modelo paramétrico gama e pelo teste da razdo de
verossimilhanca foi avaliado se os modelos mais comuns, Weibull e lognormal, se
ajustavam adequadamente ao conjunto de dados em estudo. Todos estes mode-

los probabilisticos sio casos particulares do modelo gama generalizado. O modelo



lognormal foi 0 que melhor se ajustou aos dados (valor p = 0,62 para o teste da
razio de verossimilhanga). Este modelo confirma resultados anteriormente obtidos
envolvendo dados de sobrevivéncia de leucemia (Feinleib & Macmahon, 1960). A
Tabela 1 mostra os resultados obtidos para as duas classes de modelos.

Tabela 1
Resultados dos ajustes dos modelos lognormal e de riscos

proporcionais ao conjunto de dados de leucemia

COVA- MODELO PARAMETRICO | MODELO SEMI-PARAMETRICO
RIAVEL Estimativa Erro Padrdo Valor p | Estimativa Erro Padrao Valor p
LEUINI ~1,183 0,342 0,001 -1,120 0,355 0,002
IDADE ~0, 628 0,323 0,052 —0,648 0,336 0,053
ZPESO 1,499 0,490 0,002 1,977 0,451 0,000
PAS 1,082 0,385 0,005 1,300 0,449 0,004
VAC ~1,025 0,376 0,006 -1,271 0,397 0,001
Escala 1,138 0,134

A Tabela 1 mostra que os resultados obtidos pelos dois modelos ajustados s3o bas-
tante similares, mesmo sendo os dois modelos de classes diferentes. Em particular,
as estimativas dos coeficientes associados 3s covarigveis s3o bem préximas. De uma
forma geral, isto confirma a adequagido do modelo lognormal a este conjunto de da-
dos. A maior precisdo da anilise usando o modelo paramétrico pode ser observada
pela comparagdo das estimativas dos erros padrio dos coeficientes estimados. Estas
estimativas s3o ligeiramente menores para o modelo paramétrico.

Estes resultados mostram uma pequena vantagem do modelo paramétrico lognor-
mal sobre o modelo de riscos proporcionais. Juntando a isto a sua major facilidade na
interpretacio dos coeficientes estimados, sugere um uso mais freqiiente de modelos
paramétricos em estudos médicos. Esta opinido também é compartilhada em um
artigo recente por Wei (1992). Entretanto o uso de modelos paramétricos deve ser
feito com cuidado, sempre acompanhado de uma anilise detathada da adequacio do
modelo proposto. Modelos incorretamente especificados para os tempos de falhas
acarretam em vicios nos resultados. Por exemplo, se a distribuicdo especificada for
a de Weibull, que é muito usada em anilise de sobrevivéncia, idade e zpeso passam a
ndo ser mais importantes para explicar o tempo da remissio até a recidiva ou morte
(ambas com valor p > 0, 10). Isto nio est3 de acordo com os resultados ja conhecidos
na literatura nem € confirmado pela andlise usando o modelo de riscos proporcionais.
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RESUMO

Em anilise de sobrevivéncia existem dois problemas tipicos: (1) identificagdo de fatores de prognéstico
associados 3 ocorréncia de um evento de interesse; (2) comparagdo de tratamentos, controlando outros fatores
que podem afetar a resposta. Para analisar dados de sobrevivéncia sao frequentemente utilizadas duas classes
de modelos: os modelos paramétricos, também denominados na literatura de modelos de tempo de vida
acelerada e os modelos semiparamétricos, também conhecidos por modelos de riscos proporcionais.

Neste trabalho as duas classes de modelos sdo comparadas, apresentando suas vantagens e desvantagens
na analise de dados de sobrevivéncia. Uma aplicagdo é feita utilizando os dados de um estudo de leucemia

em criangas.

ABSTRACT

Two typical problems in survival analysis are: (1) identification of prognostic factors associated with
the occurence of a particular event of interest; (2) comparison of treatment effects, while adjusting for
other covariates that might affect the response. Two classes of models can be used for those purposes:
parametric models, also known as accelerated lifetime models and semi—parametric models, also denominated
by proportional hazards models. ‘

In this paper the two classes of models are compared, specially showing theirs advantages and problems
in the analysis of a survival data set. As an application, these classes of models are used in a data set from a

study of pediatric leukemia.



MUESTREO SISTEMATICO EN BASES DE
DATOS DEL DBASE I+

Armando H. Seuc*

1 INTRODUCCION

La importancia de los procedimentos muestrales en las investigaciones de todo tipo
son ampliamente reconocidas. De hecho, la inmensa mayoria de las investigaciones en
todos los campos utilizan una muestra como instrumento para estudiar la poblacién
de interés. En particular el muestreo sistemitico es especialmente (til cuando se
cuenta con la poblacién ordenada de alguna manera, ya que es muy ficil de realizar
y se ha demostrado que en general tiene una eficacia similar a la del muestreo simple
aleatorio (Cochran (1963)). Cuando la poblacién estd constituida por los records de
una base de datos, concretamente del DBASEII+, puede aprovecharse el orden en el
que los records aparecen en la base ( dado por el niimero del record) para hacer una
seleccién sistemdtica de la muestra. En este trabajo describimos un procedimiento
sencillo e interactivo para ejecutar dicha tarea.

* Laboratorio de Metodologia de la Investigacién — Instituto Nacional Endocrinologia.

R. bras. Estat., Rio de Janeiro, 53(199/200): 15-20, jan./dez. 1992.
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2 PROCEDIMIENTO

2.1 Muestreo Sistematico

La idea del muestreo sistem4tico es seleccionar para la muestra el p—ésimo sujeto
de cada q sujetos, partiendo de que los N sujetos en la poblacién estdn ordenados
de alguna manera. La determinacién del nimero p se hace mediante una tabla de
niimeros aleatorios; la Gnica restriccién es que p debe ser un niimero entre 1y q. La
determinacién del valor de g se hace de forma que el tamafio de muestra resultante n
sea (aproximadamente) el preestablecido n', este Gltimo calculado segiin los objetivos
y caracteristicas de la investigacién ( Cochran (1963)), Armitage (1987), Machin &
Campbell (1987).

A manera de ejemplo, supongamos que de una poblacién de diabéticos de tamaiio
N = 1000, registrada en un listado consecutivo (segiin el orden del ndmero de historia
clinica), se precisa seleccionar una muestra de aproximadamente 330 pacientes. Para
determinar q, hacemos

¢ = N/n = 1000/330 = 3.03

es decir, q es aproximadamente igual a 3.

Para la determinacién del valor de p, en cualquier tabla de niimeros aleatorios
seleccionamos un niimero entre 1 y 3, digamos el 2. El procedimiento de seleccién
consistirs entonces en seleccionar el segundo sujeto de cada 3; es decir, se incluirdn
en la muestra el paciente n2 2, el n2 5, el n2 , etc. Formalmente, las unidades en

la muestra serdn aquellas en las posiciones
p+qxi, para i=0,1,--- (1)

donde i se incrementa sucesivamente hasta que se agoten las unidades en la relacién
ordenada.

Generalizando el enfoque anterior, la simplificacién de la fraccién n/N nos dird
exactamente cuintas unidades deberdn seleccionarse de cada cudntas. Si denotamos
r/q la simplificacién de la fraccién n/N, debemos entonces seleccionar r niimeros
aleatorios entre 1 y q; las unidades en la muestra serdn entonces aquellas en las



posiciones
P + g% ia
p2tg*i,
p+q*z para i=0,1,--- 1.1
7 )
pf‘ + q * 7:1

donde los p; son los niimeros aleatorios seleccionados de la correspondiente tabla,
Y nuevamente i se incrementa sucesivamente hasta que se agoten las unidades en la

relacién ordenada.

2.2 Bases de Datos

Cada vez con mayor frecuencia se crean bases de datos computarizadas, las cuales
almacenan grandes volliimenes de informacién acerca de cualesquiera unidades, ya
sean éstas sujetos en general, pacientes, viviendas, animales, hospitales, etc. Al
estar estas bases de datos computarizadas , la recuperacién de informacién a partir
de determinados criterios sobre las variables captadas resulta ficil y econdmico.

Otra ventaja de tener estas bases de datos computarizadas es que permiten hacer
una seleccién automatizada de muestras a partir de la poblacién constituida por cada
una de estas bases de datos. Esta ventaja desgraciadamente no ha sido suficiente-
mente explotada; en muchas ocasiones, para seleccionar una muestra a partir de una
poblacién en una base de datos computarizada, lo que se hace es imprimir la base de
datos, y hacer la seleccion sobre el listado impreso resultante!! A esta situacién han
contribuido varios factores: a) el DBASEIII+, uno de los sistemas de base de datos
de mayor difusién, no cuenta con comandos ni funciones que permitan la seleccién de
muestras a partir de ficheros .DBF mediante el procedimiento basico y elemental del
simple aleatorio, y b) la poca generalizacién de procedimientos alternativos sencillos

que permitan tal propésito.

2.3 Procedimiento

Cuando el muestreo sistemdtico es adecuado y conveniente, un procedimiento
extremadamente sencillo e interactivo para seleccionar una muestra de la base de
datos consiste en copiar hacia un fichero creado al efecto, aquellos records en las
posiciones determinadas por la expresién (1) o de manera mds general por la expresién

(1.1).




En la base del procedimiento se encuentra la funcién matematica del DBASEII+

"MOD" (médulo). La sintaxis de esta funcién es

MOD(r,s)

donde "r" y "s" son expresiones numéricas cualesquiera. Esta funcidn retorna el

residuo de dividir "r" entre "s"; por ejemplo,

MOD(5,4) =1

(Townsed (1986)).
Los pasos del procedimiento son: 1) Determinar los valores "p;," y "g¢" a partir
de los valores de N y n , segin se describié en 2.1.
2) Estando en uso la base de datos con la poblacién, la que llamaremos” FPOB.DBF”,
se ejecuta el comando
COPY TO FMUE FOR (MOD (RECNO ( ),q) = ¢, .or.
MOD (RECNO (), q ) =ty .or. --- .or.
MOD (RECNO (), q) =t
donde FMUE es el fichero que contendra la muestra de records y t; = modulo
(pj,q). Siguiendo el ejemplo, donde j=1, ¢=3y p, =2, entonces
t; = modulo (2, 3) = 2 y el comando seria

X/ m
i

I9 % ) mALYr a AT
wrir A

O FMUE FOR (MOD(RECNO(),3)=2).

La secuencia de pasos que acabamos de mostrar serd la indicada siempre que la
muestra sea un 50% o menos de la poblacién, es decir, si n/N < 0.50. Si n/N > 0.50,
es mds comodo "eliminar’ records de la base de datos. En el ejemplo anterior, si
en lugar de n = 330 se hubiera determinado que el tamafo de muestra necesario
era n = 670 aproximadamente (es decir tenemos ahora que n/N =2/3 , el muestreo
sistemdtico nos exigiria seleccionar dos sujetos de cada tres, lo que equivale a eliminar
un sujeto de cada tres. En general, si se requiere eliminar r unidades de cada ¢, la
secuencia de pasos seria:

1) Determinar los valores "p;” y ”¢” a partir de los valores de N y n, segiin se
describié anteriormente, con la variante de que ahora cada valor de p; indica que
la pj-ésima unidad de cada ¢ unidades, serd eliminada.

2) Hacer copia del fichero "FPOB.DBF" , que es la base de datos que contiene Ia
poblacién. Este nuevo fichero, que llamaremos "FMUE.DBF" , se crea interactiva-
mente con el comando " COPY TO FMUE" estando en uso el fichero "FPOB.DBF".

3) Estando en uso "FMUE.DBF", se ejecuta interactivamente el comando



DELETE FOR (MOD (RECNO (), q ) =1t .or--- .or
MOD (RECNO ('), q) =t.) donde t;= modulo (p;,q)

4) Ejecutar el comando PACK.

3 CONCLUSIONES

El procedimiento descrito en este trabajo permite la seleccién de muestras de
tamaiio » de poblaciones de tamafio N para cualquiera sea la fraccién n/n |
cuando el método del muestreo sistemdtico es adecuado y conveniente.

En general, cuando la poblacién objeto de estudio estd ordenada de alguna forma
(por ejemplo, el orden de los records en una base de datos computarizada, el cual
puede corresponderse con el orden alfabético de los sujetos incluidos en dicha base)
y no hay razones para pensar que exista una relacién ciclica entre la (s) variables (s)
de interés en la investigacién y el orden de las unidades en la poblacién, el muestreo

sistemdtico es practicamente equivalente al simple aleatorio y por lo tanto totalmente
Justificado (Cochran (1963) ).

Consideramos por tanto que este procedimiento, debido a su sencillez, caricter
interactivo y flexibilidad, merece tener una buena difusién entre estadisticos e inves-
tigadores en general.
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RESUMEN

Se describe una forma sencilla e interactiva de seleccionar una muestra de una poblacién en un fichero del

DBASEIll+, mediante muestreo sistematico.

ABSTRACT

A simple and interactive way of selecting a sample from a population in a DBASEIlI+ data base file, using

systematic sampling is described.



TESTES PARA HIPOTESES NA FORMA
DE DESIGUALDADES LINEARES E

NAO-LINEARES EM REGRESSAO

Gilberto A. Paula*

1 INTRODUCAO

A teoria de testes do tipo one-sided em regressao Ii{near é datada da década de
60 (vide Kud, 1963). Todavia, a extensio do método para situagdes mais gerais,
tais como hipSteses com desigualdades n3o-lineares em modelos ndo-lineares, é
bastante recente (vide Kodde e Palm, 1986). Nos iitimos 30 anos um grande
niimero de trabalhos e pelo menos dois livros foram publicados na drea de Inferéncia
com Restricdes de Ordem. Uma excelente referéncia € o livro de Robertson,Wright
e Dykstra(1988).

O estudo da distribuicdo do teste da razio de verossimilhanga para hipoteses com
restricdes de ordem em populagbes normais é talvez o principal tépico no assunto.
Mostra—se que a distribuicdo nula do teste da razio de verossimilhanga é uma mistura
de Qui—quadrados ( ou de distribui¢des do tipo F), com pesos que nio dependem dos

parimetros sob a hipétese nula. Esses pesos ndo sdo em geral expressos em forma

* Instituto de Matemitica e Estatistica — USP.

R. bras. Estat., Rio de Janeiro, 53(199/200): 53-66, jan./dez. 1992.



fechada para cinco ou mais restricdes. O uso de métodos de integragio numérica
(Bohrer e Chow, 1978), de aproximagdes para os pesos (Lee, Robertson e Wright,
1993;) ou o estudo de situagdes de importancia pritica para as quais os pesos tomam
formas simplificadas ( Robertson, Wright e Dykstra, 1988), tém sido alguns dos
tépicos de pesquisa no assunto.

A extensio dos resultados de k populagSes normais para a familia exponencial,
bem como para outras distribuicdes, por exemplo, a multinomial, tem sido também
largamente estudada. Nesses casos, sob condigées gerais de regularidade, o teste
da razdo de verossimilhanca tem distribui¢do nula assintética que é uma mistura de
Qui—quadrados com pesos em forma similar aos do caso normal.

Embora os testes para hipdteses com restrices de ordem sejam em geral mais
poderosos com relagdo a outros testes competitivos, a obten¢3o de formas fechadas
para a fungdo poder tem sido somente alcangada em situacdes particulares. O uso
de métodos de Monte Carlo ou mesmo de aproximagdes em torno da hipétese nula
sao os procedimentos mais usuais para o cdlculo do poder.

Alguns artigos com resultados relevantes relacionados com testes do tipo one—sided
em regressdo foram publicados nos dltimos anos. Silvapulle(1991) tem investigado a
aplicagdo de tais testes em modelos de regressio com log-verossimilhanca c6ncava.
Entre esses modelos estio os modelos lineares generalizados com ligacio candnica e
alguns modelos para andlise de dados de sobrevivéncia. Wolak(1991) tem mostrado
para uma classe geral de modelos de regressio em que a hipdtese nula é expressa
na forma de desigualdades ndo-lineares, que ndo necessariamente a situacio menos
favordvel ocorre quando todas as restrigdes s3o satisfeitas em forma de igualdades.
Esse resultado se verifica, em particular, para o caso usual de regressio normal linear
com desigualdades lineares (vide Perlman, 1969). Wolak(1991) propés um lema onde
define um subconjunto da hiptese nula que contém a situacio menos favordvel. Em
geral pode ser relativamente complexo obter tal subconjunto. Primeiro, pelo fato da
distribuicdo nula assintética, que continua sendo uma mistura de Qui—quadrados, ter
uma dimensdo que depende da regido menos favorivel. Segundo, devido 3 dificuldade
de estimar os pesos, uma vez que esses dependem dos parimetros da hipStese nula
menos favordvel. Torna-se assim importante a investigagio de situacdes de interesse
prdtico em que os pesos nio dependam dos parimetros sob a hipétese nula. lsso
faria com que a situagdo menos favordvel fosse obtida quando todas as desigualdades
forem satisfeitas em forma de igualdades. Wolak(1989) sugere, alternativamente,
a utilizagdo de testes para hipSteses locais em que os resultados assintSticos se
verificam sob condig¢Ges gerais de regularidade.

Paula e Sen(1994a) verificaram para uma subclasse de modelos lineares genera-
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lizados e para algumas hipéteses com restricbes de ordem, que a distribui¢do nula
assintdtica da estatistica da raz3o de verossimilhanca nio depende dos parimetros
sob a hipdtese nula quando o estudo é balanceado. Esse resultado provavelmente
pode ser estendido para outras classes de regress3o.

Nas sec¢des seguin/tes procuramos descrever brevemente os principais resultados
relacionados com testes do tipo one-sided em regressio, bem como o que pode ser
investigado no assunto. Na Se¢io 2 fazemos uma revisio para o modelo normal linear
com alguns resultados recentes. A extens3o para os modelos lineares generalizados
é discutida na Seg¢do 3. Um exemplo ilustrativo na 4rea médica é apresentado na
Secdo 4. Finalmente, alguns possiveis tépicos de pesquisa s3o apresentados na dltima
secdo.

2 REGRESSAO NORMAL LINEAR

Sejam 1;,...,Y, varidveis aleatdrias independentes e normalmente distribuidas
com varidncia constante ¢% e médias E(Y;) = pi,i = 1,...,n. Adicionalmente,
suponha que pu; estd relacionado linearmente com z; = (zi1,...,zip)T, isto &,

p(zi)z'\;g:lxijﬁj, onde z,...,z; representam valores conhecidos de p varigveis
explicativas.
As hipéteses usuais do tipo one-sided sio definidas por
Ho:CB=d
H,:Cp >4,
com pelo menos uma desigualdade estrita em H;. A matriz ¢ tem dimensdo
gxp (¢<p), eéassumida de posto completo, 4= (Br,...,Bp)T sdo pardmetros a
serem estimados e d é um vetor ¢ — dimensional de constantes.
A estimagdo de méxima verossimilhanga sob a hipdtese H; é discutida em Mc-
Donald e Diamond(1983). Kud5(1963) tem mostrado que a distribuicio nula da
estatistica da razdo de verossimilhanga é uma mistura de Qui-quadrados

q
Pr{lLRo 2 ¢} =Y Q0,6 A)Pr{xi>c}, 1)

=0
onde ¢ >0, x§ € a distribuicio degenerada na origem, A = c(xTx) 1cT e
Q(q,2;A) denota a probabilidade do vetor C3* —d ter exatamente ¢ valores

positivos, com 3* sendo a estimativa de mixima verossimilhanga sob a hipétese
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Hy. Essas probabilidades sio em geral muito complexas de serem obtidas para
¢ >5. Em Wolak{1987) hd formas fechadas para ¢ < 4. Bohrer e Chow(1978)
apresentam um algoritmo para cdlculo dessas probabilidades para 5 < ¢ < 10.

Como ilustragdo, suponha o caso de ¢=2. Pelas férmulas de Wolak(1987) essas
probabilidades s3o expressas nas formas seguintes:

1 _ 1
Q(2,0;4) = 5#‘1008 Yp12), Q(2,1;A) = 5

e Q(2,2;A)= Yeos™ (p12),

1 1
- — =7
2 2
onde pio = 619/V611822. Nesse caso, o valor critico ¢, € equivalente a solugdo em
¢ dada por

2
a= ZQ(Z,(;A)Pr{x% > c}.
£=0

De Gouriéroux, Holly e Monford(1982), a solugdo ¢, pertence ao intervalo [¢; ¢
onde c¢; é definido por

1—u

;! (1— L) G=12),

u=Q(2,0;A) e ¥;(z)= Pr{x? <z}. Logo, o valor ¢, pode ser obtido através de
um método de busca no intervalo [c; eo]. Em Gouriéroux, Holly e Monford(1982)
ha uma tabela com alguns valores criticos para niveis de significancia de 5% e 10%.
Outra situacdo de interesse prdtico seria a seguinte:

H,:CB82>d

Hg — Hy,
onde Hy:p € RP. Nesse caso, Perlman(1969) tem mostrado que a distribui¢do
menos favordvel sob H, é dada por

q
Pr{LRiz > c} = Q(q,6A)Prixi > c}, (2)
=0

que coincide com a distribuicdo dada em (1), com x} sendo substituido por x2_,.

A distribuicio nula da estatistica da razio de verossimilhanga quando o2 ¢é
substituido pela estimativa usual 2, é uma mistura de distribuicdes do tipo F,
tanto em (1) quanto em (2) (vide Wolak, 1987). SimplificacSes e aproximagdes para
as probabilidades Q(g,¢;A) sio em geral obtidas quando a matriz de correlagdo

by

associada a matriz A ndo depende dos pardmetros sob a hipétese nula. Essa



propriedade se verifica, em particular, para o caso de & populagdes normais. Duas -

situagdes de interesse pratico serdo discutidas a seguir.

2.1 Ordem Simples

Sem perda de generalidade, suponha que Yij,...,Ys; sdo varidveis aleatdrias
independentes, tais que Y;; ~ N(u;,02),s=1,...,k e j=1,...,r;. Uma situagio
de importancia prdtica seria verificar se as k médias estio em ordem monotdnica.
Por exemplo, se u; denota o efeito de um tratamento segundo um nivel de exposi¢cio
i, e se é assumido que o efeito correspondente ao nivel i+1 é pelo menos igual ao
efeito sob o nivel i, pode ser de interesse testar as seguintes hipdteses:

Ho:pi=...= pg

Hy:m Z... < pg, .
com pelo menos uma desigualdade estrita em H;. : A distribuicio nula da estatistica
da razdo de verossimilhanga, também conhecida como Qui-quadrado barra (vide
Barlow e al., 1972), é dada por

%
Pr{xg, 2 c} = > _ Pu(t, k)pr{xﬁ_‘;‘ >c}, (3)

£=1
onde w = (wi,...,wx) denotam os pesos e nesse caso sdo definidos por w; = r;.
Aqui a matriz A é de ordem (k—1)xk, com coeficientes de correlagio dados por

(pii = 1)

1/2
TiTii2 }
) b

P = P = [(”'i + rip1)(ri + rige

e pij =10 para |i—j |$ 1. Como pode-se notar, os niveis de probabilidade
P,(,k)=Q(k—1,£—1;A) nao dependem das médias u!s sob H,. No entanto, a
dificuldade de computacdo permanece, especialmente para & > 5.

Em particular para estudos balanceados, r;=...=r, as probabilidades P,(¢,k)
sdo expressas numa forma recursiva simples (vide Robertson, Wright e Dykstra,
1988)

Ps(l,k)=
Pg(k, k) =
e Ps(t,k)=1Ps(t—1,k—1)+51Ps(t, k1

e -

fol

£=2,...,k—1, onde Pg(t, k)= P,(¢,k).

~—

Siskind(1976) tem conjecturado que a distribuicdo nula da estatistica %3, sob a
hipétese de pesos iguais deve levar a aproximag6es razodveis para o caso de pesos
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desiguais quando os tamanhos amostrais nao sio muito diferentes. Robertson e
Wright(1983) tém confirmado essa conjectura para hipteses em ordem monoténica.
Eles mostraram que a apfoximac;é’o é adequada se a 1az30 ryax/Tmin N30 exceder
3.5.

Recentemente, Lee, Robertson e Wright(1993) encontraram limites para (3) em
duas situagdes de importincia pratica. Em particular, se os tamanhos amostrais
estio em ordem monotdnica, por exemplo, = <...<ry, mostra-se que

k

igf Pr{x2, >c}= ZAk(f)PT{Xg_l >c}, ()
=1

onde inf, denota o infimo com relagio a todos os pesos possiveis w; = r;, tais
que w; <...<wi, enquanto o termo Ak(¢) € o coeficiente de s¢ na expansio
da fungdo sC(3s+k-1-1,k—1), com C(a,m)=a(a—1)...(a—m +1)/m! para
todo real a e inteiro ndo negativo m, e C(q,0) = 1. De Robertson, Wright e
Dykstra(1988), o supremo de (3) é dado por

k.
wpPriih > b =3 (3T G priad s 2 o) ©)

Esse tipo de delineamento seria conveniente para situagdes em que k tratamentos
com graus de severidade em ordem monotdnica sao comparados. Nesse caso, ¢é
razodvel que um nimero menor de individuos seja submetido 3 medida que o grau
de severidade aumenta.

Lee, Robertson e Wright(1993) também encontraram limites para Pr{x%, > c}
no caso em que w; <w; OU w; >w;, i=2,...,k. O primeiro tipo de delineamento
pode ser interessante quando um tratamento particular é muito mais suscetivel a
efeitos colaterais que os restantes.

Outra situagdo usual e de importancia seria: Hy:py <... <, versus Ho— Hi,
onde Hjy:pu; € R. Nesse caso, a distribuicdo nula menos favordvel da estatistica
Qui—quadrado barra é dada por

k .
Prixiy>=c}= > Pu(t,k)Pr{x}_, > c}. (6)
=1

Aqui inf, Pr{x}, > c} = sup, Pr{zx¢; > c} e sup, Pr{%3, > c} = inf, Pr{x3, > ¢} sob
as duas hipdteses de pesos restritos discutidas acima.



2.2 Ordem Simples na Forma de Arvore

Suponha novamente Y;; ~ N(u;,0%), i=1,...,k e j=1,...,r;, com Y
sendo mutuamente independentes. Se as médias pq,...,ur denotam efeitos de &
tratamentos, pode haver interesse particular em testar a hipétese de homogeneidade
dos tratamentos contra a alternativa de que hd pelo menos um melhor que um
tratamento controle. Nesse caso, é assumido que o controle nio é mais eficiente que
os demais tratamentos. Se denotarmos por p; o efeito correspondente ao controle,
essa situagdo fica representada pelas hipSteses

Ho:py=...=pp

Hy:py < ua,. .., pal,
onde [us,...,ux] denota qualquer ordem e é assumido pelo menos uma desigualdade
estrita em H,. A distribuicdo nula da estatistica Qui-quadrado barra tem a mesma

forma dada em (3), contudo os coeficientes de correlagio associados 3 matriz A
sao agora dados por (p; = 1)

1/2

N iy
Pij = Pji l:("l I YRRy T'j):l )
para 1<i# j<k. Parapesosiguais hd uma férmula recursiva para as probabilidades
P,(¢, k) em Robertson, Wright e Dykstra(1988, p.83).

- Similarmente ao caso anterior, mostra—se que para a situa¢io Hi: pq < [ua, ..., ul
contra Hy—H,, onde Hjy:p; € R, adistribuicdo nula menos favoravel da estatistica
Qui—quadrado barra coincide com (6), com os mesmos coeficientes de correlacio
dados acima. Limites superiores e inferiores para Pr{x}, > ¢} sob restricdes de
ordem monotdnica e ordem simples em forma de 4rvore para os pesos sio dados em
Lee, Robertson e Wright(1993) para os casos Ho versus H, e H, versus Ho— H;.

Singh e Wright(1993) tém proposto aproximagdes para o caso de restricdes de
ordem simples do tipo loop, isto é, quando Hy:py < pj <pr,j=1,...,k~1. Esse
tipo de hipétese seria de interesse quando vdrios tratamentos sio comparados com
um controle e ndo é possivel testar todas as combinagdes de tratamentos. A hipdtese
de que os tratamentos sdo pelo menos iguais ao controle e que uma combinagio
particular é pelo menos tdo eficiente quanto os tratamentos individuais poderia ser
testada aqui.
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3 MODELOS LINEARES GENERALIZADOS

Suponha Yi,...,Y, varidveis aleatérias independentes tais que Y; pertence a
familia exponencial de distribuigdes. A média e a varidncia de Y; sdo dadas por
E(Y;)) = u; e Var(Y;)) = ¢”'V;, onde ¢! denota o parimetro de dispersio e
V; = V(u:) é a fungio de varidncia. Adicionando a suposicio de que g(ui) = ni,
onde n; =Y, zi;8;, tem-se os Modelos Lineares Generalizados (vide McCullagh
e Nelder, 1989).

Silvapulle(1991) tem estudado a distribuigdo nula assintética da estatistica da
razio de verossimilhanca para as seguintes hipGteses:

Ho:hi(B)=0,h2(8) =0

Hq:hy(B8) # 0,h2(8) 20,
onde h(8) é um vetor k — dimensional, enquanto hi(8) e ha(f) sdo subvetores
com dimensdes ¢ e k—gq, respectivamente. Quando ¢ =0, ha pelo menos uma

desigualdade estrita em H. E assumido que TI(8) = (8/88)h(8) é continua e de
posto completo. Silvapulle(1991) propds um lema bastante geral para a obtengao
da distribuicio nuia assintdtica da estatistica da razdo de verossimilhanga no caso
acima. No entanto, apenas enfocou a aplicagio do mesmo em modelos de regressio
para dados censurados, com distribuigdo normal, logistica e do valor extremo. Em
outro artigo, ainda ndo publicado, Silvapulle tem mostrado que o lema proposto
pode também ser estendido para os MLGs com ligagdo candnica sob as condigdes
(D) e (N) de regularidade dadas em Fahrmeir e Kaufmann(1985).

Com a suposi¢do adicional de que a log-verossimilhanca é concava e usando os
resultados de Kodde e Palm (1986, Caso i), mostra—se assintoticamente que a
distribuicio nula da estatistica da razdo de verossimilhanga é;uma mistura de Qui-
quadrados R

k

Pr{LRo1 2 c} =Y _Q(&k; A(8)Prixj = c},
=0
onde A(8)=TMa(B)(XTVX) Mx(8)T, Na(8) = (8/8B)h2(B), V =diag{Vr,....Va} €
as demais quantidades sio as mesmas da regressdo linear. E importante lembrar que
a concavidade da log-verossimilhanga é garantida para MLGs com ligagdo candnica.
Na pritica a matriz A(8) pode ser estimada substituindo-se 4 pela estimativa
irrestrita 3.



A simplificagio das probabilidades Q(¢,k;A(8)) continua sendo um tépico rele-
vante de pesquisa, especialmente para k >5. Em particular, a obtencio de limites
superiores e inferiores sob hipéteses de importincia pritica poderia ser investigado

aqui.
O outro caso de hipéteses do tipo one-sided é o seguinte:
Hy:h(B) 20
H2 - Hlv

onde H,:ge RP. Wolak(1991) tem mostrado que devido a dependéncia de A(g)
em g, a distribuicio nula assinttica menos favordvel da estatistica da razio de
verossimilhanca pode ndo ser alcangada quando A(B) =0.

Definindo o subconjunto de h(8), hu(B) = (ho,(B), ..., ks, (B))T, onde m <k e
bj € K ={1,...,k}, Wolak(1991) mostra para grandes amostras que a distribui¢ao
nula sob a hipStese h,(8) =0, tal que hyz(8) > 0, é dada por

m

Pr{LRiz > c} =) Q(&m;A4(8)) Prixsi-e = c},
=0

onde hz(8) é o complemento de hy(8), Au(8) =u(B)(XTVX) HI,(B)T e I,(B) =
(8/88)hy(B) tem dimensio m x p. E possivel mostrar apenas que a hipStese menos
favordvel ocorre quando 1,(8) = 0. O problema é definir esse subconjunto. Nio
obstante, Wolak(1991) tem encontrado para c¢> 0 os limites

1 1
%Pr{xf 2c} EPr{LRia2¢c} < §Pr{x£_1 >c+ §Pr{x£ > ¢},

que em geral sio conservadores, especialmente quando k cresce. Esses limites sio
os mesmos para Pr{LRo1 > c}. Kodde e Palm(1986) apresentam os valores criticos
superiores correspondentes a varios niveis de significincia.

Um resultado importante que pode ser aplicado aqui (vide Perlman, 1969) € o
fato da distribuicdo nula menos favoravel ser alcangada quando m =k nos casos
em que A(f) ndo depende de 5. AplicagSes desse resultado sdo apresentadas em
Paula e Sen(1994a,b).

3.1 Exemplo

Como ilustracdo, iremos utilizar os dados referentes a um estudo de caso-controle
realizado no Setor de Anatomia e Patologia do Hospital Heliépolis, em S3o Paulo,
no periodo de 1970 a 1982 (Paula e Tuder, 1986). Um total de 175 pacientes



com processo infeccioso pulmonar foi classificado segundo as seguintes varigveis:
(i) RESP, tipo de tumor (1 maligno, 0 benigno); (ii) IDADE, idade em anos;
(i) sexo (1 masculino, 0 feminino); (iv) HL, intensidade da célula histiécitos—
linfécitos ( 1 ausente, 2 discreta, 3 moderada, 4 intensa) e (v) FF, intensidade da
célula fibrose—frouxa (1 ausente, 2 discreta, 3 moderada, 4 intensa). As informacdes
referentes as varidveis RESP,HL e FF foram obtidas apds biépsia realizada na
regido pleural de cada paciente ou por autdpsia no caso de ébito.

Considere, como exemplo, a aplicagio do modelo logistico-linear apenas com os
efeitos principais

Pr{RESP =1|n}= {1l +exp(-n)}7},

onde n = f1+P8y*IDADE+f3+*SEXO+Y i_; fuix HLi+Y .+, BsixFF;, com HL; e FF,
sendo varidveis bindrias correspondentes aos niveis de HL e FF, respectivamente.
E assumido que B4 = B5 =0. Uma observagdo importante é que, devido ao fato da
amostragem ter sido retrospectiva, o uso do modelo acima para previsdes somente é
vélido corrigindo-se a estimativa da constante, g, (vide McCullagh e Nelder, 1989,
p.113).

Do ponto de vista médico é muito razodvel supor que a chance de tumor maligno
no nivel ¢ de HL ou FF & pelo menos igual 3 chance no nivel i+ 1. Assim,
pode ser de interesse testar as seguintes hipSteses:

Ho:P42=LPa3=P44=0
Hi: P44 <B4z < P42 <0

Ho: By = P53 = Psq = 0
Hy: Bs4 < Bs3 < P59 <0, _
com pelo menos uma desigualdade estrita em H,. Isto &, verificar se hd pelo menos
dois grupos de intensidades em cada caso com chances diferentes de tumor maligno.
Como temos trés restricdes em H,, as expressdes para computagdo dos pesos
Q(3,44A), onde A=c(XTvx)"'cT e ¢ é uma matriz 3 x 9, sdo bem mais
complexas que para o caso de duas restrigdes descrito na Secio 2. Wolak(1987)
apresenta expressdes em forma fechada para Q(3,¢;A), que sio reproduzidas abaixo
QRQ(3,0;4)=35-Q0(3,%4), Q@ 1;A)= 3 —Q(,34),
Q(3,2;4)

7131 — cos™ (p12.3) ~ cos™1(py3.0) — cos 1(pa3.1)},

onde p;; é o ij— ésimo elemento da matriz de correlagdo associada 3 A e pyy



denota o coeficiente de correlagio parcial entre ¢T3 e ¢cT4 dado CT8, sendo
definido por
Pij — PikPjk

NCETAER)

Pijk =

onde C¢T éa i— ésima linha de C.

O desvio correspondente ao ajuste do modelo foi de D(y;ji) = 157,40 (166 graus
de liberdade), indicando um ajuste adequado. O valor da estatistica da razio de
verossimilhanga foi de LRg, = 15.67 para o caso HL e LRg = 3.57 para o caso
FF. Apds computarmos A(3) e os respectivos pesos chegamos aos seguintes niveis
descritivos:

P =0377x Pr{x? > 15.67}
+0.375 x Pr{x2 > 15.67} 4+ 0.123 » Pr{x2 > 15.67} = 0.0003

P =0.438x Pr{x? > 3.57}
+0.295 x Pr{x3 > 3.57} + 0.062 * Pr{x3 > 3.57} = 0.0946.

Portanto, podemos afirmar que hd pelo menos dois tipos de intensidades para a
célula HL com chances diferentes de tumor maligno. Estd implicito que essas
chances estdo em ordem monotdnica. Por outro lado, para o tipo de célula FF, nio
hd evidéncias fortes de diferencas entre as chances de tumor maligno segundo o grau
de intensidade. Os dados referentes a esse exemplo podem ser obtidos diretamente
com o autor.

4 MODELOS MAIS GERAIS

Como foi mencionado anteriormente, a concavidade de alguns modelos paramétri-
cos tem facilitado o desenvolvimento da teoria assintética de testes do tipo one-
sided em regressio. Em particular, para os modelos de anilise de sobrevivéncia
com distribuicdo do valor extremo, logistica e normal, Silvapulle(1991) tem usa-
do esse fato para estabelecer condicSes de regularidade sob as quais a distribuicio
nula assintdtica da estatistica da razdo de verossimilhanca é uma mistura de Qui-
quadrados. Provavelmente é possivel obter, nesse caso, algumas simplificacdes ou
aproximagoes para Pr{LRo; > ¢} e Pr{LR;3>c} em certos estudos balanceados.

Aplicacbes dos resultados de Silvapulle(1991) em modelos mais gerais, tais como
os modelos nao-lineares de familia exponencial (Cordeiro e Paula, 1989; Paula,1992)
ou modelos de dispersdo (Jorgensen, 1987) poderiam também ser investigadas.
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RESUMO

E comum encontrar problemas praticos na drea de Estatistica em que as hipSteses de interesse estio na
forma de desigualdades lineares ou ndo-lineares. Por exemplo, numa regress3o logistica, pode haver interesse
em testar a hipétese de homogeneidade dos riscos relativos associados a um fator particular de exposi¢do contra
a alternativa de que os mesmos estdo em ordem monotdnica. Ou, num modelo de anjlise de variancia, em que
um tratamento novo é comparado com um grupo de tratamentos tradicionais, pode ser de interesse testar a
hipétese de homogeneidade dos tratamentos contra a alternativa de que o tratamento novo & mais eficiente que
os demais tratamentos. Em ambos os casos os resultados assintéticos classicos n3o se verificam mais para os
testes Estatisticos. Apenas para itustrar, o teste da razio de verossimithanca tem agora uma distribuigcdo nula
assintética que € uma mistura de Qui-quadrados. Esse resultado vale também para as Estatisticas de Wald
e de escore. Os principais resultados relacionados com o teste da razio de verossimilhanga para hipéteses na
forma de desigualdades lineares e n3o-lineares em regressio s3o revisados neste artigo. Inicialmente discutimos
o modelo normal linear, com énfase para o caso de k populagdes. Posteriormente discutimos a extensdo dos
resultados para os modelos lineares generalizados e outros modelos n3o-lineares. Um exemplo na drea médica

€ apresentado como ilustragio.



ABSTRACT

It is common to find practical problems in Statistics where the hypotheses of interest are defined in
terms of linear or non-linear inequalities. For example, in a logistic regression, it could be of interest to test
the hypothesis of homogeneity of the relative risks associated to a particular factor of exposure against the
alternative that these risks are in a monotonic order. Or, in an analysis of variance model, where a new
treatment is compared with a group of traditional treatments, it could be of interest to test the hypothesis
of homogeneity of the treatments against the alternative that the new treatment is more efficient than the
others. In both cases the classical asymptotic results do not hold for the statistical tests. Just for the sake of
illustration, the Likelihood Ratio Test would then have as asymptotic null distribution a mixture of chi-squares
distributions. This result also holds for the Walds and Scores statistics. In this paper we review the main
results concerning the Likelihood Ratio Test for hypotheses in the form of linear and non-linear inequalities.
We start discussing the linear normal model focusing on the k-populations case and then discuss an extension
of the results for Generalized Linear Models and other non-linear models. As an illustration, we present an

example in the medical field.



COMPARACAO DE PODERES DOS TESTES DA RAZAOQ
DE VEROSSIMILHANCA, DE WALD E ESCORE EM

MODELOS LINEARES GENERALIZADOS

Gauss M. Cordeiro*
Denise A. Botter**
Silvia L. de P. Ferrari**

1 INTRODUCAO

As estatisticas da razdo de verossimilhanga, de Wald e escore sio assintoticamente
equivalentes no sentido de que tém a mesma distribuicio assintdtica ndo sé sob a
hipétese nula mas também sob uma séqi]éncia de hipdteses alternativas de Pitman,
convergindo para a hipStese nula 3 taxa n~'/2, onde n é o tamanho da amostra.
Um critério de escolha entre as trés estatisticas pode se basear na comparacio dos
poderes dos testes a elas associados sob esta seqiiéncia de alternativas até ordem
n~1/2. Peers (1971) desenvolveu expansdes para as funcdes de poder dos trés testes
até ordem n~1/2 sob alternativas de Pitman, no caso de hipdteses nulas simples.
Estendendo os resultados de Peers para hipdteses nulas compostas, Hayakawa (1975)
trabalhou com os testes da razdo de verossimilhanga e de Wald enquanto Harris e
Peers (1980) trabalharam com o teste escore.

* Departamento de Estatistica — UFPE,
¥ Departamento de Estatistica — USP.

R. bras. Estat., Rio de Janeiro, 53(199/200): 35-52, jan./dez. 1992,
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Consideremos um conjunto de varidveis aleatérias continuas Y;,...,Y, indepen-
dentes mas nio necessariamente identicamente distribuidas. Denotemos por y; o
valor observado de Y, e por y = (y1,...,yn)T O vetor das n observagbes. Seja

= I(8) a fungio de log-verossimilhanca total dado y que depende de um parametro
desconhecido 8 = (4y,...,8,)T com p componentes. Sejam U(B) = 8I(8)/88 e
K = E{U(B)UT(8)} a funglo escore total e a matriz de informagdo total de Fisher
para 8, respectivamente. Consideremos, também, a parti¢do g = (87,87)7, onde
Br= (B1,..,B5)T € B2a= (Bgs1,--.,Bp)T com ¢ < p. Queremos testar a hipStese nula

Ho: B = B contra a hipdtese alternativa H : g, # 8%, onde g{” é um vetor
especificado de dimensdo q. .

irrestrito e por g, o estimador de madxima verossimilhanca de g, sob Hy. A partigdo
de B induz as correspondentes partigdes UT = (UT,UT),

K = Ki K2 e K-l= KU 1\'1?
Kor Ky K2 K22 )
onde K ! representa a inversa da matriz K e K3, representa a matriz de covaridncia
assintética de By. Definimos, também, as matrizes

0 0
A= (0 K;;)

e M = K~! — A, ambas de dimensdo p x p. As funcdes avaliadas no ponto 3 serio
escritas com um circunflexo e as avaliadas em g = (ﬁi"”’, ﬂ;T)T ser3o escritas com
um til. As estatisticas da razio de verossimilhanga ($;), de Wald (S3) e escore (S3)

utilizadas para testar Hy s3o expressas como

S1=2{1(8) — 1(8)}, (1.1)
Sz = (B1 - BOTE (3, - gy (1.2)

e
S3=UTKY1U, , (1.3)

onde K = {K;; — K13K5' Ko}~ é a matriz de covaridncia assintética de §,. Para
grandes amostras, a distribuicdo das trés estatisticas sob Ho é aproximadamente x2
e, para uma sequéncia de alternativas de Pitman é aproximadamente X;‘ZA, isto é, qui-

quadrado n3o-central com ¢ graus de liberdade e um pardmetro de n3o-centralidade
X apropriado (Cox e Hinkley, 1974, Segdo 9.3).



Consideremos a seqiiéncia de alternativas de Pitman H : 8, = %o) +¢, onde ¢ =

(&1,...,€,)T é um vetor cujos componentes sio de ordem n~1/2. Hayakawa (1975) e
Harris e Peers (1980) mostraram que, para modeios continuos e sob certas condigdes
de regularidade, as fungdes de poder dos testes da razdo de verossimilhanga, de Wald
e escore podem ser escritas, sob a seqiiéncia de hipSteses alternativas definidas acima,
respectivamente, como P; = P;(z,) = 1 — P(S: < z4), para i = 1,2,3, onde

3

P(S; < 24) = Gga(2a) + 3 _bijCqi2ja(wa) +o(n™1/?), (1.4)
=0

sendo G, »(z) = P(x:f,\ < z). Aqui, z, é tal que Go(zo) =1—a € A =6TK§ com

I
6= -1 4 H
(~1\'2§1\21)€

onde I, denota a matriz identidade de dimensédo ¢ x ¢. As quantidades b;;, de ordem
n~Y2, sio funcdes de cumulantes conjuntos de derivadas de 1(3), dos vetores § e ¢
e das matrizes A e M. Todos os componentes dos termos b;;, exceto ¢, devem ser
avaliados sob Hy.

Na Segdo 2, obtemos férmulas matriciais simples para as quantidades b;; para o
teste de um subconjunto de parametros da parte sistematica de um modelo linear
generalizado (MLG) (McCullagh e Nelder, 1989), supondo o parimetro de dispersio
conhecido. Na Secido 3, comparamos os poderes dos testes da razio de verossimi-
flhanca, de Wald e escore para alguns MLGs especiais e mostramos que, em alguns
casos, podemos identificar regides do espago paramétrico onde, até ordem n~1/2
um teste é mais poderoso que os demais. Na Secdo 4, apresentamos um estudo de
simulacdo e, na Se¢do 5, uma aplicagio numérica.

2 PODERES DOS TESTES EM MLGS

Nesta segcdo, apresentamos expressOes matriciais para as quantidades b;; que de-
terminam as expansdes, até ordem n~1/2, para os poderes dos testes da razio de
verossimilhanca, de Wald e escore sob alternativas de Pitman em MLGs.

Em MLGs as varidveis aleatérias Yi,...,Y, sdo supostas independentes com cada
Y; tendo densidade da forma

w(y; 01, ¢) = expld{y; — b(01)} + a(y, ¢)] , (2.1)



onde a(.,.) e b(.) sdo fungdes conhecidas. Assumimos que ¢ (¢ > 0) é conhecido
e denominamos ¢~! de pardmetro de dispersio. Temos E(y) = u; = db(6,)/dé,,
var(y;) = ¢71V,, onde V=V (i) = dﬂ/de é a funcdo de varidncia e 0 = [V -ldu = ¢(p),
sendo ¢(.) uma fungdo biunivoca.

Um MLG é definido por (2.1) e pela parte sistemdtica d(u;) = n; que relaciona
a média y = (p1,...,4,)T com o preditor linear n = X8, onde n = (ny,...,7,)7, X é
a matriz modelo conhecida de dimensdo n x p e de posto p (p < n) tal que X7 =
(@1,--.,2n) COM 2, = (z41,...,24p)T € B = (B1,...,B8,)T € um conjunto de parimetros
desconhecidos a ser estimado. Assumimos que d(.), denominada fungio de ligacio,
€ uma funcio biunivoca.

Como discutido na Secdo 1, consideramos a particio g = BT, 80T com B, =
(B1,---,Bq)T € B2= (Bgs1,.--,Bp)T. A matriz modelo particionada de maneira analoga

X = (X1, X2). Estamos interessados em testar Hy: 5, = ﬂ(o) contra H : 3; # ﬂ(o) A
funcdo escore total e a matriz de informagio total de Fisher para 8 s3o, respectiva-
mente, U = ¢XTW2v-1/2(y — u) e kK = ¢XTWX, onde V = diag{Vy,...,V,} e W =
diag{wy,...,wn} com w; = V"' (dui/dn)? Definimos z = {21} = X (XTWX) 1xT
e Z2 = {zam} = Xo(XTWX3)"1XT que, exceto pelo fator multiplicativo ¢-1, tém
interpretagdes simples como as matrizes de covaridncia- assinttica de 4 = X3 e
7= Xlﬂ(o) + X208, respectivamente. As estatisticas $;, S and Ss para testar
Ho vém de (1.1)-(1.3) e sdo dadas por $; = 2{i(51,02) — 182, A2)} , S2 = (B —
BONT(RTW RY(Br — BY) e 83 = TWI/2X, (RTW R)-IXTW /25 . Aqui s = (sy,..., 8,)T
onde s; = ¢!/2(y;, — m)v,—l/z, € o vetor de residuos de Pearson e R = X; — X,C, onde

= (XJWX2)"'XJWX,, representa uma matriz n x p cujas colunas s3o os vetores
de coeficientes da regressio normal linear das colunas de X, sobre a matriz modelo
X com matriz de pesos W. Uma maneira muito simples de calcularmos $3, como
a diferenca entre as somas de quadrados de residuos de duas regressdes normais
lineares ponderadas, pode ser encontrada em Pregibon (1982). J4 a estatistica da
razdo de verossimilhanga S; pode ser calculada como a diferenca entre os desvios
dos modelos definidos pelas matrizes X, e X (McCullagh e Nelder, 1989).

Os cumulantes conjuntos de derivadas da funcio de log-verossimilha n¢a, necessarios
ao célculo das quantidades b;;, foram obtidos por Cordeiro (1983) e-por Cordeiro,
Ferrari e Paula (1993). Apds a substituicio destes cumulantes nas expressées dos

bij's (vide Hayakawa, 1975 e Harris e Peers, 1980) e um longo desenvolvimento
algébrico, obtemos

1
by = g{lT(F + Q)BT = 1TFT®1) = 21TF 24T
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big = %S-IT(F —GO)T31, bi3=0, (2.2)

by = g{lT(F + G)ET*1 - 1TFT31} - %{21Tc(z ~ Z9)aT1+1TFZ4T1},
boy = _iTery + %IT(F +2C)(Z = Z4)4T1, byz = %IT(F +26)7%1, (2.3)

2

1
bay = g{lT(F +@)ET?1 - 1TFT%1) - 5{1T(F —G)(Z = Z2)aT1 + 1TF Z94T1}

bay = %17"(17 —CWZ — Z9)aT1, baz = %1T(F -a)T31. (2.4)
onde, T = diag{ti,...,t,} sendo t; o I-ésimo elemento do vetor t = (t1,...,t,)T = X6,
Tt = diag{ti,...,t1} para i = 2,3, E = diag{ey,...,en} sendo ¢, o I-ésimo elemento
do vetor e = (ey,...,en)T = X1&, Za= diag{z11,...,2nn} € Zog = diag{zo11,..., zonn}
sdo matrizes diagonais. Além disto, F = diag{f1,..., fu} cOM [ = 1/V (du/dn)d?u/dn?,
G = diag{g1,..., gn} cOM g = 1/V(dp/dn)d*u/dn? — 1/V2(dV/du)(dp/dn)® e 1 é o vetor

de uns de dimensdo n. O pardmetro de nio-centralidade X, que é 0(1), é dado por
A=¢1TTWTI. (2.5)

Note-se que as quantidades b; sdo O(n~!/2). Observamos que as férmulas (2.2)-
(2.5) sdo fungbes da matriz modelo x, das médias desconhecidas e do parimetro
de dispersio. Elas envolvem a fungdo de ligagio com suas primeira e segunda
derivadas e a fungdo de varidncia com sua primeira derivada. Todos os termos destas
férmulas podem ser calculados facilmente, uma vez que requerem apenas operagdes
simples com matrizes. Além disto, as férmulas (2.2)-(2.5) podem ser operadas
analiticamente fornecendo expressdes em forma fechada num grande nimero de
situagdes em que a matriz de informag3o tem forma fechada. No entanto, como
cada termo das quantidades b;; depende da parametrizagdo adotada, torna-se dificil
interpretar as férmulas (2.2)-(2.4).

ExpansGes até ordem n.~1/2 para os poderes dos testes da razio de verossimilhanca,
de Wald e escore na classe dos MLGs sob alternativas de Pitman seguem, entio, de
(1.4) com os termos b;; dados por (2.2)-(2.4) e o parimetro de nio-centralidade A
dado por (2.5).



3 COMPARACAO DE PODERES

0 objetivo desta secio é comparar os poderes dos testes da razio de verossimi-
Ihanga, de Wald e escore em MLGs, identificando regides do espaco paramétrico
onde um teste é mais poderoso que os demais. Uma vez que, até ordem n~1/2, os
trés testes tém o mesmo tamanho e que, até primeira ordem, tém o mesmo poder,
faz sentido compararmos seus poderes até ordem »~'/2, Para tanto, denotemos por
P;, para i=1,2,3, a soma dos termos de ordem um e n~!/2 de P; (vide Secdo 1). E
importante ressaltar aqui que todas as comparagdes de poderes s3o feitas até ordem
n~1/2 e que, portanto, quando afirmamos que um teste é mais poderoso que outro,
esta afirmagdo é vdlida somente se termos de ordem inferior a n='/2 sio ignorados.

Sejam m(r,A,z) = Gripr(z) — Crian(z) € n(r,A,z) = Grian(z) — Gryaa(z) , onde
G, foi definida na Segdo 1. E fécil verificar que, fixados » e A, m(r,),z) < 0 e
n(r,A,z) < 0, para todo valor de z. Das equagdes (1.4) e (2.2)-(2.4) segue que a
diferenca entre duas fungdes de poder quaisquer pode ser escrita como combinacio
linear das quantidades m(r, ), z) e n(r, A, z) , ou seja,

Py — Py=kym(r, A, z) + kan(r,A\,z), P3— Pa=kam(r,\,z) + kgn(r,\, z)

e
Py — Py=ksm(r, A, z) + ksn(r, ), z), (3.1)
onde
1
k= %IT(F — T3, ky= §1T(F —G)Z = Z9)4T1, k3= ngGTal ,
3
k4= 517'0(2 — Z9)aT'1, ks= %IT(F +2G)T%1 e kg = %IT(F +2G)(Z - Z2)4T1.

Uma andlise das equagdes (3.1) mostra que para os modelos com funcio de ligacio
candnica, como o modelo linear inverso para dados com distribuicio exponencial, a
matriz diagonal ¢ € nula implicando em k3 = k4 = 0, ou seja, na igualdade entre
P, e P;. \No ehtanto, se k3 >0 e kg >0 com ks+ kg4 > 0, observamos que P, > Ps;
por outro lado, se k3 <0 e kg < 0 com k3 + kg < 0 temos que Ps > Py. J4, P, = P,
quando ks = kg = 0, isto é, quando F = 2G ou d%u/dn® = 2/(3V)dV/du(dp/dn)2. Os
MLGs para os quais esta igualdade se verifica sio aqueles cujas fungdes de ligacio
sio definidas por n = [V 324y, ou seja, onde as fungbes de log-verossimilhanca sio
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localmente simétricas na vizinhanga do verdadeiro valor do parimetro 8. Para o
modelo gama, esta fungio é dada por n = =13, Por outro lado, se ks >0 e kg > 0
com ks + ke > 0 constatamos que P, > P;, sendo que este resultado se inverte para
ks < 0 e k¢ <0 com k5 + ke < 0. Finalmente, P, = P; quando k; = k2 = 0, ou seja,
quando F = @. E obvio que esta igualdade se verifica somente para o modelo normal,
independentemente da fungdo de ligagio adotada. Contudo, se k; >0 e ky > 0 com
k14 k2 > 0 temos que P3 > Py, sendo que esta situacio se inverte para k; <0 eky <0
com k;+kz < 0. Aigualdade P, = P, = P3 se verifica somente para o modelo normal
com ligagdo identidade.

Exemplo
Fazemos agora uma aplicagdo das equagdes (3.1). Consideremos um MLG para o
qual expressamos as fungdes de ligacio e de varidncia como

_ Y F#0 _ . p
n_{logu Ly=0 € V=H

definidas somente para n > 0. Para 4 (com v # 0) e V definidas acima temos

c-1=7-0p) 3(1—7)—2p

F-G=
73

B, B, F+42G= B, (3.2)

i
73
onde B = diag{by,...,bn} com b, = u} 77>, Substituindo (3.2) nas expressdes dos

ki's em (3.1), encontramos

_9p ¢ (L—v—0p)

1p
ky = 57-_301 ) kg = 57—302 ; ky = ETGI ) 3
3(1-7-p) ¢ {3(1—v) —2p} 1{3(1 =) —2p} 33
kq = g a2 ks = 6 5 ke = T

onde a; = Y bitd e ag = Y (2 — 20u)bits. E importante observar que para 0 < p< 1, a
distribuicdo resultante nio faz parte da familia exponencial (Jgrgensen, 1987). Além
disto, para outros valores de p, como por exemplo, p = 1 (modelo de Poisson), a
distribuicdo resultante ndo é continua. Como os resultados deste trabalho s3o vdlidos
para MLGs continuos, somente faz sentido compararmos poderes para certos valores
de p. Em particular, estamos interessados em p = 2 e p = 3 que correspondem,
respectivamente, aos modelos gama e normal inverso. Combinando (3.1) e (3.3),

vém, para y#0ea; <0 e az <0 com a; +az <0,

sinal (Py — P3) = sinal 2 ,
Y
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1=~ —
sinal (P3 — P3) = sinal ——%—ﬁ ,

31-7v)—-2

sinal (P; — P7) = sinal (3.4)

Por outro lado, para a; > 0 e a3 > 0 com a; + a2 > 0 os sinais das diferengas dos
poderes em (3.4) se invertem.
Considerando, agora, v =0 (y = log 1) obtemos

F-G=pB, G=(1-p)B, F+2G=3-2p)B, (3.5)
onde o elemento (i, 1) da matriz B definida acima se reduz a b, = p>7*. A substituigio
de (3.5) em (3.1) conduz a

k1= $pai ko= 1pay k3= $(1-p)oy ,

kg = %(l—p)az , ks= %(3—2P)al , ke= %(3—2P)C¥2 ,

onde a; e ap foram definidos logo apéds (3.3).

Para a; <0 e a3 <0 com a; + ag < 0, encontramos

sinal (P; — P3) = sinalp ,

sinal (P3 — Po) = sinal (1 — p} ,

sinal (P; — P2) = sinal (3 — 2p) . (3.6)

Novamente, para a; >0 e az > 0 com a;+as > 0 os sinais das diferencas dos poderes
em (3.6) se invertem. K

Na Tabela 3.1, comparamos os poderes dos testes da raziao de verossimilhanca,
de Wald e escore em fungdo de valores de v, a; € ap para p=2 e p=3. Esta tabela
mostra que, uma vez conhecidos os sinais de a; e aj, podemos construir intervalos
de valores de vy onde um dos trés testes é mais poderoso que os demais.

4 ESTUDO DE SIMULACAO

Apresentamos nesta secdo um estudo de simulagdo onde comparamos os desem-
penhos dos testes da razdo de verossimilhanca, de Wald e escore. Para este estudo,
consideramos um vetor y = (y1,...,y,)T de n observacdes amostradas de um modelo



gama simples (X = 1), onde assumimos ¢ conhecido e igual a 3 e adotamos a funcio
de ligagdo identidade. A hipStese nula de interesse aqui é Ho: u = 3. As estatisticas
dos testes da razdo de verossimilhanga, de Walid e escore sob a hipdtese H, sio
expressas, respectivamente, como

S1=6n {% -1 —log§+log3} ,

- o\ 2
S2=3n(y:3> )
Y

Sa= 3@ 3)° (4.1)

onde 57 é a média amostral.

Tabela 3.1
Comparagdes entre os poderes dos testes da razao de verossimilhanca (P1),

de Wald (P;) e (P3)

o) e qy _
p o] a1 <0a,; <0 a>20a,20
o +a, <0 ap+ay >0
p=2 ¥ <~ P<P <P P<P< P
(modelo gama) v=-~1 P<P,=P P,=P <P
-1<y<-1/3 P <P<P P<P <P
y=-1/3 PP=P< Py Ps<P =P
-1/3<v<0 P,<P <P <P <P
v>0 Py< P <P Pb<P <P
p=3 <=2 PP<P< P Pb<P< P
(modelo normal inverso) y=-=2 P<P=P P,=P <P
—2<y<—1 P<P<P P<P <P
v=-1 PP=P< Py Ph<P =P
~-l1<v<0 P,<PL< Py Ps< P < P

’)’20 P3<P1<P2 P2<P1<P3




Em primeiro lugar, simulamos as probabilidades de erro do tipo | dos trés testes
de hipdteses. Através da sub-rotina GGAMR do pacote computacional IMSL (1982),
geramos sob  Hy 50000 amostras de tamanho n (n = 15,30 e 60) de observagdes da
distribuicio gama. Em seguida, calculamos as estatisticas S, S, e S3, dadas em (4.1)
e a proporgio de vezes em que estas estatisticas excederam os valores criticos z,
obtidos da distribuicio x? para quatro niveis nominais a (a = 1,0;2,5;5,0 e 10,0%).
Essas taxas de rejeicdo estio apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1
Valores simulados das taxas de rejeicdo (em porcentagem) das estatisticas
da razSo de verossimilhanga (S;), de Wald (53) e

escore (S3) sob a hipétese nula

n Niveis S, S, 53
nominais (%)

15 1,0 1,0 21 1,
2,5 2,50 3,7 25

5,0 4,9 6,0 4.8

10,0 10,0 10,6 9,8

30 1,0 1,0 1,6 1,0
2,5 2,5 3,1 24

3,0 4,9 55 48

10,0 10,0 10,3 9,8

60 1,0 1,0 14 1,0
2,5 26 29 2,5

5,0 50 53 5,0

10,0 9,9 10,1 9,8

Os resultados desta tabela mostram que, . para todos os tamanhos de amostras
considerados, as diferencas entre as taxas de rejeicio de S; e S; s3o muito pequenas e



que estas taxas de rejeicdo estdo muito préximas dos correspondentes niveis nominais.
No entanto, as taxas de rejeicio de S, s6 se aproximam das taxas de rejeicdo de S; e
$3 e, conseqiientemente, dos niveis nominais correspondentes, a medida que crescem
os tamanhos das amostras.

Em segundo lugar, simulamos os valores dos poderes dos testes da razdo de
verossimilhanca, de Wald e escore, respectivamente. Geramos 50000 amostras de
tamanho n de observacdes da distribuicio gama sob as alternativas contiguas H, :
p=3+¢ onde ¢ = 6/v/n com & assumindo os valores —1,5; —0,5; 0,5 e 1,5. Feito
isto, calculamos os valores simulados dos poderes dos trés testes, isto é, a propor¢ao
de vezes em que as estatisticas S,;,5; e S3, dadas em (4.1), excederam os valores
criticos z, fixados anteriormente. As Tabelas 4.2-4.4 mostram esses valores simu-
lados para amostras de tamanho »n = 15,30 e 60, respectivamente. Nestas tabelas
apresentamos, também, os valores tedricos dos poderes dos trés testes, calculados
através das expansdes assintSticas das fungbes de poder sob H,, até primeira ordem
e até ordem n~1/2 obtidas de:

P1(za) = G12(2a) + 2—7%;{201@(%) —3G3A(za) + Csa(Ta)} +0(n~1/2)
Pa(za) = Cra(za) + 57m {25201,“%) -9 (é; - 2) cw(ma)}
+ 57 {9 (%3 - 2) Gsa(2a) = 26207,,\(%)} +o(n=172) (4.2)
P3(z4) = Gia(za) + 5.%; {262(11’)‘(1:“) -9 (%Z + 1) Ggy)‘(z‘a)}

+276;/1_1,'{QG5,/\(1E(1) + 626‘7,,\(%‘)} + o(n=1/2) |

onde o parimetro de nio-centralidade A é dado por A = §2/3. E importante obser-
var que na Tabela 4.2 o simbolo 0~ indica um valor negativo do poder calculado
teoricamente até ordem n~1/21



Tabela 4.2

de Wald e escore, para n =15

Poderes (em porcentagem) dos testes da razio de verossimilhanga,

é Niveis
nominais (%)
© o @ O @ o @
1,5 1,0 44 45 44 105 119 15 15
9.5 85 89 87 165 173 5, 4,7
5,0 139 147 144 28 232 106 97
10,0 24 236 237 31,1 312 199 189
0,5 1,0 1,3 1,3 1,3 2,8 4,0 0,6 0,7
2.5 3,1 3,1 3,1 53 63 20 20
5,0 60 60 59 85 94 4T 46
10,0 1,4 11,5 114 141 145 10, 9,6
0,5 1,0 1,3 13 14 0 1,2 21 22
2,5 3,1 3,1 32 10 24 . 42 4]
5,0 60 59 59 34 45 12 11
10,0 114 114 115 87 94 12,7 123
1,5 1,0 44 43 43 - 07 13 12
2,5 85 82 82 06 26 122 116
5,0 139 132 134 5] 6,3 17,3 16,7
10,0 24 212 23 137 143 249 242

Nota: - P, P; e Pj correspondem, respectivamente, aos poderes dos testes da
razao de verossimilhanca, de Wald e escore.

Nota: - Os ndmeros (0) e (1) indicam, respectivamente, os valores tedricos dos

poderes, calculados até primeira ordem e até ordem n~-1/2,

Nota: - O ndmero (2) indica os valores simulados dos poderes.



Tabela 4.3
Poderes (em porcentagem) dos testes da razio de verossimilhanga,

de Wald e escore, para n = 30

é Niveis Py P; P;

nominais (%)

(0) (1) (2) (1) (2) (1) (2)

1,5 1,0 44 45 46 87 97 23 24
25 85 88 89 142 150 61 60

5,0 139 144 147 202 204 166 - 169

10,0 224 233 232 286 288 20,6 202

0,5 1,0 13 13 13 24 29 08 09
25 31 31 31 46 52 24 24

5,0 60 60 60 78 83 51 50

10,0 114 114 11,6 133 139 105 104

0,5 1,0 13 13 14 03 09 18 20
2,5 31 31 32 16 23 39 39

5,0 60 59 60 41 48 68 67

10,0 114 114 11,4 95 100 123 122

1,5 1,0 44 43 43 01 12 65 65
2.5 85 83 84 29 38 11,0 108

5,0 139 134 135 77 84 163 160

10,0 24 215 21,6 162 165 242 239

Nota: - P}, P; e P; correspondem, respectivamente, aos poderes dos testes da
‘raz3o de verossimithanca, de Wald e escore.

Nota: - Os nimeros (0) e (1) indicam, respectivamente, os valores tedricos dos

poderes, calculados até primeira ordem e até ordem n~1/2,

Nota: - O nlimero (2) indica os valores simulados dos poderes.



Tabela 4.4
Poderes (em porcentagem) dos testes da razio de verossimilhanga,

de Wald e escore, para n = 60

o Niveis Iy P; P;

nominais (%)

-1,5 1,0 4,4 4.4 4,5 7,5 8,1 2,9 3,0
2,5 8,5 8,7 89 125 12,8 6,8 6,9

5,0 139 143 144 183 187 12,3 122

10,0 224 230 232 268 27,2 21,2 21,1

-0,5 1,0 1,3 1,3 1,4 2,1 2,4 0,9 1,0
2,5 3,1 3,1 3,1 4,2 4,6 2,6 2,6

5,0 6,0 6,0 6,1 7,2 7,7 5,3 5,4

10,0 11,4 11,4 11,9 127 132 10,8 11,1

0,5 1,0 1,3 1,3 1,4 0,6 1,0 1,7 1,7
2,5 3,1 3,1 3,0 2,0 2,4 3,6 3,6

5,0 6,0 6,0 5,9 4,7 4,9 6,6 6,5

10,0 11,4 114 11,6 100 104 12,0 12,0

1,5 1,0 4.4 4,3 4,4 1,3 1,9 5,9 5,7
2,5 8,5 8,4 8,4 4,6 50 10,3 10,

5,0 13,9 136 13,7 9,5 98 156 156

10,0 224 21,8 220 180 183 236 236

Nota: - Py, P; e P; correspondem, respectivamente, aos poderes dos testes da
razao de verossimilhanga, de Wald e escore.

Nota: - Os nimeros (0) e (1) indicam, respectivamente, os valores tedricos dos
poderes, calculados até primeira ordem e até ordem »n~1/2,

Nota: - O nimero (2) indica os valores simulados dos poderes.
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Uma andlise destas tabelas mostra que, em quase todos os casos estudados, os
valores simulados dos poderes estdo mais préximos dos valores tedricos obtidos por
expansdes assintdticas sob H,, até ordem n~1/2 do que dos valores tedricos calcula-
dos pelas mesmas expansdes assintéticas até primeira ordem. Na comparacio dos
poderes simulados dos trés testes encontramos as seguintes desigualdades: para va-
lores negativos de 8, temos P; < P, <P, enquanto, para valores positivos de 6, temos
esta desigualdade invertida, ou seja, P, < P, < P;. Notemos que as desigualdades
obtidas acima est3o de acordo com as apresentadas na Tabela 3.1 (no modelo sim-
ples a; e ay apresentam o mesmo sinal que se iguala ao sinal de ¢ =  ~ @) quando
13 consideramos p=2e y=1.

5 UMA APLICACAO

O objetivo desta secdo é apresentar uma ilustragdo numérica através da qual com-
paramos os poderes dos testes da razio de verossimilhanca, de Wald e escore. Con-
sideremos os dados da Tabela 5.1 analisados por Cox e Snell (1981, pigs. 148-150)
relativos a tempos de sobrevivéncia y de 17 pacientes sofrendo de leucemia. Eles con-
sideraram o modelo de regressio exponencial com estrutura log-linear logy; = a+ gz,
paral=1,...,17, onde y, é o tempo médio de sobrevivéncia desde o diagndstico e z, é
o logaritmo na base 10 da contagem inicial de células brancas no sangue. McCullagh
e Nelder (1989, pdg. 464) consideraram a estatistica da razio de verossimilhanca
81 para o teste de Hg: 8= 0 versus H : 3 # 0. O valor 6,826 para S; sugere que Hy
deve ser rejeitada ao nivel de significincia de 1%.

Tabela 5.1
Tempo de sobrevivéncia em semanas e log,, da contagem inicial

de células brancas para 17 pacientes com leucemia

y z Y z Y z

65 3,36 121 4,00 22 4,54

156 2,88 4 4,23 1 5,00
100 3,63 39 3,73 1 5,00
134 341 143 385 5 4,72

16 378 56 39T 65 5,00
108 402 26 4.5




O ajuste do modelo sob Hy forneceu & = 4,135 enquanto sob o modelo irrestrito
encontramos & = 8,477 e 4 = —1,109. Definindo s = >z — nzy € sa = Y (z1 — £)°,
para a=2,3, comz=Y.z;/n e j=3 w/n, elembrando que 4 =1, w;=1eV,= u?,
obtemos dos resultados da Secio 2, Sy = §2s2 e S3 = s%(§s2)”!, respectivamente.
Embora o valor 7,700 para S, sugira a rejeicdo de Ho ao nivel de significincia de
1%, o valor 5,681 para S3 sugere a n3o rejeicdo desta hipStese para este nivel de
significancia.

Uma pergunta natural que surge agora é a seguinte: qual das trés estatisticas deve
ser utilizada? Um critério usual de escolha é utilizar a estatistica do teste de maior
poder. No entanto, como sabemos (vide Segdo 3) que até primeira ordem os testes da
razio de verossimilhanca, de Wald e escore t€m o mesmo poder, podemos comparar
os poderes dos trés testes até ordem n~'/2. Estas comparages seguem da Tabela
3.1, pois o modelo exponencial com estrutura log-linear que estamos estudando ¢é
um caso particular do MLG considerado no exemplo da Secdo 3 (y = 0 e p = 2).
Neste caso, para escolhermos o teste de de maior poder basta obtermos os sinais das
quantidades a; e as. Mas, das expressdes de a; e a; dadas logo apés (3.3), temos
que a; = 3t} € ap = Y (2u — 22u)t, uma vez que b, =1, para 1 =1,...,n. Observando
que t; = (z; — 2)B e que zy — zou = (z; — £)?/s2, encontramos «; = B3s3 € ag = Bss/ s,
ou seja, oy = —0,0978% € az = —0,0158. Logo, quando 8> 0, temos a; <0 eaz<0e,
quando 8 > 0, temos a; > 0 e a > 0. Segue, entdo, da Tabela 3.1, que para 8> 0,
o teste de maior poder é o de Wald enquanto para g < 0, o teste de maior poder é
o escore. Portanto, uma vez que a estimativa de g é negativa, é razodvel escolher a
estatistica escore para proceder o teste. '

NOTAS
1 Os valores das probabilidades G,a(za) = P(X4 < z4) das férmulas em (4.1)

foram calculados através da sub-rotina MDCHN do pacote computacional IMSL
(1982).
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RESUMO

Este trabalho apresenta férmulas simples e de facil aplicac3o para expansdes, até ordem n~12 onde n é
o tamanho da amostra, dos poderes dos testes da razio de verossimilhanca, de Wald e escore na classe dos
modelos lineares generalizados, sob uma seqiiéncia de hipéteses alternativas de Pitman. Os poderes dos trés
critérios s3o obtidos para o teste de um subconjunto de pardmetros da parte sistematica do modelo quando o
parametro de dispersio é conhecido. As férmulas derivadas apresentam vantagens em aplicacdes numéricas,
uma vez que requerem apenas operagGes simples com matrizes. Elas sdo, também, suficientemente simples
para serem utilizadas analiticamente, produzindo expressdes em forma fechada quando aplicadas em modelos
especiais cujas matrizes de informag3o de Fisher apresentam formas fechadas. Os poderes dos trés testes s3o
comparados sob condigGes especificas e, para alguns modelos especiais, pode-se identificar regides do espago

paramétrico onde, até ordem n~1/2

» um teste & mais poderoso que os demais. Um estudo de simulagio
e uma aplicagdo numérica comparando os poderes dos trés testes para dois modelos lineares generalizados

especiais s3o apresentados.



ABSTRACT

1/2 _ \where n is the

This paper presents simple and easy-to-use formulas for expansions to the order of n~
sample size - of the powers of the Likelihood Ratio, Walds and Scores tests in the class of Generalized Linear
Models, under a sequence of Pitman alternative hypotheses. The powers of the three criteria are obtained for
the test of a subset of parameters of the systematic part of the model when the dispersion parameter is known.
The derived formulas are used to advantage in numerical applications since they only require simple matrices
operations. For their simplicity they can be used analytically, yielding closed-form expressions in the special
case of models having closed-form Fisher information matrices. The powers of the three tests are compared
under specific conditions and for some special models it is possible to identify regions of the parameter space

where, to the order , one of the tests is more powerful than the others. A simulation study and a numerical

application comparing the powers of the three tests for two Generalized Linear Models are presented.



UTILIZACAO DE TECNICAS DE ANALISE
MULTIVARIADA PARA REDUCAO DE
VARIAVEIS NUM PROBLEMA DE
CONTROLE ECOLOGICO

Lucia Silva Kubrusly*

1 INTRODUCAO

Este trabalho originou-se em um projeto desenvolvido no departamento de Ecolo-
gia da UFRJ para avaliagdo e reparo dos danos causados pelos despejos, que durante
quase 10 anos foram langados no lago Batata, localizado no estado do Pari. Este re-
Jeito era proveniente da lavagem de bauxita realizada no processo de beneficiamento
do minério. O referido projeto foi iniciado em 1987, e sua base experimental consiste
em coleta e andlise de material da dgua e do sedimento, em diferentes pontos do
lago, distribuidos entre as dreas impactada (mais préxima ao local de despejo), nio
impactada (distante dos despejos) e intermedidria.

Os primeiros resultados da pesquisa indicaram que o lancamento do efluente no
lago Batata deveria ser interrompido, o que ocorreu em dezembro de 1989 (veja
Esteves, Bozelli, Roland (1990)). Os estudos estio orientados no sentido de rest-be-

* Laboratério Nacional de Computagdo Cientifica — LNCC/CNPq.
Titulo original: Data Editing Issues and Strategies at the Brazilian Central Statistical Office

R. bras. Estat., Rio de Janeiro, 53(199/200): 53-67, jan./dez. 1992.



lecer o equilibrio ecoldgico do lago. Para tanto é necessario controlar determinadas
varidveis ou indicadores ao longo do tempo. O trabalho de andlise de material
prossegue em cinco pontos de coleta abrangendo dreas impactada, nio impactada e
intermedidria.

A fim de identificar semelhancas e diferencas entre os pontos de coleta, foi reali-
zada uma andlise de dados tendo por base um conjunto de onze varidveis observadas
nos cinco pontos do lago. Foram utilizadas as técnicas de andlise de grupamento e
andlise de componentes principais.

Pretendendo—-se prosseguir por alguns anos o controle da qualidade da dgua, por
meio de andlise de material retirado nos cinco pontos de coleta, € interessante reduzir
o nlimero de varidvéis observadas a fim de viabilizar a pesquisa por um longo periodo.

Neste trabalho o problema de redugdo de varidveis serd tratado escolhendo-se
alguns subconjuntos das onze varidveis originais com n < 11 varidveis. Para cada
subconjunto serdo aplicadas as técnicas de andlise de grupamento e componentes
principais. As solugGes assim obtidas serdo comparadas com a solugdo fornecida pelo
conjunto original de onze varigveis. O subconjunto cuja soluc3o for mais " préxima”
da original serd o escolhido.

2 A BASE DE DADOS E METODOS DE ANALISE ESTATISTICA

A base de dados analisada neste trabalho se compde de varidveis que medem con-
centragoes de elementos encontrados no sedimento dos cinco pontos de coleta e uma
varidvel morfolégica. S3o elas as concentragdes de aluminio (Al), bério (Ba), cobre
(Cu), ferro (Fe), manganés (Mn), zinco (Zn), célcio (Ca), magnésio (Mg), potdssio
(K) e sédio (Na). Como varidvel morfolégica foi escolhida a profundidade (prof)
devido a sua grande variagio de acordo com as diferentes épocas do ano (enchente,
cheia, vazante e seca). A amostra analisada foi escolhida tal que abrangesse todas
as quatro estacdes da dguas, por trés anos seguidos.

Quanto aos métodos estatisticos utilizados, foram escolhidas as técnicas de anilise
de grupamento e andlise de componentes principais, sempre no sentido de se obter
estruturas de "semelhancas” e "diferencas” entre os pontos de coleta.
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2.1 Anilise de Grupamento

Segundo Lucas (1982), o problema de anjlise de grupamento pode ser colocado
da seguinte forma:

Seja X = {zy,---,z,} Um conjunto de caracteristicas (varidveis) e

E = {e;,---,em} O conjunto de elementos que se deseja grupar. Com base no
conjunto X, determinar uma particio dos elementos de E em grupos g; tal que:

se e e e, E€Egi=—e, e e, saosemelhantes

se e €g; e es€g;j=>e, e e sao distintos.

Em outras palavras, a andlise de grupamento tem como caracteristica detectar
semelhancas e diferengas entre objetos, dado um certo conjunto de varidveis. De um
modo geral, as semelhancas e diferencas detetadas sio dadas pelas distincias entre
os objetos no espaco das varidveis (veja Anderberg, 1973).

2.2  Analise de Componentes Principais

O modelo de anélise de componentes principais pode ser descrito da seguinte
forma (veja Johnson, Wichern (1988)):

Seja X = {z1,---,zn} UM conjunto de varidveis observadas sobre m individuos.
As componentes principais C, sado definidas como:

n
Cp= Za,,ij
j=1
sujeito a:
var(Cp) = maxima
Z?:l a’pj=1
cor(C,,,C,’,): 0 para p#p, p=1,---,n
Na solucio do modelo acima, as componentes principais sio obtidas a partir dos
auto-valores e auto-vetores da matriz de correlagio (ou covaridncia) de X, possi-
bilitando a identificacdo de grupos de varidveis correlacionadas, e o aparecimento
de varidveis isoladas. Portanto no presente trabalho a andlise de componentes prin-
cipais serd utilizada para identificar "semelhangas” e "diferencas” apontadas pelas
correlagdes entre varidveis.
Sendo o objetivo deste trabalho obter informagdes sobre " diferengas” e "seme-
Ilhancas” entre os pontos de coleta, estes serdo os objetos na andlise de grupamento,



e serdo as varidveis na analise de componentes principais. Para uma discussio sobre
andlise no espago das varidveis e andlise no espaco dos objetos veja Lebart, Morineau,
Warwick (1984).

3 PADRAO DE SEMELHANCA FORNECIDO PELO CONJUNTO ORIGINAL DE
VARIAVEIS

31 Analise de Grupamento

A anilise de grupamento foi realizada com auxilio do pacote BMDP-V.90, com uti-
lizagdo do método do centrdide e distincia euclidiana entre as varidveis padronizadas.
Os objetos analisados se constituem dos pontos de coleta, aqui denominados P, P,
P3, Py, Ps. O dendograma abaixo representa o resultado da andlise de grupamento.

Figura 1

Anidlise de grupamento para o conjunto original

Ps .

Py .
distancia | 1 ] ] )
0 1.9 27 33 6.0

Para melhor entendimento desta solugio € interessante observar que os pontos
Py, P, e P3 estio em édrea considerada nio impactada, Ps; esta em area fortemente
impactada, e P estd em &rea intermedidria. Observa—se que com base no conjunto
original de varidveis, os pontos P, e P; sio os que mais se assemelham. Quanto aos
demais, apresentam-se razoavelmente distintos. O ponto P, estd mais " préximo”
do grupo (P, P;) do que Ps, e o ponto P, apresenta—se totalmente isolado.

Essa estrutura de semelhanga/diferenca pode ser explicada por P, e P; estarem



ambos na drea nio impactada e pertenceram ao corpo central do lago. A exclusiao
deste grupo dos pontos P; e P; pode ser explicada pelo grau de impacto causado pelo
rejeito. J4 o isolamento do ponto P, é explicado por razdes alheias a presenga do
rejeito no lago. Este ponto estd localizado numa regido de forte estreitamento das
margens, e por isso apresenta—se com caracteristicas bastante diversas do restante
do lago. Devido ao estreitamento, a movimentagdo da agua é muito maior, e sendo
assim, neste trecho, dgua e sedimento tém caracteristicas mais préximas de um rio
do que de um lago propriamente dito.

3.2  Anilise de Componentes Principais

A anilise de componentes principais foi realizada com auxilio do BMDP-V.90.
Conforme ja mencionado anteriormente, os pontos de coleta s3o as variaveis nesta
andlise.

A solugdo da andlise de componentes principais para o conjunto original apresenta
trés componentes responsiveis por 92% da varidncia total. Os resultados estdo
reprgsentados na figura 2. Os eixos representam as componentes C;, Cy e C3. As
coordenadas dos pontos no grifico sio os pesos de cada varidvel (ponto de coleta)
na composicio da componente.

Figura 2
Andlise de componentes principais para o conjunto original
C2 (12%) C3(9%)
[ |
P1
04 od o4 = ) PS
2
P4
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02 0« 06 °‘|..5 l5 P2 1 s P1 13 1
02 o ) - a® 02 o
p4 P3 .
P2
L)
FYR 04 o P3

E interessante observar que no plano ¢, x Cy, responsavel por 83% da varidncia
total dos dados, o fendmeno mais nitido é o isolamento do ponto P,. Os demais
pontos se encontram agrupados neste plano, embora a maior proximidade dos pontos
P e P; indique uma semelhanga mais acentuada entre os mesmos. Acrescentando—
se a componente C; (responsdvel por 9% da varidncia total), aparece uma distingdo



entre os pares (Ps, P4), impactado, e (P,, P3), nd3o impactado.

4 O PROBLEMA DE REDUCAO DE VARIAVEIS

Diversos métodos de reducdo ou exclusio de varidveis tém sido utilizados (veja
Jolliffe (1986) e Krzanowski (1988)) no sentido de excluir informacdes redundantes,
ou, ao contrdrio, excluir varidveis isoladas em um certo conjunto, dependendo do
objetivo da anilise estatistica realizada.

Neste trabalho, a abordagem adotada serd um pouco diferente, pois o conjunto
originai é suposto padrdo, e pretende-se obter um subconjunto que carregue as
principais caracteristicas deste. Mais especificamente, deseja—se escolher um sub-
conjunto do conjﬁnto original que reproduza a estrutura de semelhanca e diferenca
Ja obtidas pela andlise de grupamento e andlise de componentes principais.

Como candidatos a substituir o conjunto original foram escolhidos quatro subcon-
juntos. Os dois primeiros foram escolhidos por critérios nio estatisticos, e os outros
dois foram escolhidos por critérios que serio apresentados a seguir. A escolha do
melhor candidato a substituir o conjunto original terd como base o resultado que
cada conjunto fornecerd, quando submetidos aos métodos de anilise de grupamento
e componentes principais.

A seguir estdo as descrigdes dos quatro subconjuntos e os resultados das anjlises
estatisticas para os mesmos

S1 = {Al, Ba,Cu,Fe, Mn,Zn}; formado pelos elementos com as mais altas e as
mais baixas concentracdes.

Sy = {Ca,Mg,K,Na,prof}; formado pelas varidveis que nio estio em ;.

S3 = {Be,Cu,Ca,Mg,K}.

O critério para escolha deste subconjunto foi baseado no nimero de diferencas
apontadas nas médias de cada varidvel, entre todos os pares de pontos de coleta (veja

(Ferreira, Esteves, Kubrusly, 1994)). Este procedimento pode ser descrito como:
Dados:
n = nidmero de varidveis originais;
p matrizes de dados com X,,..., X, varidveis, associadas aos pontos de coleta
Pl’ ceey Pp;
m = nlimero desejado de varijveis:
passo 0:

g=1
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passo 1:

tome X, e faga teste de igualdade de médias para todos os pares de pontos
de coleta

passo 2:

faca SCORE X, = nlimero de testes nos quais a hipdtese de igualdade foi
rejeitada

passo 3:

se ¢ = n, escolha as m varidveis com maior SCORE e pare; sen3o faca
¢g=gq+1 e volte para o passo 1.

O (ltimo conjunto definido foi 84 = {Bae,Mn,Zn,Ca, Na}.
Para a escolha desse subconjunto, foi usado o procedimento descrito em Krzanowiski
(1988) que pode ser resumido nos seguintes passos:
Dados:
n = nUmero de varidveis originais;
matriz de dados com Xq,---, X,.;

f(z) = fungio objetivo para redugdo de varidveis;
m = nimero desejado de varidveis;

passo 0:

qg=n

passo 1:

forme ¢ subconjuntos com ¢—1 varidveis

passo 2:

determine o valor de f(z) para cada subconjunto e escolha aquele que otimiza
f

passo 3:

faca g=¢—-1

passo 4:
se ¢=m pare; sendo volte para o passo 1.

Neste trabalho f(z) foi escolhida como o maior auto—valor da matriz de correlacio
das varidveis.



4.1 Escolha do substituto para o conjunto original com base nas solugées de andlise de

grupamento

A fim de proceder a escolha do substituto para o conjunto original, foram real-
izadas andlises de grupamento para os quatro subconjuntos descritos acima. Nes-
tas andlises foram utilizados o mesmo pacote estatistico (BMDP-V.90), o mesmo
método (centréide) e a mesma medida de distincia (euclidiana). Serd escolhido o
subconjunto cuja solugido da anilise de grupamento for a mais préxima da solugio
obtida para o conjunto original. A seguir estio os resultados na figura 3.

Figura 3

Anilise de Grupamento para os cinco conjuntos de varidveis

| 1
11.0 2.0 3!0 4,'0 5.0 e?o

o

S

conjunto original

Na avaliagdo das diferentes solugSes obtidas, os niveis de distincia nos dendo-
gramas ndo sdo diretamente compardveis devido a diferenca no niimero de varidveis
dos diferentes conjuntos. Para efeito de comparacio é necessirio utilizar niveis de
distdncia relativos. Assim, a cada nivel de distancia fornecido pela solucio de s;,
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associa—se uma medida de distancia relativa dada por

yi = dS;
Mds;,
onde

dS; é uma distincia em S;, e MdS; é a distincia mdaxima em S;

Nas solucdes apresentadas na figura 3, sio destacados cinco niveis de distincia,
aos quais correspondem as seguintes formagdes de grupo:

nivel 1 — (P,, P3)

nivel 2 — (P,, P3, P4)

nivel 3 — (P,, P3, Py, P5)

nivel 4 — (P4, Ps)

nivel final = (Py, Py, P3, Py, Ps)

Os niveis de distdncia ni, na € n3 estio na solucio do conjunto original. O nivel
ng, estd caracterizado em trés das cinco solugcdes obtidas. O nivel final n; estd
necessariamente em todas as solugdes.

Usando estes niveis de distincia, e chamando o conjunto original de So, a medida
de distancia relativa descrita acima pode ser redefinida da seguinte maneira:

~_ n (Sy) _ n4(So)
WIThs) ¢ YT ng(S)

onde

n;(S:;) € a distancia do nivel j em &S, e

n;(So) € a distdncia do nivel j em S5, ji=1,---,4

A diferenca entre a solugcio de um conjunto S; e a solugdo do conjunto S, pode
ser medida pela seguinte fungio:

4
1
j_ZZ Yij — yO]

Serd escolhido como substituto do conjunto original So aquele que apresentar o
menor valor para f;. Abaixo estdo os valores desta fungido para i=1,2,3,4.

f1=24.0x10"3
fa=19.5x10"3
f3=33x 10-3
fa=12.6 x 10-3

De acordo com o critério definido acima, o conjunto que melhor substitui o con-
junto original na solu¢io de andlise de grupamento, é o conjunto S;, formado pelas
variaveis {Ba,Cu,Ca, Mg,K}.



4.2  Escolha do substituto para o conjunto original com base nas solu¢des de andlise

das componentes principais

A escolha do conjunto que melhor substitui o conjunto original na andlise de
componentes principais, como na seco anterior, sera decidida por uma avaliacdo
das solugdes fornecidas por S;, i = 1,.--,4. Os resultados destas anilises estio
representados na figura abaixo.

Figura 4

Anilise de componentes principais para os cinco conjuntos de varidveis
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A comparagio da disposicio dos pontos no espago gerado por Cy, Ca, € C3 nio
pode ser feita diretamente, pois C;, C; e C3 sio diferentes para cada um dos cinco

conjuntos. E necessdrio entdo se obter um dnico espaco no qual as diferentes solugdes
sejam representadas e comparadas.

Considerando as componentes C;, C; e C3 extraidas para os conjuntos S;, pode-se

escrever:

J__ 0 i .
Cy= Zj:l aj; X;
i 5 i .
Cy= Zj:l anXJ
J_ N i .
C§ =31 05X

Sendo assim, as solugdes da andlise de componentes principais podem ser repre-
sentadas por

bt______ (Aéaill...’/\}a1i5’ aaal’...,xl‘zaasy...,A?sagl’...’Aaags) 1= 0,1’...’4

onde )} € a varidncia de C},, e i = 0 representa a solugdo para o conjunto original.

Considere agora uma matriz de dados cujas colunas s3o os vetores b* =0, 1,---, 4,
e suponha que a partir desta matriz sejam extraidas as componentes principais G.
As componentes assim obtidas formam um tnico espaco no qual os vetores b sio
representados, e eventuais semelhangas poderdo ser observadas. Em outras palavras,
a técnica da andlise de componentes principais estd sendo novamente usada para
identificar semelhancas. Desta vez entre os vetores b%, aos quais correspondem as
solugSes obtidas para os cinco conjuntos de varidveis. Esta abordagem é semelhante
a adotada em Kubrusly e Roditi (1989).

As componentes principais G podem ser escritas por:

4
Gp= gipb’, p=1,---,5
1=0

Realizando—se efetivamente esta anilise, foram mantidas duas componentes @, e

G, responsdveis por cerca de 93% da varidncia total. O resultado est4 representado
na figura 5.



Figura 5
Representagao dos vetores b; no plano G x Gy
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A fim de interpretar ;.ste resultado, é importante lembrar mais uma vez que os
vetores b* representam as componentes principais obtidas a partir de S e S;, e ainda
que a semelhanga entre estes vetores é traduzida por suas distancias no plano G; xGs.
Sendo assim, pode-se concluir que o conjunto S, (formado por {Ca, Mg, K, Na,prof})
€ o que fornece solugdo da andlise de componentes principais que mais se assemelha
aquela obtida para o conjunto original. Portanto este é o subconjunto que estd
melhor indicado para substituir o original, quando o modelo estatistico utilizado for
o de andlise de componentes principais.

5 CONCLUSAO

Neste trabalho foram apresentados dois critérios para comparacio de diferentes
sol