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1 — INTRODUCAO

Uma das atividades basicas no processo de conhecimento humano
consiste em classificar coisas semelhantes em categorias. Os objetos de
conhecimento encontrados usualmente nas atividades diarias sdo nume-
rosos demais para serem processados mentalmente como entidades
isoladas. Os estimulos s&o assim, via de regra, descritos primariamente
em termos de pertinéncia a categorias ou grupos.

* Tese submetida ao corpo docente da Coordenacio dos Programas de Pés-Graduacfio de
Engenharia da Universidade Federal do Rlo de Janeiro — COPPE-UFRJ, como parte dos requisitos
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Lima, Valéria de Sant’Ana e Marlene de Moraes, pela datilografis e a Geraldo Sonodas, pelos
desenhos.
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Evidentemente, tal definicio de grupos envolve uma certa dose de
arbitrariedade, o que pode implicar em que sejam feitas, as vezes, certas
generalizacoes indesejaveis.

Existem, pelo menos, trés problemas no a&mbito da analise estatis-
tica multivariada, associados ao estabelecimento de grupos: os proble-
mas de classificacdo, de analise discriminante e de andlise de grupa-
mento (cluster analysis).

Classificacdo ou identificagdo é o processo de alocagao de um novo
item ou observacdo ao seu préprio lugar num conjunto preestabelecido
de categorias. Os atributos essenciais de cada categoria sfo conhecidos
a partir de uma amostra de cada grupo. Ha, assim, uma certa incerteza
na alocacdo de uma dada observagdo. Como exemplos dessa atividade
poder-se-ia imaginar um geoélogo identificando rochas ou um biélogo
catalogando flora ou fauna. O problema de classifica¢do pode, além disso,
ser complicado por imperfeicoes na definicdo das classes, categorias que
se superponham e variacdes aleatérias nas observagoes. Na pratica, pro-
cura-se contornar estatisticamente essa dificuldade, calculando a proba-
bilidade de pertinéncia, a cada categoria, de uma dada observacao,
alocando-a & categoria mais provavel. Apresentacdes detalhadas do
problema de classificagdo sdo feitas, por exemplo, em Tatsuoka (41) e
Cooley & Lohnes (7).

A analise discriminante, por sua vez, também a partir de uma amos-
tra de cada categoria, procura estudar as direcOes, ou dimensdes, ao
longo das quais as maiores diferencas entre os grupos ocorrem. Algebri-
camente, o objetivo é determinar combinacdes lineares das variaveis
originais ao longo das quais se verificam as maiores diferencas entre os
grupos. Apresentacoes detalhadas do método sdo também feitas em
Tatsuoka (41) e Cooley & Lohnes (7).

No problema de cluster analysis (daqui por diante denominado
anilise de grupamento, a exemplo do que é efetuado em Pinho Gama
(32)), por outro lado, pouco ou nada se conhece sobre a estrutura dos
grupos. Possivelmente, nem o numero de grupos é conhecido, sende
disponivel, apenas, uma estimativa mais ou menos aproximada. Em
esséncia, nesse problema, o que € conhecido é apenas o conjunto de
observacdes relativas aos elementos cuja pertinéncia a categorias é
desconhecida. O objetivo é, entdo, determinar uma estrutura de grupos
que se ajuste aos dados disponiveis. Tal ajuste é feito de forma a reunir
elementos semelhantes, tendo em vista as varias caracteristicas obser-
vadas, em um mesmo grupo, implicando, assim, que o grau de associa¢do
seja elevado entre os membros de uma mesma categoria e, baixo, entre
os elementos de categorias distintas.

Assim, a analise de grupamento constitui-se em uma técnica a ser
utilizada para a descoberta de uma estrutura de grupos e de relagdes
entre esses grupos. Os resultados dessa anilise podem contribuir para
o desenvolvimento de esquemas censitarios de classifica¢do: em botanica
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e biologia, por exemplo, uma das principais aplicacdes da analise de
grupamento é a construgdo de taxonomias. Em outras situacbes pode
ser possivel, através da andlise de grupamento, reduzir um razoavel vo-
lume de dados a uma descrigdo compacta através dos grupos formados.
Se esse agrupamento “amostral” for adotado para uso operacional, pode-
se entdo tornar a base para a classificacdo de novas observacoes.

E interessante observar que essa técnica pode também ser utilizada
no sentido inverso, como citou Anderberg (1): se, ap6s a aplicacdo de
um algoritmo de analise de grupamento, os grupos resultantes apresen-
tarem entre si um grau de diferenciacdo muito pequeno, provavelmente
os elementos consistem, apenas, em uma Unica classe. Aquele autor cita
a aplicacdo dessa idéia a analise de conjuntos de células humanas, a
procura de células anormais: uma amostra contendo apenas células
normais seria homogénea, ao passo que se houvessem células anormais
os resultados da aplicacdo do método a amostra apresentariam um agru-
pamento significativo para um certo nimero de grupos.

A analise de grupamento, além disso, pode também ser vista como
uma técnica de anilise fatorial, como indica Harman (18). A analise
fatorial procura reduzir as variaveis originais de um problema, a um
numero menor de fatores, procurando, assim, obter-se uma descricédo
resumida dos dados do problema.

Nos casos particulares em que a matriz de correlagédo entre as varia-
veis originais indique a existéncia de grupos distintos de variaveis, ou
seja, quando a matriz possa ser escrita de forma:

++

++
I
i
] : o
| ++
i S p——
|
o [¢] o

+
+

onde “+4 -}-” e “O” representam, respectivamente, uma elevada correla-
¢do e correlacdo nula, a analise de grupamento pode ser utilizada para
a detecclo desses grupos. Nesse caso, a técnica consistiria em agrupar
“variaveis” e nio “elementos”. Infelizmente, é bastante improvavel que,
na préatica, matrizes da forma apresentada na figura anterior venham
a ocorrer, o que prejudica a aplicagdo do método nesse caso.

A analise de grupamento reveste-se, assim, de uma natureza geral,
€ pode ser aplicada, praticamente, em quaiquer area do conhecimento
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humano, tal como biologia, entomologia, psicologia, educacéo, economia,
pesquisa de mercado, geologia, planejamento urbano e regional, etc.

O primeiro texto sobre o que hoje é conhecido como anéilise de gru-
pamento, € devido a Tryon (42) e foi publicado em 1939. Desde entéo,
uma vastissima literatura tem sido apresentada, sendo hoje enorme a va-
riedade de técnicas existentes nessa area. Varios autores (Anderberg (1),
Duran & Odell (10), Hartigan (19), Pinho Gama (32), etc.) tém
procurado apresentar um estudo unificado do problema, e se constituem
em excelentes referéncias sobre o assunto. No entanto, dada a amplitude
do tema, nenhum desses estudos chega a ser totalmente abrangente,
especializando-se, cada texto, como seria de se esperar, numa deter-
minada &rea.

A presente tese ndo tem o objetivo de ser um trabalho exaustivo,
0 que seria impossivel. Procurou-se, aqui, efetuar uma apresentacio
cuidadosa de alguns dos métodos mais significativos e que permitisse
ao interessado no assunto, uma visdo clara e pratica de algumas das
principais técnicas de analise de grupamento.

Assim, foram aqui' incluidos métodos importantes e de publicacéo
recente, que nio constam da literatura usualmente disponivel e, para
melhor entendimento por parte do leitor, foram desenvolvidos para esta
tese, pelo autor, novos teoremas e demonstracées, um método hierarqui-
zado divisivo e novas formaliza¢Oes para alguns métodos.

De uma maneira geral, o Capitulo 2 define o problema de analise
de grupamento e os conceitos basicos que permitirdo a apresentacao
dos métodos selecionados. No Capitulo 3 é feita uma descricdo sucinta
desses métodos (hierarquizados, de realocacio iterativa e de programa-
¢do matemética), cuja apresentacdo detalhada é feita nos Capitulos 4,
5 e 6, respectivamente. No Capitulo 7, por sua vez, é apresentado um
exemplo pratico de aplicacdo de anilise de grupamento no estudo de
etapas de crescimento de larvas. Finalmente, no apéndice 1 sdo apresen-
tadas tabelas-resumo das distancias, medidas de dispersdo e funcoes
objetivo utilizados pelos diversos métodos apresentados, sendo, por sua
vez, apresentadas no apéndice 2 rotinas computacionais em Algol
para a resolugdo de problemas praticos pelos principais métodos apre-
sentados neste trabalho.

2 — DEFINICAO DO PROBLEMA |

2.1 — Conceitos preliminares

Seja E = {e,, e, ..., &,} o conjunto dos n elementos pertencentes
a populagio em estudo. Suponha-se que existam p caracteristicas obser-
vaveis e mensuraveis (quantitativas ou qualitativas), possuidas por cada
elemento pertencente a E.
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Denotando a medida da k-ésima caracteristica do elemento e; por
Zi; € o conjunto das medidas das p caracteristicas do mesmo elemento e;
pelo vetor coluna

Ty
Toi

Los

é possivel resumir a descricdo dos n elementos da populagdo em um
conjunto de vetores X = {X,, X,, ..., X,)}. Note-se que o conjunto X
pode ser encarado como um conjunto de n pontos no R?.

2.2 — O problema de analise de grupamento

Seja m um numero inteiro menor do que 7. O problema de analise
de grupamento pode ser resumido na seguinte afirmagdo: “Com base
no conjunto X, determinar uma particdo P, dos objetos pertencentes
a E em m grupos g, 9., ..., gn, alocando cada e; a apenas um grupo,
de forma a que elementos semelhantes sejam reunidos num mesmo
agrupamento e objetos ndo semelhantes sejam alocados a grupos dis-
tintos”.

Assim, a solucdo de um problema de anilise de grupamento pode
ser encarada como uma particdo do conjunto E que otimize uma funcéo
objetivo f(P,), funcdo essa que reflita uma medida quantitativa de
semelhanca “intra” e “entre” grupos.

E possivel ilustrar as afirmacGes acima com um exemplo, citado
por Duran & Odell (10). Suponha-se que p = 1 caracteristica é medida
em cada um dentre n = &8 individuos, resultando no conjunto X =
= {3,4,7,4,3,3,4,4}). Deseja-se obter uma particdo dos oito elementos
em m = 3 grupos. Uma medida quantitativa de semelhanca poderia ser
fornecida pela soma dos desvios quadraticos de cada ponto x; em relagéo
a média do grupo g; ao qual esse ponto fosse alocado. O objetivo entdo
seria minimizar

W = 23:, w; = i T @ %),

j=1 j=1 i€g;

onde T; € a média do grupo g¢;.

Evidentemente a solucdo é dada por

g: = {3; 3: 3}’
g, = {4, 4, 4, 4} e
g3 - {7}7

comW =w; +weg +w; =0-+0+0=0.
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Para que se possa, no entanto, estabelecer funcdes objetivo conve-
nientes, faz-se necessario discutir algumas medidas de semelhanca entre
elementos e entre conjuntos de elementos.

2.3 — Medidas de semelhanca entre dois elementos: funcoes de
distincia, coeficientes de similaridade e|coeficiente de
correlacao

Como foi visto, a solu¢do de um problema de andlise de grupamento
envolve a quantificacio de semelhanca e a reunido de elementos seme-
lhantes em um mesmo grupo. Uma maneira de s;e resolver esse problema
seria, por exemplo, atribuir dois elementos e; e e; a0 mesmo grupo se:

— a distancia d; entre os pontos X; e X; fosse suficientemente pe-
quena;

— uma medida de similaridade s; entre X, e X, fosse suficiente-
mente grande; ou

— o coeficiente de correlacfo r;; entre X, e X,- fosse suficientemente
elevado, ‘
atribuindo-se os dois elementos a grupos distintos se d;; fosse elevado
ou se s; ou 7y; fossem pequenos.

Tal raciocinio embasa a seguinte definicdo, dada por Diday & Si-
mon (9) e fundamentada no conceito de distancia: um grupo g, é dito
homogéneo se para todos e; e ;¢ gs € €; ¢ Gs, di; < dy € dyy < dy, sSendo
uma particdo P, = {gi, 0, ..., g»} dita homogénea se a propriedade
acima for verdadeira para todo g, ¢ P,,. Definicdes semelhantes poderiam
entdo ser estabelecidas também para s; e 7y

Assim, torna-se interessante analisar mais detalhadamente os con-
ceitos de distancia, e de coeficientes de similaridade e de correlagdo.

2.3.1 — Funcées de distdncia

Uma funcéo real ndo-negativa d; é dita urna funcéo de distancia,
ou uma métrica, se, para todos X,, X; e X, ¢ R?, trés propriedades sio
satisfeitas:

1 — d; = 0 se e somente se X; = X;

2 — dy; = dy

3 —dy < du + dy.

O valor de d; para X, e X, especificados é dito a distancia entre
X, e X; ou, equivalentemente, a distancia entre ‘e; e e; com relacdo as p
caracteristicas de interesse.

Duran & Odell (10), Diday & Simon (9), Pinho Gama (32) e outros
autores, apreséntam uma série de fungdes de distAncia passiveis de uti-
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lizacdo. Dentre estas, foram selecionadas como de interesse para este
trabalho as métricas de Minkowsky, ou I, normas, que tomam a forma

1o RS
dy = ad\(X, X)) = [kz l Ty — xkj])\] ,A=1,2 ...
=1

Nos casos particulares de A —= 1 e . = 2, tem-se respectivamente as
distancias expressas nas normas um e euclidiana. A norma um é muito
util em termos de eficiéncia computacional.

A métrica euclidiana, por sua vez, além de ser bastante conhecida,
tem para este trabalho um grande interesse, pois algumas medidas de
disperséo dentro de um grupo ou entre grupos a serem apresentadas
aqui, tém uma énfase especial na utilizacdo desse tipo de métrica.

Cabe também observar que o quadrado da distdncia euclidiana

entre e; e ¢;, aqui denotado por d; (X, X;), pode ser escrito da forma
GE X)) = B @ — 2t = (X — X)X~ X)),

As distancias d; podem ser dispostas em matrizes da forma D =
= [dy] ou D* = [d,;], simétricas, de dimensdo 7 X .

A interpretacdo do significado da distancia como medida de seme-
lhanga no caso de medidas quantitativas é evidente. Tal interpretacéo,
no entanto, no caso de medidas qualitativas, deve ser verificada cuida-
dosamente. Como afirmam Diday & Simon (9), “... como podem dois
nomes, ou duas cores, serem adicionados ou multiplicados?”. Os mesmos
autores, no entanto, sugerem que, ao invés de se criar uma varidvel
qualitativa, que assuma valores inteiros, por exemplo, para cores, se
considere cada uma dessas cores como uma variavel binaria (ou dico-
tomica, isto é xi; ¢ {0,1}), onde “1” representaria a presenca do atributo
k no elemento i e “0” sua auséncia. Nesse caso, operacoes aritméticas
nos vetores X; passam a fazer sentido e funcdes de distdncias podem ser
utilizadas sem que se obtenha resultados absurdos.

Por outro lado, o conjunto de elementos {e;, e,, ..., €,} é usualmente
medido em diferentes unidades. Assim, uma determinada variavel pode
ser medida, por exemplo, em quildmetros e outra em metros. A utilizagéo
sem maiores cuidados, dos valores “brutos” das medidas implicaria no
estabelecimento de uma ponderagdo implicita nas variaveis: a variavel
medida em quilémetros teria um peso mil vezes menor que a caracteris-
tica medida em metros.

E usual, entdo, procurar-se uma equalizacdo das varidveis, expres-
sando-as de uma forma adimensional. As transformacoes mais comuns
sdo do tipo I = zw/%:, onde I; € a média, ou a amplitude, ou o desvio
padrao da k-ésima variavel.

Como aponta Anderberg (1), varios autores consideram essa técnica
como um método completo de ponderacdo de variaveis e ndo dedicam
major atencéo a esse tdpico. Aquele autor, no entanto, aponta que esse
procedimento é uma abdicacdo da responsabilidade do analista, na me-
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dida que isto implica em afirmar que o incremento na dispersdo tem
a mesma importincia para todas as variaveis, qualquer que seja o pro-
posito da analise. Ainda segundo Anderberg (1), a escolha dos pesos
nio depende de técnicas automaticas: na verdade, é o principal meio
de que o analista dispde para adequar a andlise aos seus objetivos.

Assim, pode-se considerar a possibilidade de uma transformacio de

s . . . LA s - Wy
variaveis, anterior ac calculo das distancias, da forma Iy —= 7 Ta =
&

= oy Ti;, Onde w; representa um peso, atribuido pelo analista, para a
k-ésima varigvel. Geometricamente e trabalhando com a bola unitaria,
o efeito seria como descrito na figura 1 (ver exemplo Anderberg (1)):

N
N

>

>
113
Q
X

FIGURA 1

Essa transfcrmacio provoca um alongamento ou encurtamento nas
variaveis, tal que a bola unitiria se transforma num elipséide.

No caso da distancia euclidiana, por exemplo, ter-se-ia, apés a trans-
~ - - 4 ?
formacdo d (X, X)) = = (o T — o Tny)? = LE ar (T — Tni)".
k=1 c=1
Evidentemente, nesse caso, como as distincias calculadas sédo diferentes
para os dados brutos e os dados transformados, o resultado final do
processo de agrupamento serd, de maneira geral, diferente nos dois
casos.

Por outro lado, existem outras transformacdes, onde I;; se torna
uma combinacédo linear das variaveis originais. Uma transformacéo desse
tipo, bastante usual, é aquela obtida pela utilizacdo da analise de
componentes principais (ver por exemplo Anderberg (1), Cooley &
Lohnes (7), Harman (18) ou Tatsuoka (41)).
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Esse método pode, inclusive, permitir uma maior economia na des-
cricdo dos dados, uma vez que procura reduzir as p variaveis originais
a um nuimerc menor de componentes principais. Cabe aqui ressaltar,
no entanto, que a solugdo que vier a ser obtida com os dados assim
transformados pode ser criticamente prejudicada no que se refere a
interpretacdo das caracteristicas dos grupos formados, uma vez que as
componentes principais tém apenas uma interpretacdo geométrica e
podem nio fazer “sentido” no ambito do estudo que estiver sendo desen-
volvido.

2.3.2 — Coeficientes de similaridade

Uma funcéo real ndo-negativa s; é dita uma medida de similaridade
se, para todos X; e X; ¢ R? trés propriedades sdo satisfeitas:

2 _ qu, = 1
3 -_ Sﬁ = Sﬂ.

A quantidade s; é também denominada coeficiente de similaridade.
Os diversos autores de textos sobre analise de grupamento apresentam
varios coeficientes de similaridade, dos quais foram selecionados para
apresentacéo neste trabalho o Coeficiente de Gower, no caso de variavel
quantitativa (ver por exemplo Gower (16) ou Pinho Gama (32)), € o
coeficiente de Sokal & Michener (ver por exemplo Sokal & Miche-
ner (39) ou Duran & Odell (10)).

2.8.2.1 — Coeficiente de Gower — variavel quantitativa

Sejam e, e ¢; dois elementos quaisquer de E que se quer comparar
em relacdo a uma caracteristica k.

Define-se entdo uma quantidade s;; da forma:

!xm‘ — xk.jl

Sy = 1 — R,

onde

T — medida da k-ésima caracteristica em e,
R, — amplitude da varidvel k observada em E

= mdxxr"xagx [xk, — x,w{.
Assim, se e; e e; possuem a mesma medida na variavel k, s;, = 1.
Se ¢; e e; sdo os elementos que mais distam entre s; na caracteristica k,
dentro do conjunto E, s;; = 0. No caso geral, 0 << s < 1.
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O Coeficiente de Gower, neste caso, nada mais é do que a média,
no conjunto das p variaveis, das similaridades entre e; e e; medidas por
. 1 ¢z
Syx, OU s€ja, 8 —= — X 8.
D i
Quando, em todas as caracteristicas, tem-se s;; = 1, o Coeficiente
de Gower s; toma o valor 1. Se todos sy = 0, s;; € igual a 0. No caso
geral, 0 < sy << 1.

2.3.2.2 — Coeficiente de Sokal & Michener

Quando todas as p caracteristicas forem representadas por variaveis
binarias, varios coeficientes de similaridade podem ser definidos (ver
exemplo Duran & Odell (10) e Diday & Simon (9)). Um desses coefi-
cientes é o de Sokal & Michener, que pode ser escrito da forma:

a -+ b

Sy =
p

onde
a = numero de caracteristicas para as quais Ty = Tx; = 1

b = nUmero de caracteristicas para as quais z,;, = 0 e Ty; = 0
p — numero de caracteristicas.

Assim, se x,, = x,; para todo k, s; — 1. Se 1y 5% x;; para todo k,
sy == 0. No caso geral, 0 < s; << 1.

2.3.2.3 — Meétricas e coeficientes de similaridade

¥ possivel construir-se métricas a partir de coeficientes de similari-
dade, caso se efetuem as transformacdes adequadas. Gower (16) (ver
também Pinho Gama (32)) sugere a seguinte transformacéo:
d; = (I — sy

Esta funcdo d; é uma métrica. Evidentemente, atende as proprie-
dades 1 e 2 do item 2.3.1. No que se refere & propriedade 3, tem-se
(ver por exemplo Everit (12)): (I — 8;) 72 < (I — sa) /% + (1 — 8i5) /2.

2.3.3 — Coeficiente de correlacdo

O coeficiente de correlacdo entre X; e X;, denotado por r;, é definidc
por (ver por exemplo Diday & Simon (9) ou Duran & Odell (10)):

i (s — T ) (Tr; — 5’.;‘)
k=1

S P e
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onde
1 2 5 1 2
Y4 k§l y4 kzu:z

Sejam, por outro lado, os vetores Y, e Y, obtidos a partir de X; e X,
pela transformacéio:

-1
rowi
8l
&

Yi=X;— :' =[z—%] e Y;=X;— = [z; — T ]

8
e B

3]
e
®l

g

O coeficiente de correlacdo r; pode entéo ser reescrito da forma:

P
Z_ Ys Yus Y Y.
S B Lo e VTN AT
(£ )" | £ ]
k=1 k=i

onde ¢; € o angulo formado enfre Y; e Y.

Como exemplo, sejam X; — [24] e X, = [7 3]. Como T, = 3 e
T,=25temse Y] = [—1 1] e Y; = [2 —2]. O coeficiente de correlacio

é entdo dado por r; = "_2_ _2_ _ =4 _ 1,0.
V2 V8 4
Graficamente, tem-se: '
Ye
Y
1 e 12
N -
Y

Yo

Se, por outro lado, tivermos X; = [2 4] e X; = [8 16], é facil ver
que r; — 1. De uma maneira geral (ver exemplo Duran & Odell (11)),
se X; = o X;,a > 0, tem-se r; = 1. Como —1 < 7; = cos §,; < 41, no
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caso da utilizacdo do coeficiente de correlacdo como medida de seme-
thanca diz-se que e; € ¢; sao semelhantes de forma positiva se r; for
préximo de “-17, de forma negativa se r; for proximo de “—1” e néo
semelhantes, se r; for proximo de “0”.

E importante notar aqui que a medida de semelhanca fornecida por
ry € bastante diferente daquela fornecida por d; ou s; Nos casos das
fungdes de distdncia e do coeficiente de similaridade, o maijor grau de
semelhanca entre e; e e; é atingido quando X; = X;. No caso do coefi-
ciente de correlacdo, a maior semelhanca é medida quando X; =
=aX;,a> 0. '

¥ possivel também associar ao coeficiente de correlacdo uma funcéo
de distancia. Mulvey & Crowder (31) definem uma “métrica” de corre-
lagdo a partir da seguinte transformacéo: d;; = [0,5 (I — r;;) ]¥/*. Assim,
quando dois elementos tém uma correlacdo positiva perfeita (ry = + 1),
tem-se d; = 0. Quando 7y = 0, tem-se d;; = 0,71 e no caso de correlagéo
negativa perfeita (r; — —1), tem-se dy; = 1. Note-se que esta funcio
ndo satisfaz & propriedade 1 do item 2.3.1, ndo sendo assim, a rigor,
uma métrica.

Exemplo:

E possivel comparar os efeitos da utilizacdo das diversas medidas
de semelhanca aqui apresentadas através de um exemplo. Suponha-se
que a trés criancas foram aplicados dois testes, obtendo as criancas os
“scores” apresentados no conjunto X: X = {X,, X,, X,} = {[8], L&, (-4}

Como % = [2 8 0], tem-se: ¥ = {[71], ("4, [-]}.

Graficamente:
X2 ‘yz
X2
Yo
X.{ Y]
6,2 =6
SE 23
XY y‘

X

3 Y3

Calculando-se as matrizes Di (de quadrados das disténcias eucli-
dianas), G (de Coeficientes de Gower), R (de coeficientes de correlagdo),
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D, (de distancias euclidianas), Ds (de distdncias associadas ao coefici-
ente de Gower) e Dy (de métricas de correlacéo), tem-se:

0 90 16 [ 0 9,5 4,0
D=1 90 0 178 {. logo D, = | 9,5 0 13,3
16 178 0 L4,0 13,3 oJ
1 0,15 0,85 0 0,92 0,39
G =1|015 1 0,38 |, logo Dg = | 0,92 0 0,79
0,85 0,38 1 0,39 0,79 0
1 1 -_1‘| 0 0 1]
R = 1 1 —11, logo Dg = |0 0 1
—1 —1 1J 1 1 oJ

Assim, caso o objetivo fosse formar dois grupos homogéneos tal como
definido por Diday & Simon (9) (ver inicio do Item 2.3), ter-se-ia nos
casos da métrica euclidiana e do Coeficiente de Gower a particao P, =
= {0., §:} = {{I, 3}, {2}} e, no caso do coeficiente de correlagdo, a

particdo Py = {g1, g:} = {{1, 2}, {3}}.

2.4 — Medidas de dispersac interna de um grupe

A solugdo de um problema de andlise de grupamento envolve, como
ja foi visto, a quantificacdo de semelhanca e a reunifo de elementos
semelhantes em um mesmo grupo. Uma maneira de se aferir a seme-
lhanca entre os elementos reunidos em um determinado grupo é medir
a dispersdo dos elementos nesse grupo.

Sejam, por exemplo g; = {1, 2, 3,4, 5} e ¢gr = {2, 2, 2, 2, 2}.

Se a dispersao fosse aferida por uma medida do tipo W = = (x; — )3,
[X-1]

onde T fosse a média do grupo g, ter-se-ia W; = (I — 3)* 4 (2 — 3)® -

+ B—-3N*F A —-N* L (5—-3)¥*=10 e Wr=5zx 2 —2):2=0.

Nesse sentido, gx é menos “disperso” que g;, 0 que leva a afirmar

que os elementos reunidos em gx sdo mais semelhantes entre si que os
elementos pertencentes a g,.

De uma maneira geral, seja um grupo.g; = {€;, €, ..., €,} com
n; elementos e X; = {X,, X,,..., X, } o conjunto de observagdes, efetua-

das nas p caracteristicas, relativo a g;. E possivel definir algumas medi-
das de dispersdo para g; na forma que se segue.
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2.4.1 — Soma dos quadrados dentro do grupo

Para o conjunto g, Duran & Odell (10) definem a medida Wj,

. nr
soma dos quadrados dentro do grupo g;, da forma W; = 2 (X; —
— —_— g1
— X)) (X — Xi);
onde X; = 1 s X, é dita a média, ou centrdide, do grupo.
I ie=]

Assim, W; representa a soma dos quadrados das distancias eucli-
dianas entre cada elemento do grupo e a centrdide do mesmo.

Por outro lado, o teorema abaixo estabelece uma importante rela-
¢ao, que permite a determinacao de W; sem que se tenha de proceder
a0 calculo da centréide (ver por exemplo Duran & Odell (10)):

Teorema, (2.1):

Z dﬁ(XUXI)_——'Z Z dZ(XuX)

1=l Ny i=1 j=1

Demonstracao:

Primeiramente, pode-se verificar que:

E ds (X, Xp) = Z Z ds (X;, X,). (1)

1= Nr =1t i=1

para tal, tem-se que, por definicéo,
yd

Y & &y X)= Y L @ —E)

tal k=1 i=1

I S = s
X X (@ — 2z Tpr + Tpa)-

[

k=1 §=1
Como
— 1 U
Tpy = — X Tyjs
Ny ;=1
2 r g
2 dz Xx;, XI) 2 Z xkl —— T X Ty Z Z Trj Tgr
gl k=1 i=1 Ny i=1 i=1 r=t1

Separando as parcelas entre parénteses e icolocando o somatdério
em p em evidéncia,

P nr 2 r
=Z[Z xm‘T%.Z“’k; +
1 1

k=1 Li=l

+£ { ! E E xkzxkr}:l’

s=] 'nl J=l r=l
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ou

p [ ™ 2 nr
= 2 [2 {xkt"'—n—'xk- E 1k1}+
I

1=1 i=1

+ nI{ ZE i 7] xkr}:l

nI j=1 r=1

ou ainda,
P "y 2 ny
= 2 | X V¥ — — Tri 2 Tpif T+
k=1 gl I =1

1 MM

+— X X T T

Nr j=1 r=t

I

. 1 1 fo s
Somando e subtraindo 7 3 ah = vl Y. «;, e trocando o indice r

=1 j=1

por i, tem-se:

'ﬂI o _ p nl 2 2 ’nI -
Y de Xy, Xi)= X | X 1% — r T ’Z'1 it~ 5 Z e +
J&

t1=1 k=l Li=l s=1

+—Z Z g5 Zk:’i‘—' Z. xk:]

nr j=1 i=1 =1

Colocando em evidéncia o somatério em i nas trés ultimas parcelas,

ny . _ » n; . 2 n;
L d X, X)=X | X i = i Z T+

=1 k=1 1=1 i=1
nr 1 1 r 1 r
+ X {——wi,-+—xk.-zxk,-+— xii}:]'
nr i=1

i=1 2 2ny j=i

Resumindo em um unico somatoério em i,

2 M 1
Z dg (X, Xp) = Z Z Tpi — —— Tyi L T — — Tpi
k=1 i=1 ny i=1 2
1
+'_ Lies E ka 2 Z xlc] ’
i=1 nr j=1
ou
L G A B 2 1
= — L — —— Ty Ty + —— x
kgl {§1 (2 k ong ;;;1 ki ony J§1 ki
ou ainda
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2 2
como = ¥ 2,

2 - 1 2 L3 . 2
de (X;, Xp) = oy kEI *21 21 @i — 2Zpi Trj t k)
= = f=

1 p " " e
— X X X @n— wlci)
2nr k=1 io1 j=t

1 "r "1 p 2
—_— Ti = Zpj)
- 2ng i§1 ;§1 kgl (= ks
1 "r

2

> ¥ d (X X)),

I s=1 j=1
0 que prova a equacao (1). No entanto, como ‘
ds (X, X;)=d; (X;, X)) e d X; X)) =0,
tem-se

'__E ng(XnX)_—Z Zdz(XuX)

2’"4] i=l j=1 1=l j=1
0 que completa a demonstracdo do teorema.

2.4.2 — Varidncia interna de grupo

Com base na soma dos quadrados dentro do grupo, Duran &
Odell (10) definem a varidncia interna do grupo g, denotada por Sj,

como sendo S% =

2.4.3 — Didmetro de grupo

Hansen & Delattre (17) definem como didmetro do grupo g:, deno-
tado por d(g;), a maxima dessemelhanca entre os elementos do grupo.
Esta dessemelhanca pode ser medida, por exemplo por quaisquer das
medidas apresentadas no item 2.3. Assim, o grupo apresentado abaixo
teria, caso a medida fosse a distancia euc11d1ana, o didmetro indicado
na figura abaixo:

* d(gl)“

B1
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2.4.4 — Dispersdo via mediana do grupo

Vinod (43), em um de seus modelos de andlise de grupamento via
programacéo inteira (ver Item 6.1) apresenta um conceito de dispersdo
interna de grupo semelhante a W;. Seja o grupo g,. A mediana do grupo
é o elemento e, para o qual a soma das distdncias (medidas através de
uma métrica qualguer) entre ele e os demais elementos de g;, denotada

aqui por Z(e,), isto é, Z(e,) = _Zfl d., € minima. Nesse caso, Z,..(g1) =
= Z(e,) = min Z(e;) mede a dispersdo do grupo, dentro do modelo

€ EQI

proposto por Vinod.

Exemplo:

¥ possivel comparar as diversas medidas de dispersio apresentadas
no item anterior por um exemplo. Sejam trés grupos g;, gs € gg, onde
sdo medidas duas caracteristicas, como abaixo:

Kr K,

Tem-se, respectivamente:

1 — soma dos quadrados dentro do grupo:

Wr=@+2H+2+ @+ + 74+ @+ D)+ 22+ +DH)+2° =48
W,=@+)+ 1+ P+ + 1+ @+ D)+ 1+ + D+ 17 =2
Wx=@+2)+2°+ @ +25+2° =24

Os grupos menos dispersos internamente seriam g, e gx;

2 — varidncia interna:

S7 =48/8=6
8% =24/8=38
Sk = 244 = 6.

O grupo g, seria o menos disperzo internamente;

605



3 — diametro de grupo:

Tomando como medida de similaridade o quadrado da distancia

euclidiana:

606

dg) = ds Iy, I) = ds s, I) = (2° + 26 + @+ 2 =2
d(gJ) = dﬁ (Ju Jﬁ) = 2
d(gK) = dﬁ (K,, Ky = 24.

Os trés grupos teriam a mesma dispersdo interna;
4 — dispersdo via mediana de grupo:
Utilizando a distancia euclidiana,

— Grupo gr:
ZU)=2ZA)=ZT) =2, =
=+ L+ WP+ DD+ D+ E+DD)+ 45+ 27 =112
Z(I)=2Z) =2y = Z Iy
=2+ @+ +E+HOH LW+ +2H+ 8 =80,

logo I, (ou I, ou I; ou I;) é mediana, com Z,;, — &0.

— Grupo g,:
ZU)=20)=E@+1+E+19+6+)+@+4ON+
+ @4+ D+ 2 =88
ZU)=ZU)=2Ud=ZT)=1"+"+1H+E" +2)+2+
+ @+ )+ P+ 1)+ +2) =32
ZU)=ZWJ)=""+E+1)+ @+ +@&+29+
+ @ +2)+ G+ 1)+ 1" = 40,

logo J, (ou J, ou Js ou Js) é mediana, com Z,;, = 32.

— Grupo gx:
ZE)=ZK) =2+ W+ H+E +4) =06
ZEKy)=2ZEK)= @ +4)+4+2° =40,

a mediana é K, (ou K,), com Z,;, = 40.

O grupo menos disperso nesse caso é 0 grupo g..



Em resumo, nota-se que:

— o numero de elementos influiu na soma dos quadrados dentro do
grupo, o que fez com que g, e gr apresentassem, nessa medida, a mesma
dispersdo interna. Tal ndo aconteceu, obviamente, com a medida forne-
cida pela varidncia interna;

— no caso do didmetro de grupo, n2o hé sensibilidade para a dis-
tribuicdo interna dos elementos no grupo: os trés agrupamentos apre-
sentaram a mesma dispersao;

— as unicas medidas que apresentaram apenas o grupo g, como
0 menos disperso interiormente foram a varidncia interna e a medida
de dispersdo via mediana de grupo. Deve-se acrescentar que g, tem,
para um circulo de centro na média X, e raio \/2, cerca de 75% dos
pontos em seu interior ou na fronteira, enquanto os outros dois grupos
nao tém ponto algum nessa situacfo,

2.5 — Funcgoes objetivo em analise de grupamento

Como foi visto no item 2.2, a solucdo de um problema de andlise

de grupamento pode ser vista como uma particio P, do conjunto E
que otimize uma funcéo objetivo, ou seja, P, é solugio do problema:

Otimizar f(P,.)
Sujeito a P,, viavel.

A partir das medidas de dispers@o apresentadas no item 2.4, é pos-
sivel definir algumas funcées objetivo passiveis de utilizagao, tais como
as funcdes, a serem minimizadas, descritas a seguir:

1 — soma dos quadrados dentro dos grupos (ver por exemplo Duran
& Odell (10)):

Py =W= % Wi= ¥ ¥ & X, X

91 € Py 1EPm i=1

2 — soma das variancias internas:

[Py =8=3% =3 Lw;

91€Pp g1ePy Tr
3 — didmetro de grupo (ver por exemplo Hansen & Delattre (17)):

J (Pn) = d(Pn) = mdzx d(g) = mdz mdzx d;;; e

g1&Py, 9rePm %, % €01

4 — disperséo via mediana de grupo (ver por exemplo Vinod (43)):

FP = L Zunlg) = % min 3 di.

9rePy, 0rePy, ;€0 V=1

607



3 — CONSIDERACOES GERAIS SOBRE OS METODOS DE
ANALISE DE GRUPAMENTO

3.1 — Introducgio

A variedade de métodos para a resolucdo de problemas de analise de
grupamento é enorme, Varios textos se dedicaram a uma apresentacdo
do conjunto desses métodos, entre os quais poderiam ser destacados os
textos de Anderberg (1), Diday & Simon (9), Duran & Odell (10),
Hartigan (19) e Pinho Gama (32).

O objetivo do presente trabalho é apresentar detalhadamente algu-
mas técnicas selecionadas, classificadas aqui arbitrariamente em trés
familias de métodos:

— hierarquizados aglomerativos;
— de realocacao iterativa; e
— de programacao matematica.

3.2 — Métodos hierarquizados aglomerativos

Os métodos hierarquizados aglomerativos sdo inicializados conside-
rando-se os n elementos de E como formando um conjunto de n grupos
{e:}, {es}, ..., {e,}. Seleciona-se entdo dois elementos ¢; e ¢;, i 5% j, con-
siderados mais semelhantes e une-se esses dois elementos em um unico
grupamento. Forma-se entdo uma particdo de £ em (n — 1) grupos
{e;}, {€:}, - - -, {€, €}, ..., {€:}. O processo é entdo seqliencialmente re-
petido, isto &, sfdo unidos os grupos mais semelhantes, formando-se
(n — 2) grupos, (n — 3), (n - 4), etc., terminando-se o processo quando
se determina novamente um unico grupamento E.

O termo “hierarquizado” vem do fato de que o processo define uma
hierarquia, na medida em que um grupo formado em um determinado
passo corresponde a uma unido de grupos formados em passos ante-
riores.

Por outro Iado, € como apresentado por Pinho Gama (32), uma das
dificuldades da aplicacdo desses métodos reside em que eles nédo apre-
sentam uma “regra de parada”, isto é, sdo aplicados, em principio, até
que todos os elementos do conjunto E pertencam a um unico grupa-
mento. '

De uma maneira geral, um importante item na resolucio de pro-
blemas de anilise de grupamento é o da determinacio do numero de
grupos m. Pinho Gama (32) apresenta alguns métodos para a defini¢do
desse numero, apontando, no entanto, que este € um problema ainda em
aberto na andlise de grupamento, e que os métodos atualmente existen-
tes sdo discutiveis quanto & capacidade de determinagdo de um verda-
deiro valor de m.
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No Capitulo 4, onde serdo descritos os principais métodos hierarqui-
zados aglomerativos, serdo apresentados alguns procedimentos simples
que permitem, na pratica, a determinacdo do ntiimero de grupos. Por
outro lado, é preciso considerar também que, em muitos casos, m ja sera
determinado a priori.

3.3 — Meétodos de realocacao iterativa

Uma outra maneira de se resolver um problema de analise de gru-
pamento seria, por exemplo, para-um valor fixo de m, adotar-se a se-
guinte técnica: forma-se inicialmente uma particio qualquer P, —
= {91, s, - .-, gn} do conjunto E; calcula-se entdo os “centros” de cada
grupo, que podem ser, por exemplo, as medianas dos mesmos; gera-se
a partir dai um novo grupamento P,, = {g’, gs, ..., Jn}, alocando-se
cada elemento e; ao centro de grupo mais préximo; o processo é repetido
(calculo do novo “centro” e realocacdo ao “centro” mais préximo) até
que algum teste de convergéncia seja satisfeito.

Esse tipo de procedimento é definido por Diday et alii (8) como
sendo de “realocacdo iterativa”. Existem, por outro lado, variantes da
técnica apresentada acima, tais como os métodos ISODATA (descrito,
por exemplo, em Duran & Odell (10)), K — Meédias ou de Mac-
queen (29), de Jancey (21) e de Forgy (15) (também descritos em
Anderberg (1)).

Alguns dos principais métodos de realocacéo iterativa serdo apre-
sentados no Capitulo 5. Deve-se, no entanto, esclarecer aqui que para
os métodos desse tipo, embora a convergéncia seja atingida em um ni-
mero finito de iteracdes, ndo existe garantia de que a solucdo obtida
seja 6tima.

3.4 — Métodos de programaéio matematica

Os métodos hierarquizados, obviamente, ndo fornecem necessaria-
mente solugdes 6timas, ou seja, ndo geram obrigatoriamente a melhor
dentre todas as particoes admissiveis. Como citado no item anterior,
os métodos de realocacdo iterativa também ndo o fazem. Além disso,
néo é possivel, nos dois casos, avaliar-se a qualidade da solucéo obtida,
que pode inclusive possuir um valor de funcio objetivo muito distante
do 6timo. ' ’

Uma tentativa de contornar essa dificuldade seria efetuar a andalise
de grupamento via enumeracdo completa: para todas as alternativas
possiveis de particées P, do conjunto E, calcula-se o valor da funcéo
objetivo f(P,,), escolhendo-se como solucdo a particdo P, tal que f(PL)
seja 6tima. No entanto, o namero S(n, m) de alternativas de particio
dos n elementos de E em m grupos é, segundo Duran & Odell (10), dado
por S(n, m) = L § (%) (—=1)m—k &n,

m! p=o

!k
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Assim, a anglise de grupamento por enumeracic completa nio se
mostra pratica, a menos que 7 e m sejam muito pequenos. Por exemplo,
se m = 16 e m = 8, o numero de alternativas é de aproximadamente
2,1 x 10°, ou seja, 2.100.000.000.

Tal fato levou ao desenvolvimento de uma série de algoritmos basea-
dos em programacao dindmica (Bellman (6), Jensen (23) e Rao (35)),
teoria dos grafos (Hansen & Delattre (17), Johnson (24), Rohlf (36),
Sibson (38) e Zahn (48)) e programacao inteira (Rao (35), Roy (37)
e Vinod (43)).

Dentre essas técnicas foram selecionados para apresentacido nesta
tese dois modelos de programacédo inteira devidos a Vinod (43). Esses
modelos apresentam a desvantagem inerente a técnica de programacao
matematica utilizada: excessivo tempo de computagdo. No entanto,
Rao (35) e Mulvey & Crowder (31), utilizando, respectivamente, progra-
mac8o dindmica e otimizaco por subgradientes, demonstraram que é
- possivel, para os dois modelos de Vinod, obter-se uma solucéo 6tima de
forma eficiente. Esses métodos serdo apresentados no Capitulo 6.

4 — METODOS HIERARQUIZADOS AGLOMERATIVOS

O procedimento padréo nos algoritmos hierarquizados aglomerati-
vos foi descrito sucintamente no item 3.2. Ele consiste basicamente
numa técnica iterativa que, em cada passo, reine em um tnico grupo
os dois grupamentos mais semelhantes. O algoritmo se inicia conside-
rando cada grupo como formado por um TUnico elemento e, ao seu
término, tera reunido todos os elementos em um sé grupo. Evidente-
mente, o algoritmo também podera ser interrompido quando, em deter-
minado passo, se tiver alcancado um numero m de grupos considerado
conveniente,

Talvez o método mais utilizado para a representacio grafica dos
resultados de um processo hierarquizado aglomerativo seja o que utiliza
a idéia do “dendograma”. Em sua forma mais usual, o dendograma
consiste em um diagrama em forma de arvore, onde os elementos sao
apresentados verticalmente a esquerda, e os resultados do processo a
direita. Os niveis de distancias em que os grupos séo formados, s&o
apresentados horizontalmente acima do diagrama. A figura 2 (exemplo
dado por Duran & Odell (10)), apresenta um dendograma para 0O caso
de seis elementos e p caracteristicas: '
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FIGURA 2 — Exemplo de um dendograma

O dendograma informa que na primeira etapa foram reunidos os
elementos e, e e;, com uma distancia d,; = 0,1. Na segunda etapa foram
reunidos e, € e;, com d,; = 0,2. No terceiro passo efetuou-se a reuniao
de {e;, e;} e {es}, ao nivel de distancia 0,3. Posteriormente, tem-se
(es, e,} U {e,} e finalmente todos os elementcs estdo reunidos em um
80 grupo.

Como se nota, o algoritmo trabalha com distdncias entre grupos e
ndo distancias entre elementos, tal como definido no item 2.3.1. Assim,
é usual, nesses problemas, definir-se distancias df; entre os grupos quais-
quer g; e g,, distintas das distancias d,; entre os elementos e; e ¢;. Da
mesma forma, d’, representa a distdncia entre o grupo formado por {e:}
€ 0 grupo g,

Neste Capitulo, serdo apresentados seis métodos de agrupamento
hierarquizado aglomerativo. O algoritmo geral é o mesmo, variando
apenas a distancia d%; utilizada. No item 4.3, apresenta-se uma tabela-
resumo com as distancias associadas a cada um dos seis métodos. Ao
final do Capitulo, é feito um estudo comparativo desses métodos, apre-
sentando-se também alguns procedimentos praticos para a determina-
cdo do numero de grupos a ser adotado na solucdo do problema.

4.1 — Algoritmo geral

O algoritmo geral utilizado nos métodos hierarquizados aglomerati-
vos é o que se segue. Deve-se, no entanto, alertar que foi efetuado aqui
um artificio, normalmente utilizado quando da implantacdo do método
em computador: ac se unir dois grupos g; e g,, formando g. = ¢:Ugy,
assume-se, para efeito de armazenamento das informacoes, que, apds a
unido, tem-se g; = g, ¢ gs = {¢}.
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Algoritmo:

Passo 0 : (inicializacdo)
Seja cada grupo formado por um unico elemento
e, j =1, ..., n
Calcule a matriz de distancias entre grupos;
Faca k — n.

Passo 1 : (calculo da distancia minima entre grupos)
Determine g; e g, tais que df, — min {dby}

PxQ
P,Q#{g}

Passo 2 : (unido dos grupos para os quais a distancia foi
minima)
Forme o grupo g, = ¢:Ug;;
Faca gr = gr e gr = (¢}
(observe que existem agora k¥ — 1 grupos néo va-
zi08) .

Passo 3 : (regra de parada)

Se kK —1 = m, pare,
sendo va para o Passo 4.

Passo 4 : (calculo da nova matriz de distincias entre os
grupos)

Calcule a nova matriz de distancias entre os grupos
nao vazios;
Faca k = k — 1 e volte para o Passo 1.

4.2 — Principais métodos hierarquizados aglomerativos
Os métodos a serem apresentados aqui sdo os seguintes:

— ligacdo simples;
— ligacdo completa;
— centroéide;
— mediana,;
— Ward; e
— média de grupo.

Todos esses métodos, como ja foi dito, seguem a mesma técnica,
variando apenas a distdncia entre grupos-dj; a ser utilizada.
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4.2.1 — Método da ligac@o simples

Introduzido por Johnson (24), esse método utiliza a distdncia “de
vizinhanc¢a mais préxima” (ver também Duran & Odell (10)), aqui de-
notada por ds;:

das, = ds;; = min d; .

€;E0r
¢iedsy

Pode-se, assim, nesse caso, fazer uso de quaisquer das disté.nc_ias
entre elementos d,; mencionadas no item 2.3.

Exemplo:

Seja a iteracdo adiante, onde ja foram formados quatro grupos (a
distancia utilizada é a euclidiana), e se deseja determinar um agrupa-
mento final composto por dois grupos:

s
®

Assim, a solucdo é dada por P, = {g:}, {9s, Ox, g1}.

Note-se que, a particdo P, ndo é homogénea, tal como definido no
item 2.2.3. Além disso, nenhuma particdo em dois grupos que seja
construida pela unifo dos grupos g¢;, g, gx € g o sera, dada a confor-
macio alongada do grupo g¢;.
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De uma maneira geral, o método da ligacdo simples podera, ainda
nos primeiros estagios, reunir em um grupo elementos bastante desse-
melhantes, desde que haja entre eles uma cadeia de outros elementos
que sejam, por sua vez, semelhantes entre si. Esta dificuldade é conhe-
cida como “efeito de cadeia” (ver exemplo Diday & Simon (9), Duran &
Odell (10) e Hansen & Delattre (17)).

4.2.2 — Método da ligagdo completa

Devido a Macnaughton-Smith (28), o método utiliza a distancia
“de vizinhang¢a mais afastada” (ver por exemplo Duran & Odell (10)),
aqui denotada por dcy,:

d,L}J: dCIJ = m(i:l: dﬁ .

e e

¢iegs
Também neste caso, pode-se fazer uso de quaisquer das distancias
mencionadas no item 2.3. Note-se que este método procura minimizar

a funcéo objetivo “didmetro de grupo”: f(P,) = d(P,) = mdzx d(g:),
descrita no item 2.5. e

O método da ligacdo completa forma grupos mais compactos que
o método anterior. Aplicado ao exemplo do item 4.2.1, ter-se-ia:

Exemplo:
A particdo em quatro grupos (distidncia euclidiana) seria:
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Seqiiéncia de particOes, para m = 2 :

e

9L
A solucéo agora é dada por P, = {91, 97}, {9x, 91}

Por outro lado, o método ndo fornece necessariamente solugoes 6ti-

mas. O exemplo abaixo, citado por Hansen & Delattre (17), ilustra esse
fato.

Exemplo:

Sejam quatro elementos, com as dessemelhancas d,, = 1, d;s = 2,
d“—_“3,d“:4,d” :5Ed31,:62

.€
es. €.
.€

As particoes dadas pelo método da ligacdo completa seriam:

P, = {es}, {e:}, {es}, {&,} e d(P)) =0
P3 = {31, eg}, {63}, {64] e d(P,g) = d12 - 1
P, = {e;, e, e}, {e,} e d(P;) = dyy = 4

No entanto, para P, = (e, €}, {e:, e,} tem-se d(Pg) = d,, = 3.
4.2.3 — Método da centrédide

No método da centréide, devido a Sokal & Michener (39), a distancia
entre os grupos g e ¢, é dada em termos do quadrado da distancia
euclidiana entre suas centroéides (ver por exemplo Duran & Odell (10)).

djy = diy = di (X5, X,), onde X, e X, sdo, respectivamente, as médias,

— "7
ou centroéides, dos grupos ¢, € g,. Cabe lembrar aqui que X; = 2 X,
I {i=1

Note-se que se n; for muito maior que 7, as centroides de g, =
= g:Ug; e g; sdo quase coincidentes, e assim as caracteristicas do grupo
¢gs; ndo sdo levadas em consideragio. Isto levou a que se caracterizasse

esse método como “técnica de grupos ponderados” (ver por exemplo
Duran & Odell (10)).

Exemplo:

Sejam seqiiéncia de particdes, caso se deseje dois grupos.
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9

Note-se que tanto pelo método da ligacZo simples como pelo da
ligacdo completa, a particdo P, seria {g:, 9}, {Ox, 91}

4.2.4 — Método da mediana

Como forma de contornar a dificuldade criada pela formagédo de
grupos ponderados, Lance & Williams (27) apresentaram o método da
mediana: a filosofia é a mesma, com a excecdo de que, na unifo dos
grupos gr e g;, assume-se que, a centréide do grupo resultante dessa
uniéo, é dada pela média aritmética das centrdides de g; e g, Assim,

- X + X
se gy = 9:/Ug;, entdo X, = —{CL-;———L»
Em outras palavras, nota-se que X, corresponde ao ponto médio do
segmento que une X; a X,.

Exemplo:
Seja 0 mesmo exemplo anterior com as novas centréides X':
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4.2.5 — Método de Ward

O método de Ward (44) por sua vez, utiliza como distancia entre
os grupos a distancia estatistica (ver exemplo Duran & Odell (10)):

Ny Ny

— = nrn
ds X1, X)) = ——— diy.

d‘}J = Dy = -
ny 4+ ny ny + ny

O objetivo do método de Ward é procurar a minimizacfo da soma
dos quadrados dentro dos grupos, definida no item 2.4.1:

W= X W= T > d&&, 3,

21ePp, rely i=t
onde X; é a centréide do grupo gr.

Esse objetivo fica evidente em vista do teorema (4.1), apresentado
a seguir, que indica o significado da distdncia Dy.

Teorema (4.1):

Se gr. = g:Ugy, entdo Wy, = W ++ W; 4 Dy, ou seja, Dy representa
o acréscimo na soma dos quadrados dentro dos grupos W quando g; € g,
sdo unidos,

Demonstragdo:

Se gr = ¢:Ug,;, tem-se, por definicio, que:

Wi= L d (X M)+ T & (X, M), 4.1)
1= J=

onde

1 g "y
M=m(§; X;+ X X

i=l j=t
é a centréide do grupo g;.

O teorema serd demonstrado em duas partes:
1.2 parte:

S df (X, M) =W, +n; & X M) e

teal
nr —
Z‘,t ds (Xj, M) = Wy +ny di (X5, M).
,-
Por definicéo,

T 4 (%, M)= T (X~ M) (X;— M-
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Somando e subtraindo 1?:,

"y *r —_ —_ — —
ZI ds (X;, M) = Zz X=X+ X - M) X; — X+ X - M)

= 'Zz kZI (@ri — Frr + Fpr — my)°
Franf e

"t )
=X ¥ (@5 — 224 Tpr + 8T — 2Ty My +mY) + 26,

f=1 Lke]
onde
r _ g _
¢ = E} Ez (Tgs Tpr — Tpi My, — Tpr + T My).
i=1 k=

No entanto, colocando apenas o somatoério em k em evidéncia, tem-
se:

P r r
- = —2 ~
= 2 \Tur X Tpi — My 20 Ty — Ny Ty + 0y Typ mk)
Bt i=1 Fpy
ou seja,
4
¢ = 2 ¢Ic’
o=t
com
- - - _2 -
& = Tpr Np Tyr — My, Np Tpr — By Ty -+ np T my, = 0.

Assim, ¢ = 0 e ):I di (X, M) se torna:

=1

i I 2 e - - — 2
Y de (Xiy M) = X X (a1 — 8 Tpr + 2%51 — 2T My + M)

=] s=1 k=1

i S A - -2 _2 — 2
= -21 kZ:I {(@h; — 220s Fpr + 200 + @hr — 2T e + M)}

L ) _ .z i G o
=Y ¥ @u—%) + X X @r—m)

iol k=1 i=1 k=1
g & — \? LA P)

= 3 X (Tw-— T) o X @ — my,)
$=] =1 k=1

n

=3 & (X, X))+ dl X M)

s=1
= Wy +n; di (X1, M). 4.2

Da mesma forma, poder-se-ia mostrar que:

"y —
r & (X;, M) = Wy +n; &z (X5, M), (43)
~

0 que completa a primeira parte da demonstracio.
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2.3 parte:

Wi, = W, 4+ W, + Dy

Como foi indicado na equacio (4.1),
nr ny )
Wy = .Zf d (X:, M) + _‘}.:1 s (X5, M).
i~ =

Tendo em vista as equacles (4.2) e (4.3), a equacdo acima pode
ser reescrita:

Wy, =W +n; ds (X, M) + W, +n; di (X, M).

Como

1 — —_
M=~ (n; X1+ 07 X,
??,I-{—??.;(I I il J)

tem-se que

2 LA Y
ny dg (X1, M) = n; k;j @rr — M)

i

= = 2
nr Zpr -+ 1y %J)
ny + 1y

- - 2
2 Ry Tpr — Ny Tpy
- k}: (
=1

ny+ ny

P
nr 2\ Ter —
k=1

2
nr Ny LA - 2
T TG T

2
Ny Ny 2
= e

(ng +ny)?
e, da mesma forma,

nf ny

(nr + ny)?

2
dry .

Ry dfz (35.7, M) =

Assim,

2 2
nrny - nyny

(nr + np)f

2
dI J

W}; == W; ‘{" Wj +

Ny fiy
nr -+ ng

]

53
&, .

Wr+W;+
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Finalmente,

Wi = Wi + W, 4 Dy,

o que completa a demonstracio.

O resultado acima pode ser interpretado da seguinte forma (ver
exemplo Duran & Odell (10)): a soma total de quadrados das distancias
do novo grupo g;, é igual & soma dos quadrados das distancias “intra”
mais a soma dos quadrados das distancias “inter” (dada por Dy) dos
grupos g: € gs.

Assim, quando o método de Ward, em cada iteragdo, escolhe para
a formagfo de um novo grupo os grupos g; € g, tais que Dy é minimo,
ele efetivamente esta levando a que, em cada iteragfo, o acréscimo em
W seja minimo. Logo, o método procura minimizar a soma dos quadra-
dos dentro dos grupos, embora, obviamente, nie forneca necessariamen-
te uma solucdo 6tima para o problema.

Exemplo:

Sejam, por exemplo, e, €, ..., €5 tais que:
b b AN A RS T HHHHHHHH Fa VY

Graficamente, tem-se:

4
Xz

i’ x€ 1

»

Xy

O problema foi resolvido com o auxilio da rotina CLSTROPT, desen-
volvida nesta tese e aqui apresentada no apéndice 2. Os resultados obti-
dos, para m — 4, podem ser sumarizados na forma abaixo, onde estéo
também indicados o passo k, e a soma dos quadrados dentro dos grupos
W e a distancia estatistica D;; minima associadas ao passo k:
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o] 0,5 1,0 1,5 2,0 2,8 3,0 8,0 16,0
¥ } } + t + f b § w
0,5 0,5 0,5 0,8 0,5 0,5 5,0 8,0
¥ 4 4 + } § 4 } $ D .
tJ minima

e
2 g4
3 P______Il
€a
85 o %
e (=
6 g2
e o }
7 %
e o
e _ o
9 + 93
1c
e, o
i i } 94
&z

Assim, se fosse desejada uma particdo em seis grupos, ter-se-ia:

@
CD

> > >

Lo
X3

" Note-se que, ao se formarem esses grupos, o nivel de distancia Dy
entre os elementos que foram unidos foi de D;; = 0,5, uma vez que,
n; = n; = 1 e d?y= 1 (ver definicdo de D;; no inicio deste Item). Ao
se formarem cinco grupos, D,; passa a ser igual a 5,0. Isto é, passou a
ser dez vezes maior que o nivel em que eram feitas as unides de grupos
anteriormente. Isso indica que, com uma particBo em seis grupos, se
obtém grupos “muito” mais similares que com uma particdo em cinco
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ou menos grupos. Uma andlise como essa, ou seja, uma verificagdo do
crescimento de D,; ou de W pode sugerir o nimero final de grupos a
ser definido.

O resultado, para m = 4, seria:

lef

”»
-

X3

Nota-se assim que a solucdo mais adequada parece ser a particio
em seis grupos.

4.2.6 — Método da média de grupo

Devido a Sokal & Michener (39), 0 método da média de grupo utiliza
como distancia d;; entre os grupos gr € 9,, a distincia média quadratica
(ver exemplo Duran & Odell (10)):

"r

TIJ 2
Z: dg (Xi' XJ’)'

7 . N -
di; = Dy; =
NNy =1 j=1

O objetivo deste método pode ser constatado a partir dos seguintes
feoremas:

Teorema (4.2) (ver exemplo Duran & Odell (10)):

— a distancia média quadratica entre os grupos g: e gs, € igual
a4 soma das varidncias internas Sie S5 desses grupos mais o quadrado
da distancia euclidiana di, = d (321, X,;) entre as suas centréides.

D}, = 87+ 85 + dis
Demonstracéo:
— o teorema serj demonstrado em duas partes:

1.2 parte: considerando g = {e:}, tem-se que a distdncia média
quadratica entre D, entre o elemento e; € o0 grupo g, é
dada por:

D?J = S.z} + dﬁ X, )—f.l)
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por definicdo, como n; = 1,

1y §
D}y =-— % ds (X;, X))

Ny j=1

L5t &, - X)X - X0,

Ny ;=1

Somando e subtraindo X, ,

1 - =
D?J=—“ZJ:(X - X+ X, - X)X - X+ X, — X))

Ny j=1

¥4
Y @5 = Ty + Trs — 2w)’
Ny j=1 k=1

I
e

2 2 - —2 — 2 )
= — Z > (% — 2%y Tps + 8%kg — 2Zpg Ty + T) + 59,
Ny j=1 k=1
onde
"y p _ 2 _
Y X (@ Ty — ki T — Lo T+ Ty Tpa)-

nJ j=1 k=1

No entanto, colocando apenas o somatério em p em evidéncia,

o= 2 YTy — 20 T — Tpi —— Z T — Tky + Td Tra
k=1 J i=1 i=1
P
—2 — —2 —
= ¥ @es — T Tpg — Tg + Ty ) = 0.
k=1
Assim,
e _ 1 J 2 2 = =2 - 2
Diy = o S Y (@ — 2y Ty + 2Ty — BTpy Tpi t+ ki)
J i=1 lhi=1
) A - —2 ny & e - 2
= — Z (Tj ~ 2245 ZTug + Toy) + — X @y — 2Ty Ty + T30)
Ny =1 k= Ny k=t
1

Z di (X X)) +di X X))

Ny j=1
= 87+ d; (X, Xy),
completando assim a demonstracfo da primeira parte do teorema.
2.2 parte:
Diy = 87+ 87+ dis .

Por definicio:

Z Z ds (Xi, X))

NrNy =1 j=1

2
Dy =
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Como

Dg.l = — 2 d! (Xu XJ))
Ny j=1
tem-se
1 Uk 1
DfJ = 7{_ E { Z d2 (Xu XJ)}
I (=1 nry =1
Assim,
Df; = — D%,
o nr s§1
1 —
=— ¥ {87 +d; (X, X)}b
Nr i=1

ny SJ_* - Z dE (Xu XJ)

Nr i=t

Por outro lado, pela definicdo de D%, , tem-se:

Como resultado da primeira parte da demonstragéo resulta que

1
2
Dz, , = .

r

.Z 2 ()_('J, X5).

D%JI = Sf + dz (X-J; X-I)-

A partir das equacodes (4.5) e (4.6) e lembrandb que

df./ = dﬁ ()_51

, X;) tem-se entdo que

— Z ds (Xi, X)) =87 +dis .

Nr i=1

Finalmente, substituindo (4.7) em (4.4),

D7 =8+ 85 + d,

o que completa a demonstragdo do teorema.

gr = g:Ug,, a varidncia interna do grupo resultante é dada por:
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Teorema (4.3):

(4.4)

(4.5)

(4.6)

4.7)

— quando se une dois grupos g; e g, para formar um novo grupo

87 =

1
(nr + ny)*®

(ni Sf + '"'.2} S.’i + npn; Df.l)~



Demonstracéo:

no item 4.2.5 foi visto que W, = W;+ W, + —LL gt
- ny + ny
Assim, a varidncia interna S;7 do grupo g é dada por:
1 1 : ny Ny 2
Sy =—W =-————-——(W + W+ —Ld )
T TP 4oy ! d n +n;
1 2 £ Ny Ny 2
= Ay S+, S ————d )
n1+nJ(II+J T a4, Y
Como
JDis =St + 87+ diy,
d§J=“‘S§_Sg+D§Js
e assim

1 nyn nyn Ny n
S! — [(n _ I7eJ ) SZ ((n - 74 J ) SE + Ity DZ ]
Y T kg 1+ nr + ny T T

1
=T (nf ST+ nj 87 + nyny; D).

Em resumo, o teorema (4.2) indica que a distdncia média quadra-
tica Df,, utilizada no método da média de grupo, representa a soma
das variancias internas S; e S%, dos grupos gr e g, a serem unidos, mais
o quadrado da distancia euclidiana entre as centrdides desses grupos:

D=8+ 85 +df (X1, X))
=S+ 87 +dis.

Assim, & primeira vista, poder-se-ia imaginar que o objetivo do
método é a minimizagdo da varidncia do grupo formado.

O teorema (4.3), no entanto, informa que a varidncia interna do
grupo g, resultante da unifo de g; e g, depende ndo apenas de D};, mas
também dos tamanhos dos dois grupos a serem reunidos. O que o {eo-

ny +ny
(nr + np)?

Logo, conhecidos n; € m,;, D%, fornece um limite inferior para a
varidncia interna de g.;. Assim, nfo se pode afirmar que, em cada passo,
ao se tomar D?, minimo se esteja obtendo S8 minimo. De uma maneira
geral, o que se pode afirmar apenas é que o método tende a formar
grupos compactos, ao unir, em cada passo, grupos de pequena variancia
e que estejam préximos. Néo foi possivel obter-se uma visdo mais clara
da funcdo objetivo utilizada neste método.

rema (4.3) indica é que S} > D%,
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Exemplo:

Seja o mesmo problema do item anterior:

én
X

€12
X

»

s

O problema também foi resolvido pelo método da média de grupo
através da rotina CLSTROPT, do apéndice 2, para m = 4. Os resultados
obtidos sdo sumarizados abaixo (D nmimeé & distdncia média quadratica
minima associada ao passo k):

0 ) 2 4 5 6 7 8
. } N : } } t " }
o 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 55 8,5 »
¥ + } ; } } } I }
1J minima
& 3
s
e T
3 3
PO B
4
€5 1
.. o f
& ‘»— g
2
é 7 o %
€
e o
9 i
b 93
1
e L
N 1
. 7 Qa

Coincidentemente, os grupos formados s@o os mesmos obtidos pelo
método de Ward, embora, evidentemente, nada obrigava a que isto acon-
tecesse, uma vez que os critérios de agrupamento sio diferentes.

. Aqui também, a exemplo do que ocorreu no item anterior, houve
um significativo aumento de D}, nmim:20 se passar de uma particdo em
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seis grupos para uma particdo em cinco, o que sugere a adocfo de uma
solucao com seis “clusters”.

O teorema (4.3), por sua vez, permite o calculo da varidncia interna
do grupo formado em cada iteracdo: se g;, = ¢;Ug,, entédo

S7 (n7 87+ n§ S5 + nyny D).

_ 1
(nr + ny)?
Assim, ao se unir e, e e, no passo k — 1, tem-se n, = n, = 1,

SE=8;=0 e

Dip=d; (X;, X9 =1,0.

Logo, a variadncia do grupo formado é igual a 1,0. A tabela 1 abaixo
indica as varidncias internas dos grupos formados nos diversos passos:

TABELA 1

VARIANCIAS INTERNAS DOS GRUPOS FORMADOS

NUMERO DE VARIANCIA
PASSO GRUPOS GRUPO FORMADO INTERNA

EXISTENTES

1 11 {ei.e0) 1,0

2 10 {e3.e4} 1,0

3 9 {es, eo) 1,0

4 8 {eres 1.0

5 7 €9,810 1,0

6 6 €51,€12 1,0

7 5 €1,65,€3,64 1,9

8 4 {es,e6,01,65 2,6

Aqui também se tem um significativo acréscimo ao se passar de uma
particdo em seis grupos para uma particdo em cinco.

4.3 — Consideragoes gerais sobre os métodos abordados e apresentacio
de um método hierarquizado divisivo

A tabela 2, a seguir, resume as distincias dj;, entre os grupos g;
e g,, utilizadas nos diversos métodos aqui expostos. Nao é indicada ape-
nas a distdncia utilizada no método da mediana, uma vez que, a sua
dnica diferenca em relacdo ao método da centréide, reside na definicéo
das médias dos grupos, como foi visto no item 4.2.4.
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TABELA 2

DISTANCIAS ENTRE GRUPOS UTILIZADAS EM METODOS
HIERARQUIZADOS AGLOMERATIVOS

METODO DISTANCIA df,
Ligago simples.. . ....coviiinrnnveernnnnn. dsyy = min dj
€ egy
€; egy
Ligacio completa. ......ocoovvvvven. .. veve. degyy = méx dy
‘ e egp
;€8s
Contrdide.n. .. ..evenenen et & = a2 &, X
n n = =
WA, oot Dy = AW = anTr:{ d3 (X, Xy)
Média de grupo...........oovvreneeeaaions DI = 87 + 8% + a2 Xy, Xy)

No método da ligacfo simples, como visto no item 4.2.1, dois ele-
mentos distantes entre si podem ser reunidos em um mesmo grupo,
desde que entre eles, haja uma cadeia de outros elementos. Este efeito
de cadeia faz com que se obtenha solugdes do tipo (exemplo dado por
Diday & Simon (9)):

FIGURA 3 — Grupamentos no método da ligagdo simples

Pode haver casos em que tais efeitos sejam desejaveis. No caso geral,
no entanto, essa caracteristica prejudicara a qualidade da solucéo
obtida.

O método da centrdide (e, em conseqiiéncia, o da mediana) apre-
senta pouca utilidade pratica por ndo enfocar diretamente a dispersdo
dos elementos no grupo: aborda apenas as médias e ndo as variancias.

Na pratica, em geral, os métodos que se mostram mais tteis séo
os da ligacdo completa, de Ward e da média de grupo.
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O método da ligacdo completa, como foi visto no item 4.2.2, tem
como critério o didmetro de grupo d(7,,):
d(Ps) = méx. d(g;) — max. max. dy.;

918 Pm I EPm #i,¢E0

No item 2.4, por outro lado, foi visto que d(g;) ndo tem grande
sensibilidade para a distribuicdo interna dos elementos de g;, enfocando
apenas a distidncia entre seus pontos mais afastados. Apesar dessa difi-
culdade, o método da ligacdo completa, apresenta sobre os métodos de
Ward e da média de grupo duas vantagens. Exige muito menos calculos
que esses dois outros métodos e permite, como se pode notar na tabe-
la 2, a utilizacdo de qualquer métrica. Assim, se fosse necessaria a
utilizagdo de uma “métrica de correlagdo”, o método adequado seria o
da ligacdo completa.

O meétodo de Ward tem, por sua vez, a caracteristica de procurar
minimizar a soma dos quadrados dentro dos grupos W (ver Teorema

(4.1) do Item 4.2.5), tendendo assim, a formar grupos compactos (de
pequena dispersio).

No caso do método da 'média de grupo, a distdncia utilizada, como
se observa na tabela 2, é Diy = S} + S + d (X1, X))

Como foi comentado no item 4.2.6, ao se apresentar o método, a
funcdo objetivo néo fica clara. O método tende a gerar grupos compac-
tos: é levada em conta, na unifo de dois grupos g; e ¢, nao s6 a varian-
cia interna 8% e S5 de cada um, mas também a distAncia entre suas
centroéides.

Por outro lado, nos itens 4.2.5 e 4.2.6 foi indicado como a andlise
da evolugdo dos valores das distdncias entre grupos pode, nos métodos
de Ward e da média de grupo, sugerir o nimero de grupos m a ser ado-
tado. No caso mais geral, quando nfo se dispde “a priori” de indicacdo
alguma do numero m a ser adotado, parece conveniente efetuar-se um
ciclo completo (até k = 1) de um método hierarquizado aglomerativo
adequado, examinando-se a evolucdo dos valores de df;.

E comum, na vida real, a existéncia de grupos, subgrupos, etc., 0
que torna a decisfio, quanto ao nimerc m a ser adotado, bastante rela-
tiva. Por exemplo, quantos grupos se deve tomar no caso apresentado
na figura 4? Dois ou quatro grupos?

PIGURA 4 — Grupos € subgrupos
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Ambas as solugdes “fazem sentido” e ndo parece que a op¢ao possa
ser feita independentemente do caso em estudo.

No entanto, se essa divisdo em grupos, subgrupos, etc., for bem
pronunciada, a evolucdo dos diversos valores de df;, no desenvolvimento
do processo hierarquizado aglomerativo, devera se apresentar da forma
abaixo:

1

i

i
H f
} |
! H
i I
f i
| !
1 [
1 1

m, mg K

FIGURA 5 — Evolugdes de 4§y no caso de grupos, subgrupos, etc.

Isto permitira a determinacdo de valores tipicos m,, m,, ms, ...,
que, por sua vez, analisados dentro do contexto do problema pratico em
questéo, poderdo indicar um valor adequado para m.

Uma outra solucio seria adotar, por exemplo, no caso do método
da ligacdo completa, o seguinte procedimento: dois grupos gr e g; s6
seriam unidos se a distancia completa dc¢y, da tabela 2, for inferior
a uma fragdo «, definida g priori, do didmetro d(E) do conjunto £ dos n
elementos e;, €., ..., €,:

d(E) = max. d; .
9,',¢,‘8E

Isso significa estabelecer um limite superior para o didmetro de
qualquer grupo formado. Quando esse limite fosse alcancado, o algoritmo
seria interrompido.

No caso do método de Ward, poder-se-ia estabelecer um limite idén-
tico para a soma dos quadrados dentro do grupo. No caso da media de
grupo, e através do teorema (4.3), poder-se-ia estabelecer um limite para
a variadncia interna de cada grupo.

Finalmente, cabe comentar a existéncia de métodos hierarquizados
divisivos, isto &, técnicas em que, em cada passo, um determinado grupo
é particionado, ao invés de se efetuar uma aglomeracdo. Um exemplo
disso seria o seguinte algoritmo, onde P, representa uma particdo do
conjunto E em k grupos:
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Passo 0: (inicializacédo)
Forme um tnico grupo, constituido de todos os elementos
de E: P, = E;
Faca &k = 1.

Passo 1: (deferminacgdo do grupo g; a ser particionado)
Determine g; ¢ P, tal que
d(g.) = max. d;, = d(X,, X,) = dy,

€, 8780y,
seja maximo.
Passo 2: (formacdo de dois novos grupos por particao de g)
Faca gr = {¢,} € g7 = {€d};

Alogue os demais elementos de gr a gr ou gy, conforme
for menor a distancia a e, ou e,

Faca Pry; — P N {gz} U {90} U {gs) e k=1k+ 1.

Passo 3: (regra de parada)

Se k£ = n, pare.
Sendo, va para o Passo 1.

Note-se que esse método procura minimizar o didmetro de grupo e
pode ser utilizado com qualquer métrica. Uma oufra regra de parada
poderia ser dada pelo término do algoritmo quando d,, fosse igual ou
inferior a a. d(E), o que implicaria em estabelecer um limite superior
para o diametro dos grupos formados. O numero de grupos poderia
ainda ser determinado a partir da analise do dendograma (a exemplo
do que foi feito nos Itens 4.2.5 ¢ 4.2.6), que, nesse caso, corresponde
a divisOes, e nao a aglomeragdes, como nos casos anteriores.

Exemplo

®3

X
€4
X

e
1
e, 3 3
X
X e
e 6 5

FIGURA 6 — Ezemplo
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No primeiro passo, a distdncia maxima é dada por d,;. Assim, e,
e ¢, sdo as “sementes” de dois grupos: {e,, e;} € {es, €,, €;, €, €;}. A Teso-
lucdo do problema é resumida na figura 7:

FIGURA 7 — Dendograma

4.4 — Algoritmo de Lance & Williams

Lance & Williams (26) e Wishart (46) (ver também Duran &
Odell (10) e Diday & Simon (9)), demonstraram que é possivel incor-
porar em um Unico algoritmo os seis métodos hierarquizados aglomera-
tivos que foram aqui descritos. O método geral parte da seguinte equa-
¢do basica, que fornece a distdncia entre um grupo gx € um grupo g,
onde g5, = g:Ug;:

% = a; dkr + a; dks + 8 diy + v |dks — dks],
onde w, a,, p € y assumem valores particulares, conforme o método uti-

lizado.
4.4.1 — Mélodo da ligacdo simples

Seja d uma funcido de distancia qualquer. Tomando o = oy = 1/2,
B =0evy= —1/2, tem-se, a partir da equacio bésica:

1 1 1
— se dsgr > dsg; =» dsgr = —2—- dSKI + _2_dSKJ — -—é—dSKI -+ 7 dsgy = dsgy;
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— se dsg; = dsgy = dsgr, =

ae,IN &IN

— 8e dSKI < dSKJ =) dSKL =

4.4.2 — Método da ligacd@o completa

2

1
dSKI -+ '7)'dSK] = dSKI = dSKJ,'

5]

1 1 1
dSKI + — dsKJ + ‘é— dsKI - 7 dSKJ = dSKI.

Seja d uma funcio de distdncia qualquer. Tomando agora o, = 0; =
=1/2, 8 = 0 e y = 1/2, tem-se, usando raciocinio analogo ao do item

anterior:

— se dcgr > degy =y dCxr, = dCKI,'
— 8€ dcg; = dcgy =) dCxr — deCgr = dCKJ , €

— S€e dCKI < dCKJ =) dCKL - dCKJ.

4.4.3 — Método da centréide

Quando gr = ¢.Ug,;, n. = n; + n,. Sejam entédo

a = LA
f — nr ’
oy = L N
] — nL )
B = ny Ny,
_ - —T’
nL
y = 0.
A equacdo héasica fornece:
2 nyny
dygr, = — dKI + dKJ dis .
"L
Resta entdo provar que essa equacdo é valida:

Teorema (4.4):

Se gr = g:/Ug,, entéo

NNy e 2
Prp = — dKI + — dKJ —5— dy = dgr.
nr,
Demonstragao:
_ hyng
¢KL’-"'_'dKI+ r) diJ =
ny, n

L
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71[ i

ny B -
= 2 @& — &) + —L }: T — Try)’ — "I—Z'J" 2 (& — %)
L r=t2 Np r=1 ny r=1

i . - - . Ny F4 _2 - -
Z (er - ger Ly + xrf) + — E (er - 2’11,-;{ Ty + xf.!)
'RL =] r r=1
nrny

Z @rr — 8Tor Toy + Toy).

’ﬂL r=1

Colocando o somatorio em r em evidéncia e rearranjando-se os ter-
mos, tem-se:

2| nrtny ~
¢KL=E[ TrK ""@n m'errI—gn erer+

ny,
nr 'ﬂJ
xrl Ty + ( - ) er] .

n;n; =
{—( —_ ) rI+2
Como 7y = n; 4 ns,
p 2 ML MY 5
s - - nrAy, (T 2
P = 3 [x,.K e (nr T,x Trr + 1y T Top) + ("’“‘“"‘;:é"“‘_‘) Tr1
B L

Nr Ny Ngnp —NyNy \ 2
+ 2 Zpr Tpg -+ (——-—-—-— Zey |-

”L

Novamente, como n;, = n; -+ 7y,

P 2
. —2 - = — =
e = X [er - (nr T Tor + 0y Zox Tp) +
- :

r=1
1 pa— P 2 =2
+ — (11 Zer + 201y Tor Ty + 1y T)
oy,

‘ 2
> ) _ 1 - — 1 - -
= 3 {fo — %x (np Tor + 1y Z,0) + [T (nr %oy + 1y er)] }
77

re=1 L’
2 [_ 1 _ _ P
= Y | Zrx—— (0 T,y + 0y Z.0) | -
ro=1 nr,
Como

- 1 - -
T, = Z T -+ 2 Tp; ) = — (n; Trr+ 1y Try),
Ny \i=tf L

»
¢KL == }: (ETK - a:'rL)‘g

1o ]
= dj (Xg, Xz)
= d?(L )

0 que completa a demonstracio do teorema.
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4.4.4 — Método da mediana

Como foi visto no item 4.2.4, o método da mediana é idéntico ac
método da centrdide, com a tnica excecdo de que, 2o se unir dois grupos,
assume-se que sido de igual tamanho. Assim, tomando 7; = n;, = n
(logo n;, = 2n), tem-se, pelo teorema (4.4), que

1 7 1
dir = =z dxr + - dzs 7 dis.

Logo, o método da mediana pode ser obtido da equacdo bésica do
método de Lance & Williams fazendo-se:

—— ‘.——-1'
%= 0=
1,
P=-7e
y=20

4.4.5 — Método de Ward

No caso do método de Ward tem-se:

Ng - Ny

gy =2
! nx—{—‘n{,’

o — g + Ny
¢ B nK+nL’

B = 2
- ng + ng '’

y = 0.
A egquacio basica fornece:

Ng - Ny Ny
DKL = —m— KT T————————— D}{J T e —— D!J
Nx -+ 7 + Ng -+ N Ny -+ Nz ’

como é demonstrado abaixo:

Teorema (4.5):

Se 9. = 9:Ug; e gg € um grupo qualquer, entéo:

ny + 1 Ng —+ Ny ng
k. = ————— Dt -+ —————— Dgy — ————— Dy.
k54 + s, ! Y(57% + Ny, Ny + ny
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Demonstracio:

Como, por definicdo (Item 4.2.5):

nmy
nr + ns ’

tem-se:
ny -+ ny,

o Dy;. (4.4)

di; =
Por outro lado, pelo teorema (4.4) do itéem 4.4.3, se g, = ¢:Ug;
e gx qualquer, tem-se:

LU (4.5)

2
dgr, =
ny

Pelas equacdes (4.4) e (4.5), tem-se entio:

n n n n n n n n
r + L Dyp = %s x -+ L Dpr 4 J [f+JDKJ_
NgNy, nrL NNy nr NNy
mny 0 + ny D
nﬁ nimy, 1J,
ou seja,
Ng -+ N Ng + N Ng
Dpp = —E T SET W pe, — —TE Dy
KL e + g rr -+ e + 7 b4 Tix + 7 175

completando a demonstracdo do teorema.

4.4.6 — Método da média de grupo

Toma-se nesse caso:

— nl
U=
ny
o = , €
i L ]
p =yv=0
A equacdo basica fornece:
Dy, = ‘_'DKI+__DK17

que € -validada pelo teorema abaixo.
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Teorema (4.6):

Se gr. = g:Ugs e gz é um outro grupo qualquer, entéo:

Dk, = 4+ L DK,

Demonstragéo:

Por definicio,

2
‘DKI =

(¥ ¥ amx+E B a5

k=l f=1 k=1l j=1

Multiplicando e dividindo as parcelas por 7; e n;, respectivamente:

nr 1 "k :
= — de (X, X; dg (X, X;
Ny, Ngnr 1%1 E, 2( o )+ Ng Ny El ng g( * J)
n
=—-D I+ DKJ:
ng

completando-se assim a demonstracéo.

4.4.7 — Conclusdo

Em resumo, o método de Lance & Williams permite a resolucéo de
problemas de andlise de grupamento via métodos hierarquizados aglo-
merativos, a partir de uma Unica equacéo béasica, onde seus parametros
sdo ajustados conforme o método hierarquizado aglomerativo a ser utili-
zado. Assim, a distdncia d%; entre um grupo gk e g, onde g = g:Ug,,
é dada por:

d%y = a; dkr+ o; dks + 8 dly + v | dkr — dks |,

cujos parametros sdo resumidos na tabela 3.

Entfo, no método de Lance & Williams, no passo em que se define
0S grupos gr € gs que serdo unidos para formar o grupo g, é possivel
calcular as novas distancias dxz, para os demais grupos gg, a partir das
distancias definidas no passo anterior:

d%L =:j(d%D d%Jy(ﬁ777hﬁ "y, nV)! v K

O método especifica assim, como calcular recursivamente a distancia
entre os grupos sem que, em cada passo, tal calculo tenha de ser efetuado
a partir da estaca zero. No passo inicial, como cada grupo € formado
por um tunico elemento, e caso se utilize como medida de semelhanca
entre pontos a métrica euclidiana, a distancia entre os grupos seria,
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TABELA 3

PARAMETROS DO METODO DE LANCE & WILLIAMS

METODO o - l 8 ; v
Ligagho simples....... ... ... ——é—- —%w 0 e %...
Ligagdo completa. . .......ooveivn.n. ~%~ -—2};* 0 -—;——
Centidide. ...oovvunieiiinii i v—:ﬁ» -—:—}f—- — %%‘L 0
Medifing. ... oeeeseeeanneiennn . = - 0
Ward. ..o o iﬁ; o i;‘; e 0
Média de grupo....covinviii i —:%- —-g—::* 4] ¢

NOTA — n; = 1, + n;

nos seis métodos abordados, dada pela propria distancia euclidiana entre
esses elementos.

Finalmente, cabe enfatizar que o método de Lance & Williams se
constitui, apenas, numa técnica geral para atualizacio, em cada iteracéo,
das distancias d%, entre os diversos grupos gx ja formados e o novo
grupo g, = ¢:Ug,. Nao é, assim, um método especifico hierarquizado
aglomerativo de andlise de grupamento.

5 — METODOS DE REALOCACAO ITERATIVA

5.1 — Introdugio

No item 3.3 foi descrito o procedimento geral de um método de
realocacéo iterativa: comecando-se com uma partigéo inicial p do con-
junto E dos n elementos em m grupos, a idéia é gerar sucessivamente
particdes PY tais que:

PR < fERh).

O processo é interrompido quando algum teste de convergéncia é
satisfeito, indicando que uma melhoria da particio nfo poderia mais
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ser obtida pelo método utilizado. Evidentemente, essa soluco, para um
dado nuamero m de grupos, ndo corresponderd necessariamente a um
o6timo global, constituindo-se, no entanto, pela impossibilidade de me-
thoria, em um minimo local.

Segundo Anderberg (1), a grande vantagem desses métodos sobre,
por exemplo, os métodos hierarquizados, reside em sua extrema eficién-
cia computacional. Geralmente, para um dado nimero m, a convergéncia
é obtida até um maximo de cinco iteracdes, havendo realmente grande
decréscimo em f(P%) na primeira delas.

Além disso, como se vera adiante, alguns dos métodos de realocacio
iterativa possuem a flexibilidade de permitir que o nimero de grupos
da solucéo, ou solugdes, também seja fornecido pelo algoritmo. Assim,
o texto que se segue aborda duas grandes classes de métodos: com nui-
mero fixo e variavel de grupos. Inicialmente, no entanto, serdo aborda-
das algumas técnicas para a geracdo de uma solugio inicial.

5.2 — Geracice de uma solugdo inicial

Como se observou no item anterior, os métodos de realocacéo itera-
tiva partem de uma solugéo inicial, a ser refinada. Existem, pelo menos,
quatro técnicas basicas para a geragdo dessa solugfo inicial:

— por escolha intencional;

— por selecido aleatéria;

— através de um método hierarquizado; €
— através de pontos “semente”.

Anderberg (1) comenta que a escolha intencional pode ser feita com
base em uma determinada variavel que o analista considere como mais
importante e que a selegdo aleatoria nao seria uma alternativa atraente,
uma vez que os grupos assim formados nio possuem necessariamente
homogeneidade alguma.

Por outro lado, aquele autor informa gue um agrupamento hierar-
quizado de todo o conjunto dos 7 elementos nfo s6 pode requerer mais
esforco computacional que o resto da analise, mas também iria limitar
em muito o porte dos problemas a serem considerados. A alternativa,
nesse caso, indicada por Lance & Williams (27), é aplicar o algoritmo
hierarquizado a um subconjunto dos n elementos (de um tamanho de
150 a 250 unidades, por exemplo) utilizando-se os grupos assim formados
como nucleos para a alocacéo dos demais pontos, que seriam atribuidos
a0 grupo que deles estivesse mais préoximo.

Um outro esquema bastante util é o dos pontos denominados por
Anderberg (1) de pontos “semente”. Tal denominacfo decorre do fato
de que esses pontos, nesse procedimento, se constituem em sementes
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de novos grupos, que sio formados ao se atribuir os diversos elementos
de E ao grupo que cuja semente estd mais proxima. Anderberg (1) cita
oito maneiras de se criar pontos sementes:

a — escolha dos m primeiros elementos de E;

— selecdo sistematica, com passo [n/m], de m elementos de E;
— selec@o subjetiva de m elementos de E;

— selecdo aleatoéria de m elementos dg E;

o o O o

— geragdo aleatéria de m pontos do R?;

f — calculo das centrdides de uma particdo qualquer de E em m
grupos;

g — anilise modal de Astrahan (2) (ver também Wishart (47) e
Duran & Odell (10)):

— célculo da “densidade” de cada elemento (nimero de outros ele-
mentos dentro de uma distdncia predeterminada d,);

— ordenacéo dos elementos a partir de sua “densidade” e escolha
do elemento de maior “densidade” como primeiro ponto semente;

— escolha de pontos sementes subseqiientes em ordem de “densi-
dade” decrescente, sujeita & condicdo de que cada novo ponto de
semente esteja pelo menos a uma distancia d, dos outros pontos
sementes ja escolhidos;

— caso haja excesso de pontos sementes, proceder a um agrupa-
mento hierarquizado dessas sementes, até que um numero m
seja obtido. Caso haja falta de sementes, ajustar d; e d, e repetir
0 processo;

h — técnica de Ball & Hall (4):

- escolha da centrbide de £ como primeiro ponto semente;

— selecdo subseqiiente de pontos sementes pelo exame, em ordem
crescente dos indices, dos elementos de E, aceitando como se-
mente qualquer ponto a uma distdncia maior que um valor
predeterminado d, das demais sementes, até que m pontos sejam
escolhidos ou o conjunto £ seja exaurido (nesse caso, se m pontos
néo forem escolthidos, diminuir o valor de d e repetir o processo).

A essa lista, que evidentemente néo é exaustiva, pode-se acrescer
como método de selecdo & escolha, como sementes, das medianas de
uma particdo qualquer de E em m grupos.

Os métodos de a a d, f e g e o método das medianas tém em comum
a propriedade de que os grupos formados a partir dessas sementes tém
pelo menos um membro. Os métodos e e h podem gerar particdes iniciais
com grupos vazios.

No método g a escolha de d, e d, pode requerer varias tentativas
até que se obtenha sucesso. Se d; for excessivamente pequeno, muitos
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pontos serdo considerados isolados, ou seja, com “densidade” igual a um.
Se d, for grande demalis, a avaliagdo do carater modal dos pontos fica
prejudicada, uma vez que todos eles terdo “densidades” elevadas. Por
outro lado, se d; néo for igual ou superior ao dobro de d,, alguns pontos
poderéo contribuir para as “densidades” de mais de um ponto “semente”
escolhido. Essa técnica geralmente exige, como se vé, grande esforgo
computacional. Astrahan (2) sugere entfo que seja aplicada a uma
amostra de E, no casoc de n ser elevado.

Tendo em vista que a determinacéo do pardmetro d também envolve
um processo de tentativa e erro, o método k igualmente é desvantajoso
no que se refere ao esfor¢o computacional.

A opcdo por qualquer um desses méfodos depende, evidentemente,
das condicdes de cada problema. Tendo, por outro lado, em vista que os
métodos de realocacdo iterativa fornecem minimos locais, talvez seja
de interesse para o analista a resoluc@o do problema para varias solugdes
iniciais, obtidas por diferentes métodos, analisando-se entdo a compati-
bilidade com as solugdes finais resultantes.

" Os métodos a serem apresentados no item seguinte, com excecdo
do método K-Médias, admitem qualquer particdo inicial. Suas préprias
caracteristicas, no entanto, aliadas, como foi dito, &s demais condictes
do problema, indicarfo ao analista as técnicas mais adequadas para a
geracio dessas partigdes.

5.3 — Métedos com numero fixo de grupes

Dentre os métodos com numero fixo de grupos ou seja, aqueles em
que o numero de grupos m, da solugdo final do problema, é especificado
a priori, destacam-se os de Forgy (15) (e sua variante de Jancey (21)),
de Macqueen (29) (também chamado de K-Médias) e o método das
K-Medianas (devido a Mulvey & Crowder (31)).

Os algoritmos de Forgy (15), Jancey (21) e Macqueen (29) (também
apresentados em Anderberg (1)) serdo aqui descritos sucintamente,
dando-se uma maior énfase neste trabalho ao método das K-Medianas,
por sua importincia no desenvolvimento do método de programacio
matematica de Mulvey & Crowder, a ser apresentado no item 6.5.

O método de Forgy consiste na seguinte seqiiéncia de passos (ver
também algorifmo o em Diday & Simon (9)):

Passo 0: Faca k = 0.

Passo 1: Se k = 0, tome uma particdo qualquer P, de E; sendo,
forme uma nova particido P% de E, alocando cada ele-
mento ao grupo cujo ponto semente est4d mais préximo.

Passo 2: Calcule as centrbides desses grupos (essas cenfréides
serdo os pontos sementes dos novos grupos).

641



Passo 3: Se f(P%) = f(PE™'), pare;
senao, faca k = k -+ 1 e va para o Passo 1.

Como se nota, o algoritmo implica na utilizacdo da alternativa f de
calculo de ponto semente para a geracdo de solugdo inicial, ou seja,
cdlculo das centréides de uma particdo qualquer. Caso isso néo tenha
sido feito inicialmente, certamente o ser4 na primeira iteragdo do
Passo 2.

A seqiiéncia de Passos 1 e 2 gera solugdes Pf tais que

FPa) <J P,

onde a funcfo objetivo é, normalmente, a soma dos quadrados dentro
dos grupos, definida no item 2.4, uma vez que o objetivo geral é o de
minimizar as distancias dos elementos as centréides desses grupos. Essa
melhoria da funcéo objetivo é feita em duas etapas, através dos Passos
1 e 2, na forma descrita a seguir.

Seja ¢ (Pm, 41, ..., An) a soma dos quadrados das distancias eucli-
dianas entre os pontos e as sementes de seus grupos:

¢ (PM) AI) “ oy Am) = 21 E dg (Xt) AJ) (5'1)

1= ei € gj
Mais adiante, na demonstracdo da convergéncia do método das
K-Medianas, sera verificado que a alocacdo efetuada no Passo 1, para
K > 1, é a que minimiza ¢(., 4, ..., 4,). Assim, ap0s o Passo 1, tem-se:

¢ (Phy AT, AT S e PR AT L AT =FPRT) (5.2

Por outro lado, derivando a expressdo do lado direito da equacéo
(5.1) com relagido a cada componente do vetor 4;, é trivial verificar
que as solugdes 4% que minimizam (P),.) séo as centréides dos grupos
de PE. Assim, no Passo 2, tem-se:

¢ (P, A%, ..., 45) =F(Pn) < ¢(Pm, AT, ..., A7) (5.3)

Assim, por (5.2) e (5.3) tem-se:

SR < HPED.

A variante de Jancey (21) difere do método proposto por Forgy
apenas no que se refere & determinacéo de pontos sementes. Nessa vari-
ante, o primeiro conjunto de pontos sementes ou é definido a priori ou
é dado pelas centréides dos grupos da particdo inicial. Nas iteracoes
subseqiientes cada novo ponto semente é determinado pela duplicagdo
do segmento de reta que une o antigo ponto semente & nova centrdide
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do grupo. A figura 8, baseada em Anderberg (1), ilustra esse proce-
dimento:
3 novo ponto semente

nova centroide

antigo ponto semente

FIGURA 8 — Determinacdo do nove ponto semente pelo método de Jancey

Segundo Anderberg (1), o segmento que une os pontos 1 e 2 da figu-
ra 8 pode ser encarado como uma direcdo em que o ponto semente
deveria mover-se para uma maior melhoria da particdo. A duplicacéo
do segmento procura acelerar o processo, sugerindo aquele autor que
esse procedimento ndo s6 deve acelerar a obtencdo de uma soluc¢do pelo
algoritmo mas também possivelmente pode levar a que essa solucio
que néo esteja condicionada apenas a ser um minimo local. Note-se que
nesse método, a medida que a soluclo viesse a ser obtida, os pontos
sementes e as centréides tenderiam a se confundir: as distancias d, da
figura 8, seriam cada vez menores.

Tanto o método de Forgy como a variante de Jancey procuram
minimizar, como se vé, a soma dos quadrados dentro dos grupos.

A convergéncia do método de Forgy pode ser demonstrada de uma
maneira bastante semelhante & do método das K-Medianas, a ser apre-
sentada adiante. Deve-se salientar, porém, que alguns autores definem
como teste de convergéncia do algoritmo & condicdo de que PF, = PE™%.
Tal critério, de igualdade de particoes, pode prejudicar a convergéncia
do algoritmo: basta que existam pelo menos duas solucdes P, =< P, tais
que F(PY = f(P). O algoritmo poderia entdo gerar “eternamente” e
de forma alternada as solucbes P!, e Pj, ou seja, o método “ciclaria”,
nio havendo, evidentemente, nesse caso, convergéncia alguma.

Quanto & variante de Jancey, no entanto, Anderberg (1) informa
que ndo se conhece prova de sua convergéncia nem estd disponivel um
exemplo em que o algoritmo néo tenha convergido.

O método das K-Médias, por sua vez, desenvolvido por Mac-
queen (29), consiste na seguinte seqiiéncia de passos:

Passo 0: Tome os primeiros m elementos do conjunto E como
pontos sementes.

Passo 1: Aloque os (n—m) elementos restantes ao grupo cujo
ponto semente estd mais préoximo. Apoés cada alocacio,
calcule a centréide do novo grupo, que passard a ser o
novo ponfo semente.
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Passo 2: Ao final dessa alocacdo, repita o procedimento de atri-
buicdo anterior para todo o conjunto E, recalculando,
quando for o caso, as centréides do grupo que ganhou
um elemento e do grupo que perdeu esse elemento.

Note-se que esse processo nao é iterativo, correspondendo, de uma
maneira geral, a duas “iteracdes” apenas. Sua diferenga bésica em rela-
cdo ao método de Forgy se deve ao fato de que agora o ponto semente
é recalculado apds cada atribuicdo de elemento a grupo, ao passo que
no método anterior, como foi visto, os pontos semente permaneceriam
constantes durante toda a iteragfo.

Como a atribuicdo de um elemento a um novo grupo, no Passo 2,
corresponde & formacédo de uma nova particdo e novo calculo de ponto
semente (centréide), tem-se, ao final Passo 2, utilizando os argumentos
apresentados para o método de Forgy, que:

F(Pm) <5 (P7). (5.4)

Por efetuar apenas duas “iteracdes”, este é o algoritmo mais rapido
apresentado no presente estudo. Sua aplicacdo pratica reside em que,
como foi dito no inicio do item 5.1, as maiores mudancas em f(P,),
geralmente ocorrem na primeira iteracao. O comportamento do algorit-
mo depende evidentemente da seqiiéncia dos elementos {e;, ..., €,}.
Anderberg (1), no entanto, informa que este fato tem pouca importancia
na solucdo final quando os grupos sao bem separados.

E possivel também definir um algoritmo K-Médias convergente,
repetindo o processo de realocacdo caracteristico do método até que
f(PE) = f(PE™"). Este algoritmo corresponde ao algoritmo B, apresen-
tado por Diday & Simon (9). O método K-Médias iterativo é convergente,
tendo em vista e generalizando para qualquer iteracio a equacéo (5.4).
Evidentemente, os métodos K-Médias procuram minimizar a soma dos
quadrados dentro dos grupos.

Como ja foi dito anteriormente, dentre os métodos de realocacdo
iterativa com numero fixo de grupos assume, para este trabalho, uma
importancia particular o algoritmo das K-Medianas, pela sua utilizacio
no método de programacido matematica de Mulvey & Crowder, aqui
apresentado no Capitulo 6.

Desenvolvido por Mulvey & Crowder (31), o algoritmo das K-Media-
nas toma a forma:

Passo 0: Faca k = 0.

Passo 1: Se k = 0, tome uma particado inicial qualquer de E em m
grupos;
sendo, forme nova particdo alocando cada elemento a
mediana de grupo mais proxima; calcule f(PE); faca

644



Passo 2: Calcule as medianas dos grupos formados no Passo an-
terior.

Passo 3: Repita os Passos 1 e 2 até que f (PE) = f (P57).

Como se nota, esse algoritmo é idéntico ao de Forgy, diferindo
apenas na determinacdo dos pontos sementes (centréides, no caso de
Forgy e medianas, no caso de K-Medianas). Evidentemente, o algoritmo
K-Medianas procura minimizar a dispersio via mediana de grupo, defi-
nida no item 2.4, fornecendo uma solucdo que é um 6timo local para
o problema.

A prova da convergéncia do algoritmo pode ser efetuada como apre-
sentado a seguir. Seja:

Yy
Lk ={A%, ..., Ak}
o conjunto de medianas definidas na K-ésima iteracéo. O algoritmo gera
entdo uma seqiiéncia:

{o¥} = {(PE, L) }.

Tomando agora:

60 =¢(Ph D) = T d(Xs, 45 (5.5)

=1 eiegk

tem-se 0 seguinte teorema:

Teorema (5.1): a seqiiéncia {¢(v¥)} = {f(PE)} é monotonamente
decrescente e convergente.

Demonstragio:

1 — o conjunto S(n, m) de partigoes distintas P, dos n elementos
de E em m grupos, é, como foi visto no item 3.4, finito. Assim, o con-
~ junto V = {(Pn, Lx)} também o ¢

2— ¢ () =f (P =¢ @) =f @EF: (5.6)

Dado LY, a alocacio feita no Passo 1, para k > 1, é a que mini-
miza ¢ (., LE). Isso pode ser notado se o problema da alocacdo dos
elementos {e;, ..., e,} a grupos com pontos sementes dados pelas me-
dianas {4%, ..., Ak} for descrito da forma:

Minimizar 3 p dij i;-

eser AfelLk

Sujeito a Z Tij = 1, R e; € E
abeipn

Zij 8{0,1}, e e F A;f e LF,
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onde d,; — distincia do elemento e; a0 ponto semente (mediana) Aj

1 se e; for alocado ao grupo que tem A% como ponto semente;

Ty =
10 em caso confrario.

O problema pode ser reescrito da forma:
Minimizar X  dy 2t ...+ X daj ;-
afeLh afe L

Sujeito a T oz, =1
A,’F € L,’i.
Ti; € {0)1}
x,,j =]

afery

2, € 10,1},

Nota-se que esse problema corresponde a n problemas separaveis
da forma:

Minimizar 3 dij %
At e LE

Sujeito a T =1
Ak e Lk

Zi; € {0,1}

A solucdo 6tima desse i-ésimo problema separavel é trivial: basta
tomar como z; — I aquele para o qual d; é minimo, tornando nulas
as demais varidveis. “

No entanto, é exatamente isso que o algoritmo das K-Medianas faz
em seu primeiro passo, quando aloca o elemento e, ao ponto semente
(mediana) mais préximo.

Assim, como PE™! é a particdo que minimiza ¢ (., LE), no caso par-
ticular tem-se:

¢(Pr, L) = ¢ (PRt L) (5.7)
Por outro lado e por definicAo de mediana de grupo,
$(PRH, L) 2 oY, L), (5.8)
Pelas inequacgodes (5.7) e (5.8), tem-se:
¢ (Ph, Li) = f(Pr) 2 ¢ (PRM, Lh) 2 ¢ (PR, LYY = (Pu™),
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0 que prova a afirmacio (5.6), repetida abaixo:

$(") =F(Pn) 2 ¢(en™) = F(PLT).
Assim, a seqiiéncia {¢(v¥)} é monotonamente decrescente.

3 — {¢(v*)} converge: se todos os v* gerados pelo algoritmo forem
distintos, tem-se uma seqiiéncia monétona decrescente em um conjunto
finito e assim, neste caso, o0 método converge. Se, por outro lado, os v*
gerados nédo forem distintos, isto &, se houver ciclagem e como f(P%) <
< f(PE™"), a regra de parada f(PE) = f(PE™') garante o término do
algoritmo. Assim, nos dois casos possiveis 0 algoritmo termina em um
numero finito de iteracdes, isto é, converge, o que completa a demons-
tracdo do teorema.

Exemplo:

Seja 0 mesmo exemplo do item 4.2.5:

[:1{53456'7891011 12}
112211881 1 4 4

X
&\
‘11 %12
X X
67 88
X X
63 64
X X
1 % °s % 9 ‘10
X X X X X
X

Este problema também foi vesolvido com o auxilio da rotina
CLSTROPT, apresentada no apéndice 2. Tomou-se m = 4 e adotou-se
como solucdo inicial a particdo gerada pelo método de Ward (ver
Item 4.2.5):

g1 = {€4, e, &, e}
9: = {&, €, e, es}
gs = {€s, €10}

gy = {€11, €1z} o

647



Graficamente,

O método convergiu em duas iteragdes, conforme ilustrado pela
tabela 4:

TABELA 4

EVOLUCAO DA FUNGAO OBJETIVO — METODO DAS K-MEDIANAS

ITERACAO FUNGAO OBJETIVO
4 ' 24
1 21
2 21

A solugdo foi a seguinte:

91 = {€;, € €5, €;}
g: {es, €, €1}

I

g-’ = {eBJ €y, 810‘}
{€11, €1s}s

i

g
Graficamente,
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O agrupamento obtido é mais “compacto” que o anterior. Note-se
também o decréscimo obtido na primeira iteracfo, servindo a segunda
apenas para satisfazer ao teste de convergéncia. Nao se pode, eviden-
temente, afirmar, com base nos elementos disponiveis até este Capitulo,
se essa solugdo é um 6timo global. Tal tarefa sera executada com base
no método de Mulvey & Crowder, no item 6.4.

5.4 — Métodos com nimero variavel de grupos

No Capitulo anterior teceu-se uma série de comentérios sobre a
existéncia de grupos, subgrupos, etc. e como uma andlise da evolucdo
do processo hierarquizado poderia auxiliar o analista na determinacio
do numero m de grupos a ser adotado na solucdo final.

Essa discussdo poderia ser aqui complementada através da apre-
sentacdo de um exemplo, desenvolvido por Anderberg (1) e descrito
pela figura a seguir:

g
?@ 93
Q)

¢ @ ©
4 g
B 5
92
* ponto isolado

FIGURA 9 — Configuragiio de um conjunio E

Esse conjunto E consiste em cinco grupos naturais e um ponto
isolado, que ndo pertence a nenhum desses grupos.

Evidentemente, o analista nao saberd a priori da existéncia de
pontos isolados. Caso fosse aplicado a um conjunto como E um algoritmo
de realocacéo iterativa com um ndmero fixo m = 3 de grupos, possivel-
mente a soluclo seria:

Py = {g1, ¢}, {9, 91 g5}, {ponto isolado}.

A rigor, esta solucdo corresponde a uma particdo significativa de
E em dois grupos e ndo em 1irés, uma vez que este ponto isolado pode
corresponder a uma excecio nio significativa ou mesmo a um erro de
medic¢&o.

Assim, permitindo-se, de uma forma sistematica, incluida no algo-
ritmo, uma variagdo no numero de grupos, poder-se-ia, também, obter
uma soluclo para m = 4 da forma:

P, = {g:}, {9:}, {9s, 94 95}, {ponto isolado}.
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Agora foi obtida uma particdo de E, significativa, em trés grupos
(sem considerar o ponto isolado).

Por outro lado, pode ser que haja, como ja se comentou no Capitulo
anterior, mais de um nivel de agregacéo significativo em E. No exemplo
da figura 9, caso néo se considere o ponto isolado, os grupos gs, g, € ¢s
poderiam ser agrupados para se formar uma tipologia significativa com
trés grupamentos, como se comentou no paragrafo anterior. Por outro
lado, um esfor¢co no sentido de se criar quatro ou seis grupos (sem
considerar o ponto isolado) iria gerar grupos mal definidos.

Os métodos a serem discutidos a seguir, também apresentados em
Anderberg (1), foram desenvolvidos para tratar esses problemas. Esses
métodos, como se vera adiante, dependem criticamente do valor de
certos parametros de controle cuja determinacdo é feita através de
tentativa e erro, o que prejudica sensivelmente sua utilizacdo pratica.
Pela sua proépria natureza, sdo métodos que exigem grande esforco
computacional. No entanto, uma apresentacio sucinta dessas técnicas
ilustra varios aspectos teéricos interessantes, como se vera a seguir.

O primeiro desses métodos deve-se a Macqueen (29) e consiste numa
variante da técnica K-Médias, vista no item anterior. Os passos do algo-
ritmo s@o como se segue:

Passo 0: Escolha valores para os trés paradmetros M (numero
inicial de grupos), A (pardmetro de aglomeracio) e R
(parametro de refinamento).

Passo 1: Tome os M primeiros elementos de E como sementes de
M grupos iniciais.

Passo 2: Calcule as distdncias entre essas M primeiras sementes.
Se a menor distdncia entre duas sementes for igual ou
inferior a 4, retina essas duas sementes em um s6 grupo,
calculando as centréides do grupo resultante. Recalcule
as distancias entre essa nova centréide e as demais se-
mentes. Repita esse procedimento até que a menor dis-
tancia entre sementes (ou centrdides) seja superior a A.

Passo 3: Existem ainda (n—M) elementos nao agrupados. Repita
entao (n—M) vezes o seguinte procedimento:

— escolha um elemento ndo agrupado;

— se a distancia desse elemento & centréide mais proxi-
ma for igual ou superior ao parametro de refinamento
R, tome esse elemento em questdo como semente de
um novo grupo;

— se a distancia do elemento & centrdide mais préxima
for inferior a R, aloque o elemento ao grupo associado
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a essa cenfroide. Atualize a centrdéide do novo grupo
formado e calcule a distancia dessa nova centréide
as centréides dos demais grupos. Se agora a menor
dessas distancias for igual ou inferior a A (par&metro
de agrupamento), retina os dois grupos e repita esse
procedimento até que a menor distédncia entre cen-
troides seja superior a A.

Passo 4: Apoés a alocacdo de todos os elementos, tome as centréi-
des existentes, sejam quantas forem, como pontos se-
mentes fixos e realoque cada elementc ac ponto semente
mais préximo.

Como se nota, os Passos 1, 2 e 3 geram uma particio inicial em que
as centréides dos grupos possuem entre si uma distincia superior a 4
(esse fato é garantido pelo dltimo procedimento do Passo 3). Permi-
tindo-se que grupos com centréides proximas (distancias inferior a 4)
sejam reunidos, evita-se que se crie distin¢des finas que dividam artifi-
cialmente os grupos. Criando-se novos grupos quando as distancias sdo
elevadas (superior a R), procura-se a identificacdo de novos grupos ainda
ndo detectados e de pdntos isolados. No entanto, Anderberg (1) comenta
que, além da observacdo de que R > 4, nfo é disponivel nenhuma outra
regra pratica para a determinacdo desses parametros, a nféo ser que
eles podem ser definidos como fracGes da dispersdo do conjunto E.

O Passo 4 do algoritmo consiste apenas numa iteracdo de melhoria
da funcéo objetivo, em termos de soma dos quadrados dentro dos grupos,
tal como efetuado no algoritmo K-Médias (apresentado no Item 5.3).
Esse Passo 4 assume grande importéncia no algoritmo em virtude do
fato de que aqui, nos Passos 1, 2 e 3, a exemplo do que ocorre no K-Mé-
dias, o resultado depende da ordem dos elementos ¢;, &, ..., €, NO CON-
junto E.

Finalmente, cabe apresentar também a técnica ISODATA (Iterative
Self — Organizing Data Analysis Technique). O método foi desenvolvido
no Stanford Research Institute e sua apresentacdo mais conhecida foi
efetuada por Ball & Hall (3). Existem, no entanto, varias versdes do
método. Anderberg (1), por exemplo, apresenta uma versio com oito
parametros de controle. Neste trabalho optou-se pela versdo indicada
por Duran & Odell (10), que € bem mais simples.

Nessa verséo, os passos do algoritmo sfo os seguintes:
Passo 0: Gere uma particdo inicial em m grupos selecionando
aleatoriamente m elementos como pontos semente e alo-

cando 0s (n — m) elementos restantes ao ponto semente
mais préximo.
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Passo 1: Calcule as distancias médias quadraticas (ver Item 4.2.6)
entre os m grupos formados no passo anterior. Combine
os grupos que tiverem entre si uma distancia média qua-
dratica inferior a R.

Passo 2: Divida, por um método qualquer, em dois grupamentos,
os grupos onde a varidncia s* de qualquer variavel for
superior a um valor limite ». Assim a variincia interna
S? (ver Item 2.4.2) é limitada superiormente:

S2 < po.

Passo 3: Repita os Passos 1 e 2 até que a convergéncia seja obtida,
ou seja, uma repeticdo dos Passos 1 e 2 ndo muda a con-
figuragio dos grupos.

Como se nota, esse algoritmo, a partir de uma configuracéo inicial
qualquer, procura criar grupos cuja dispersfo seja controlada pelo usuéa-
" rio (a variincia interna é limitada em pv), evitando a formacfo de
grupos mal definidos pela unifo daqueles considerados proximos (que
possuam entre si uma distancia inferior a R).

Esse algoritmo apresenta a desvantagem de poder ciclar: se R for
bem inferior a pv e, por conseqiiéncia, a S?, entdo é possivel que dois
grupos fiquem sempre sendo reunidos e separados nos Passos 1 e 2.

O teorema (4.3), que permitiu essa observacfo sobre ciclagem,
também indica que n&o ha solugéio para contornar definitivamente o
problema. O teorema informa que, no caso de distdncia média quadra-
tica, ao se reunir dois grupos g; € gs para formar um grupo g, tem-se:

ny ny

87 >
ny+ny

D?J”
ou seja,
S8t >a Diy, 0 <a< .

Assim, ter-se-la que os parametros de controle deveriam guardar a
relagdo: ~

pr>a R, 0<a< w

O parimetro o« depende dos tamanhos n; e ny dos grupos, que nio
é conhecido a priori. Assim, nada mais se pode fazer sendo tomar R
bastante inferior a pv e controlar o ntimero de iteragdes do método,
para evitar, mesmo nesse caso, os efeitos da ciclagem e permitir a parada
do algoritmo.
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5.5 — Conclusio

Em vista do exposto, fica bastante evidente a extrema eficiéncia
computacional dos métodos de realocagdo iterativa com ntmero fixo de
grupos. Sempre que se puder abrir méo da necessidade de uma solucdo
6tima, deve-se optar por um dos métodos desse tipo, que sdo, dentre
os apresentados neste trabalho, os mais rapidos.

Os métodos com numero variavel de grupos, como se viu, apesar
de serem teoricamente interessantes, apresentam intmeras dificuldades
praticas para a sua implementacdo, o que nio impede que o método
ISODATA, por exemplo, seja citado na literatura a respeito como bas-
tante popular (ver exemplo Duran & Odell (10)).

Finalmente e complementando a discuss@o que vem sendo efetuada
até aqui sobre o niimero de grupos a serem adotados nas solucdes finais,
cabe mencionar a seguinte técnica, também citada em Anderberg (1),
que procura explorar a eficiéncia computacional dos métodos realocati-
vos com 7m fixo, sua vantagem sobre os métodos hierarquizados no que
se refere & redistribuicdo de elementos nos grupos e a necessidade de
uma avaliagdo dos niveis significativos de m:

Passo 0: Comece com uma particdo qualquer inicial, em um nu-
mero m de grupos.

Passo 1: Utilize um algoritmo qualquer de realocacfo iterativa
com numero fixo de grupos, para determinar uma parti-
¢io de E em m grupos (no caso de utilizacio de um
algoritmo iterativo, defina um nimero maximo de itera-
coes entre 2 e 5, tendo em vista que, como foi visto no
Item 5.1, € nessas iteracGes iniciais que as maiores me-
Ihorias na funcéo objetivo costumam ocorrer).

Passo 2: Faca m — m — 1. Se m agora for igual a um limite infe-
rior, pare. Sendo, calcule as distincias entre os (m + 1)
grupos existentes, una em um s6 grupo os dois grupa-
mentos mais préximos e va para o Passo 1.

A analise da funcdo objetivo, nas solucgbes para os diversos valores
de m, pode indicar as particGes mais significativas, de uma forma seme-
lhante ao indicado no item 4.3, para os métodos hierarquizados,

6 — METODOS DE PROGRAMACAQO MATEMATICA

6.1 — Introducio

Dentre os modelos citados no item 3.4 para a resolucéo do problema
de analise de grupamento, foram selecionados para apresentacio neste
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trabalho, dois modelos de programacéio inteira propostos por Vinod (43).
Tal escolha se deve ao fato de que, apesar da solucdo via programacio.
inteira desses modelos nao ser em geral vidvel, tendo em vista o excessivo
tempo de processamento que os métodos de programacédo inteira costu-
mam exigir, é possivel, para os dois modelos, como se vera adiante, obter
umsa solugio 6tima de forma eficiente através de outras técnicas de
programacio matematica.

O primeiro dos modelos de Vinod, aqui denominado “Primeiro Mo-
delo de Vinod”, apresenta, como aponta aquele autor, uma profunda
relacdo com problemas de localizacdo (esse aspecto sera abordado no
Item 6.5). Para esse modelo, Mulvey & Crowder (31) propuseram um
método que, a partir de otimizagdo por subgradientes, pode fornecer
de forma eficiente uma solugfio 4tima para o problema.

O aqui denominado “Segundo Modelo de Vinod” sera apresentado
no item 6.3, apenas em sua versdo univariada (p — 1). Para esse casg
univariado, Rao (35) forneceu um algoritmo de programacao dinimica
que permite uma solucéo eficiente para o problema. Embora Vinod (43)
também apresente para esse modelo uma versdo multivariada, a opcéo
pelo caso univariado se deve a que, pelo menos ao conhecimento do
autor, ndo é disponivel, para p > I, um método eficiente para a obtencéo
de solucdo ¢tima para o “Segundo Modelo de Vinod”.

6.2 — Primeiro modelo de Vinod

De acordo com esse modelo, o problema de analise de grupamento
pode ser.formulado como se segue: »

Minimizar ¥ ¥ d; ¥ (6.2.1)

1 & jeJ

Sujeitoa ¥ yy =1, iel ' (6.2.2)
jeJ ‘
2 Yy = m, (6.2.3)
jed
Yi < Yy tel, jeld (6.2.4)
Yie {01}, i, jelJ (6.2.5)
onde,
I = conjunto dos 7 elementos; _
J = conjunto de medianas elegiveis (usualmente J = I);

d; — distancia entre os elementos e; e e;;
_ {1 se e; € alocado ao grupo que tem e; como mediana

Yi 0 em caso contrario;
__ {1 se e é mediana
Yii 0 em caso contrario; e

m = namero de grupos.
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Deve-se notar que:

— a funcdo objetivo a ser minimizada é a dispersdo via mediana
de grupo, apresentada no item 2.4.4;

— o objetivo do modelo € selecionar m medianas (centros de grupo)
dentre as possiveis, alocando os demais elementos aos grupos
representados por essas medianas, de forma a que a soma das
distancias dos elementos aos respectivos centros de grupo seja
minima;

— a restrigdo (6.2.2) garante que cada elemento s6 podera ser
alocado a um grupo;

— a restricdo (6.2.3) impde que o numero de grupos seja igual
am; e

— arestricdo (6.2.4) indica que o elemento e; s6 podera ser aloca-
do ao grupo representado por e; se e; for mediana.

Resta mostrar que se y¥; = 1 na solucdo 6tima do problema, e;
realmente é mediana. Isso pode ser visto através da funcdo objetivo
(6.2.1). Seja g; = {e: | y; = 1}. Note-se que e; ¢ g;. Supondo, por absurdo,

que a mediana do grupo fosse e; £ g; € néo e; ter-se-ia:

2 di ¥ > X i Y-

e; € g; - e &g -

Assim, fazendo ¥.. = 1 e y; — 0 seria possivel obter-se uma melhoria
na funcéo objetivo, e y;; = 1 nao corresponderia a uma solucdo 6tima.
Comio a solugdo é 6tima, nao existe e; ¢ ¢g; que permita tal melhoria €
assim e; é a mediana de g;.

Esse primeiro modelo de Vinod corresponde a um problema de pro-
gramacéo linear inteira, com n* variaveis binarias, o que restringe sua
aplicagdo a problemas de porte muito reduzido. No entanto, como se
vera no item 6.5, é possivel, a partir do problema dual Lagrangiano,
obter-se para este modelo de Vinod uma solugéo eficiente via otimizacéo
por subgradientes, na forma proposta por Mulvey & Crowder (31).

6.3 — Segundo modelo de Vinod — caso univariado

6.3.1 — Introducdo

Seja X = {z, ..., x,}, T.¢ R, o conjunto de medidas associadas a
um conjunto E = {e,, ..., e,} de n elementos, tendo-se como objetivo
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obter uma particio de E em m grupos que minimize a soma dos qua-
drados dentro do grupo W (ver Item 2.4.1):

m m 2 -
W= ZWj =3 2 dy (w, Cvj),
j=1 Jj=1 e €gj
onde
- 1
zT; = — 2 X,
Ny e €gs

Como z; ¢ R, tem-se:

W=3¥W,=3% % (z~-3)° 6.3.1)

j=1 j=1 e € gj

O segundo modelo de Vinod — caso univariado, procura resolver
esse problema utilizando a propriedade da cadeia — caso univariado
(ver por exemplo Vined (43), Raoc (35) ou Duran & Odell (10)). No
entanto, para que se possa enunciar a propriedade, faz-se necessaria
uma redefinicdo do problema.

Seja Z = {24, ..., 2,} o conjunto resultante da ordenacéo, em ordem
crescente, do conjunto X, isto é, Z é tal que:

2 << ... L 2,

Seja também E' = {e), ..., e} o conjunto de elementos associados
a Z, resultante da reordenacdo dos elementos do conjunto inicial E.

A propriedade da cadeia pode entdo ser enunciada da seguinte
forma: “‘se e; pertence, na solucéo 6tima de um problema de anilise de
grupamento univariado (p = 1), ao grupo g, do qual e; & o primeiro
elemento, entdo todos os elementos e,, r = (j+ 1), ..., (i— 1), tam-
bém pertencem a gi”.

Em outras palavras, a propriedade em questfo afirma que, na solu-
cio 6tima, se e; e e, pertencem ao mesmo grupo, toda a cadeia de ele-
mentos entre e} e ei-, ou seja, tais que:

Z <& < .. K 2,
também pertence ao grupo: nio existem “buracos” na cadeia.
Uma. discussdo detalhada da propriedade da cadeia é apresentada

em Vinod (43). De uma maneira geral, a justificativa para a validade
da regra se baseia em que, se a cadeia néo estivesse preenchida, isto
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é, se nela houvesse “buracos”, sempre se poderiag formar grupos mais
homogéneos, com menor soma dos quadrados dentro dos grupos, através
de uma troca de elementos que restabelecesse a cadeia. Como exemplo,
seja o caso abaixo:

° {e.;) LR es"—-h e:+1} {6:, 6:_,_2, P } .

E evidente que, ao se colocar e; no seu proprio lugar na cadeia,
formando-se 0s grupos:

e {e; ey 6:'_1_. e:} {e,’-+1, e:.*.g,-..}...

obter-se-ia uma melhoria na soma dos quadrados dentro dos grupos,
uma vez que, por construcéo, 2 < 2. '

A partir da regra da cadeia, verifica-se entdo que encontrar uma

particdo de E’ (ou, evidentemente, de E) que minimize a soma dos qua-
drados dentro dos grupos, significa determinar uma solugéo P} ,

P:,={e;, e;, } {e]’- cee e:} { ceey e,',},

que minimize (ver Equac&o (6.3.1)):
W = EI W,= % g (27 — 7,)° .

Seja, por-outro lado, o grupo g; tal que
g = {e;, ..., e} .
O elemento e/, primeiro elemento de gy, é dito o lider do grupo g;. Além
disso, W, a soma dos quadrados dentro desse grupo, pode ser calculada
recursivamente a partir do teorema (4.1) da secdo 4.2.5, que informa
que, ao se unirem dois grupos g; e g; para se formar um grupo g, tem-se

nr N, 2

WL:W1+WJ+m 17 s

(6.3.2)
onde ¢?, corresponde ao quadrado da distancia euclidiana entre as cen-
tréides (médias) de g; e g;.

A partir desse teorema, pode-se calcular recursivamente W;, a
soma dos quadrados dentro de um grupo g, da seguinte forma: seja
gr = e}, eryy, ..., €;}. Tome-se inicialmente o grupo {e;}. A soma dos
quadrados dentro desse grupo composto apenas por um elemento eviden-
temente é nula.
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Ao se formar o grupo {e,, e,,;}, tem-se, em termos da equacdo
(6.3.2):
gr = {e;} s =

1, Wr=20
gs =

(€4} s =1 ; Wy =0
1 1 2
Wy =45 @- 24" = - G — zj)

! 14 7
Formando-se 0 grupo {e;, €41, ¢;42] tem-se:

gz={3;' 8;'+1} s =2

g5 = {€j 42} ;s onp=1; W;=0

1 2 1 igr Y
o=~ @+~ 2)° + r) (z:'+e - gq{% zq) :

No caso geral, seja AW] o acréscimo em W, devido & inclusio do
elemento e, no grupo g = {e, ..., e,_;}. Em termos da equacéo (6.3.2)
ter-se-ia:

4 . —
91={6,',---, e;—-J} s onp=r—j3 5 W= X (2"-21)2
eiegr
g,,={e£} ; ny=1 s Ws=0
e, finalmente,

r r - .? 1 )2
= AW; =W —-—-———(,——,— . (6.3.
W= Wt aWs = Wit oy 7 75 5 5) - 639
Assim, o calculo de W, se resume em utilizar a equagdo (6.3.3)
para afirmar que, para o grupo g, = {e;-, e, e:-}, tem-se:

We= X AW} (6.3.4)
r=j41
6.3.2 — Descricdo do modelo

Como, a partir da equacdo (6.3.3), o acréscimo AW}, na soma dos

quadrados dentro dos grupos W, ao se incluir o elemento e; ao grupo
{e's, ..., €i_;}, é dado por:

i 1~ 7 _ 1 ! ?
AWj____(i—j)+1 (z,- _— z),

— 2 (6.3.5)
=] g=j
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tem-se entdo o segundo modelo de Vinod — caso univariado:

Minimizar T Y AWl yy (6.3.6)

jedJ s¢el
i>]

Sujeito a Y Yy =1 , iel 6.3.7)
jed
2 Yyy=m (6.3.8)
jeJ
Yi 2 Yivs 2 oo 2 Yuy JeJ (6.3.9)
Yy =0 , i< ] (6.3.10)
Y e {0,1}y , iel, jeJ (6.3.11)

onde |
I = conjunto dos n elementos;

= conjunto dos lideres de grupo elegiveis (J = I);

Aw' = dado pela equacao (6.3.5);

Y

Yis

m

_ | 1 se el pertence ao grupo liderado por e;
0 em caso contrario;

1 se e é lider
0 em caso contrario;

= numero de grupos.

Deve-se enfatizar entéo que:

a funcéo objetivo a ser minimizada é a soma dos quadrados den-
tro dos grupos W, definida no item 2.4.1, onde AW; representa
0 acréscimo em W, ao se unir e; aoc grupo {e;, ..., e,_;}, ou
seja, tudo se passa como se as somas dos quadrados dentro dos
grupos g, isto é, Wy, fossem calculadas recursivamente;

0 objetivo do modelo € selecionar m lideres de grupos (o que,
tendo em vista a propriedade da cadeia, determina automatica-
mente a particdo de E’ em 7 grupos) de forma a minimizar a

soma dos quadrados dentro dos grupos; '

a restricio (6.3.7) garante que cada elemento s6 poderi ser
alocado a um grupo;

a restricdo (6.3.8) impde a formacdo de m grupos;

as restricoes (6.3.9) e (6.3.10) correspondem & propriedade
da cadeia. O que as restrigoes impoem é que y; sO pode ser
igualalseizjey; = Yrs;j= ... = Yi_r; = 1.
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6.4 — Método de Mulvey & Crowder (31)

6.4.1 — Introducdo

O primeiro modelo de Vinod (ver Item 6.2) é descrito como:

Problema V1 : Minimizar ¥ 3 dy ¥y (V1.1)
iel jeJ
Sujeito a ¥ wy,; =1 , iel (V1.2)
jeds
Z Yi=m (V1.3)
iedJ

y;,- < Yii iel N j e J (V1.4)
vy & (0,1} (VL.5)

Esse problema pode ser reescrito da forma:

Problema PV : Minimizar ¥ X d; ¥y (PV.1)
sel jelJ
Sujeitoa 1 — ¥ y; =0 , igl (PV.2)
jEeJ

y; € C, sendo o conjunto C definido pelas restricées (V1.3)
a (V1.5).

O dual Lagrangiano de PV (ver exemplo Bazaraa & Shetty (5) para
uma apresentacdo de dualidade Lagrangiana) pode, por sua vez, ser
descrito como:

Problema DV : Maximizar (%, s, .., Uy)

onde 0(u;, Uy ..., U,) = min { di; yi; +
ieljed

+ X ui(l—.E
iel jeJ

yij) DYy € C}

A equivaléncia entre DV € um problema de otimizacao por subgra-
dientes (para uma discussido detalhada de otimizacdo por subgradientes,
ver exemplo Held, Wolfe & Crowder (20)) pode ser verificada ao se obser-
var que o calculo de 4(us, %s, ..., U,), em DV, é um problema de pro-
gramacdo linear inteira para o qual a solugfo se d& em um conjunto
finito de solucges vidveis (note-se que o calculo de 6 (¥4, ..., U,) COLres-
ponde a uma minimizacdo feita nas variaveis y;, considerando-se as
varidveis duais u; como fixas). Tomando k como indice dessas solugdes
(k = 1, ..., K), DV pode ser reescrito como:

Problema DV : Maximizar 6 (s, %, ..., Un)
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n
onde 6 (U, Us, ..., Uy) = min {z"’ 4+ 3 upt k
i=1

1=

]
2

=YX X dyyl, k=1,...,K

iel jelJ
Y/ ke 3 —
’D"'——l— E y.,']’, ZGI ’ k-—-l, -.-,K
jed

y% = valor de y; na k-ésima solugdo viavel.

Assim, DV pode ser resolvido por uma técnica de otimizacdo por
subgradientes, técnica essa que produziria uma seqiiéncia de solu¢des
duais (%, Ug, ..oy Un)Yy o ooy (Ugy Us, ..., Uy)*, que iria convergir para
uma solucéo 6tima (u,, ..., #,) * de DV, '

Pelo Teorema Fraco da Dualidade (ver exemplo Bazaraa &
Shetty (5)), um valor de funcédo objetivo associado a qualquer solucido
do problema dual DV é menor que o valor da funcio objetivo lgiada a
qualquer solucdo do problema primal PV. Assim, qualquer solucdo de
DV (e particularmente a solucdo otima) gera um limite inferior para
o valor da funcio objetivo, na solugdo 6tima, do problema primal PV.

No entanto, ndo ha, nesse caso, qualquer garantia de que o valor
das funcdes objetivo nas soluces 6timas de PV e DV sejam iguais. As
condigdes do Teorema Forte da Dualidade, que garantiriam tal resultado,
nio sdo satisfeitas: C ndo é convexo, uma vez que y; e {0,1}. Uma
apresentacdo detalhada do Teorema Forte da Dualidade é efetuada em
Bazaraa & Shefty (5). Mulvey & Crowder (31), no entanto, informam
que estudos empiricos (inclusive o de Held, Wolfe & Crowder (20)) evi-
denciaram que a utilidade do método subgradiente em problemas desse
tipo reside na relativa proximidade entre os limites inferiores gerados

pelo método e a solugdo 6tima do problema primal.

O método proposto por Mulvey & Crowder (31) para a resolucdo
do Problema PV consiste, essencialmente, em resolver DV, a partir de
uma técnica de otimizacdo por subgradientes, utilizando, em cada itera-
cao, as informacoes da solucdo dual para se tentar gerar uma solucdo
primal, para PV, melhorada.

Assim, o método pode ser visto como uma técnica primal-dual, que
gera duas seqiiéncias de solucdes: uma converge para a solucdo do pro-
blema dual e a outra, que n8o converge necessariamente, se constitui
em tentativas de gerac8o de solugbes primais melhoradas. A partir desse
raciocinio, fica evidente que nao hé garantia de que o método venha a
gerar sempre a solugdo 6tima do problema primal.

Por outro lado, deve-se considerar também que, como indicam
Mulvey & Crowder (31):
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— o método, gerando um limite inferior para a solucido 6tima de
PV, permite que se avalie a qualidade das solugGes obtidas por
meétodos - heuristicos como, por exemplo, 0 método das K-Me-

dianas;

— 0 problema PV é NP-completo, sendo improvavel que um algo-
ritmo exato eficiente venha a ser encontrado; e

— na pratica, geralmente, o método fornece a solucao 6tima de PV
em um pequeno humero de iteracées (quanto a esse aspecto,
aqueles autores indicam que, em dez problemas de diferentes
portes, solugdes Otimas foram obtidas até um maximo de 120
iteracoes).

6.4.2 — Descricdo do método

O método de Mulvey & Crowder (31) se compode basicamente de
trés partes:

1 — geracdo de uma boa solugdo viavel inicial, via técnicas hierar-
quizadas, sendo a solucdo posteriormente refinada pelo método das
K-Medianas;

2 — geracd@o de uma solucdo dual para o problema, via otimizacao
por subgradientes; e

3 .— geracdo de uma solucdo primal viavel melhorada, a partir de
informacoes fornecidas pela solugao dual (Pesquisa Primal).

A parte 1 se constitui em inicializagdo do problema. As partes
2 e 3 constituem o corpo do método, que gera, de forma iterativa,
limites inferiores (via solucdo dual) e superiores (via solucdo primal),
terminando-se o0 algoritmo quando a diferenca ¢ entre os limites é atin-
gida ou quando o nuimero de iteragdes atinge um valor predeterminado.

A seqiiéncia de limites inferiores, como foi visto no item anterior,
converge para a solucdo do Problema DV, A seqiiéncia de soluc¢des pri-
mais vidveis n@o converge necessariamente. Mulvey & Crowder (31)
indicam que, caso se desejasse, seria possivel implantar na Pesquisa
Primal uma rotina de programacao dindmica que garantiria a obtencéo
dessa solugdo primal 6tima, mas que isso é desnecessario, uma vez que
sua experiéncia indica que solucdes aceitaveis (¢ = 0,01) sdo geralmente
obtidas pela Pesquisa Primal que serd definida adiante.

O algoritmo pode ser melhor entendido através do fluxograma que
se segue:
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,
INICIO

(1)
GERACAQ DE UMA SOLUCAO PRIMAL. INICIAL
VIA METODOS HIERARQUIZADOS

(1)

REFINAMENTO DA SOLUCAO PRIMAL INICIAL
VIA METODO DAS K-MEDIANAS

(2)

GERACAO DE UMA SOLUCAO DUAL
VIA OTIMIZACAO POR SUBGRADIENTES

GERACAO DE UMA SOLUCAO PRIMAL
VIA PESQUISA PRIMAL

O detalhamento dessas etapas é feito a seguir:
— Inicializacao:

Os métodos hierarquizados e o método das k-Medianas foram apre-
sentados detalhadamente nos Capitulos 4 e 5 deste trabalho.

— Solucédo dual:
Quanto a otimizagdo por subgradientes, note-se que o Problema DV,

do item anterior:
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Problema DV : Maximizar 6(us, ..., %Us)

onde 6(u; ..., 4s) = min {gz .§J diyy -+ -§1 U
It 7 N

('—' 2 yij+1):yijﬁc}
jeJ
pode ser reescrito da forma:

Problema DV : Maximizar 6(u;, ..., U,)

onde 6(u;, ..., U,) = min {%I w4+ X X (dy—

i€l 5eJ
— U Yii Yy € C}‘

Mulvey & Crowder (31) sugerem que, para um dado conjunto
(4,, ..., @) o calculo do minimo acima pode facilmente ser efetuado
tomando y; = 1 para as m menores somas de colunas definidas no
conjunto:

{8¢) : S3G) = = min (dy — %, 0)},

el

e ¥; = 0 nos demais casos. Empates nas somas de colunas poderiam ser
resolvidos arbifrariamente ou através da técnica a ser descrita adiante
para a Pesquisa Primal. Designando ento o conjunto dos j para os quais
y; = 1 como L, determina-se as demais variaveis tomando y; = 1 se
jeLe (dy — %) < 0, e y; = 0 nos demais casos. Isso significa escolher
m medianag de acordo com seus “custos reduzidos” S(.) e alocar um
elemento a uma mediana se o custo associado a essa alocacfo for nega-
tivo. Note-se que assim um objeto pode ser alocado a apenas uma
mediana, a varias ou a nenhuma.

Por outro lado, a seqiiéncia {(u;, ..., %,)’} & gerada pelo método
subgradiente.

— Solucéo primal:

Quanto & solugdo primal viavel do Problema PV, Mulvey & Crow-
der (31) sugerem que se tome como medianas aquelas determinadas pela
solucdo dual, isto é, o conjunto L ao qual estdo associados os m menores
valores de S(.), atribuindo-se os demais elementos & mediana mais
préoxima. Assim, a solucdo primal viavel seria dada por:

{IsejeL
Yi =

0 em caso contrario;

jerL

{1 se d; — min {d;}, com Y y; = 1
Yy = kel

0 em caso contrario.
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Uma complicagio nesse processo pode ocorrer se dois elementos, por
exemplo, e, e e, estiverem muito préximos. Nesse caso, S(p) = S{(q),
e os dois elementos tenderdo a ser escolhidos como medianas, pertencen-
do, assim ao conjunto L de medianas. Para resolver essa dificuldade,
um dos elementos é entdo eliminado do conjunto L, por exemplo, subs-
tituindo-o pelo (m - 1)-ésimo menor elemento de {S(.)}. Esse processo
de identificacdo de vizinhanca de elementos € de eliminacfo das varia-
veis é denominado por Mulvey & Crowder (31) de “Pesquisa Primal”.

Quanto ao ponto de vista de esforco computacional, Mulvey & Crow-
der (31) indicam que cada iteracdo do método requer n¢ -+ mn opera-
coes, cerca de metade, no caso de problemas maiores, das operacoes
requeridas para se obter a solugdo por um método hierarquizado aglo-
merativo (cerca de 2n¢ operacgoes). Assim, de uma maneira geral, duas
iteracdes do método de Mulvey & Crowder sio equivalentes i resolucdo
do problema por um método hierarquizado aglomerativo. Por outro lado,
os resultados obtidos por Mulvey & Crowder (31) indicam que o nimero

total de iteragOes de seu método nio parece depender criticamente dos
valores de m e n.

Exemplo:

Aplicando o método ao exemplo resolvido no item 5.3 utilizando-se ‘
a rotina CLSTROPT apresentada no apéndice 2, a convergéncia foi
obtida em seis iteracdes. Os resultados estdo apresentados na tabela a
seguir, onde a soluc@o primal de inicializacdo é a obtida pelo algoritmo
K-Medianas:

TABELA 5

METODO DE MULVEY & CROWDER APLICADO AO EXEMPLO

DO ITEM 5.3
ITER FOP FOS ' FOD l e (%)
1 - 21,000 3,000 6,000
2 49,000 21,000 18,500 0,135
3 49,000 21,000 20,008 0,049
4 49,000 21,000 20,544 0,022
5 49,000 21,000 20,763 0,011
6 49,000 21,000 20,869 0,006
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onde
ITER — iteracéo;

FOP — funcido objetivo associada & solucio primal gerada pela
Pesquisa Primal;

FOS  — funcao objefivo associada & melhor solucao primal obtida
até a iteracdo (na primeira iteracfio, FOS é o valor da
funcéo objetivo associada & solugio obtida pelo método
das K-Medianas);

FOD — funcio objetivo associada a solucio dual;
e (%) — (FOS — FOD) /FOD.
Note-se que a seqiiéncia de solucdes geradas pela Pesquisa Primal

nio convergiu nem gerou uma solugdo melhor que a obtida pelo método
das K-Medianas que, nesse caso, € Otima.

6.5 — Relagio entre o métedo de Vinod e o problema de
localizacdo nao capacitado

O problema de localizacdo nao capacifado pode ser deserito (ver
exemplo Mateus & Bornstein (30) ou Effroymson & Ray (11)) da forma.:

Problema L : Minimizar 3 3 c; 25+ X b ¥ (L.1)
s el jekE jeE
Sujeitoa Y 2, =1 , iel (L.2)
jEE
1< X W (L.3)
jeE »
2y <Yy , iel, JeE (L.4)
2y, Y ¢ {01}, iel, jekE (L.5)
onde '

I = conjunto de m centros de demanda, a serem abastecidos por
uma série de fornecedores, cuja localizacio e dimensionamen-
to se deseja determinar;

E = conjunto das n possiveis localizacdes desses fornecedores;

¢; = custo associado ao fato do fornecedor j abastecer o centro de
demanda i;

b; = custo fixo de instalacdo do fornecedor j;

2 1 se o centro i é abastecido pelo fornecedor j

v {0 em caso contririo;

Y, = 1 se o fornecedor j for ativado
' 0 em caso contrario.
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Entao, se d; é a demanda do centro i, a dimens@o do fornecedor j
sera dada por = z; d; .
18I

A semelhanca entre os Problemas V1 (modelo de Vinod) e L (pro-
blema de localizacdo néo capacitado) é evidente. O Problema V1 poderia
entdo ser visto como um caso particular do Problema L, onde b; — 0
(ou seja, os custos de implantac@o ndo s8o levados em consideracfo),
E é subconjunto de I e o numero de fornecedores é fixo e conhecido
a priori.

Por outro lado, existe também um outro caso particular do Proble-
ma L que seria interessante analisar: o problema das N-medianas (ver
exemplo Mateus & Bornstein (30) ou Jarvinen, Rajala & Sinervo (22)).
Esse problema consiste em localizar N facilidades (armazéns, fornecedo-
res, ete.) num grafo ou rede, de forma a minimizar a soma das distancias
entre cada no da rede e a facilidade mais préxima. Como indicam
Mateus & Bornstein (30), pode-se demonstrar que a solugao 6tima desse
problema implica em localizar as facilidades sempre em nés do grafo,
de maneira que o conjunto desses nés representa o conjunto de locais
candidatos para a localizacdo das facilidades.

O problema das N-medianas pode entdo ser descrito a partir do
Problema L, tomando I = E, eliminando os custos fixos em (L.1), to-
mando como ¢; a distdncia d;; e transformando (L.3) em igualdade:

X Y, = N.

jel
Como se nota, essa formulacdo do problema das N-medianas é equiva-
lente & expressio do primeiro modelo de Vinod.

Mateus & Bornstein (30) apresentam um algoritmo guloso para a
resolucdo do Problema L que, embora nem sempre determine uma solu-
¢ao 6tima, permite, no entanto, tal como o método de Mulvey & Crowder,
determinar intervalos para essa solucdo . Mulvey & Crowder (31), por
sua vez, apontam a necessidade de se desenvolverem estudos comparati-
vos da eficiéncia dessas duas técnicas na resoclucido de problemas nas
duas areas.

6.6 — Um modelo eficiente de programacae dinimica para o caso
univariade — o modelo de Rao

6.6.1 — Iniroducdo

Na secdo 6.3 foi apresentado o segundo modelo de Vinod — caso
univariado. O modelo ali descrito, no entanto, é um modelo de progra-

t (Para ums, descricho de slgoritmos gulosos que resolvem essa classe de problemas, ver
também Fisher, Nemhauser & Wolsey (13) e (14)).
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macéo linear inteira e, como foi apontado na introduc¢éo deste Capitulo 6,
modelos de programacéio inteira geralmente néo so eficientes, do ponto
de vista do esforco computacional envolvido para a obtencdo de uma
solucao otima.

Por outro lado, e baseando-se em Rao (35), é possivel formular-se
um modelo de programacao dindmica extremamente eficiente, para a
obtencdo de uma solugdo 6tima para o citado segundo modelo de Vinod
— caso univariado.

Seja, por exemplo, o conjunto X = {2,6,4,5,2}, onde se deseja
particionar o conjunto E, associado a X, em trés grupos, minimizando-se
a soma dos quadrados dentro dos grupos. Para que se utilize a proprie-
dade da cadeia definida para o segundo modelo de Vinod ~— caso univa-
riado, forma-se o conjunto Z, que se constitui numa ordenacéo de X
em ordem crescente (ver Item 6.3):

Z = {2,2,4,5,6),

definindo-se assim o conjunto E' = {e;, ..., e,}, associado a Z, corres-
pondente & ordenacdo efetuada.

Lembrando que um lider de grupo é o primeiro elemento de um
grupo (ver Item 6.3) e que a determinacdo desses lideres de grupo
implica na definicdo dos préprios grupos, uma vez que a propriedade
da cadeia impde que a solucdo otima do problema de formacédo de m
grupos corresponde a m particoes da forma:

R W A I NS S SRR §

pode-se entdo definir, para o exemplo em questdo:
— estagio k ; etapa de definico do k-ésimo grupo;

— estado y* : indice associado ao lider do grupo ¢. (k = 1, ...,
..y M) — see’, € lider do grupo g, entdo y* = j;

— decisfo u* : indice associado ao lider do grupo g.+: (kK =1, ...,
..., m — 1) —note-se que as decisdes s6 sdo toma-
das até k = m — I, uma vez que em k = m néo
faz sentido calcular-se o lider do grupo seguinte,
que seria ¢,.: (o objetivo é formar m grupos).

Assim, como no estigio k define-se o lider do grupo ¢, (dado pelo
estado y*) e o lider do grupo gi., (dado pela decisdo u*), ficam, nesse
estdgio, perfeitamente definidos todos os elementos que compdem gi.
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O problema pode ser ilustrado graficamente da forma:

k=1 k=2 k=3

Pz 1 =2 e.=2
el 2 . 81 1

u =3

ez=2 82=2

el=4

° =g
®q

85=8

onde as setas indicam as decisGes tomadas, ou seja, os indices dos lideres
dos grupos formados. Nota-se entdo que:

a — no estagio k¥ = 1, formou-se o grupo g, — {e,’, e;}, ao se definir
que g, teria como lider ¢’; (pois u! = 3). Como o lider de g, s6 pode
ser e;, s6 existe um estado viavel no estdgio k = 1 : y! = 1;

b — no segundo estagio y* = u!. De uma maneira geral, tem-se:
yr+Hr = uk; ' (6.5.1)

¢ — pelas decis6es indicadas na figura, os grupos formados seriam
fer, e}, {es . e}, {es);

d — ao se permitir que ¥* e y° fossem iguais a 1, permitiu-se que a
solug¢éo do problema através da Programacao Dindmica fornecesse tam-
bém a particdo de E' em 2 e 1 grupos, respectivamente. Por exemplo,
sey* = 1 e u* = 3, tem-se 0S grupos {e;. cs), {es. e;,e;}. Assim, a
definigcdo, através do calculo, no sentido inverso, das decises 6timas,
em cada estagio k (& —= 1, ..., m — 1), para todos os estados y* = 1,
permite a determinacfo de todas as particées 6timas de 1 a m grupos;

e — a rigor, ndo faz sentido permitir que y* = 5, uma vez que,
neste caso, u#? nao pode ser definido como y*+?! = u* nfo existe, para
y* = 5, valor de u* que seja admissivel. Verifica-se entdo que, no penul-
timo estagio y™—* deve ser inferior a n : 1 << y»—* < n — 1. No ante-
penultimo estagio, I << y"—* < n— 2. De uma maneira geral, 1 <
Ly <K n—i. Caso i = m — k, tem-se finalmente,

Iy < n—(m—k); (6.5.2)

669



f — denotando por J(y*, k) o custo acumulado da formacio dos
grupos {ey, ...} feas, ...}, ..., ou seja,
@ k) = £ w,,
i=k
onde W; é a soma dos quadrados dentro do grupo g;, o problema de
programacéo dinidmica seria resolvido no sentido inverso através da
seguinte equagdo recursiva de otimalidade:
J(@¥*, k) = min (W, + J(u* k+1)}, (6.5.3)

u® viduel
para k =1, ..., (m—1);

g — para k = m, ou seja, no ultimo estagio, o valor de J (¥, m),
para cada ym, corresponde & soma dos quadrados dentro do grupo g
que tem y™ como lider. Assim, para y™ = n, tem-se

J@y,m) =Jn,m)y =W, =0,

pois W, no caso, corresponde a soma dos quadrados dentro de um grupo
constituido por um tnico elemento = e,. Para y» = n — 1, tem-se o
grupo gm = {€,—, €,}. A soma dos quadrados dentro desse grupo é (ver
Equagdo (6.3.2) da Secéo 6.3.1): .
Jm m) =Jm—1, m) = W, = _;— 2oz — ).
Em geral, para y™ = i, tem-se a formacdo do grupo
Im = {8;, 8;.;_1, DRI e’l’l}

Na secdo 6.3.1, foi visto que a soma dos quadrados dentro desse

grupo g, poderia ser efetuada recursivamente. Naquela segdo, verificou-

se que a soma dos quadrados dentro do grupo g = f{e;, ... e} é dada
por (ver Equacdes (6.3.3) e (6.3.4)):
-y poonor=2 1 Y (654
W= 2, 8= B e r (“ O ©-2-9
Utilizando, a exemplo do efetuado naquela se¢do 6.3.1, o teorema
(4.1) da secdo 4.2.5, que informa que, ao se unirem dois grupos gr e gy
para se formar o grupo gz, tem-se:

nmn
m:m+m+ﬁﬁ;m (6.5.5)

onde d7, corresponde ao quadrado da distdncia euclidiana entre as cen-
tréides (meédias) de g; e gy, tem-se, ao incluir o elemento e, no grupo

4
{eris, - - - e}, Que:
7
g={al ; m=1; Wi=0
gJ={e:.H, R e,',}; ng=n—r ; Wi= 2 (z,-——E_,)g

}
e’.SaJ

e, finalmente, pela equagéo (6.5.5)

n-—-r 1 i 2
= - - . (6.5.6
W,=W;+W,=W,;+ = (z,, - —?‘q-;-;-z zq> ( )
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Assim, 8 W, representa o acréscimo na soma dos quadrados dentro
dos grupos devido & inclusio de e, no grupo {e,,;, ..., €,}. De uma
maneira geral, pode-se calcular, recursivamente, a soma dos quadrados
dentro do grupo g, — {e,'-, ..., e} fazendo r variar, retroativamente,
de (n— 1) até (i), tendo-se, finalmente, entdo:

n—1 )

Wo =J@m, n) = J({i, m) = 2. W= . (6.5.7)

Note-se que a diferenca entre as equactes (6.5.4) e (6.5.7) reside

apenas em que em AWj o acréscimo do elemento é feito “a direita”,

ou seja, considera-se que g = {e}, ..., e;_;} U {e;} e, em dW,, o acrés-
cimo é feito “a4 esquerda’:

’

On = {e;} U {e,{_,_,, e e,’,}.

Assim, no exemplo em questdo, ter-se-ia (ver Equacdes (6.5.5) e
(6.5.6)):

gs = {es} =» J (5,8 =0

I P _ 5— 4 2 - _
gs = {e}, ez} = T4, 9) Ty C O TG =050
gs = {es, €, es} =» J (3, 3) = 5-38 {4‘ ! (5-}—6‘)}2—{—.](4 3)
3 3 ©4y ©5 ’ 1+(5_3) 53 s

= 1,6 40,5 = 2,00

’ ’ 5—2 1 £
gs = {eg, ..., 5§ =»J (2, 8) = TP {e— — (4+5+s)} +7 3,9
= 6,75 + 2,00 = 8,75
gs = len ..., s} =»J(1,8) = 51 {2— z (2+4+5+6‘)}2+J(2 3)
3 I vy G5 ) 1+(5_1) 5_1. )

= 4,05 + 875 = 12,80.

Graficamente, tem-se:

7 ’ ’ ! 4
[} (2] €3 €y (73

' J(5,93 |

J(4,8) =060+ J(5,3) l

{
J(3,38) =1,6+J(43)

|
| J(2,3) =6,75 + J (3, 9) :

[ J(1,8) =405+ J(23) |
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- Assim, o céalculo dos J(¥*, m) sempre é feito a partir dos resultados
da etapa anterior: J(3,3), por exemplo, é calculado a partir de J(4,3).
Além disso, tudo se passa, no Ultimo estigio, como se fosse calculado,
recursivamente, o custo da formacfo de um unico grupo {ej, ..., e.};

h — calculados os J (y*, m), a determinacio das decisoes 6fimas em
cada estado dos demais estagios pode ser efetuada a partir da equacéo
(6.5.3):

J(@% k) = min (W, & J(u¥, k- 1)).

uk vigrel

Seja, por exemplo, k — 2 e y* = 2. SAo possiveis, nesse caso, trés
alternativas de grupamento:

k=2 k=3

— el (e, e, el

2
2 2
4 \> 4
5 * 5 o R A

* 6 — e e o} {ei}

Os célculos dos custos associados aos possiveis grupos g;:

g5 = {es, €}, &5}
gs = {e}, e}
gs = {@c’s}
foram efetuados no item g anterior e correspondem aos valores de
J(3,3) = 2,00, J(4,3) = 0,50 e J(5,3) = 0, respectivamente. Por outro
lado, para cada valor admissivel de u*, ter-se-ia:
U =8 = gg={e,;}
u' =4 = go = {eg €5}
U =85 =»r gy = {6;, eé; e;}.
Note-se que a sequéncia de valores admissiveis de u® implica no

acréscimo de um elemento “a direita” e assim, pela equacdo (6.5.4)
do item g anterior, tem-se:

Wl o, Wt r—2 ( 1t )”
We= B aWe= Z g1 " "7 B

r=38 g=2

672



Voltando ao exemplo, tem-se:

Il

W= 8 =p gy, = {ey} =» Wy =0,00

W=/ =g = {e;, eé} = W, = AWS = 2,00
W =5 = gp = {eg s, e} => Wy = AW} + AWS = 2,67 + 2,00 = 4,67.
Para o calculo da decisdo 6tima tem-se (ver Equagio (6.5.3)):
Wt =3 = J(@’ 2 =W,+J(33) = 0,00+ 2,00 = 2,00
wW=4 = TG 2 =W+ J (43 =200+ 050 = 250
W=5=r T 2) = We+J(63) = 467 + 0,00 = 467

Nota-se que o minimo de J(y?, 2) ocorre para u* — 3, que é assim
a decis@o 6tima para k¥ — 2 e y* = 2. Como se verifica, o calculo do
custo da formacdo do grupo g, para y* = 2 envolve apenas o célculo
recursivo do custo da formacéo de um Unico grupo {es, es, ¢;}. Eviden-
temente esse procedimento de calculo da decisdo 6tima pode ser gene-
ralizado para qualquer estagio k (k = 1, ..., m—1) e qualquer estado y*
viavel;

i — assim, em resumo, nota-se pelo exposto no item g, que é mais
eficiente calcular-se a soma dos quadrados dentro dos grupos, no ultimo
estagio (k = m), através de inclusdes “4 esquerda”, isto é, através da
equacdo (6.5.7), o que corresponderia ao calculo do custo de formacéo
de apenas um grupo. Nos outros estagios (k = 1, ..., m—1), como se
viu no item h, é mais conveniente considerar-se a inclusido de elementos
“a direita”, calculando-se a soma dos quadrados denfro dos grupos atra-
vés da equag@o (6.5.4), o que corresponde a que, em cada estado y*
dos estagios k¥ (k = 1, ..., m—1) se calcule o custo de formacdo de
apenas um grupo.

Graficamente, os procedimentos de calculo da soma dos quadrados
dentro dos grupos poderiam ser ilustrados da forma:

— inclus@o " g esquerda” (k=m)

% 77 equacdo (6.5.7):

> n-1
+ Z Wi rz_% sW.
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— inclusdo " a direita" (k=1 viey M)

// equacdo { 6 .5.4):

+ g k- r=j+l

6.6.2 — Descricdo do modelo

As observacdes contidas na secdo anterior podem ser resumidas no
seguinte modelo de programacéo dindmica:

— estagio k : etapa de defini¢io do k-ésimo grupo;
— estagio w*: indice associado ao lider do grupo g, k=1, ..., m;

— deciséo u*: indice associado ao lider do grupo gx+1, k=1, ...,
.., (m—1); ‘
— estados viaveis ¥ (k): conjunto de indices associados aos pos-
siveis lideres do grupo g, Como visto no
item e da secdo anterior,

1 W < n—(m—k);

— estado inicial y*: de acordo com o item a anterior,

T =1,
— equacdo de transicio de estado: pelo item b anterior,
'yk+1 — uk;
— decisbes admissiveis: Uy, k) = {u*|{u* ¢ {y* + 1, ..., n—

—(m—k—1)}} (ver definicAo de estados
vidveis: como y*+! = u*, é necessario que
yE+1 seja vidvel);

-— equacao recursiva de otimalidade: (ver Itens f a k anteriores):
J(@, k) = min (W, + J(@* k + 1)},

uk pidvel
com J(y*, m) calculado na forma descrita no item g.
6.6.3 — Eficiéncia do modelo em relacdo d enumeracdo completa

Para k — m, como visto nos itens ¢ e ¢ da secédo 6.5.1, o célculo
de J(y™, m), para todo y™, equivale ao cilculo do custo da formacao

14 4
de apenas um grupo: {e;, ..., e.}.
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Para 1 < k < m—1, por outro lado, tem-se:
— pela equacéo (6.5.2),'1 < ¥ £ n—(m—k);

— o célculo da decisdo 6tima em y* envolve o calculo da formacéo
de apenas um grupo (ver Itens h e i da Secdo 6.5.1);

— em k = 1 tem-se apenas um estado viavel: y* = 1 (ver Item a
da Secd0 6.5.1); e

— nesse caso (I < k < m—1), o niimero de calculos de formacéo
de grupos é dado pelo numero total de estados admissiveis:

14+ (n—(m—p)).
k=2

Assim, o niimero total de célculos de custo de formagéo de grupos,
Ny, é dado por:

Ng = 2 4 m§1 {n—(m—k)}.
k=2

Por exemplo, se » = 7 e m = 3, 0 nimero de calculos de formacéo
de grupos seria:

Np = 2 + {(7—(3—1)} = &.

No caso da enumeracdo completa de todas as alternativas de grupa-
mento, ter-se-ia:

— o numero de alternativas de grupamento é dado pela seguinte
equacdo (ver Item 3.4):
1

S, m) = —- k"i:o (T) (=1)m* kn,

Assim, S(7, 3) = 301;

— como em cada alternativa de grupamento se efetua o célculo do
custo de formacgao de trés grupos, tem-se:

Nge = 3 X 301 = 903.

6.6.4 — Conclusdo

Apesar de sua extrema eficiéncia, o método é de reduzida aplicagéo,
pois s6 pode ser utilizado no caso univariado ou em casos em que as p
varidveis originais possam ser reduzidas a um unico fator, através do
uso de alguma técnica de analise fatorial (para uma apresentacio deta-
lhada das principais técnicas ver exemplo Harman (18)).

Recentemente, Pfeiffer (33) apresentou um exemplo pratico em que
tal fenémeno ocorreu. Analisando as disparidades de desenvolvimento
no Brasil, aquele autor, através de anilise de grupamento, criou uma
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tipologia das Unidades da Federacdo, em quatro grupos, a partir das
seguintes caracteristicas:

— capacidade de producédo econdémica;
— assisténcia meédiea;

— educacio;

— habitacgdo; e

— alimentacio.

Cada caracteristica foi avaliada por uma varidvel. Assim, a capa-
cidade de producéo econdmica foi descrita pela renda per capita em 1970,
a assisténcia médica pelo numero de médicos por 100.000 habitantes
em 1975 e assim por diante, Maiores detalhes sobre a resolucdo do
problema podem ser obtidos em Pfeiffer (33). O que cabe ressaltar aqui
€ que a matriz dos coeficientes de correlacdo entre as cinco variaveis
escolhidas indicou uma elevadissima correlagdo entre todas elas, o que
permitiria selecionar-se uma ‘varidvel mediana” do grupo de varia-
veis (o equivalente, para variavel, ao “elemento mediano”, utilizado na
dispersdo via mediana de grupo, definida no Item 2.4.4), para a qual
poderia ser aplicado o método de Rao. Apenas como informacao vale
registrar que, nesse caso, a variavel mediana seria aquela associada a
caracteristica habitacdo.

Um oufro problema préatico em gue esse método se mostra bastante
util é o caso da amostragem estratificada com uma tnica variavel de
estratificacdo (ver exemplo Raj (34) ou Sudman (40)). Nesse problema,
procura-se particionar uma populagio a ser amostrada em grupos, dentro
dos quais a variancia da varigvel de estratificac8o é minima. Para que
a estratificacfo seja efetuada, com a minimizacdo da varidncia ao invés
da soma dos quadrados dentro dos grupos, basta que sejam implantadas
no algoritmo as modificacGes convenientes lembrando que:

1

2-—
S7 = = W

6.7 — Cenclusao

Como foi visto, os modelos de Vinod, embora nio permitam uma
soluc@o do problema de andlise de grupamento de forma eficiente, esta-
belecem uma base na qual podem se apoiar métodos mais eficazes.
Permanece, no entanto, pelo menos na literatura consultada pelo autor,
um tépico ainda em aberto nessa area: a possibilidade de implementacéo,
por exemplo, de um método subgradiente para outros modelos devidos
a Vinod (43) e a Rao (35), que permitissem uma solugio eficiente para
o problema de analise de grupamento minimizando a soma dos quadra-
dos dentro dos grupos ou a variancia interna.
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Por cutro lado, fica evidente que a obtencdo de uma solucdo 6tima
para o problema é feita a um preco bem malis elevado do que o das
técnicas heuristicas. Assim, a utilizagdo desses métodos exige do usuario
uma analise cuidadosa, nao s6 do porte do problema a ser resolvido mas
também da necessidade efetiva de obtencdo de uma solucdo 6tima.

7 — APLICACAQ DE ANALISE DE GRUPAMENTQO A
DETERMINACAO DE ETAPAS DE CRESCIMENTO
DE LARVAS

7.1 — Descri¢do do problema

Durante 25 dias foram colocadas, sucessivamente, em cada dia,
oito larvas ‘“recém-nascidas” em 25 vidros. No final do 26.° dia recolheu-
se os vidros e efetuou-se nas larvas medigOes das variaveis ‘“capsula
cefdlica”, “comprimento” e ‘“peso”. Obteve-se assim a tabela 6 que,
como se pode observar, ndo apresenta resultados para cinco e quatro
das larvas com um e dois dias de vida, o que reduz a amostra de
25 X 8 = 200 para 200 — 9 = 191 larvas. Cada larva na tabela é carac-
terizada pelo codigo XXDY, onde XX representa o dia de vida da larva
e Y o nimero de ordem da larva no dia. Assim, 12D4 representa a quarta
larva dentre as que possuiam 12 dias de vida.

Sabe-se que as lagartas crescem segundo diversas etapas de cresci-
mento, denominadas “instares”. Depois de cada etapa elas mudam de
pele, havendo de uma fase para outra um salto no que diz respeito
principalmente & capsula cefilica, que permanece constante em cada
instar.

O objetivo do estudo é determinar a quantos instares correspondem
as medidas tomadas, qual a duracio média de cada instar e quais séo
as caracteristicas (média, variancia, etc.) de cada instar no que diz
respeito ao comprimento, ao peso e ao didmetro da capsula cefdlica.
A utilizacfo, nesse caso, da andlise de grupamento se deve ao fato de
que a observacdo, em intervalos de tempo predeterminados, de uma
mesma lagarta, é infrutifera (ela come a propria pele) e sua medicédo
constante (que exige a administracdo & larva de certas substéncias)
altera sensivelmente o seu crescimento.

Acredita-se que existam cinco ou seis instares e que o aumento da
capsula cefilica deve seguir a “Regra de Dyat”, pela qual a razao entre
os didmetros da capsula cefalica nos instares (i 4 1) e (i) é constante
para todo (i):

_g%:_:k,Vi>2 (7.1)

Um outro objetivo correlato ao estudo € o de, ao se tomar uma lagar-

ta ao acaso no campo, determinar em que instar ela se encontra.

6717



TABELA 6

MEDIDAS EFETUADAS NA AMOSTRA DE LARVAS

(continua)
MEDIDA DA
LARVA PESO COMPRIMENTO CAPSULA
(mg) (mm) CEFALICA
01D1 0,055 1,5 0,236
01D2 0,055 1,5 0,187
01D3 ©,055 1,5 0,258
02D1 0,075 1,5 0,308
02D2 0,075 1,5 0,221
02D3 0,075 1,5 0,260
02D4 0,075 1,5 6,221
03D1 0,437 3,0 0,332
03D2 0,437 3,5 0,405
03D3 0,437 2,5 0,353
03D4 (,437 3,0 0,399
03D5 0,437 2,6 0,388
03D6 0,457 2,5 0,285
03D7 0,437 3,0 0,353
03D8 ‘ 0,437 2,5 0,357
04D1 0,625 2,5 0,395
04D2 0,625 3,0 0,370
04D3 0,625 4,0 0,397
c4D4 0,625 3,5 0,382
04D5 0,625 3,0 0,397
04D6 0,625 3,0 0,585
04D7 0,625 4,0 0,568
04D8 0,625 3,5 0,355
05D1 1,250 5,0 0,444
05D2 1,250 5,0 0,421
05D3 1,250 4,5 0,438
05D4 1,250 5,5 0,425
05D5 1,250 5,0 0,448
G5D6 1,250 5.5 0,713
05D7 1,250 5,0 0,661
05D8 1,250 5,5 0,609
06D 1 1,25 4,0 0,615
06D2 1,25 ) 5,0 0,450
06D3 1,25 5,0 0,467
06D4 1,25 4,0 0,434
06D5 1,25 4,0 0,676
06D6 1,25 4,0 0,472
06D7 1,25 4,5 0,626
06D8 1,25 4,5 0,456
07D1 7,00 7,0 0,862
07D2 10,00 9,0 0,917
07D3 5,00 6,5 0,967
07D4 10,00 8,0 0,923
07D5 5,00 6,0 0,873
07D6 4,00 : 7,0 0,917
07D7 8,00 8,0 0,846
07D8 6,00 6,5 0,840
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TABELA 6

MEDIDAS EFETUADAS NA AMOSTRA DE LARVAS

(continua)
MEDIDA DA
LARVA PESO COMPRIMENTO CAPSULA
(mg) (mm) CEFALICA
08D1 18,00 11,0 1,203
08D2 15,00 10,0 1,126
08D3 14,00 9,5 1,055
08D4 18,00 10,0 1,401
08D5 17,00 11,0 1,038
08D6 14,00 9,0 1,121
08D7 20,00 11,5 1,368
08DS 17,00 10,0 1,154
09D1 21,00 12,0 1,176
09D2 20,00 11,0 1,236
09D3 27,00 13,0 1,351
09D4 23,00 11,0 1,055
09D5 16,00 10,5 0,983
09D6 14,00 8,5 1,104
09D7 20,00 12,0 1,275
09D8 16,00 10,0 0,956
10D1 21,00 11.5 1,357
10D2 22,00 11,5 1,214
10D3 17,00 10,0 1,049
10D4 23,00 11,0 1,143
10D5 20,00 11,0 1,236
10D6 32,00 13,5 1,373
10D7 25,60 11,5 1,439
10D8 23,00 11,0 1,201
11D1 30,00 13,5 1,214
11D2 34,00 14,5 1,302
11D3 34,00 13,5 1,346
11D4 32,00 13,0 1,242
11D5 32,00 13,0 1,225
11D6 21,00 10,0 1,488
11D7 21,00 11,5 1,055
11D8 16,00 8,5 1,351
12D1 22,00 12,0 1,203
12D2 28,00 13,5 1,197
12D3 30,00 13,0 1,280
12D4 30,00 13,0 1,340
12D5 25,00 12,0 1,197
12D6 24,00 14,5 1,477
12D7 23,00 12,0 1,142
12D8 30,00 11,5 1,577
13D1 47,00 13,5 1,159
13D2 50,00 15,0 1,395
13D3 44,00 13,0 1,313
13D4 26.00 12,0 1,049
13D5 25,00 10,0 1,494
13D8 25,00 11,0 1,428
13D7 23,60 11,5 1,296
13D8 25,00 9,5 1,428
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TABELA 6

MEDIDAS EFETUADAS NA AMOSTRA DE LARVAS

(continua)
‘ MEDIDA DA
LARVA PESO COMPRIMENTO A L
(mg) (o) CEFALICA
14D1 38,00 14,0 1,357
14D2 55,00 16,5 1,373
14D3 23,00 11,0 1115
14D4 24,00 110 1,230
14D5 30,00 12,0 1511
14D6 33,00 12,5 1219
14D7 38,00 15,0 1516
14D8 30,00 135 1230
15D1 38,00 13,5 1,472
15D2 30,00 135 1,099
15D3 26,00 13,0 1,099
15D4 33,00 135 1275
15D5 38,00 150 1318
15D6 47,00 155 1296
15D7 45,00 15,0 1395
15D8 28,00 125 1181
16D1 69,00 19,5 1,813
16D2 59,00 17,0 1250
16D3 100,00 21,0 1785
16D4 58,10 17,0 1522
16D5 85,00 18,5 1533
16D6 80,00 19,0 1648
16D7 80,00 17,0 1,550
16D8 76,00 16,0 1,752
17D1 46,00 15,5 1,302
17D2 45,00 15,5 1648
17D3 50,00 15,0 1411
17D4 56,00 17,0 1,466
17D5 40,00 13,5 1373
17D6 52,00 16,0 1,373
17D7 45,00 12,0 1,648
17D8 4700 13.5 1,648
18D1 77,00 18,0 1,999
18D2 77,00 19.5 1.835
18D3 68,00 15,0 1714
18D4 65,00 16,0 1648
18D5 56,00 18,0 1348
18D6 53,00 17,0 1,488
18D7 60,00 16,0 1774
18D8 63,00 17.0 1373
19D1 90,06 20,0 1,604
19D2 68,00 18,0 1,494
19D3 60,00 17.0 1648
19D4 79.00 19,0 1846
19D5 70,00 17,0 1,488
19D6 : 45,00 13,0 1,648
19D7 75,00 18,0 1873
19D8 73,00 17,5 1785
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TABELA 6

MEDIDAS EFETUADAS NA AMOSTRA DE LARVAS

(conclusao)
LARVA PESO coMPRIMENTO | MEDIDA DA
(mg) (mm) CEFALICA
20D1 121,00 20,0 1,648
20D2 90,00 175 1,901
20D3 133,00 22,0 1,730
20D4 98,00 215 1,681
20D5 110,00 20,0 1,785
20D6 92,00 19,0 1,760
20D7 145,00 240 1,961
20D8 101,00 19,0 1,648
21D1 122,00 20,5 1,607
21Dz 95,00 19,5 1,565
21D3 117,00 20,5 1,769
21D4 82,00 18,0 1752
2105 103,00 205 1,648
21D6 88,00 19,0 1,593
21D7 125,00 22,0 1719
21D8 102,00 210 1,730
22D1 75,00 18,0 1,648
22D2 63,00 17,0 1587
22D3 103,00 21,0 1,785
29D 40,00 12,0 1439
22D5 58,00 17,0 1,379
22D6 67,00 15,5 1,785
22D7 71,00 20,0 1472
22D8 85,00 175 1,648
23D1 61,00 18,0 1,565
23D2 113,00 210 1,648
23D3 78,00 17,0 1,088
23D4 90,00 19,0 1,785
23D5 125,00 20,0 1,044
23D6 98,00 19,5 1,670
23D7 90,00 185 1648
23D8 75,60 17,0 1,644
24D1 113,00 21,0 1,829
24D2 118,00 18,0 1,598
24D3 152,00 240 1017
24D4 83,00 17,0 1,648
24D5 110,00 19,0 1,824
24D6 85,00 16,0 2236
24D7 138,00 2410 1,593
24D8 125,00 20,0 1,648
25D1 130,00 20,0 1,824
25D2 113,00 18,0 1708
25D3 148,00 20,0 1,813
25D4 101,00 17,0 1,862
25D5 100,00 17,0 1,818
25D6 82,00 180 1,554
25D7 92,00 17,5 1648
25D8 128,00 19,5 1,862
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7.2 — Metodologia utilizada

Tendo em vista os objetivos definidos no item anterior, a metodo-
logia adotada para a resolugdo do problema foi a de, via anilise de
grupamento, tentar criar uma tipologia de larvas, em cinco ou seis
grupos, que satisfacam a regra de Dyat.

Assim, o problema foi resolvido para m = 4, 5, 6 e 7, com 0 objetivo
de se adotar, dentre as solucdes para m = 5 ou 6, aquela que atende
as condigbes da citada regra: pequena varidncia, em cada grupo, na
capsula cefalica e satisfacdo da equacdo (7.1). O problema também foi
resolvido para m = 4 e 7 apenas visando uma, confirmacio de que nesse
caso os resultados seriam incompativeis com as hipéteses adotadas.

Para a verificacdo da condicio imposta pela equacdo (7.1), foi uti-
lizado um modelo de regressdo linear simples da forma:

CC,=kKkcCCiy, i=2 ..., m,

sendo utilizado como medida da qualidade do ajustamento o coeficiente
de determinagio R?, que é uma medida do poder ‘“‘explanatério” da
regressdo (ver exemplo Wesolowsky (45)):

(CC, — CC)*

®

(7.2)

%
[
L
f

1Mz (13

(CC;, — CO)*

2

-,

onde CC; corresponde ao valor médio da capsula cefalica no grupo
iG =2, ..., m), CC, é o valor estimado pela equagdo de regressdo,
(i=2, ..., m) e CC corresponde ao valor médio de CC; (i =2, ..., m).

Pela equacio (7.2) se nota que, quanto mais préximo for R® de 1,
melhor a qualidade do ajustamento.

7.3 — Resolugao do problema

7.3.1 — Amostra reduzida

Tendo em vista a utilizacdo do método de Mulvey & Crowder e a
disponibilidade de tempo de processamento, procurou-se diminuir o
porte do problema através de uma reducio inicial da amostra de larvas
para 75 elementos, que correspondiam as trés primeiras larvas de cada
dia.

Tomando, por outro lado, como variaveis,

V1 = peso
V2 = comprimento
V3 = céapsula cefalica,
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TABELA 7

CARACTERISTICAS DOS GRUPAMENTOS EFETUADOS NA
AMOSTRA DE 75 LARVAS, TOMANDO COMO CARACTERISTICAS
PARA O AGRUPAMENTO O PESO, O COMPRIMENTO E A
CAPSULA CEFALICA (DADOS PADRONIZADOS)

NUMERO PESO COMPRIMENTO Mggg&?‘*
DE GRUPOS (mg) (mm) CEFALICA
GRUPOS M DP M DP N A
i 1,15 175 3,47 1,75 0,42 0,20
. 2 18,45 £08 10,77 101 115 012
3 3665 1370 13,97 0.91 133 0,17
4 96,30 9859 19,24 184 171 0,17
1 1,15 175 3.47 1,75 042 0,20
2 18,60 £97 1085 103 116, 0,12
5 3 3563 1450 1376 132 131 0,18
4 7343 22,97 17.36 154 164 0,23
5 1471 2255 2071 117 174 0,10
1 0,27 0,24 2,14 0,78 0,30 0,07
2 2,24 2,20 511 102 0,56 0.2
6 3 18,45 £08 1077 101 115 012
4 3663 1376 1397 0,91 133 017
5 7642 2084  17.50 0,56 165 0,22
6 112,20 2382 2063 117 175 0,10
1 0,27 0,24 2,14 0,78 0,30 0,07
2 2,94 2,20 511 1,02 0.56 0.21
3 18,60 427 1085 1,03 1,16 0.18
7 1 3554 1407 1375 129 132 018
5 7642 20,84  17.50 0,56 164 0,22
6 10036 2101 20,39 0,74 174 0,00
7 152,00 R 24,00 & 1,92 1)

NOTA — M = média; DP = desvio padrio.
(1) grupo constituido pcr apenas um elemento.

obteve-se, para essa amostra reduzida, a seguinte matriz de correlagio,
onde r; representa o coeficiente de correlacdo entre V, e V;:

[ 1,00 089 0,84
R =1 089 1,00 0,96
L 0,84 096 1,06 J

Nota-se entdo que a variavel V3, ‘“‘capsula cefdlica”, é altamente
correlacionada com as demais, isto €, o comportamento das outras duas

7

variaveis é muito semelhante ao do didmetro da capsula cefalica.

Isto quer dizer que grupamentos homogéneos formados apenas com
base na capsula cefalica também tenderfo a ser homogéneos no que
diz respeito ao comprimento e ao peso.

683



TABELA 8

CARACTERISTICAS DOS GRUPAMENTOS EFETUADOS NA
AMOSTRA DE 75 LARVAS, TOMANDO COMO CARACTERISTICA
PARA O AGRUPAMENTO, A CAPSULA CEFALICA

MEDIDA DA

NUMERO PESO COMPRIMENTO CAPSULA
DE GRUPOS (mg) (mm) CEFALICA

GRUPOS M DP M DP M DP
1 1,57 2,58 3,74 2,09 0,44 0,22

. 2 50,53 32,87 14,94 3,19 1,42 0,26
3 113,50 30,14 20,33 2,38 1,69 0,04

4 112,40 20,02 20,44 1,33 1,86 0,05

1 0,61 0,50 3,11 1,42 0,36 0,11

2 7,33 2,51 7,50 1,32 0,91 0,05

5 3 50,58 32,87 14,94 3,19 1,41 0,26
4 1350 30,14 20,33 2,38 1,69 0,04

5 112,40 56,02 20,40 1,33 1,86 0,05

1 0,12 0,14 1,71 0,57 026 - 0,05

2 0,93 0,37 4,00 1,00 0,43 0,07

6 3 7,33 2,52 7,50 1,32 0,91 0,05
4 50,53 3287 14,94 3,19 1,41 0,26

5 113,50 30,14 20,33 2,38 1,69 0,04

6 112,40 20,02 20,40 1,33 1,86 0,05

1 0,12 0,14 1,71 0,57 0,26 0,05

2 0,93 0,37 4,00 1,00 0,43 0,07

3 7,33 2,52 7,50 1,32 0,91 0,05

7 4 4573 20,99 14,65 3,16 1,39 0,26
5 97,25 23,00 17,75 2,06 1,66 0,06

6 113,50 20,02 20,33 1,33 1,69 0,51

7 112,40 30,14 20,40 3,38 1,86 0,44

NOTA — M = média; DP == desvio padrio.

O problema foi inicialmente resolvido pelo método das K-Medianas
(apresentado no Item 5.3), para p = 3 (peso, comprimento, ciapsula
cefalica — dados padronizados) e p = 1 (capsula cefalica). Os resulta-
dos estdo resumidos nas tabelas 7 e 8.

Como se observa na tabela 7, para p = 3 os desvios padréo da
capsula cefalica nos diversos grupos sdo elevados. Os grupos séo bas-
tante homogéneos no que diz respeito aoc comprimento, que foi assim
a variavel decisiva nessa classificacio. De qualquer forma, os grupa-
mentos obtidos para p = 3 néo satisfazem ao requisito de pequena
varidncia na capsula cefédlica (o desvio padrédo, em alguns casos, chega
a ser préximo de 50% da média).

Os resultados para p = 1 ja apresentam, como se nota na tabela
8, de uma maneira geral, uma maior homogeneidade no que diz res-
peito a cépsula cefalica. Os desvios padréo estdo ainda um pouco eleva-
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dos (ainda aqui existem casos em que o desvio padrdo é de cerca de
50% da média), mas sdo inferiores aos do caso anterior.

Tlustrando os aspectos computacionais envolvidos, cabe comentar
que as solugdes iniciais para a utilizac8o do algoritmo das K-Medianas
foram fornecidas pelo método de Ward, tendo o algoritmo das K-Me-
dianas convergido, em todos os casos, em uma unica iteracfo. No caso
especifico de p = 1 e m = 4 e 5, tentou-se avaliar a qualidade da solucéo
obtida através do método de Mulvey & Crowder, uma vez que este método,
como foi visto no item 6.4, fornece um limite superior (funcfo objetivo
primal) e um limite inferior (func8o objetivo dual) para o valor 6timo
da funcao objetivo. A tentativa foi infrutifera, pois o método, nos dois
exemplos, apesar de atingir 40 iteragdes, forneceu valores de fungoes
objetivo primal e dual ainda bastante defasadas, como se pode notar
pela tabela 9.

TABELA 9

APLICACAO DO METODO DE MULVEY & CROWDER PARA
p=1em=+4eb

NUMERO DE | NUMERO DE FUNCAO FUNGAQO
GRUPOS ITERACOES OBJETIVO OBJETTIVO
"RAC PRIMAL DUAL
4 40 3,80 X 108 —3,05 X 10°
5 40 3,02 X 108 —149 X 108

Ainda que o requisito de homogeneidade néo tenha sido satisfeito,
procedeu-se, no caso de p — 1, a uma verificacfo das condigdes impostas
pela regra de Dyat, descrita pela equacdo (7.1), através da metodologia
apresentada no item 7.2. Os resultados estdo resumidos na tabela 10.

TABELA 10

VERIFICACAO DA REGRA DE DYAT PARA
p=1lem=+45756e7

NUMERO DE GRUPOS K R?
4 1,22 0,97
5 1,23 0,99
6 1,23 0,93
7 1,16 0,92
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Como se nota, em todos os casos o ajustamento foi-de boa qualidade,
sem que se possa, a rigor, optar por qualquer um deles como sendo
indiscutivelmente o melhor.

Para solucionar o impasse, tentou-se, através de um algoritmo que
pudesse oferecer uma solucdo 6tima, gerar uma particdo da amostra de
larvas que ndo apresentasse os problemas até aqui descritos.

7.3.2 — Amostra intlegral

Tendo em vista a maior eficiéncia do algoritmo univariado de pro-
gramacao dindmica apresentado no item 6.5, procedeu-se a uma parti-
¢éo, através do citado algoritmo, de toda a amostra de 191 larvas em
4, 5, 6 e 7 grupos, utilizando como variavel de classificacdo o didmetro
da capsula cefélica e como funcéo objetivo a soma dos quadrados dentro
dos grupos. As caracteristicas da solucio, em termos de medida da cap-
sula cefalica, estdo resumidas na tabela 11.

TABELA 11

MEDIA E DESVIO PADRAO DA CAPSULA CEFALICA, NAS
SOLUCOES OTIMAS OBTIDAS PARA

m=456¢eT7

NUMERO DE 3 ,
GRUPOS ’ GRUPO ‘ MEDIA DESVIO PADRAO

L 0,42 0,13

"2 1,09 0,12

4 3 1,41 0,09
4 175 0,12

1 0,42 0,13

2 1,02 0,10

5 3 1,31 0,08
4 1,59 0,07

5 1,83 0,10

1 0,36 0,08

2 0,75 0,14

3 1,14 0,07

6 4 1,38 0,06
5 1,62 0,06

6 1,85 0,10

1 0,36 0,08

2 0,63 0,05

3 0,96 0,08

7 4 1,21 0,06
5 1,41 0,06

6 1,63 0,05

7 1,85 0,10
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Como se nota, ndo houve uma melhoria acentuada na homogenei-
dade dos grupos. Os desvios padrdo ainda que ligeiramente menores,
sfo ainda elevados: ainda existem grupos cujo desvio padréo é de cerca
de 30% da média. Ainda assim, novamente se verificou o comportamento
dos grupamentos efetuados, em termos de satisfacdo da regra de Dyat.
Os resultados sdo apresentados na tabela 12,

TABELA 12

VERIFICACAO DA REGRA DE DYAT NO CASO DE SOLUCOES
OTIMAS PARA

p=1em =45 6¢e7

NUMERO DE GRUPOS K R?
4 1,33 0,95
5 1,24 0,97
6 1,22 0,99
7 1,19 1,00

Aqui novamente nio é possivel adotar-se um valor indiscutivel de
m: todos sdo “adequados”,

7.4 — Conclusae

Pela descricdo do problema, apresentada no item 7.1, a aplicacio
da analise de grupamento aos dados da amostra deveria gerar, para
um valor de m = 5 ou 6, uma solucdo com infima varidncia na
capsula cefalica em cada grupo, apresentando na verificacdo da regra
de Dyat um valor para o coeficiente de determinacao R? préximo de 1.
Para gualquer outro valor de m, esse coeficiente de determinacao deveria
ser hem inferior e as varidncias bem maiores.

Graficamente, isso significa dizer que os dados relativos ao didme-
tro da capsula cefalica deveriam distribuir-se de uma forma semelhante
ao indicado na figura 10:

. A \ !

=i R\ i

FIGURA 10 — Distribuigdo esperada da amostra de larvas
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Um exame do histograma da amostra, indicado na figura 11, indica
que tal fendmeno néo ocorre:

ol "

FIGURA 11 — Distribuicdo efetiva da amosira de larvas

Assim, os resultados da andlise de grupamento ndo devem surpre-
ender. A solucdo 6tima do item 7.3.2 apenas informa que nfo é possivel
particionar-se a amostra em estudo na forma apresentada na figura 10,
fato esse que ¢é sugerido pelo proprio exame da figura 11.

Isso leva a supor, finalmente, que nio existem valores tipicos para
o didmetro da capsula cefalica em cada instar. Ainda que a regra de
Dyat seja satisfeita, tal fato ocorre para cada larva, individualmente,
nao sendo assim possivel a caracterizacio de um didmetro de cépsula
cefalica tipico para cada instar. Conseqilientemente, também nfo é pos-
sivel, & luz dos resultados obtidos, tomar uma larva ao acaso no campo
e determinar em que instar ela se encontra.

Cabe ressaltar que os resultados aqui expostos baseiam-se mera-
mente na aplicacdo de métodos de analise de grupamento, No sentido de
validar ou ndo esses resultados, seria interessante aplicar outras técnicas
de andlise ao problema em questao.

8 — CONCLUSAO

Em vista do exposto nos Capitulos anteriores, deve ter ficado clara
a natureza e as caracteristicas de cada método apresentado. Restaria
no entanto, abordar a questdo do porte dos problemas a serem resolvidos
pelos diversos algoritmos aqui descritos.

Se, por um lado, deve ter ficado evidente a melhor aptiddo dos
métodos de realocacio iterativa para tratar problemas de maior porte,
dada a sua grande rapidez, por outro & preciso levar em conta que
ndo se pode, a priori, indicar o tamanho (em termos de numero de
elementos a serem agrupados) dos problemas que cada método pode
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tratar: isto é funcfo inclusive da disponibilidade de meméria e tempo
de processamento em computador para cada usuério.

Assim, é bastante provavel que na pratica ocorram problemas cujo
porte é superior acs recursos disponiveis.

Existerm pelo menos duas maneiras de se confornar essa dificuldade.
Como exemplo, seja 250 o numero de elementos que os recursos dispo-
niveis permitem agrupar e 5 mil o tamanho do problema original.

Uma das maneiras de se resolver o problema seria tomar uma amos-
tra. de 250 elementos, formar um “grupamento semente” com essa
amostra e, a partir desse “grupamento semente”, classificar os demais
4.750 elementos. Essa classificacdo poderia ser efetuada alocando-se
cada elemento néo classificado ao grupo mais proximo ou entéo poder-
se-ia utilizar as técnicas de classificagdo descritas, por exemplo, em
Tatsuoka (41) ou Cooley & Lohnes (7).

Outra técnica para a resolucdo do problema de grande porte é
devida a Anderberg (1) e procura particionar o conjunto original em
blocos cuja andlise de grupamento seja viavel. Em cada bloco é efetuada
uma, anilise de grupamento, em um numero predeterminado de grupos.
Apds a resolucho do problema em cada bloco, efetua-se uma andlise
de grupamento no conjunto de todas as centroides ou medianas dos
grupos definidos anteriormente. Terminada essa etapa, os elementos do
conjunto original sfo alocados ao grupo a que pertence sua centrdide
ou mediana (definida quando do problema restrito a cada bloco).

Como exemplo, seja novamente o problema de tamanho 5 mil, onde
os recursos permitem que se efetue anilise de grupamento de até 250
elementos. Pela técnica de Anderberg (1), o problema poderia ser resol-
vido da seguinte forma:

— o0 conjunto dos 5 mil elementos seria particionado em 20 blocos
de 250 elementos;

— em cada bloco seria efetuada uma analise de grupamento em 12
grupos, gerando-se, em cada problema, 12 centrdides ou me-
dianas;

— a partir das 20 X 12 = 240 cenfréides ou medianas seriam,
através de anilise de grupamento, gerados m grupos; e

— o0s 5 mil elementos originais seriam classificados nos m grupos
conforme a pertinéncia da centréide ou mediana definida na
segunda etapa.

Como se nota, foram resolvidos 21 problemas de anilise de grupa-
mento.
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9 — APENDICES

Apéndice 1

TABELA A.1.1

DISTANCIAS ENTRE PONTOS

DISTANCIAS EQUACOES
Meétricas de Minkowsky (1)......... dij = dy (X, X;) = I: § | Xki — Xkj l)‘:ll/)‘
k=1
Meétricas de Similaridade (2)........ dij = (1 —- s12
‘‘Métrica” de Correlagiio (3)........ dij = [0,5 (1 — rj;)11/2
(1) Quando A = 2, a métrica de Minkowsky se transforma na distincia euclidiana. (2) s;j — Coeficiente de

similaridade entre e; e ej. (8) rjj — Coeliciente de correlagio entre ¢; e ej.

TABELA A.1.2

MEDIDAS DE DISPERSAO INTERNA DE UM GRUPO

MEDIDAS EQUACOES

Soma dos quadrados dentro do gru- n{ 5 —
DO (Denene e wr = _},l d? x;, Xp
i=
i . 1
Varidneia interna de grupo.......... S = —? Wy
Dismetro de grupo................. d (&) = max d;;
ej, e E&Y
oy
Dispersfio via mediana de grupo....... Zmin (8D = min _ Z(¢) = min 2 dj
e €81 ejEgpi=1

— —_ nI ~
(1) Xj é a centrbide (média) do grupo & : X1 = ('21 Xi) / B
iZ

e df (Xi, 1) é o quadrado da distAncia euclidiana entre Xi e Ar.
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TABELA A.1.3

FUNCOES OBJETIVO EM ANALISE DE GRUPAMENTO

FUNCOES OBJETIVO EQUACOES
oy, =
Soma dos quadrados dentro dos grupos .. W= Z W= 2 2 da (X3, Xp
2Py g1 &Py i-1
Somsa das variAncias internas ......... 82 = 3 S% = I '_1}— Wi
8rePn €1 € Ppy 1
Difmetro de grupo .................. d(Pm) = max d(8)) = max max d;;
g1ePn 21 & P ¢, € E8]
oy
Dispersfio via mediana de grupo........ Z(Pm) = 3 Zpin 1) = )] min 2 dj
1€ Pp, . 21 &Py e; €8 i=1

TABELA A.1.4

DISTANCIAS ENTRE GRUPOS UTILIZADAS EM METODOS
HIERARQUIZADOS AGLOMEERATIVOS

METODOS DISTANCIAS
Ligagdo Simples................ Ve dsyy = mic d;
€ elr
& egs
Ligaggo Complets.............c.oovvvvinn.. de;; = max d;
€ egr
€, egs
Centrdide(l) .oooe e a2y = @ Xy, Xy)
nmny
Ward. . ... D]J = d?:
nr + ng
Média de Grupo(2) ......vviiriiiiii . D = 8% 4 8% 4+ d%;

(1 X_[ é a centrbide (média) do grupo €1 e dzz (i;,’IJ) o quadrado da distdncia euclidiana entres :\-1 e -ZJ.
O métode da mediana (ver Item 4.2.4) difere do método da centrbide apenas no que sz refere 3 determinagio das
centréides. (2) S? 6 a varidncia interna do grupo 8 (ver Item 2.4.2 ou Tabela A.1.2).
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Apéndice 2

A.2.1 — Rotina CLSTROPT

Essa rotina efetua a andlise de grupamento através das técnicas
hierarquizadas aglomerativas descritas nesta tese e dos métodos K-Me-
dianas e Mulvey & Crowder. Uma listagem da rotina é apresentada nas
folhas que se seguem.

Os dados de entrada do programa devem ser organizados da seguin-
te forma;

— 1.0 cartdo: informar, em 7 campos consecutivos de 5 posicoes, ini-
ciando-se o conjunto na coluna 1, os seguintes dados,
alinhando os valores a direita:

e 1.0 campo — numero de caracteristicas;

@ 2.0 campo — numero de elementos;

6 3.0 campo — numero de grupos;

@ 4.0 campo — tipo de impressdo, na seguinte forma:
— “1” — resultados intermediarios dos métodos

hierarquizados (dendogramas e distancia
entre os grupos unidos em cada iteracdo);

— “2” _ resultados intermediarios do método
K-Medianas (valor da funcdo objetivo em
cada iteracio);

— “3” +_ resultados intermediarios do método Mul-
vey & Crowder (vélores das funcoes obje-
tivo primal e dual, e sua diferenca per-
centual, em cada iteracéo);

— “4” — resultados intermediarios dos métodos
K-Medianas e Mulvey & Crowder;

— “5” — resultados intermediarios de todos os mé-
todos;

Obs.: em todos os métodos, qualquer que seja o va-
lor informado nesse 4.0 campo, os resultados
finais sfo sempre impressos. °

e 5.0 campo — numero maximo de iteracoes nos méto-
dos K-Medianas € Mulvey & Crowder;

e 6.0 campo — distancia a ser utilizada. Se informado

o valor “1”, é calculada a distancia
euclidiana. Se informado “2”, é cal-
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culada a métrica de correlacdo. Se
informado um valor diferente de “1”
e “2”, ocorrera erro;

e 7.0 campo — padronizacdo das varidveis. Se infor-
mado “1”, os dados sdo padronizados.
Para qualquer outro valor, os dados
permanecem sem padronizacéo.

— 2.0 cartdo: informar, em 8 campos consecutivos de 1 posicdo, ini-
ciando-se o conjunfo na coluna 1, os métodos a serem
utilizados. O método ser utilizado se na posi¢o corres-
pondente for informado “1”:

© 1.0 campo — Ligacdo Simples
© 2.0 campo — Ligacdo Completa
o 3.2 campo — Mediana

o 4.9 campo -— Média de Grupo
o 5.0 campo — Centréide

¢ 6.9 campo — Ward

o 7.0 campo -— K-Medianas

o 8.9 campo — Mulvey & Crowder

Obs.: o método K-Medianas exige o processamento anterior de uma
técnica hierarquizada. O método Mulvey & Crowder exige o pro-
cessamento anterior do método K-Medianas.

- cartOes subseqiientes: informar, para cada elemento:

1.9 cartdo — cédigo do elemento, com 6 caracteres, iniciando-
. se na coluna 1.

demais cartdoes — informar, em seqiiéncia, os valores das p obser-
vagles para o elemento, em campos de 10 posi-
¢Oes, com 2 casas decimais, iniciando-se o con-
junto na coluna 1.

Exemplo:

Sejam = 3, n = 5, p = 2, utilizando-se os métodos de Ward,
K-Medianas e Mulvey & Crowder, a distancia euclidiana em dados pa-
dronizados, até um méximo de 40 iteracdes para os métodos K-Medianas
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e Mulvey & Crowder, imprimindo-se todos os passos intermediarios, com
o8 seguintes dados:

ELEMENTO OBSERVACOES
Al 10 000 3,5
A2 5 000 42
A3 2 500 3,1
A4 3 000 2,0
A5 2 000 1,8

Esses dados seriam lidos na rotina CLSTROPT da forma (§ e §
representam, respectivamente, espago em branco e zero):

BEBWGY 2 BHBWEY 5 BBBES 3 BBBKEE 5 BUEBY 50 BEEBSE 1 BBRKE
PRge 111

Weiy AT

Yol 1000000 BUBBYEYS 350
TIRY:

WeBE S0P0P0 YBBBKES 420
BBy A3

BBbB 250000 BBEBKLS 310
Bos A4

WBbY 300000 YBHEKLE 200
Wos AS |

BUYE 200000 WEBBBES 180
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BURROUGHS B7700 BDMSALGOL COMPILER, VERSION 32,111.037,
MONDAY, 10/03/83, 03:20 PM.,

CLSTROPT

b

% ESTA ROTINA EFETUA UMA ANALISE DE AGRUPAMENTO
% ATRAVES DCS METODOS HIERARQUICOS AGLOMERATIVOS,
9% K—MEDIANAS E MULVEY & CROWDER, PADRONIZANDO OU
% NAO 0OS DADOS E UTILIZANDO A METRICA EUCLIDIANA
% OU A “METRICA” DE CORRELACAO

Yo
BEGIN
FILE INPT (KIND =READER),
OTPT (KIND =PRINTER);
% Fodeck &
PROCEDURE PDRZ (N,P.X);
% === =
% ESTA ROTINA PADRONIZA ©OS DADOS DE UMA MATRIZ
% X [I:N,1:)P], FAZENDO COM QUE CADA CARACTERISTICA
% X [vK] TENHA MEDIA O E VARIANCIA 1
%
INTEGER N, 9% NUMERO DE ELEMENTOS
P; 9% NUMERO DE CARACTERISTICAS
REAL ARRAY X [L1]; 9% MATRIZ DE OBSERVAGOES
%o
BEGIN
INTEGER LK; % CONTADORES AUXILIARES

REAL ARRAY MD [1:P], ¢ VETOR DE MEDIAS
VAR [1Pl; ~ 9 VETOR DE VARIANCIAS

%
o, CALCULO DAS MEDIAS
%
FOR K:=1
STEP 1
UNTIL P
DO BEGIN
FOR I:=1
STEP 1
UNTIL N
DO MD K} :=*+X [LK[;
MD [K] :=%N
END;
%
% CALCULO DAS VARIANCIAS
%
FOR  K:=1
STEP 1
UNTIL P
DO BEGIN
FOR I.=1
STEP 1
UNTIL N
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%

%
%

%

Yo

%

¢

%

DO VAR [K] :=*+XLKI—-MDK]**2;

VARIK] :=*N
END;
%
ZQ CALCULO DOS DADOS PADRONIZADOS
o
FOR I:=1
STEP 1
UNTIL N
DO FOR Ki=1
STEP 1
UNTIL P
DO X [LK]:=(X[I,K]—MD{K])/VARK]

END DA PROCEDURE PDRZ;

PROCEDURE ECLD (N,EX,P);

ESTA ROTINA CALCULA O QUADRADO DA DISTANCIA EUCLIDIANA
E[I+4+J—1)%J—2)/2l, ENTRE X[I,*] E X[J,*], TAIS QUE J>LI=1,.. ,N~1

INTEGER N, 9, NUMERO DE ELEMENTOS
P; o, NUMERO DE CARACTERISTICAS
REAL ARRAY E {1, - 9 VETOR DE QUADRADOS DAS DISTANCIAS

X [4,1I; 9% MATRIZ DE OBSERVACOES

BEGIN
INTEGER 1,J,K,1; 9 CONTADORES AUXILIARES
FOR Ii=1
STEP 1
UNTIL ~ N—1
DO FOR Ji=1I+41
STEP 1
UNTIL: N

DO BEGIN
Li=I4+J—1*J~2)/2;

E [Lj=0;

FOR Ki=1

STEP 1

UNTIL P A

DO B [L=*+X{LK—X[J,K])*2;

END;
END DA PROCEDURE ECLD;

PROCEDURE MTCR(N,E,X,P);

ESTA ROTINA CALCULA A “METRICA” DE CORRELACAO E[I+(J—1*(J—2)72]
ENTRE X{I,*] E X'J,*,TAIS QUE J > ILI=1,... ,N—1

INTEGER N, % NUMERO DE ELEMENTCS
P, % NUMERO DE CARACTERISTICAS
REAL ARRAY E {1}, % VETOR DE DISTANCIAS

X [L,1; 9 MATRIZ DE OBSERVACOES
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%

o7,
/0

/0

%o
%
%
%o
%
%

%%
%o

BEGIN
INTEGER IJXL;

REAL ARRAY MD{1:NJ;
REAL AUX1,AUX2,AUX3 AUX4,AUXS5;

FOR  IL:=1

STEP 1

UNTIL N

DO BEGIN
FOR  K:=1
STEP 1
UNTIL P
DO MDIK]:=*+X[IK|;
MD (I):=*P
END;

FOR  IL:=1

STEP 1

UNTIL. N—1

DO FOR  J:=I+1
STEP 1
UNTIL N
DO BEGIN

AUX1:=AUX2:=AUX3:=AUX4:=AUX5:=0;
L:=I4+J—1)*J—2)/2;
FOR K:=1

STEP 1
UNTIL P
DO BEGIN

AUX4: =X[I,K]—MD{I};
AUX5:=X{J, K|—MDUJ];
AUX1:=*} AUX4*AUXS5;
AUX2: =* 4 AUX4%*2;
AUX3:=*+AUX5*2
END;

E [L]:=AUX1/(SQRT(AUX2)*SQRT(AUX3));
E [LI:=SQRT(1—E[L])/2)

END

END DA PROCEDURE MTCR;

Hookds kckokck & K kKK ROk R ok ok ook ok ok ook

PROCEDURE CLSTHRQ(N,MTD,TOTGRP,W,FO,AGRP,E,NIG, TIMP,CDG);

ESTA ROTINA EFETUA UMA ANALISE DE GRUPAMENTO DE N ELEMENTOS EM

TOTGRP GRUPOS, ATRAVES DO METODO DEFINIDO PELO VALOR DE MTD:

0— LIGACAQ SIMPLES
1— LIGACAO COMPLETA
2— MEDIANA

3— MEDIA DE GRUPO

4— CENTROIDE

5— WARD,

SENDO A PARTICAO OBTIDA ARMAZENDA NO VETOR AGRP [1:N]

INTEGER N, % NUMERO DE ELEMENTOS
MTD, % METODO DE GRUPAMENTO
TOTGRP, % NUMERO TOTAL DE GRUPOS
TIMP; % TIPO DE IMPRESSAO
INTEGER ARRAY NIG (1],

AGRP [1];

% NUMERO DE ELEMENTOS EM CADA GRUPO

% AGRUPAMENTO EFETUADO
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%

%

%o

%o
%o
%o

%

%

%

%
%
%o
o

%

REAL W, o7, MENOR DISTANCIA ENTRE GRUPOS EM CADA
PASSO

FO; o7, FUNCAO OBJETIVO, NO CASO DO METODO DE
WARD
REAL ARRAY E [1], % VETOR DE DISTANCIAS
CDG [1]; % VETOR DE CODIGOS DOS ELEMENTCS
FrExk ki,
BEGIN

HERKKRRERKE EREEX

PROCEDURE ATUALIZARD (IM,JM,N,NIG,MTD,D,PK);

ESTA ROTINA ATUALIZA O VETOR D DE DISTANCIA ENTRE OS GRUPOS,
QUANDO OS GRUPOS INDICADOS NAS COLUNASOU LINHAS) P [(IM] E
PiIM]

INTEGER IM, o, LINHA IM E COLUNA JM PARA AS QUAIS A
JM, 9, DISTANCIA ENTRE 0S8 GRUPOS FOI MINIMA
N, o, NOMERO DE ELEMENTOS
K, % NUMERO DE CARACTERISTICAS

MTD; 9, METODO UTILIZADO
INTEGER ARRAY P1], o VETOR DE APONTADORES DAS LINHAS ATIVAS
NIG {1}; % NUMERO DE ELEMENTOS DO GRUPO
REAL ARRAY D [1]; o, VETOR DE DISTANCIAS ENTRE 0S8 GRUPOS
BEGIN

PROCEDURE CLCATL (IM,JM,NIG,MTD,D LHI,LHJ,LLJ H,P);

ESTA ROTINA EFETUA A ATUALIZACAC DO VETOR DE DISTANCIAS
D,QUANDO OS GRUPOS P [IM] E P [JM] SAO UNIDOS, NO METODO
INDICADO POR MTD, CALCULANDO A DISTANCIA ENTRE PH] E
P[IM] U P UM]
INTEGER IM,JM,MTD,LHILHJ,LIJH;
INTEGER ARRAY P (1],

NIG [1);
REAL ARRAY D [i);

ok

BEGIN
REAL AUX1, AUXZ;
CASE MTD
OF BEGIN
DILHI]: = (D[LHI] +D]LHJ]— ABS(DLHI|—
DILHIN)2Z;
DILHI: = (DLHI]+D{LHJ] +ABS(D[LHI]—
DILHIN)2;
DILHI}: = (D{LHI] +D[LHJ])/2—
DILHJ)/4;
BEGIN
D[LHI]: = NIG[P[IM]*D[LHI] +NIG[P[IM]}*
DILHJT};
DILHI]: =*(NIGP{IM]+NIGPIM])
END;
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%o
%

%
%o

%

END DA

BEGIN
AUX1:=NIGPIMI*D{LHI]+NIG[P[JM]I*
DILHJJ;
AUX1: =*/(NIGPIM] 4+-NIGPJM]I);
AUX2: =NIG|PIM]*NIG[P{IM]*D[L1J];
AUX2:=*(NIG[P[IM]] +NIG[P[JM]])**2;
D{LHI}:=AUX1—-AUX2
END;
BEGIN
AUX1: = (NIG[P[H]]+NIGPIM]*D{LHI]+
(NIGIPHI+NIGPJM])*D[LHJ];
AUX1:=*—NIG{PH]*D[LLJ];
AUX2: =NIG[P{H]]+NIG[P[IM]]+NIG[PIM]];
DILHI:=AUX1/AUX2

END
END
END DA PROCEDURE CLCATL;
INTEGER H,
LHI,LHJ,LLJ;
LIJ:=P [IM]+(P[JM]—1)*(P[JM]—2)/2;
FOR H:=1
STEP 1
UNTIL IM~—1
DO BEGIN
LHI:=PH]+®@PIM]—D*P{IM]—2)/2;
LHJ: =P{H]+(P[JM]— )XP[TM]—2)/2;
CLCATL(IM,JM,NIG,MTD,D,LHI,LHJ,L1J,H,P);
END;
FOR H:=IM+1
STEP 1
UNTIL N—K+1
DO IF H-=JM
THEN BEGIN
LHI: = P{IM|4+(PH]—1L*P[H]—2)/2;
IF H<IM

PROCEDURE TITULO (MTD);

THEN LHJ:=H+IM~—1*JIM—2)/2
ELSE  LHJ:=JM+H—1)y*H—2)/2;

CLCATL(IM,JM,NIG,MTD,D,LHI,LHJ,L1J,H,P);

END

PROCEDURE ATUALIZARD;

ESTA ROTINA IMPRIME O TITULO DO METODO, CONFORME O VALOR

DE MTD

INTEGER MTD;

BEGIN

WRITE (OTPT[SKIP 1)]);

CASE MTD

OF

WRITE(OTPT,<T10,“METODO:LIGACAO SIMPLES">);
WRITE(QTPT,<T10,“METODO:LIGACA0 COMPLETA”>);
WRITE(OTPT,<T10,“METODO:MEDIANA">);
WRITE(OTPT,<T10,“METODO:MEDIA DE GRUPO”>);
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%

%
%

%
%
%

FOR
STEP
UNTIL

FOR

STEP

UNTIL
DO

FO:=0;
FOR
STEP
UNTIL
DO

CALCULO DOS GRUPOS PARA OS QUAIS A DISTANCIA E MINIMA

FOR
STEP
UNTIL
DO

700

WRITE(OTPT,< T10,“METODO.CENTROIDE"> );
WRITE(OTPT,< T10,METODO:WARD" > );
END
END DA PROCEDURE TITULO;
REAL ARRAY D [LN*N-1)2];
REAL MINIMO,
WAC;
INTEGER ARRAY P {1:N];
INTEGER CM,IM,JM;
INTEGER 1,J,K,L;

INICIALIZAGAO

IF TIMP=1 OR TIMP=5
THEN BEGIN
TITULO (MTD);
WRITE(OTPT,<////,T5,“ITERACAO”,T16,“GRUPO”,
“FORMADO’,T37,“H’’,T49,“HACUM” >)

END; :
K:=1
1
N*(N—1)/2
DK:=EK};
Ji=1
1
N
BEGIN
NIGUJ::=1;
PJ:=J
END;

K:i=1

1

N
AGRP[K]:=K;

K:=1

1

N—TOTGRP

BEGIN

CM:=0;

FOR J:=2

STEP 1

UNTIL N—K+1

DO FCR =1
STEP 1
UNTIL J—1
DO BEGIN

CM:=*+1;

L: =PI} +@PJ—-1*PJ]—2)/2;
IF CM =1 OR D{L|<MINIMO
THEN BEGIN

MINIMO:=D[L};

IM:=1I;

JM:=J

END



%o

END;
IF MTD =35
THEN BEGIN
W:=MINIMO/2;
FO:=*4W,
END
ELSE W:=MINIMO;
IF TIMP=1 OR TIMP=5
THEN BEGIN
WAC:=*4-W,
WRITE(OTPT,<T7,13,X5,A6,X1,“U”,X1,A6,X2,
2(E12.5,X2)> ,K,CDG[PIM]], CDG[P[IM]],
W,WAC)
END;

% ATUALIZAGAO DOS DADOS

%

%
%o

%

ATUALIZARD(IM,JM,N,NTG,MTD,D,P,K);

NIG[P[IM]!: =*+NIG[P[JM]];

FOR I:=1

STEP 1

UNTIL N

Do IF AGRP[I]=P[IM]
THEN AGRP{I}:=P[IM];

FOR I©:=JM

STEP 1

UNTIL N—~K

DO  PI:=PI+1]

END;

IMPRESSAO DOS RESULTADOS

TITULOMTD);
1F MTD=5
THEN WRITE (OTPT,<///,T12,“FUNGCAO OBJETIVO=",
E12.5>,FO);
WRITE(OTPT, </}, T12,“GRUPOS FORMADOS:”,/,“ ”>);
FOR I:=1
STEP 1
UNTIL TOTGRP
DO BEGIN
WRITE(OTPT,< //, T15GRUPO", 13> 1);
FOR K:=1
STEP 1
UNTIL N
DO IF AGRP;K]=P[I]
THEN BEGIN
WRITEOTPT, < T16,A6> ,CDG[K]);
AGRPK}:=I
END
END

END DA PROCEDURE CLSTHRQ;
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%ktktkkk’:ktktl:n:):l:k::k?.kkk!:kkk*k KEREEERRRKRERE BERREE

PROCEDURE KMDNS(AGRP,N,M,E,MDN,FO,NITER, TIMP,CDG);
% . ===
% ESTA ROTINA EFETUA UMA ANALISE DE GRUPAMENTO DE N ELEMENTOS EM
% M GRUPOS, ATRAVES DO METODO DAS K-MEDIANAS, SENDO A PARTICAO
% OBTIDA ARMAZENADA NO VETOR AGRP[1:N] E AS MEDIANA DOS GRUPOS,
% POR SUA VEZ, ARMAZENADA NO VETOR MDN{I:M]

INTEGER M, % NUMERO DE GRUPOS
N, % NCGMERO DE ELEMENTOS
NITER, % NUMERO MAXIMO DE ITERACOES
TIMP; % TIPO DE IMPRESSAQ

INTEGER ARRAY MDN]Jl}, % VETOR DE MEDIANAS
AGRP{1}; % AGRUPAMENTO EFETUADO
REAL FO; . % VALOR DA FUNCAO .OBJETIVO
REAL ARRAY Efi], 9% VETOR DE DISTANCIAS
CDG(1]; % VETOR DE CODIGOS DOS ELEMENTOS

op wrexrs
BEGIN

0
Z PROCEDURE MDNFO(M,MDN,N,AGRP,E,FO,ITER, TIMP,PREC);
A =
% ESTA ROTINA CALCULA AS MEDIANAS MDN({], O VALOR FO DA
% FUNCAO OBJETIVO ASSOCIADA AO GRUPAMENTO EFETUADO E A
% DIFERENCA PREC ENTRE OS VALORES DA FUNCAO OBJETIVO
% ASSOCIADOS A DUAS ITERACOES CONSECUTIVAS
INTEGER M, % NUMERO DE GRUPOS
N, % NUMERO DE ELEMENTOS
ITER, % NUMERO DE ITERACOES
TIMP; 9, TIPO DE IMPRESSAO
INTEGER ARRAY MDN[1], 9, VETOR DE MEDIANAS
AGRP [1]: 9% AGRUPAMENTO EFETUADO
REAL FO, % VALOR DA FUNGCAO OBJETIVO
PREC; % V. DEFINIGAO NO OBJETIVO DA ROTINA
REAL ARRAY E[1]; % VETOR DE DISTANCIAS

*kXERkERokkkkekkkkk k

BEGIN
INTEGER IJL;
REAL FA,
TOL,
CST;
REAL ARRAY CSTMIN(1:M];

P

%
% INICIALIZAGAO

%
TOL: =0.06000000001;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL M
DO  MDNII}:=0;
%
9, CALCULO DAS MEDIANAS DOS GRUPOS
%
FOR I:=1
STEP 1
UNTIL N
DO BEGIN
CST:=0;
FOR J:=1
STEP 1
UNTIL N
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%
%
%o
Yo

%o
%o
%

%
%o
%
%

DO BEGIN

IF AGRPJ]=AGRP{I] AND J-=1
THEN BEGIN
IF J>1
THEN BEGIN
Li=14+J—1)*J—2)/2;
CST:=*+E[L}
END
ELSE BEGIN
Li=J4+{I—1)*(1—2)/2;
CST:=*4E[L}
END
END
END;
IF MDN[AGRP[I]]<1 OR CST<CSTMIN[AGRP{I]]
THEN BEGIN

MDNI[AGRP[L]]: =1;
CSTMIN[AGRP[l]]: =CST
END

END;

CALCULO DA NOVA FUNCAO OBJETIVO E ARMAZENAMENTO
DA FUNCAO OBJETIVO DA ITERACAO ANTERIOR

FA:=FO;

FO:=0;

FOR I:=1

STEP 1

UNTIL M

DO FO:=*4+CSTMINJI};

IMPRESSAO DO VALOR DA FUNCAO OBJETIVO

IF  TIMP=2 OR TIMP=4 OR TIMP=5
THEN WRITEOTPT,</,T17,13,T26,E12.5> ITER,FO);

CALCULO DA DIFERENGCA PERCENTUAL ENTRE DOIS VALORES

SUCESSIVOS DA FUNCGAO OBJETIVO

IF  ITER<1

THEN FA:=FO+1;

IF  ABS(FA)<TOL.

THEN PREC:=0

ELSE PREC:=ABS(FA—FO)/FA;
END DA PROCEDURE MDNFO;

PROCEDURE RLOC(N,M,MDN,E,AGRP);

ESTA ROTINA CALCULA UM NOVO GRUPAMENTO AGRP{I,A PARTIR
DE UM CONJUNTO DE MEDIANAS MDN(I]
INTEGER N, % NUMERO DE ELEMENTOS

M; % NUMERO DE GRUPOS

INTEGER ARRAY MDN[l], % VETOR DE MEDIANAS

AGRP[1]; 9% AGRUPAMENTO EFETUADO

REAL ARRAY E[1]; % VETOR DE MEDIANAS
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BEGIN
INTEGER I1,JK]L;
REAL MINIMO;
LABEL SEG;
%
o, ALOCACAO DE CADA ELEMENTO ‘A0 GRUPO CUJA
9% MEDIANA ESTA MAIS PROXIMA

%o

FOR I:=1

STEP 1

UNTIL N

DO BEGIN
FOR J:=1
STEP 1
UNTIL M

DO IF  I=MDN{J]
THEN GO TO SEG;

FOR J:=1

STEP 1

UNTIL M

DO BEGIN
K:=MDN[J};
IF K>1I

THEN L:=1+(X ~-1)*XK—=2)/2
ELSE L:=K+I—1)*1—2)/2;

IF J=1 OR EL]<MINIMO
THEN BEGIN

AGRP[I}:=J;
MINIMO: =EIL]
END
END;
SEG:
END

END DA PROCEDURE RLOC;

INTEGER ITER, -
1,J,K,L;
REAL PREC,
MINIMO;
IF TIMP=2 OR TIMP=4 QR TIMP=5
THEN BEGIN
WRITEOTPT[SKIP 1));
WRITEOTPT,< ///,T10,“METODO: K—MEDIANAS"”,///, T10,
“EVOLUCAO DA FUNCAO OBJETIVO”,//,T18,
UITERN’T31’“FOU’/,H ”>)
END;
INICIALIZACAO

ITER:=0;
MDNFO(M, MDN,N,AGRP,E FO,ITER, TIMP,PREC);
CALCULO DOS GRUPAMENTOS E MEDIANAS

FOR ITER: =1
STEP 1
WHILE ITER< =NITER AND PREC> =0.01
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DO  BEGIN
RLOC(N,M,MDN,E,AGRP);
MDNFO(M,MDN,N,AGRP,E,FO,ITER, TIMP,PREC);
END;
%
% IMPRESSAO DOS RESULTADOS

%
ITER:=*—1;

WRITEOTPTSKIP 1});
WRITE(OTPT,<///,T10,“METODO: K-—MEDIANAS"//,T12,

“NUMERO DE ITERACOES = ",I13/,T12,
“FUNCAO OBJETIVO = " E12.5/,T12,
“PRECISAO = 7 E12.5,
//, T12,“GRUPOS FORMADOS /¢ "> ITER,
FO,PREC);

FOR J:=1

STEP 1

UNTIL M

DO BEGIN

WRITE(OTPT,< //,T15,“GRUPO”,13,X2,“MEDTANA."

,A6>,J,CDGMDN{J]);
FOR I:=1

STEP 1

UNTIL N
DO IF  AGRP[I]=J

THEN WRITE(OTPT,<T16,A6>,CDG(1));
END

END DA PROCEDURE KMDNS;

PROCEDURE MLVCRD(N,M,AGRPS,MDNS,D,FOPS,NITER, TIMP,CDG);

ESTA ROTINA EFETUA UMA ANALISE DE GRUPAMENTO DE N ELEMENTOS EM
M GRUPOS, ATRAVES DO METODO DE MULVEY & CROWDER, SENDO A PARTICAO
OBTIDA ARMAZENADA NO VETOR AGRPS [1:N] E AS MEDIANAS DOS GRUPOS
ARMAZENADAS, POR SUA VEZ, NO VETOR MDNS [1:M]

INTEGER N, o, NUMERO DE ELEMENTOS
M, % NUMERO DE GRUPOS
NITER, % NUMERO MAXIMO DE ITERAGOES
TIMP; % TIPO DE IMPRESSXO

INTEGER ARRAY AGRPS (1, % AGRUPAMENTO EFETUADO
MDNS [1; 9% VETOR DE MEDIANAS

REAL FOPS; o, VALOR DA FUNCAO OBJETIVO PRIMAL
REAT, ARRAY D (1), % VETOR DE DISTANCIAS

CDG {1]; % VETOR DE CODIGOS DOS ELEMENTOS
MirkkrXkkkkhkkkbhibkkckkkkkkkkkkkkkckhxckkkkkubekkkkikkkkkakkkk
BEGIN

Rkkkrkkbkek bk Kok okkk bk kkk

%

%
%o
%%

%o

PROCEDURE PSQPRM (N,M,MDN,AGRP,D,FOP);

ESTA ROTINA CALCULA UMA SOLUGCAO PRIMAL AGRP [I:N],

COM SEU

CORRESPONDENTE VALOR DE FUNCAO OBJETIVO FOP, A PARTIR DE

UM CONJUNTO DE MEDIANAS' MDN [1:M]

INTEGER N, 9% NUMERO DE ELEMENTOS
M; % NUMERO DE GRUPOS
INTEGER ARRAY MDN (i, 9% VETOR DE MEDIANAS
AGRP [1];" 9% AGRUPAMENTO EFETUADO
REAL ARRAY Dj1]; ¢% VETOR DE DISTANCIAS
REAL FOP; “% VALOR DA FUNCAO OBJETIVO
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%

%
%

To
%

BEGIN

INTEGER I1,J,K.L;

REAL

MINIMO;

LABEL SEG;

%o

% INICIALIZACAO

%o

FOP:=0;

FOR
STEP
UNTIL
DO

% CALCULO

FOR
STEP
UNTIL
DO

J:=1

1

M

AGRP [MDN

Jl:=J;

DA SOLUCAO PRIMAL E DA FUNCAO OBJETIVO

=1

Z -

BEGIN

FOR J:=1
STEP 1
UNTIL M
DO IF

I=MDN [J]

THEN GO TO BEG;

FOR J:=1
STEP 1
UNTIL M

DO  BEGIN
K:=MDN [J];

IF

K>I

THEN L:=I+4EK—1)*K—2)/2
"ELSE L:=K+(I—1)*I—2)/2;

IF

J=1 OR D [LI<MINIMO

THEN BEGIN

AGRP [I]:=J;
MINIMO: =D [L]
END

END;
FOP:=*4+MINIMO;
SEG:

END

END- DA PROCEDURE PSQPRM;

PROCEDURE OTSBGR (N,M,AGRPS,MDN,D,V,ITER,LBDA,FOD,FOPS);

ESTA ROTINA CALCULA UMA SOLUCAO DUAL LIBDA [I:N], NO METODO DE
MULVEY & CROWDER, BEM COMO O VALOR DA FUNGAO OBJETIVO DUAL
VETOR DE MEDIANAS MDN [1:M]

% NUMERQ DE ELEMENTOS

% NUMERO DE GRUPOS

FOD E O
INTEGER N,
M

ITER;
INTEGER ARRAY AGRPS [1],

REAIL FOD,
FOPS;

MDN [1];

REAL ARRAY D [1],
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V1],
LBDA (1];

% NUMERO DE ITERACOES
9% AGRUPAMENTO EFETUADO

9, VETOR
%, VALOR
9, VALOR
% VETOR
9, VETOR
% VETOR

DE MEDIANAS

DA FUNCAO OBJETIVO DUAL
DA FUNCAO OBJETIVO PRIMAL
DE DISTANCIAS

SUBGRADIENTE

DE VARIAVEIS DUAIS



%

BEGIN

PROCEDURE QUICKSORT (A,ORD,M,N,);

ESTA ROTINA ORDENA UM CONJUNTO A [M:N]
PELO METODO QUICKSORT ARMAZENANDO OS
APONTADCRES DCS ELEMENTCS ORDENADCOS NO
VETOR ORD [M:N]

INTEGER M,N; o, INDICES AUXILIARES

INTEGER ARRAY ORD (1], % VETOR DE APONTADORES
'REAL ARRAY A [1]; . 9 VETOR A SER ORDENADO
. BEGIN .

INTEGER AUXLK;

BOOLEAN CHYV;
LABEL SEG;
%
% RETORNO DOS ELEMENTCOS ORDENADOS
%
IF N< =M
THEN GO TO SEG;
IF N=M+1
THEN BEGIN
IF A [ORD [M]}]> A [ORDI{N]}
THEN BEGIN
AUX:=ORD [NJ;
ORD [N] :=0RD [M];
ORD [M] :=AUX
END;
GO TO SEG
END;
% :
% PARTICAO DE A[M:N} PARA A ORDENACAO
%
K:=M+ENTIER((N—M)/2);
CHV:=TRUE;
WHILE CHV
DO BEGIN
CHV:=FALSE,;
FOR I:=M
STEP 1
UNTIL K—1
DO Ir A[ORD[I}1> A[ORDIK]]
THEN BEGIN
AUX:=O0ORD [K];
ORD [K! :=0RD [I};
ORD [I] :=AUX;
CHV:=TRUE
END;
FOR I:=K+1
STEP 1
UNTIL N
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DO IF A [ORD [1]]<A [ORDIK]]
THEN BEGIN
AUX:=0RD {K};
ORD (K] :=0RD (II;
ORD (I] :=AUX;
CHV:=TRUE
END
END;
QUICKSORT (A,ORD,M,K—1);
QUICKSORT (A ORD,K+1,N);

SEG:
END DA PROCEDURE QUICKSORT;
REAL ARRAY S[1:N]}, % VETOR DE CUSTOS REDUZIDOS
VA [1:N]; 9% VET. SUBGRAD. ITER. ANTERIOR
REAL AUX, % VAR, AUXILIAR
T; % PASSO DO ALGOR, SUBGRADIENTE
INTEGER I,J,K,LITER; 9, VARIAVEIS
BOOLEAN CHYV; ,
LABEL SEG; 9, AUXILIARES

BOOLEAN ARRAY MG [1:N] % VETOR QUE INDICA SE O ELEMEN
o, TO [I] E MEDIANA OU NAO

%o
9% 1INICIALIZACAO: CALCULO DOS CUSTOS REDUZIDOS SiJ]
%
FOR J:=1
STEP 1
UNTIL N
DO BEGIN
AUX:=LBDA[J|;
S{J]: =MIN(AUX,0);
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL J-1,
J+1STEP 1 UNTIL N
DO BEGIN
IF 1<J
THEN L:=I+4+J-1%J—2)/2
ELSE L:=J+({I—-1yI—2)/2;
AUX:=D[L]—LBDA1};
SiJ: =*4-MIN(AUX,0)
END
END;
BEGIN
%
% INICIALIZACAO: ORDENACAO DOS S[J]
o, INTEGER ARRAY ORD{1:N];
FOR J:=1
STEP 1
UNTIL N
Do ORDJ:=J;
J:=1;
QUICKSORT(S,0RD,J,N);
%
% CALCULO DAS MEDIANAS MDNI[IATRAVES DA PESQUISA
% PRIMAL
%
FOR 1I:=1
STEP 1
UNTIL M
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%
%%
%
%

DO MDN({I}:=0RD{I];
FOR I:=1
STEP 1
UNTIL M—1
DO FOR J:=I+1
STEP 1
UNTIL M
DO IF ABS(SIORD{I]]—S[ORD{J )< 0. 001
AND AGRPS!ORD[1j] =AGRPS[ORD[J]]
THEN BEGIN
MDN[J]:=0RDM41};
K:=0RD{J];
ORD[J]:=0ORDIM +1];
FOR L:=M+1
STEP 1
UNTIL N—1
DO ORDIL}: =0ORD[L+41];
ORD[N]:=K
END
END;
CALCULO DA FUNCAO OBJETIVO DUAL FOD E DO SUBGRADIENTE
ViI}
FOD:=0;
FOR L:=1
STEP 1
UNTIL N
DO BEGIN
VA[L]: = V({I};
MG{l):=FALSE;
FOD:=*+LBDA[l];
Vi:=1;
FOR J:=1
STEP 1
UNTIL M
DO IF MDN!J]=1
THEN BEGIN
VI):=*—1;
FOD:=*~LBDAJI};
MG({I]:=TRUE;
GO TO SEG
END;
SEG;
END;
FOR L:=1
SEP 1
UNTIL N
DO IF —MG(I}
THEN BEGIN
FOR J:=1
STEP 1
UNTIL M
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%
%
%

%
%
%o
%o
%o

%
%o
%

DO BEGIN
K:=MDN[J];
IF I<K
THEN L:=I+4(K—1)*K-—2)/2
ELSE L:=K-++(I—1)*I--2)/2;
IF D[L]—-LBDA{I]<—0.001
THEN BEGIN
FOD: =*+D[L]—LBDA[I];
V[I]:=*—1
END
END
END;
CALCULO DO PASSO T, DO ALGORITMO, E IMPLANTACAO DO
FATOR DE CORRECAO DE DIRECAO PARA O SUBGRADIENTE
DE 06 (VER MULVEY & CROWDER — REFERENCIA BIBLIOGRA-
FICA 29,PAG.334)

AUX:=0:;

FOR I:=1

STEP 1

UNTIL N

DO BEGIN
V[I]:=*4-0.6*VA[I];
AUX:=*+V[I}**2
END;

T:=(FOPS—FOD)/AUX;

CALCULO DA VARIAVEL DUAL LBDA{I] DA ITERACAO SEGUINTE

FOR I:=1

STEP 1

UNTIL N

DO LBDAL]: =*+T*V{I]

END DA PROCEDURE OTSBGR;

INTEGER 1,J K,L, % VARIAVEIS AUXILIARES
ITER; % NUMERO DE ITERACOES
INTEGER ARRAY MDN[1:M], % VETOR DE MEDIANAS'
AGRP[1:N]: 9% AGRUPAMENTO EFETUADO
REAL PREC, 9, DIF. ENTRE SOL. PRIMAL E DUAL
PRECPERC, o DIF. PREC EM TERMOS PERCENTUAIS
TOL, % TOLERANCIA ‘
FOP, 9, FUNCAO OBJETIVO PRIMAL
FOD; 9% FUNCAO OBJETIVO DUAL
REAL ARRAY LBDA[L:N], 9, VARIAVEL DUAL
V[1:N]; ¢, SUBGRADIENTE
LABEL SEG; 9% VARIAVEL AUXILIAR

INICIALIZACAO

TOL: =0.000000001;
IF  TIMP=3 OR TIMP=4 OR TIMP=5
THEN BEGIN

WRITE(OTPT[SKIP 1]);

WRITEOTPT, <////, T10,“METODO: MULVEY + CROWDER",/,

710

T3,“ITER”,T10,“FOPRIMAL”,T24,“FOSOLUCACQ",T38,
“FODUAL*,T50,”PRECISAQ T62,”PRECISAC %"/, 7>)



%
%
%

/)
%o
%o

70
%
%
%
%

END,

ITER:=1;

FOR I:=1

STEP 1

UNTIL M

DO MDN|I}:=MDNS{IJ;

FOR I:=1

STEP 1

UNTIL N

DO BEGIN
FOR J:=1
STEP 1
UNTIL M

DO IF AGRP[I]=AGRPMDN[J]] AND I—=MDN[J]
THEN BEGIN
K:=MDNIJ]|;
IF I<K
THEN L:=1+X-1)*(K-2)/2
ELSE L:=K4+{I—1)*I -2)/2;
LBDA[I]:=*+4D[L]+1;
GO TO SEG
END;
SEG:
END;

INTCIALIZACAO: CALCULO DA SOLUGAO DUAL
OTSBGR(N,M,AGRPS,MDN,D,V,ITER, LBDA, FOD,FOPS);
INICIALIZAGAO: TESTE DE OTIMALIDADE

PREC:=FOPS—FOD;
IFr ABS(FOPS)<TOL
THEN PRECPERC:=0
ELSE BEGIN; _
IF ABS(FOD)<TOL
THEN PRECPERC:=9.9999
ELSE PRECPERC:=PREC/FOD;
END;
IF TIMP=3 OR TIMP=4 OR TIMP=5 '
THEN WRITE(OTPT,<T3,13,T7,5X1,E12.5)> ITER,FOP,FOPS,FOD,
PREC,PRECPERC); '

CALCULO DAS SUCESSIVAS SOLUCQOES PRIMAIS E DUAIS, COM ARMAZENA-
MENTO DA MELHOR SOLUGAO PRIMAL OBTIDA ATE A ITERACAO E CALCULO
DO TESTE DE OTIMALIDADE

FOR ITER:=2

STEP 1 .
WHILE ABS(PRECPERC)>0.01 AND ITER< =NITER
DO BEGIN

PSQPRM(N,M,MDN,AGRP,D,FOP);
OTSBGR(N,M,AGRPS,MDN,D,V,ITER,LBDA, FOD,FOPS);
IF FOP< FOPS
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%
%

%

THEN BEGIN
FOR I:=1
STEP 1
UNTIL N
DO AGRPS [1}:=AGRP {I];
FOR I:=1
STEP 0
UNTIL M
DO MDNS {I] :=MDN [I];
FOPS:=FOP
END;

PREC:=FOPS—FOD;

IF ABS(FOPS)<TOL

THEN PRECPERC:=¢

ELSE BEGIN;
IF ABS(FOD)<TOL
THEN PRECPERC:=9.9999
ELSE PRECPERC:=PREC/FOD
END;

IF TIMP=3 OR TIMP=4 OR TIMP=5

THEN WRITE(GTPT,<T3,13,T7,5(X1,E12.5)> ITER,FOP,FOPS,
FOD,PREC,PRECPERC)

END;

’

IMPRESSAO DOS RESULTADOS

ITER:=*—1;
WRITEOTPT[SKIP 1]);
WRITE(OTPT,<///,T10,“METODO: MULVEY -+ CROWDER"/,TI12,

“NUMERO DE ITERACOES = 713/ TI2“FUNCAO OBJETIVO”,
“PRIMAL =",E12.5//,T12,“FUNCAO OBJETIVO DUAL ="
E12.5,/,T12,“PRECISA0 = ”,E12.5,/,T12,“GRUPOS",
“FORMADOS:”,/, > ITER,FOPS,FOD,PRECPERC);
FOR J:=1
STEP 1
UNTIL M
DO  BEGIN
WRITE(OTPT, </, T15,“GRUPO ”,13X2,“MEDIANA : ",A6>,J,
CDGIMDNS[J]);
FOR I:=1
STEP 1
UNTIL N
DO IF  AGRPS [I]=J
THEN WRITE(OTPT,<T16,A6>,CDGII])
END
END DA PROCEDURE MLVCRD;
INTEGER MTD, % VARIAVEL AUXILIAR
P, % NUMERO DE CARACTERISTICAS
N, % NUMERO DE ELEMENTOS
TIMP, 9% TIPO DE IMPRESSAO
TOTGRP, % NUMERO DE GRUPOS
NITER, ¢ NUMERO MAXIMO DE ITERACOES
MTR, % CHAVE PARA A ESCOLHA DA METRICA A SER UTILIZADA
POR, 9% CHAVE PARA PADRONIZACAO DAS VARIAVEIS
LJK; % VARIAVEIS AUXILIARES
REAL FO % VALOR DA FUNCAO OBJETIVO

’

W; % VARIAVEL AUXILIAR
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%
% INICIALIZACAO

READ(INPT,< 715>,P,N,TOTGRP,TIMP,NITER,MTR,PDR);

BEGIN
REAL ARRAY E[1:N*(N—1)/2), % VETOR DE DISTANCIAS
CDG[I:N], % VETOR DE CODIGOS DOS ELEMENTOS
X[1:N,1:PJ]; % VETOR DE OBSERVACOES
INTEGER ARRAY METODO (0:7], % VETOR. DE METODOS ESCOLHIDOS
NIG [1:N], 9% TAMANHO DOS GRUPOS
MDNI[1:TOTGRP], % VETOR DE MEDIANAS
AGRP[1:N]; % AGRUPAMENTO EFETUADO
%
% INICIALIZAGAO
% READ(INPT,< 811 >,METODO);
FOR 1I:=1
STEP 1
UNTIL N
DO BEGIN

READ(INPT,< A6>,CDG[I));
READ(INPT,< 8F10.2>,FOR J:=1 STEP 1 UNTIL P DO X{I,J])
END;

Yo

% PADRONIZACAO DOS DADOS

Y
IF PDR =1

THEN PDRZ(N,P,X);
%
% CALCULO DAS DISTANCIAS ENTRE OS ELEMENTOS
%
1P MTR=1
THEN ECLD(N,E X,P);
IF MTR=2
THEN MTCR(N,E,X,P);
%
% CALCULO DOS GRUPAMENTOS

%o
FOR  MTD:=0

STEP 1
UNTIL 5
DO IF METODOMTD] =1
THEN BEGIN
CLSTHRQ(N,MTD,TOTGRP,W,FO,AGRP,E,NIG, TIMP,CDG);
IF METODO6]=1
THEN KMDNS(AGRP,N,TCTGRP,E,MDN,FO,NITER, TIMP,CDG);
IF METODO;7]=1
THEN MLVCRD(N,TOTGRP,AGRP,MDN,E,FO,NITER, TIMP,CDG)
END

NUMBER OF ERRORS DETECTED = ¢,

NUMBER OF SEGMENTS = 25, TOTAL SEGMENT SIZE = 1705 WORDS, CORE
ESTIMATE = 2614 WORDS. STACK ESTIMATE = 96

PROGRAM SIZE = 1041 CARDS, 5578 SYNTACTIC ITEMS, 114 DISK SEGMENTS.
PROGRAM FILE NAME: CLSTROPT. B7700 CODE GENERATED.

COMPILATION TIME = 9.509 SECONDS ELAPSED; 5.198 SECONDS PROCESSING; 8.889
SECONDS I/0. '



A.2.2.— Rotina CLSTPD

Essa rotina efetua a analise de grupamento através do método de
Rao — Programacao Dinamica. Uma listagem da rotina é apresentada
nas folhas que se seguem.

Os dados de entrada do programa devem ser organizados da seguinte
forma:

— 1.0 cartdo: informar o nimero maximo dé grupos e o numero de
elementos, em dois campos consecutivos de 10 posicoes,
iniciando-se na coluna 1. Os dados devem ser alinhados
a direita no campo.

— Cartoes seguintes: informar, usando um cartdo para cada elemen-
to, o codigo do elemento e o valor da observacéo
para esse elemento. O campo de cédigo tem 6
posi¢oes, iniciando-se na coluna 1, e o da infor-
macio tem 8 posicoes, das quais trés correspon-
dem a casas decimais.

Exemplo:

Suponha m = 3, n = 5 e que as observagbes sejam

CODIGO MEDICAO
AA1l 2,02
AB1 3,00
AA2 4,22
AB2 5,00
AC1 3,56

Esses dados seriam lidos na rotina CLSTPD da seguinte forma
(Y e @ representam, respectivamente, espago em branco e zero)

BBBBBBBEE BB BBSE5

BUBAA B 2020

BBBABTBBBE 3000

BUBAAZBIBBA220

BBBAB2YBGESO0P

BBBACT BEE 3560
Os resultados dessa rotina sio apresentados da forma:
UIJ) — decisdo 6tima do estado I, no estagio J; e

W(I,J) — custo associado a U(I,J) (custo acumulado-da formagﬁo
dos grupos Gy, ..., Gu).
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%

BURROUGHS B7700 BDMSALGOL COMPILER, VERSION 32.111.037,
MONDAY, 10/03/83, 03:19 PM.

CLSTPD

ESTA ROTINA EFETUA UMA ANALISE DE AGRUPAMENTO

% ATRAVES DO METODO DE RAO — PROGRAMACAO DINAMICA

Yo

BEGIN -

%
%

%

%o
%o
%o
%

%

FILE, INPT (KIND=READER),

OTPT (KIND=PRINTER);

PROCEDURE QUICKSORT(A,0RD,M,N);

ESTA ROTINA ORDENA UM CONJUNTO A[M:N],
PELO METODO QUICKSORT, ARMAZENANDO O0S
APONTADORES DOS ELEMENTOS ORDENADOS NO
VETOR ORD{M:N]

INTEGER M,N; % INDICES AUXILIARES
INTEGER ARRAY ORD[1}; % VETOR DE APONTADORES
REAL ARRAY All]; % VETOR A SER ORDENADO

BEGIN
INTEGER AUX,IK; % VARIAVEIS
BOOLEAN CHYV; %

LABEL SEG; 9% AUXILIARES

%
% RETORNO DOS ELEMENTOS ORDENADOS

%
IF N< =M
THEN GO TO SEG;
IF N=M-+1
THEN BEGIN
IF A[ORD[M]> A[ORDIN]]
THEN BEGIN
AUX:=ORDINJ;
ORDI[N]:=ORD[M];
ORD[M]:=AUX
END;
GO TO SEG
END;
%
9% PARTICAO DE A[M:N] PARA A ORDENAGAO

%o
K:=M+ENTIER((N—M)/2);

CHV:=TRUE;

WHILE CHV

DO BEGIN
CHV:=FALSE;
FOR I©:=M
STEP 1
UNTIL K—1
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%
%
%

%
%
%

%
%
%

%o

DO IF A[ORDI{I]}> A[ORDIK]}]
THEN BEGIN

AUX:=ORDK];
ORDIK]:=ORD[I];
ORD{I]:=AUX;
CHV:=TRUE
END;

FOR I@:=K+1

STEP 1

UNTIL N

DO IF A[ORDII]]< A[ORD[K]]
THEN BEGIN

AUX:=ORD[K];
ORD[K]:=ORDI{I};
ORD[I]: =AUX;
CHV:=TRUE

END

END;
QUICKSORT(A,0RD,M,K—1);
QUICKSORT(A,ORD,K +1,N);
SEG:

END DA PROCEDURE QUICKSORT;

INICIALIZACAO
INTEGER M, 9% NUMERO MAXIMO DE GRUPOS

N; 9% NUMERO DE ELEMENTOS
READ(@INPT,<2110>,M,N);

BEGIN
REAL ARRAY X[1:N], % VETOR DE OBSERVACOES
W{1:N,2:M], % MATRIZ DE CUSTCS OTIMOS
CDG{1:N]; %, VETOR DE CODIGOS DOS ELEMENTOS
INTEGER ARRAY ORD[I:N], 9%, VETOR DE INDICES PARA ORDENACAO
U[L:N,2:M]; 9% MATRIZ DE ESTRATEGIA OTIMA
REAL MD, 9, VAR. AUX. P/ CALCULO DE MEDIAS
CSTDCS, 9% VAR. AUX. P/ CALCULO DE CUSTO DE DECISOES
Wi, % CUSTO ASSOCIADO A PARTICAO EM M GRUPOS
WAC; % VAR. AUX., P/ CALCULO DE CUSTO DE DECISOES

INTEGER U1, % LIDER DO GRUPO 2 NA PARTICA0O EM M GRUPOS
NJ, 9% NOUMERO DE ELEMENTOS DO GRUPO J
IJIND,K; % CONTADORES AUXILIARES

LEITURA DAS OBSERVACOES

FOR I:=1

STEP 1

UNTIL N

DO READ(INPT,< A6,F8.3>,CDG[I], X [I});

ORDENACAO DOS ELEMENTOS

FOR Ii=1

STEP 1

UNTIL N

DO ORD[]:=1I;

I:=1;
QUICKSORT(X,0RD,I,N);
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%

NP

%
%

IMPRESSAO DOS DADOS ORDENADOS

WRITEOTPT[SKIP 1));

FOR 1I:=1

STEP 1

UNTIL N

DO  WRITE(OTPT,<///,T10,13,T15,A6,T25F8.3>
I,CDG[ORDI{IJL,X[ORD{I});

INICIALIZAGAO DO PROBLEMA

FOR Ii=1
STEP 1

STEP 1
UNTIL M
DO BEGIN
U{L,J]:=0;
W{L,J]:=0
END;
MD:=X[ORD[N]);
NJ:=1;

CALCULO DOS CUSTOS NO ULTIMO ESTAGIO

FOR I:=N—1

STEP —1

UNTIL 1

DO  BEGIN
UI,M):=N+1;

WIM] = (NJ/(NJ+1D)*XORD[I]j—MD)*2+W[I+1,M];

MD: = ((NJ*MD)+4-X[ORD[IJ/(NJF +1);
NJ:=*+1
END;

CALCULO DAS DECISOES OTIMAS NOS ESTAGIOS DE (M—1) A 2

FOR J:=M~-1
STEP -—1
UNTIL 2
DO BEGIN
IND:=N—M-—J);
U[IND,J]:=IND+1;
WIIND,J]:=W{IND+1,J +1};
FOR I1:=IND-—1
STEP —1
UNTIL 1
DO BEGIN
ULJ):=I+1;
W, J:=W[I41,J41];
MD:=X[ORD[I}};
NJ:=1;
WAC:=0;

FOR K:=I+42
STEP 1
UNTIL IND+1
DO BEGIN

WAC: = * 4 (NJ/(NJ + 1)) (X[ORD[K = 1]]—MD)*2);
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CSTDCS: =WAC+W[K,J 41};
IF  CSTDCS<W[J)

THEN BEGIN
ULJ):=K;
W(IL,J]:=CSTDCS
END;
MD: = ((NJ*MD)+X[ORD[K—1]DANT +1)%;
NJ:=*4-1
END
END
END;
%
% CALCULO DA DECISAO OTIMA NO ESTAGIO 1
%
Ul:=0;
W1:=WI[2,2];
MD:=X[ORD({1}};
NJ:=1;
WAC:=0;
FOR K:=3
STEP 1
UNTIL IND
DO BEGIN
WAC: =*4+-((NJ/(NJ + 1)*X[ORD[K—1]] —=MD})**2);
CSTDCS:=WACH+WI[K,2[;
IF CSTDCS<W1
THEN BEGIN
Ul:=K;
W1:=CSTDCS;
END;
MD: = ((NJ*MD)+X[ORD[K—1]])/(NJ 41);
NJ:=%41
END;
%o
% IMPRESSAQ DOS RESULTADOS
% WRITEOTPT[SKIP 1}]);
WRITEOTPT,<///,T10,U1 = " I4T30,“W1 = 7E12.5>,UL,W1);
FOR I:=1
STEP 1
UNTIL N
DO FOR J:=2
STEP 1
UNTIL M—1
DO WRITE(TPT,<//, T10,“U{* 14,7, 12, = »,14T30,“W,
14,4121 = *E12.5>,1J,U[1,J,I,J,W[LJ})
END
END.
NUMBER OF EKROS DETECTED = 0.
NUMBER OF SEGMENTS = 9. TOTAL SEGMENT SIZE = 38 WORDS. CORE
ESTIMATE = 1322 WORDS. STACK ESTIMATE = 31
PROGRAM SIZE = 214 CARDS, 1099 SYNTACTIC ITEMS, 30 DISK SEGMENTS.
PROGRAM FILE NAME: CLSTPD. B7700 CODE GENERATED.,
COMPILATION TIME = 4.292 SECONDS ELAPSED; 1,189 SECONDS

PROCESSING; 2.243 SECONDS 1/0.
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RESUMO

S&0 apresentados alguns dos métodos mais significativos de analise de grupamento, define-se
o problema de anhdlise de grupamento e seus conceitos bésicos e apresentam-se os principais
métodos hierarquizados de realocagfio iterativa e de programagfio matematica para a resolugio
do problema de analise de grupamento. ¥ apresentado, ainda, um exemplo pratico de aplicagio
de anilise de grupamento no estudo de etapas de crescimento de larvas e sdo fornecidas rotinas
computacionais em ALGOL para a resolu¢do de problemas pelos principais métodos descritos.

ABSTRACT

Some of the most significative methods of cluster analysis are presented and the problem
of cluster analysis and its basic concepts are defined, A presentation of the main hierarchical
iterative relocation and mathematical programming procedures for the solution of the cluster
problem is given. Yet it is presented a practical example of cluster analysis aplication to
the study larvas growing stages and computer programs in ALGOL for the solution of
practical problems by the main described methods are given,
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1 — INTRODUCAO

Os estudos sobre custos da atividade agricola tratam normalmente
da compilacio e andlise, em termos monetarios, das despesas direta ou
indiretamente relacionadas aos fendmenos envolvidos na producdo de
produtos agricolas. Usualmente, o propésito mais imediato de tais estu-
dos é a determinacéo do custo unitario de um produto ou de uma cesta
de produtos, a fim de possibilitar, a nivel de empresa ou de estabele-
cimento, o conhecimento de sua viabilidade econdmica e, do ponto de
vista das autoridades governamentais, possibilitar a introdugéo de poli-
ticas de controle e incentivo & producfo, quer seja através da fixacdo
de precos minimos, tabelamento de precos, regularizacio do comércio,
quer seja através da criacido de subsidios, taxas sobre o comércio exte-
rior, etc.

Neste trabalho, pelas proprias caracteristicas dos dados utilizados,
dados censitarios, procurou-se determinar a estrutura dos custos de
producéo de alguns produtos agricolas, com a preocupacdo fundamental
de analise comparativa entre diversas regites produtoras sem mais rigi-
dez na estimativa pura e simples do custo unitario de producfo. Na
verdade, o simples confronto entre a estrutura de custos e os aspectos
da producio agricola de diversas regiGes produtoras nacionais pode le-
vantar subsidios para um melhor direcionamento de politicas de desen-
volvimento regional e para o préprio zoneamento da atividade agricola
no Paifs.

2 — METODOLOGIA

2.1 — Tipologia agricola e sele¢cio de produtos

A metodologia utilizada na estimacgio dos custos de producio se
baseou no relativamente alto grau de especializacio, no cultivo de alguns
produtos, atingido nas ultimas décadas em certas regides produtoras do
Pais. Por grau de especializacio pode-se entender duas relacoes, segundo
se queira considerar a producéo independentemente do ntimero de esta-
belecimentos produtores, ou vice-versa. Assim, pode-se conceituar um
indice de especializacio da producfio em determinada 4rea como sendo
a relacdo entre as quantidades colhidas de um produto qualquer nos
estabelecimentos especializados, em que o valor da producdo deste pro-
duto representa mais de 80% do valor da producdo total do estabeleci-
mento, e as quantidades colhidas na area como um todo. Similarmente,
pode-se conceituar um indice de especializacio dos estabelecimentos, na
mesma area, representando a relacdo entre o numero de estabelecimen-
tos especializados na producdo de um produfo qualquer e o numero total
de estabelecimentos produtores.

726



O primeiro indice, da producéo, indica a participacdo dos produ-
tores especializados na producéo total da regifio em anélise, ndo podendo
ser, portanto, superior a um. Quanto menor o indice de especializac@o
da producdo, evidentemente menor sera esta participag¢éo. O indice dos
estabelecimentos, por sua vez, indica a importancia do numero de pro-
dutores esgecializados no numero de produtores da regifo. Na verdade,
este indice, analisado isoladamente, pode sugerir a extensio das explo-
racdes especializadas, sem, no entanto, qualquer indicagdo quanto ao
seu peso na producdo, dado pelo primeiro indice.

O produto dos dois indices, da producéo e dos estabelecimentos, é
que realmente pode fornecer uma informacéo mais geral acerca da espe-
cializacio dos cultivos numa regifo, considerando tanto a producéio
obtida quanto o niimero de estabelecimentos envolvidos. Este novo indice,
que pode ser chamado de indice “verdadeiro” de especializacdo dos pro-
dutos, varia de zero a um, segundo a inexisténcia de estabelecimentos
especializados, ou conforme todos os estabelecimentos produtores de
uma determinada regido sejam especializados. Observe-se que esse indice
nada mais é do que a relagdo entre o numero de produtores especiali-
zados e o niimero total de produtores, ponderada pela participacdo dos
primeiros na producio total da regifio. A importancia do indice de espe-
cializacéo dos cultivos, neste trabalho, se deve ndo apenas a sua utilidade
na distincéo de desigualdades na exploracdo agricola entre regides, como,
principalmente, 3 sua utilizacio como critério basico para a selecio dos
estabelecimentos a serem analisados, como serd descrito no comentario
sobre os dados utilizados.

¥ claro que se o critério de especializacho é satisfatério para a sele-
cdo de estabelecimentos, néo o é para a escolha das 4reas e dos produtos
a serem estudados. No caso das areas a serem consideradas, optou-se
pela selecdo das mesorregides que apresentaram significativos exceden-
tes de producéo, conforme resultados apresentados no trabalho “Balango
uso-disponibilidade de 15 produtos agricolas alimentares — uma anélise
a nivel mesorregional” !, Tal procedimento visou nfo apenas a uma
maior limitacdo deste estudo, em termos de volume de dados a serem
analisados, como também a fornecer maiores informacoes acerca das
principais zonas produtoras excedentarias, responsaveis por significati-
va parcela da producio agricola nacional.

Na escolha dos produtos agricolas a serem analisados, por outro
lado, quatro critérios basicos foram estudados. O primeiro foi conside-
rar a importancia relativa do produto, em funcio do seu valor estra-
tégico no abastecimento interno, quer seja como matéria-prima para
agroindustria, quer seja como alimento in natura. Segundo este critério,
obviamente pouco restritivo, um grande numero de produtos deveria

1 Silva, Jairo Augusto & Rocha, Sonia — Balan¢o uso-disponibilidade de 15 produtos agri-
colas alimentares — uma andlise a nivel mesorregional,
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ser considerado, sendo que, para parte significativa deles, os resultados
conseguidos provavelmente seriam desnecessarios ou mesmo sem sen-
tido, frente &s limitacdes dos dados censitirios a serem utilizados. &
o caso dos produtos de lavouras permanentes em que os gastos efetuados
na producdo se distribuem pelo nimero de anos correspondentes ao
ciclo produtivo da espécie explorada. Portanto, o segundo critério para
a selecdo dos produtos deveria se relacionar as restricbes impostas a
analise pela utilizacio dos dados censitarios. Como terceiro critério, em
vista do objetivo de anélise comparativa, optou-se pelos produtos com
maior distribuicio espacial em seus cultivos, justamente visando a uma
melhor determinacfo das caracteristicas e tipicidades das exploragdes
regionais, Finalmente, como quarto critério, foram considerados os pro-
dutos responsaveis por mais de 80% do valor da producédo total de um
numero de estabelecimentos suficientemente grande e expressivo dentro
de cada mesorregido homogénea?.

Assim, foram selecionados apenas cinco produtos das lavouras tem-
porarias: o arroz em casca, a batata-inglesa, a cana-de-a¢licar, a cebola
e 0 milho em grao.

Tomando-se, portanto, os dados agregados dos estabelecimentos es-
pecializados na producio de cada um desses produtos e em cada uma
das mesorregides selecionadas, pode-se chegar a- uma estimativa das
despesas totais despendidas nessa producfo, assim como a um perfil
médio da estrutura de custos nas mesorregices consideradas.

Os principais indicadores utilizados nessa andlise comparativa foram
construidos segundo os critérios usualmente utilizados nas analises de
custo a nivel de empresas e em analises globais, em sua maioria experi-
mentais, ja que raramente sdo encontrados na bibliografia especializada.

Nos tépicos seguintes, procurar-se-4 melhor esclarecer alguns dos
aspectos metodolégicos até agora sucintamente levantados.

2.2 — Os dados

Os dados utilizados foram os de uma listagem especial do Censo
Agropecudrio de 1975, em que foram selecionados, por mesorregido ho-
mogénea, todos os estabelecimentos agropecuarios em que o valor da
producao dos produtos considerados se equivalesse ou fosse superior a
80% do valor da producdo total dos estabelecimentos, definido como o
somatoério dos produtos das quantidades de bens produzidos pelos prec¢os
médios de venda.

Obviamente, a utilizacio dos dados censitdrios para uma andlise
particular de cada estabelecimento, ou de pequenos grupos de estabele-
cimentos, pode levar a erros significativos e mesmo nfo avalidveis em

3 A soja e o trigo nfio foram considerados, devido a néo satisfazerem, em 1975, ao terceiro
critério; o feijdo, por ndo satisfazer ac quarto critério, ete.
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termos estatisticos, por varias razdes, dentre as quais a imensa diver-
sidade de combinacdes de fatores de producio na atividade agropecuéria
e o proprio sistema de levantamentos de dados podem ser consideradas
as principais.

Assim, se diferencas substanciais nas condigfes climaticas e meteo-
rologicas, no sentido amplo, podem condicionar o emprego de diferentes
formas tecnoldgicas de producéo, exigindo maior extensido de areas pes-
quisadas, também as técnicas de levantamento de dados condicionam
a validade das analises realizadas, quer sejam individuais por estabele-
cimento, quer sejam agregadas por grupos de estabelecimentos.

Na realidade, a explicac@o desse ultimo condicionamento, no caso
das estatisticas censitarias nacionais, estda na forma de levantamento,
tradicionalmente subjetivo do Censo Agropecuério e no seu periodo de
referéncia, que € o ano civil imediatamente anterior ao periodo de coleta
de dados. E claro que diversos outros fatores também importantes, como
a propria defasagem de tempo existente entre o periodo de referéncia e
o periodo de coleta de dados, o pouco preparo de uma grande parte dos
recenseadores e a propria infra-estrutura da rede de coleta, influenciam
na qualidade final dos dados. No entanto, parece que os dois primeiros
fatores levantados, ou sejam, a informagao subjetiva e 0 ano civil como
periodo de referéncia, é que podem originar maiores tendéncias e erros
nos dados censitarios.

Ha de se considerar porém, que o exposto deve ser valido e sopesado
nos casos de anilises individuais de estabelecimentos e em conjunto de
estabelecimentos nfo estatisticamente significantes, ndo sendo necessa-
riamente valido para as anilises em que a ciéncia estatistica é utilizada
adequadamente.

Outro problema apresentado pela utilizacdo dos dados censitarios
refere-se a especificaciio das despesas arroladas como tal no questionario
geral do Censo.

Estas despesas, em 1975, consistiam no pagamento de salarios ao
pessoal temporario e permanente empregado nos estabelecimentos, na
quota-parte entregue a parceiros, no arrendamento de terras, na aqui-
sicdo de adubos e corretivos, de sementes e mudas, de defensivos agri-
colas, de medicamentos para animais, de rac¢des, de sal, no pagamento
dos aluguéis de maquinas e equipamentos, dos servicos de empreitadas
com equipamentos e méo-de-obra ou apenas m#o-de-obra, do transporte
da producdo, dos juros e despesas bancarias, dos impostos e taxas, e
finalmente, de outras despesas efetuadas durante o ano civil no estabe-
lecimento, e diretamente relacionados 3 atividade.

Cada uma dessas despesas apresenta certas impropriedades para
uma analise de custo de producéo, impropriedades estas que podem ser
gerais ou comuns a todos os itens arrolados e derivadas de critérios ado-
tados nos levantamentos censitirios ou especificas de cada uma das
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despesas. Assim, como impropriedades comuns que mais diretamente
afetam as estimativas de custo da producéo, pode-se citar o critério de
nio se incluirem nas despesas levantadas, os valores dos insumos de
producéo propria do estabelecimento e a instrucdo para a avaliacdo dos
pagamentos feitos em espécie. A primeira destas impropriedades deve
afetar significativamente a atividade pecuéaria, pela nio consideracdo
da alimentagdo animal produzida no estabelecimento e, a atividade agri-
cola, pela nao consideragao dos adubos orginicos e das sementes e mu-
das de producdo prépria. O mesmo deve ocorrer com o transporte da
producgéo e outros itens das despesas, em major ou menor grau, segundo
a importancia das mesmas na exploragdo agropecuaria. A segunda im-
propriedade deve afetar a analise de custos através, principalmente,
dos salarios pagos e da quota-parte entregue a parceiros, apesar de, em
principio, todos os pagamentos realizados pelo produtor rural poderem
ser feitos em espécie.

Com respeito as impropriedades especificas de cada um dos itens
de despesas, se originam elas, na maioria das vezes, da dificuldade de
avaliacdo de alguns de seus componentes. Assim, no caso dos salarios
pagos, estao incluidos apenas os pagamentos aos trabalhadores con-
tratados pelo produtor rural, inclusive ao administrador ou responsavel
pela direcdo do estabelecimento, justamente pela dificuldade de avaliacdo
do trabalho executado pelo proprietario e membros de sua familia. A
mesma dificuldade de avaliagdo é que justifica a ndo inclusio, como
despesa, do valor alternativo da terra utilizada na producéo. Alias a
consideracdo ou ndo desse valor como custo de producédo, ndo é ainda
totalmente aceita na administragido rural, devido & inexisténcia de cri-
térios claramente definidos e gerais de avaliacdo.

O mesmo acontece com a imputagdo das despesas com maquinas
e equipamentos utilizados. Na verdade, o arrendamento de terras e o
aluguel de maquinas desvirtuam as analises de custos comparativos,
desde que a distribuicdo destas despesas néo é uniforme pelos estabeleci-
mentos agropecudrios. A solucdo desse problema serd discutida nos
proximos topicos.

2.3 — Composicao dos custos

Numa funcéo de producéo agricola, simplificadamente, a produgéo
obtida é funcdo da 4area cultivada, da fertilidade da 4rea, das condicoes
climaticas, dos insumos utilizados, do capital empregado, do trabalho
exigido e do nivel de tecnologia existente.

Nas condicdes de andlise agregada de dados censitarios, evidente-
mente é dificil, sendo impossivel, a consideracdo de aspectos ligados a
fertilidade da terra utilizada e mesmo das condi¢ées meteorologicas
ocorridas no ano base do estudo. Assim, em principio, numa derivagéo
da funcdo de producdo agricola de cada uma das mesorregides em
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estudo, pode-se aceitar a existéncia de uma fun¢io de custos de pro-
ducgio em que apenas os fatores terra, capital e trabalho sfo conside-
rados. A especificacdo dos insumos agricolas, como sendo fatores de
capital ou como recursos naturais, é de menor importancia para os
objetivos pretendidos e, portanto, ndo devera ser considerada.

2.3.1 — A terra

O custo da terra na producdo agropecudria é da maior importancia,
particularmente nas regides mais densamente povoadas do Pais.

% sabido que, na Ultima década, o preco das terras apresentou um
grande crescimento, causado quer pela conjuntura inflacionéria, que
transformou as dreas rurais em disputados bens para a reserva de valor,
quer pelas facilidades de financiamento e incentivos dados pelo Governo
as atividades rurais. A consideracio de parcela do valor da terra utili-
zada como componente do custo de produgio agropecudria, é baseada
usualmente nos critérios da contabilidade nacional para efeitos de comn-
paracdes internacionais e nos manuais de administracfo rural, ou na
argumentacio de que os investimentos realizados na aquisi¢io de terras
teriam alternativas de rendimentos positivos fora do setor agropecuario,
donde a imputacdo desses rendimentos néo auferidos como custos adi-
cionais & producfo agropecudria. Ora, tal raciocinio parece perfeita-
mente ajustado para uma analise de investimentos e numa situacdoc em
que a terra apareca como um bem seguro para & reserva de valor, mas
nio necessariamente numa conjuntura em que a terra se apresente
como um atraente investimento especulativo. Assim, pode-se decompor
o valor da terra em dois componentes: o primeiro, referente as suas
potencialidades de producfo e de geracdo de renda agricola e o segundo,
referente a possiveis ganhos em outras atividades econémicas. Deve ficar
claro que apenas o primeiro componente do valor das terras é que deve
ser considerado na avaliacdo dos custos de producdo agropecuédria uma
vez que se procure analisar somente esta atividade.

Observe-se que estas colocagdes contrariam frontalmente o critério,
usualmente utilizado, para a imputacéo do custo da terra no custo total
da producdo através da aplicacdo de uma taxa média de retorno do
capital investido, taxa esta consistente com a normalmente obtida no
mercado. A avaliacio da parcela do custo de producfo agropecudria
derivada do valor da terra deve ser, portanto, relacionada com a poten-
cialidade de producfio desse fator, sendo que um dos melhores indica-
dores de tal potencialidade é o valor dos arrendamentos das terras para
a producéo agropecuaria.

Neste trabalho procurar-se-4 imputar no custo da producio obtida
o custo da terra utilizada, estimado segundo os valores médios dos
arrendamentos em cada uma das mesorregides estudadas. O fato de ter
sido levantado pelo Censo Agropecuario de 1975 o valor dos arrenda-
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mentos dos estabelecimentos como um todo e ndo conforme a utilizacéo
das areas, possivelmente deve originar subestimagdes no custo da terra
agricultével, o que no entanto, néo deve invalidar as estimaces feitas
neste trabalho.

2.3.2 — O capital

Uma das parcelas mais dificeis para se calcular no custo de pro-
ducdo agropecudria é a referente a utilizacdo do capital agrario. Para
efeito de melhor ordenamento do trabalho, pode-se entender o capital
como sendo de dois tipos, quanto ao seu comportamento na producéo:
fixo e circulante,

Por capital fixo serd entendido o capital auxiliar da producio, de
uma maneira continua, servindo a mais de um ciclo produtivo. Sdo os
edificios, as plantacboes permanentes, as maquinas e implementos, as
instalagbes, o gado leiteiro, de trabalho, os reprodutores, etc. O capital
circulante, por sua vez, serd o que auxilia a producdo de um modo ins-
tantineo, servindo a um sé ciclo técnico produtivo, como sementes,
adubos, forragens, etc?.

2.3.2.1 — Capital fixo

“A disponibilidade de capital implica em quatro tipos de custos:
juros, conservacéo, riscos e depreciagdo ou amortizacdo”. “Usualmente,
a todo capital empregado na producéo, quer de propriedade do empre-
sario, quer obtido por via do crédito, deve-se atribuir um juro, calculado
a uma taxa normal, em aplicacoes de risco equivalente” . A conser-
vacdo ou manutencdo dos bens de capital, por sua vez, representa o
“custo anual necessario para manter os bens em condig¢des de uso”. Os
custos de riscos representam os gastos efetuados para a cobertura de
danos imprevistos na atividade, enquanto que!a depreciacdo consiste
no “custo necessario para a substituicdo dos bens de capital inutili-
zados pelo tempo, ou pelo uso, ou simplesmente, tornados obsoletos
devido a inovacoes tecnoldgicas”. ;

Neste trabalho, apenas serdo imputados como custos de producdo,
0 valor da depreciacdo do capital existente nos estabelecimentos, des-
prezando-se a imputacdo dos juros sobre o capital proprio do produtor,
por consideri-los embutidos no luero liquido obtido na atividade, Os
juros sobre o capital obtido por empréstimo, serdo considerados como
custos de producéo e foram levantados explicitamente pelo Censo Agro-
pecuario de 1975.

3 Oliveira, Contalicic Preto de. Economia ¢ Adminisiragcdo Rural.
+ Hoffmann, Rodolfo et alii. Administracdo da Empresa Agricola.
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Da mesma maneira, foram levantados os custos com a conservagiao
ou manutencio do capital, nos pagamentos dos seguros contra danos
e perdas imprevistos, podendo-se dizer néo ser tal pratica muito difun-
dida no Pais, a néo ser as parcelas correspondentes ao seguro dos “finan-
ciamentos de custeio ou investimento concedidos por instituicdes finan-
ceiras e de parcela de recursos proprios do produtor, prevista no instru-
mento de crédito, segundo critérios aprovados pelo Conselho Monetario
Nacional” 5, Tais pagamentos de seguros, conforme as instrucbes do
Censo Agropecuério de 1975, igualmente devem ter sido arrolados pelos
produtores como despesas de producéo.

Na estimacgao dos custos de producéo relacionados ao capital agra-
rio, particularmente no caso da depreciac@o dos bens, ha de se considerar
que a intensidade de utilizac@o dos mesmos é que deve condicionar o
tempo de duragdo desses bens; antes até que a prépria acéo da natureza
ou obsolescéncia técnica do capital. Assim, o emprego de periodos de
tempo médios para o caleulo da depreciacdo, como serd utilizado neste
trabalho, sem a consideracao da intensidade de uso nas diferentes mesor-
regides em andlise, deve originar erros na avaliacdo dos custos de pro-
ducéo, aparecendo como uma das limitacoées as estimativas de custo
total. O proéprio periodo de duragéo dos bens, sob condi¢ées normais de
‘uso, varia de regido para regido e mesmo na opinido de técnicos e estu-
diosos do assunto, como mostrado no quadro 1.

QUADRO 1

TAXAS DE DEPRECIACAO DE BENS POR FONTES DIVERSAS

l FONTES
Contabilidade . { m i
BENS sgfoola (Armando e actn | Tongos Sannecies”
X;Llé:; (anos) (anos)

Construgdes, cvoverv v s vanesann 20 (5%) 10 a 50 25 (4%)
BenfeltoriaB. .o cver s oo vurennnnianas vl 20 (5%) 15 a 50 —

InstalagBes sgrfcolas. .......o.vuus 13,2 (7.5%) 15 a 50 10 (10%)

Cafezal.iii. v ivvieirirareneiens 25 (4%) —_ —

Tratores. .over v cinerenaenrinnann 6,66 (15%) 10 4 8 5 (20 8 25%)

Méquinas agrfcolag.........coo0ns 10 (10%) - 10 a 30 10 (109%)

Implementos.....c..ovvniuniians 10 (10%) 5a 20 -

Vefculos a motor......covevinnsn 6,668 (15%) 10 6,66 a 3(15 a 33%)

Carros € arreios.....co.evnuianasy 10 (10%) 10 5 (20%)

T.onas ¢ encerados . ...oviachiiie 5,88 (17%) ] —

Méveis ¢ utensflios......ooheiuns 10 (109} —_— 10 (109}

FOTTaTI®. co v e v cvcnrnerencnnrnne, 10 (10%) — 6,86 (159%)

Carpintaria... .ooooovieii it 10 (10%) — -
Animais de trabalho...........c...00 10 (10%) 58 12 5 (20%)

Bois de earro......ocievniiniiian 6,66 (15%) 5 -

Cavalos de sela.....covviveneen.. 10 (10%) 8 —

8  Almeida, Manoel Lizardo de, Segurc agricols e proagro. Lavoura Arrozeira.

733



Neste trabalho, considerando-se os bens levantados pelo Censo Agro-
pecuario de 1975, serdo utilizados as seguintes taxas de depreciacio
anual (Quadro 2):

QUADRO 2

TAXAS DE DEPRECIACAO UTILIZADAS

BENS TAXA DE DEPRECIACAO ANUAL (%)

Prédios residenciais e para fins sociais.......

Culturas permanentes.......................

Vefculos e outros meios de transporte......... 10
Miquinas e instrumentos agrérios........... 10
Instalagdes e outras benfeitorias............. 5

O valor das terras, das matas plantadas e dos animais de criacdo e
trabalho, ndo serdo considerados. O primeiro, por ja ter sido avaliado
como fator de producfo independente e, o segundo, justamente pela
dificuldade de avaliagdo, além do que, em principio, poder-se ajuizar
que as matas plantadas tendem a ter seus valores crescenfes com o
tempo, dependendo da espécie explorada, o que certamente deveria ser
calculado e imputado ao se estimar a riqueza do setor, o que foge aos
objetivos do trabalho.

Finalmente, quanto ao valor dos animais de criacdo e de trabalho,
o alto valor residual desses animais ao final de suas vidas tfeis, assim
como a existéncia de elementos subjetivos de avaliacdo do mesmo, jus-
tifica em parte, a ndo consideracdo desse valor no célculo da deprecia-
cao. Ademais, a nio especificacdo do numero de animais por espécie e
idade, impede qualquer exercicio mais sério de avaliacdo da depreciacdo
desses bens.

O método a ser utilizado para o calculo da depreciacdo dos bens
agropecudrios sera o linear, ou das cotas fixas, uma vez que se con-
siderou a depreciacdo simplesmente, como a desvalorizacdo dos bens
ao longo do tempo.

O calculo da depreciacdo sera feito segundo a férmula:
pi = Vi = VF , onde:
n
Di = valor da depreciagdo do bem, no ano i,

Vi = valor do bem ao final do ano i,
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VF = valor residual ou de sucata do bem ao final do seu periodo de uti-
lizacao,

n = numero de anos de duracdo ou de vida util do bem.

~ Apenas para os veiculos e outros meios de transporte e para as
maquinas e instrumentos agrarios é que seré estipulado um valor resi-
dual, ou de sucata, correspondente a 10% do valor desses bens.

2.3.2.2 — Capital circulante

O capital circulante, entendido como as despesas ligadas & producéo
obtida no ano, foi levantado pelo Censo Agropecuério de 1975, com-
preendendo as despesas realizadas com adubos e corretivos, sementes
e mudas, defensivos agricolas, medicamentos e alimentacio dos ani-
mais, transporte da producido, impostos e taxas, juros e despesas ban-
carias, aluguel de maquinas e equipamentos e outras despesas. O capital
circulante é de fundamental importincia na atividade agropecuaria,

uma, vez que é “absorvido” no processo produtivo ndo devendo, portanto,
ser superior ao valor da producéo obtido.

2.3.3 — O trabalho

Como fator de produgéo agropecuaria, o trabalho, a ser considerado
nesta andalise, sera apenas o trabalho humano, distinguindo-se quatro
avaliacdes, segundo as relagdes do trabalhador com a terra: salarios
pagos aos trabalhadores permanentes e temporarios, quota-parte entre-
gue a parceiros, servicos de empreitada, “pré-labore” e/ou o valor do
trabalho executado pelo produtor e familiares. Os salarios pagos aos
trabalhadores permanentes e temporarios foram devidamente levanta-
dos pelo Censo Agropecuério de 1975, ndo apresentando, em principio,
maiores dificuldades na utilizacdo desses valores. Quanto a quota-parte
entregue a parceiros, também levantada pelo Censo, h4 algumas res-
tricbes em se considerd-la como pagamento ao fator trabalho, desde
que nas diversas formas de parceria existentes (meeiros, terceiros, etc.),
geralmente estfo consideradas remuneracdes a outros fatores de produ-
¢do que nao o trabalho, tais como sementes, adubos, defensivos, etc.
Numa consideragéo mais geral, pode-se, no entanto, admitir que parcela
substancial da quota-parte entregue a parceiros seja destinada a remu-
nerar o trabalho. Os servigos de empreitada, da mesma maneira que a
quota-parte entregue a parceiros, incluem também pagamentos a outros
fatores de producéo que néo o trabalho humano.

O Censo Agropecudrio de 1975 pesquisou dois tipos de pagamentos
a servicos de empreitada: os servicos que utilizaram equipamentos e
méio-de-obra € 0s servicos que usaram apenas méo-de-obra. Para o Brasil,
como um todo, o primeiro tipo de despesa representou cerca de 36% do
total dos pagamentos feitos a empreiteiros, podendo-se aceitar ser este
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percentual, o limite superior dos pagamentos a fatores de produgéo que
ndo o trabalho.

Na impossibilidade de se avaliar a verdadeira participacido dos paga-
mentos ao trabalho nesse tipo de empreitadas, aceitaremos ser este fator
exclusivamente responsavel por estas despesas. A fim de se atenuar um
pouco tal hipétese, deve-se observar que a participacdo das despesas com
empreitadas, com o uso de equipamentos e méo-de-obra representava em
1975 para o Brasil, como um todo, apenas 3,3% das despesas totais
realizadas pelos estabelecimentos e cerca de 14% dos pagamentos rea-
lizados ao fator trabalho tal como definido neste trabalho (salarios -
quota-parte entregue a parceiros - pagamentos a servicos de emprei-
tadas).

Mesmo considerando estes percentuais como limites superiores do