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FORCA-DE-TRABALHO
E MORTALIDADE®

Ernani Thimoteo de Barros
Estatistico
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1. INTRODUCAO

O objetivo do presente estudo consiste, primordialmente, em apre-
sentar relacdes, no que tange a participacao das pessoas na vida econo-
micamente ativa, em comparacdo com as funcdes de sobrevivéncia, por
idade, para a populacdo masculina.

* BEstudo elaborado no Centro Brasileiro de Estudos Demograficos do IBGE

R bras Estat, Rio de Janeiro, :_32_(150): 111-158, ab1 /jun. 1977

-



Néo se podendo, ainda, realizar um estudo muito extensivo da
forca-de-trabalho e da duracio da vida ativa, as comparacoes abrange-
ram, apenas, alguns paises tipicos de varios estagios de desenvolvimento
social e econdémico para confrontacdo com o caso brasileiro.

A pesquisa, de inicio, ficou, como ja foi advertido, limitada & popu-
lacdo masculina, em vista da maior participacdo desta na forca-de-
trabalho. Posteriormente, em outro estudo, serao estendidas a populacéo
feminina as analises correspondentes, nas quais métodos especiais po-
derdo ser aplicados.

Como se sabe, o desenvolvimento socio-econdémico esta relacionado
a elevagdo da capacidade produtiva e aos niveis de cultura da popula-
cdo €, mais especialmente, a sua forca-de-trabalho. Assim, pesquisas
visando a esclarecer aspectos ligados & forca-de-trabalho se apresentam
extremamente Uteis, tendo-se em vista as possibilidades de aplicagio a
programacao socio-econémica do planejamento de um pais. O progresso
deste estd vinculado as reservas de pessoal técnico e cientifico
existentes e ao ritmo de formacfo desse potencial. A “modernizacio”
da sociedade traz consigo a diversificacdo cada vez malis minuciosa das
atividades profissionais, acarretando a necessidade de se intensificar
a formacdo de novos especialistas. Observe-se, ainda, que o incremento
do produto nacional depende nfo s6 do investimento material mas tam-
bém do investimento no fator humano, agindo este ultimo como um
limitador do investimento produtivo. A capacidade de absorc¢éo de capi-
tal também depende da forca-de-trabalho, volume e qualificacéo.

Compara-se a situacdo de diferentes paises, no que se refere 2
forca-de-trabalho, dimensoes e caracteristicas, visando a distinguir a
influéneia de alguns fatores sociais, econdmicos, culturais, histéricos,
etc. que agem diversamente em cada pais e em cada estidgio de seu
desenvolvimento econdmico.

Os fatores estritamente demograficos ndo sdo independentes destes,
as duas categorias de fatores interagem uma em relagdo a outra. Por
exemplo, variacGes sdécio-econdmicas se fazem seguir por mudancas no
nivel e nas caracteristicas da fecundidade e da mortalidade, do que
resultam diferencas na estrutura por sexo e idade (e, indiretamente, na
taxa bruta de atividade).

2. CARACTERIZACAQO DA FORCA-DE-TRABALHO

No estudo da forca-de-trabalho analisa-se o modo pelo qual as
pessoas obtém os produfos e os servicos necessirios a satisfacdo das
necessidades de toda a populagdo, tanto os simplesmente indispensaveis
a subsisténcia como aqueles que resultam dos valores culturais de dado
tipo de sociedade.

Nesse estudo o enfoque pode ser através das técnicas de pesquisa
da Demografia, como da Economia, da Antropologia Cultural, etc. Per-
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tence esse estudo, logo, ao dominio das Ciéncias Sociais, e nele o trata-
mento estatistico é exaustivamente aproveitado.

Evidentemente, ao nascer, todo individuo é considerado como con-
sumidor. Antes mesmo do nascimento acarreta encargos, traduziveis,
ou nao, em moeda, e, assim, ja € um consumidor em potencial. Conforme
os padroes sociais, ao subir da idade, atingindo determinados niveis de
formacéo cultural e, especificamente profissional, tornam-se os indi-
viduos, também, produtores. A partir, no entanto, de certas idades ma-
duras e senis, diminui a capacidade de produzir — que chega até a
se anular — embora os individuos continuem na qualidade de consumi-
dores, mesmo quando ndo mais produzem. Logo, s&0 consumidores todos
os componentes de uma, populagdo. Produteres apenas um segmento da
mesma, dependendo, em grande parte, da idade, fator demogréafico.
Outros, ainda, embora em idades produtoras, conservam-se apenas con-
sumidores: os ndo ativos, por exemplo, que vivem de rendas (status
social, aspecto socio-econdmico), os inaptos pelas condi¢bes de saude que
apresentam (aspecto biossocial da Demografia), etc.

Numa populacéo, a classificacfio basica em “economicamente ativos”
e “néo economicamente ativos” apresenta, na pratica, algumas dificul-
dades. Encontram-se, de pais para pafs, apesar de normas acertadas em
nivel internacional, diferencas marcantes de critério. De critério e de
interpretacfio de critério. Em certos casos, em razdo das classificacGes
mais minuciosas disponiveis, aproximativamente, se torna possivel ho-
mogeneizar os elementos estatisticos ao alcance do pesquisador, em re-
lacéo a épocas diferentes e a regides diversas.

Logo em seguida vem o problema da discriminacio dos economi-
camente ativos nos diversos ramos de atividade, bem como nas ocupa-
cOes que exercem. Aqui o relacionamento com a Economia € com a
Demografia é evidente. Todos os aspectos das populacdes relacionados
as suas estruturas por sexo, idade, nivel cultural, anos de escolaridade,
estado conjugal, etc. passam a ser combinados com a atividade econd-
mica e a caracteristicas ligadas & mesma.

A andlise da dinidmica da populacdo pode revelar os aspectos da
estrutura da forca-de-trabalho, em dado momento e lugar, segundo as
varidveis demograficas consideradas de importincia para determinar
o potencial econdmico virtual dos efetivos populacionais.

Pelo menos teoricamente, em economia de mercado, as pessoas
séo livres para ofertar sua capacidade de trabalho. Evidentemente, rece-
bem em troca salarios ou compensacdes varias por este esforco e com
0 que recebem procuram satisfazer suas necessidades de bens e de
servicos.

Em economias de subsisténcia, ou de semi-subsisténcia, predomi-
nantemente agrarias, as pessoas consomem ou tudo ou parte do que
produzem (sendo parte, se for o caso, destinada ao proprietario da
terra). Assim, as utilidades de que necessitam s@o, o mais das vezes,
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produzidas por elas proprias, tornando-se dificil avaliar todos esses
elementos — bens e servicos produzidos e consumidos — em unidades
monetarias,

A composicdo da forca-de-trabalho por ocupacdes depende, em
grande parte, da preparacio profissional dos habitantes para exercer
a atividade economica. Mas jazem na base da demanda elementos como
as caracteristicas da economia do pais e os investimentos que séo feitos
na area econdmica. Visa-se, planejadamente, a um equilibrio entre a
oferta e a procura, entre outras coisas, para evitar o desemprego ou o
subemprego (este, “visivel” ou “invisivel”). As infer-relacoes entre a De-
mografia, a Economia e, também, a Educacfo aqui sdo bastante pro-
fundas. Para se atingir o desenvolvimento econémico, a forca-de-
trabalho deve estar adequadamente preparada. Para haver novos
empregos, investimentos sdo necessarios. E esses novos investimentos
56 se tornam, em geral, possiveis, conforme o estagio econémico, mercé
da poupanca interna, do empréstimo do exterior, da aplicagio em bens
de capital de parte do lucro das empresas, da criacdo de empresas com
parte do capital levantado no exterior, do aumento da produtividade
(que permite a utilizacdo de lucros extras na ampliacdo da propria em-
presa), etc.

A populacdo economicamente ativa, segundo conceito de ampla
aceitaclo, abrange as pessoas dos dois sexos que constituem a mdo-de-
obra disponivel para a producio de bens e servicos, durante o periodo
de referéncia escolhido para a investigacéo.

Compde-se de todas as pessoas que exercem uma atividade econod-
mica, remunerada ou nfo, ou gque aspiram a exercé-la quando ainda
se encontram procurando um emprego.

Compreende os seguintes agrupamentos (os quais nao se excluem
mutuamente em certos casos) :

1) empregadores civis, assalariados, trabalhadores por conta pré-
pria, trabalhadores familiais nao remunerados, membros de co-
operativas de produtores;

2) membros das forcas armadas;

3) pessoas ativas mas desocupadas, inclusive aquelas procurando
atividade pela primeira vez;

4) pessoas trabalhando em regime de tempo parcial;
5) domésticos.

A populacdo ndo ativa compreende as pessoas que ndo exerciam,
nem pretendiam exercer, nenhuma atividade econémica durante o pe-
riodo de referéncia do levantamento: “donas de casa”, estudantes que
nido exerciam concomitantemente atividade econdmica, aposentados,
pessoas afastadas da vida ativa nao aposentadas, pessoas internadas
vivendo em instituigdes de assisténcia, criancas néo tendo idade para
trabalhar, ete.
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A categoria dos trabalhadores familiais néo remunerados é motivo
freqlientemente de imperfeicoes na comparabilidade internacional. A
produtividade desse grupo, em geral, é menor do que a dos demais, pois
inclui pessoas idosas, adolescentes, mulheres. Nas economias essencial-
mente agricolas este grupo pesa numericamente bastante, muito em-
bora possa ser baixo o produto de seu trabalho. Nas economias essencial-
mente industriais esses grupos sfo antes classificados como inativos.

]

Em certos paises as pessoas que trabalham em regime de tempo

parcial sao incluidas entre os ativos, enquanto em outros, entre os
inativos.

Os membros das forcas armadas, em alguns casos, sdo incluidos
entre os ativos, ocorrendo, em outros casos, o contrario. O critério de
classificacfo baseado ora no conceito de “ccupacio habitual” ora no
de ‘“méo-de-obra disponivel” (sendo este ultimo — o qual foi explicitado
anteriormente — o recomendado pelas organizacdes internacionais)
pode gerar esta falha, como muitas oufras, na situacdo comparativa.

Em alguns paises os desempregados procurando atividade e os que
pela primeira vez procuram emprego séo classificados entre os ativos
— alids, corretamente do ponto de vista das recomendacgdes internacio-
nais — mas em outros paises isso néo ocorre.

Para que fique assegurada uma relativa comparabilidade interna-
cional torna-se necessario adotar, nas elaboragoes e andlises, arbitra-
riamente, um limite inferior de idade, pois numerosos paises adotam
limites inferiores diversos entre si, talvez devido & idade méxima de
obrigatoriedade de freqiiéncia escolar, ou por causa da legislagdo do
trabalho do menor. Torna-se, as vezes, dificil obter a classificacdo dos
menores que trabalham, em total, abaizo de uma certa idade, segundo
o pafs. A situacio difere bastante se se considera uma regifo de econo-

mia industrializada ou essencialmente agricola.

Em virtude das dificuldades de comparacao entre os dados femi-
ninos referentes a populacéo ativa nos diversos paises, preferiu-se, neste
trabalho, inicialmente, considerar apenas a populagdo masculina.

Embora se reconheca a importancia da contribui¢do feminina no
lar e para o lar, nfo se pode considerar essas atividades nfo remune-
radas como economicamente produtivas, embora geradoras de bens e
de servigos. Principalmente num estudo que apresenta comparacdes
internacionais ndo parece prudente enveredar-se pelo discutivel tema
da avaliacdo econdmica dos servicos da mulher no lar e para o lar.
Observe-se, no entanto, que o trabalho prestado pela mulher no lar
como colaboradora de atividades econdémicas exercidas pelo marido, ou
outro membro familial, é considerado como economicamente ativo, mes-
mo que nao remunerado.

Néo é provavel que se possa dispor de uma definicdo de populagéo
economicamente ativa que elimine qualquer duvida de classificacio
entre os ativos e néo ativos.
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As pessoas que ocupam situacdes fronteiricas quanto a classifica-
cdo; e das quais ja se falou, podem ou néo ser incluidas, afetando
seriamente os totais de ativos, muito embora sua contribuicdo para o
produto seja, em geral, de pouca importancia. Assim, proporcionam
duvidas e dificuldades os muito jovens e os muito velhos. Sua parti-
cipac8o econdmica, em geral, é pequena, mas em numero afetam bas-
tante o efetivo da forca-de-trabalho, em especial os primeiros. O fra-
balho sazonal que ocupa parcialmente o trabalhador, conforme os cri-
térios adotados pelo levantamento, é ou néo levado em consideracéo.
Os potencialmente ativos, saidos das escolas por graduacéo ou abandono,
e que procuram emprego pela primeira vez, nem sempre sio conside-
rados ativos, ao contrario das recomendacdes internacionalmente acei-
tas. O resultado é a dificuldade de comparacfo entre os dados refe-
rentes a diversos paises ou a épocas diferentes. Em certas regices, por
absoluta falta de oportunidade de trabalho, jovens ou adulfos-jovens,
nem mesmo procuram, pela primeira vez, trabalho, podendo figurarem
como néo ativos.

A comparabilidade entre os resultados obtidos pelos levantamentos
da forca-de-trabalho entre os diversos paises, como ja se ressaltou, esta
sujeita a grandes reservas: a organizag@o social e econdmica de varios
paises difere em varios pontos e, assim, uma determinada classificagéo
nem sempre pode ser aplicada universalmente. Os paises socialistas,
por exemplo, apresentam uma estrutura econdémica diversa da dos paises
da Europa ocidental ou nérdica. Regides apresentando culturas tecno-
logicamente retardadas nfo se adaptam a um tipo de classificacio
caracteristico de uma sociedade industrialmente evoluida (fase indus-
trial ou pés-industrial).

O fato de o individuo estar ou ndo na forca-de-trabalho, aparente-
mente simples, d& origem a muitas dividas na pratica. A situagéio de
estar ou nfo procurando emprego (as vezes, pela primeira vez), igual-
mente apresenta dificuldades. O periodo de referéncia, adotado na
pesquisa, pode variar de pals para pais. O critério pode ser, também,
o da atividade habitualmente exercida, embora este tenha sido desa-
conselhado pelos organismos internacionais.

Nos paises em desenvolvimento o subemprego, por sua elevada
freqiiéncia, constitui problema dos mais importantes para a caracte-
rizacdo de forca-de-trabalho, mas seu estudo est4 entre os mais dificeis.
Nesses paises o aproveitamento de menores de 12 anos em atividades
econdmicas é comum e os velhos trabalham, nfo raramente, até a
morte.

E importante estudar-se a forga-de-trabalho em dada época, bem
como pesquisar os processos através dos quais ela evolui. Igualmente
essencial é o estudo das implicaces econdmicas de suas variagdes estru-
turais de carater demografico. A investigacdo minuciosa dos fatores
de mudancga pode tornar vidveis previsdes de suas dimensGes e carac-
teristicas, em época bem posterior em relagdo ao Ultimo levantamento
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disponivel. Essas previsdes ficam, no entanto, condicionadas as hipo-
teses admitidas sobre as componentes demograficas do movimento da
populacdo e as interacGes entre as caracteristicas econOmicas e as
demograficas envolvidas.

Em quase todos os paises os levantamentos censitarios constituem,
periodicamente, uma das mais importantes formas de detectar as di-
mensodes e as caracteristicas da forca-de-trabalho. Pesquisas especiais
por amostragem permitem obter dados da maior importancia para pe-
riodos intercensitarios. Estas ultimas, mais minuciosas e preparadas
com & colaboracdo de entrevistadores especializados, podem levar a
resultados mais profundos e mais aproximados da realidade. A formu-
lacdo de planos de desenvolvimento social e economico depende, em
néo pequena proporcdo, de dados sobre os efetivos da forca-de-trabalho,
suas caracteristicas estruturais, quer do ponto de vista demografico
quer econdmico. Igualmente, é necessario conhecer-se a sua variacio
no tempo e que fatores determinam as mudancas de suas caracteris-
ticas

Novos investimentos que permitam desenvolver e aperfeicoar os
equipamentos, progressos na tecnologia adotada pelas empresas, desco-
brimento de novas riquezas do subsolo, abertura de novas frentes de
exploracdo agricola e pastoril, construcdo de hidrelétricas, prospeccoss
bem sucedidas de novos lencgdis petroliferos na plataforma submarina,
descobrimento de novos lencéis interioranos, industrializacdo no proé-
prio pais de seus recursos naturais, utilizacdo de novas fontes de energia
(por exemplo, as usinas nucleares), inicio ou ampliacdo da fase econo-
mica “substitutiva” de importacdes, etc. levam a uma demanda cres-
cente de méo-de-obra qualificada.

A essa demanda adapta-se a oferta que, por sua vez, deve ser, a
tempo, preparada profissionalmente para atender, em qualidade e quan-
tidade, ao novo ritmo de progresso economico Assim, a Educacfo (Pla-
nificacdo) recorre a analises estatisticas minuciosas sobre a qualificacio
cultural da mé&o-de-obra, de modo a permitir a programacéo do ensino
tecnologico e cientifico, o calculo da estimativa do numero de novos
profissionais em cada especialidade necessarios & economia em expan-
sdo, o planejamento da especializacfo mais aprofundada dos ja diplo-
mados em cursos de formacio (pds-graduacdo, especializacdo no exterior,
cursos de aperfeicoamento e atualizacdo, vinda ao pais de especialistas
do exterior para novos cursos etc.), o estudo dos investimentos no
capital humano, principalmente despesas com as criancas e 0s jovens
em idades anteriores as em que normalmente entram para a vida
economicamente ativa, efc

Dado a importancia das informac6es relativas a forca-de-trabalho
de uma comunidade ou de uma nacao, ndo apenas o demoégrafo profis-
sional se dedica a seu estudo e interpretacdo como também qualquer
especialista das diversas areas das Ciéncias Sociais, principalmente
economistas e socidlogos
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Os censos demograficos, hoje realizados periodicamente em quase
todos os pafses, incluem inumeros quesitos sobre a participagdo na
forca-de-trabalho e sobre os rendimentos auferidos. Pesquisas especiais
aprofundam o quadro fornecido pelos censos, inclusive por amostragem,
e muito mais freqlientes que esses.

A situacio econOmica e o bem-estar de uma naco, ou de uma
comunidade, estdo em estreita relacdo com o efetivo de sua forca-de-
trabalho, as caracteristicas demograficas por sexo e idade dessa forca,
sua expressio em dados culturais, sua composicio por setores de ativi-
dade, segundo o status do trabalhador, as caracteristicas de produti-
vidade, a renda auferida, etc.

O inter-relacionamento entre os dados econémicos e os demograficos
é evidente na andlise da forca-de-trabalho. N&o ha propriamente um
vinculo de causa e efeito, mas esses dados interagem uns sobre os
outros. :

A vparticipacdo de dada classe de pessoas ativas para o produto
nacional deve ser objetivo de estudo, bem como o seu relacionamento
com a forma, de distribuicdo da renda.

A idade, caracteristica bioldgica individual, mas demografica quan-
do para grupos de habitantes, é importante nesse estudo porque, con-
forme a atividade, varia, de acordo com a idade, em média, a produti-
vidade do trabalhador.

Em paises ainda em desenvolvimento, pessoas idosas s&o obrigadas
a trabalhar além da idade média de aposentadoria, porque é deficiente
a assisténcia social, bem como € baixa, em média, a renda familiar. Em
paises desenvolvidos, pelo contrario, se tem observado que a idade média
de afastamento para a inatividade teria baixado sempre nos ultimos
decénios, atingindo, inclusive, pessoas ainda aptas para um bom desem-
penho no trabalho (apesar da elevacdo da vida média residual).

J4 a idade de inicio da atividade produtora, em paises em desen-
volvimento, nos quais predominam, em geral, as atividades primérias,
e é baixo o nivel cultural, é, em geral, muito inferior & verificada em
paises desenvolvidos.

Assim, a escolarizacio dos jovens é prejudicada pela enfrada precoce
nas atividades produtivas. E o valor qualitativo da forca-de-trabalho
nessas regides se ressente da falta de preparo profissional eficiente.

As dimensdes da forca-de-trabalho dependem de fatores demogra-
ficos, relativos a épocas passadas, e que determinam as atuais caracte-
risticas da estrutura da populacdo por sexo, idade, etc. Por exemplo,
as taxas de natalidade, fecundidade, mortalidade, migracdes externas
e internas, verificadas no passado.

Assim, fatores culturais e demograficos, como também econdmicos
— dentre os quais se destaca o amplo processo de industrializacdo que
também afeta fortemente muitos paises em desenvolvimento — fazem
com que a forca-de-trabalho se transforme em suas caracteristicas e
se adapte a nova demanda. de recursos humanos.
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Torna-se, pois, necessario pesquisar os fatores sociais e econdmicos
e medir suas repercussées sobre o volume da forca-de-trabalho, o seu
incremento, a sua distribuicdo segundo varidveis sécic-econdmicas, o
modelo de suas transformagoes.

A aplicacfo da andlise econdmica ao exame da estrutura da popu-
lacdo e de suas variactes ressalta, inicialmente, um dos aspectos des-
vantajosos das regides menos desenvolvidas, caracterizado pela elevada
carga de “dependéncia’” econdmica resultante da alta fecundidade.

Uma primeira avaliacdo dessa carga de dependéncia econdmica
pode ser obtida pela razdo entre as pessoas em idades consideradas
demograficamente “dependentes” — menos de 15 (ou 10) anos e mais
de 60 (ou 65) anos — e o numero daquelas entre 15 (ou 10) e 60 (ou
65) anos — consideradas potencialmente “ativas”, isto é, em idades
aptas para o trabalho®.

Como ja se observou anteriormente, nem todas as pessoas em idade
de trabalhar exercem atividades econ6micas, bem como muitas outras,
em idades abaixo ou acima das idades consideradas normais para o
trabalho, realmente exercem atividades economicamente produtivas.

Ja se viu, em trabalho anteriormente citado, do autor, a desvan-
tagem econdémica de certas estruturas etérias, em dado momento. Che-
gou-se, mesmo, a citar a adocéo, por alguns estudiosos, de coeficientes
virtuais de “producéo” e de “‘consumo”, por idade, para traduzir dada
populacdo em “unidades de producdo” e em “unidades de consumo”,
estabelecendo-se relacGes entre esses indicadores °.

Os paises em desenvolvimento, geralmente caracterizados por ele-
vada natalidade e morialidade sensivelmente decrescente, se refratariam
por relativamente grandes contingentes de criancas e jovens — ao con-
trario dos paises desenvolvidos — e baixos efetivos de pessoas em idades
aptas para o trabalho, em comparacdo, relativamente, com os efetivos
elevados dos paises desenvolvidos.

A classificacdio segundo o exercicio de uma atividade econdémica,
como é também relevada pelos censos demograficos, censos econdmicos,
bem como pelas pesquisas domiciliares por amostragem, pelos levan-
tamentos baseados na relagio de trabalhadores nas empresas, nos dados
baseados nos registros da previdéncia social, etc. se presta mais adequa-
damente aos objetivos dos estudos sociais do que uma simples relagéo
entre efetivos de certas faixas etdrias.

O numero de pessoas engajadas na forca-de-trabalho, no entanto,
constitui ainda um indicador insuficiente da importancia econdmica
dessa forca, Um indice ainda mais esclarecedor seria aquele que levasse
em consideracdo, para cada idade, sexo, ocupacio, escolaridade, etc.
o valor médio efetivo do produto elaborado, contra o valor dos bens e
servicos consumidos.

1 Vejam-se, com 1elacdo a diveisos paises desenvolvidos e em desenvolvimento, as tabelas 5a e 5b

2 Veja-se Algumas Implicacées Econdmicas da Estrutura Etdria da Populagio — o Caso Brasileiro,
Comparacées Internacioneis, Exnani Thimoteo de Bartos (Encontio Biasileiro de Estudos
Populacionais, Rio de Janeiro, 1974, 29 de julho a 3 de agosto)
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Devem também ser considerados aspectos como o regime de fra-
balho quanto & duracdo — tempo infegral ou parcial — as semanas-
horas de trabalho, o frabalho sazonal, o trabalho intermitente, o de-
semprego, ete.

Em paises desenvolvidos, com elevado grau de industrializacéo, as
estatisticas sobre a forca-de-trabalho, apesar de suas deficiéncias, se
tém revelado um instrumento atil de pesquisa. As diversas categorias
de ativos ficam mais faceis de serem discernidas e obtém-se classifica-
coes relativamente mais satisfatérias. Nos paises em desenvolvimento,
acentuadamente agricolas, torna-se mais dificil classificar os ativos.
Como ja se disse, as categorias fronteiricas quanto & classificacéo, cons-
tituidas por trabalhadores membros da familia nfdo remunerados, pes-
soas com trabalho em tempo parcial de dificil avaliacdo, mulheres
combinando o trabalho doméstico para o lar com atividades produtivas
nao remuneradas e dificilmente avaliadas quer em tempo ocupado
quer em produto resultante, trabalhadores sazonais, jovens acumulando
obrigacdes escolares com o trabalho em tempo parcial, velhos quase
invalidados para a vida produtiva, etc... vém a ser classificados ora
como ativos ora como inativos, dependendo das instrucdes da pesquisa
ou do modo de interpretd-las, modo esse que pode ser diverso dentro
de um mesmo pais ou entre um e outro pais3.

3. MEDIDAS BRUTAS, CONVENCIONAIS E ESPECIFICAS DE
PARTICIPACAO NA ATIVIDADE ECONOMICA

A medida mais simples da for¢a-de-trabalho consiste na taxa bruta
de atividade pela qual a populacdo economicamente ativa é relacionada
a populacio total.

Variando a participacéo na forca-de-trabalho de acordo com a faixa
de idade, resulta ser a taxa bruta de atividade muito influenciada pela
composicdo por idade da populacéo.

Além disso, como difere de pais para pais, ou de comunidade para
comunidade, o limite inferior de idade considerado na classificacdo dos
economicamente ativos, a taxa bruta de atividade pode ser mais elevada
ou mais baixa, conforme o limite estabelecido, mantidas inalteradas as
demais condicGes. Em certos paises, como j4 se observou, esse limite
estd vinculado as injungbes da obrigatoriedade de freqiiéncia escolar
ou das regulamentacdes sobre o trabalho remunerado do menor. Em
outros, é estabelecido um limite, de certo modo, arbitrariamente, nio
sendo raro o caso daqueles paises que ndo determinam nenhum limite,
ficando a classe em aberto.

3 Embora sua contribuigfo seja pequena para g formacgéc do produto, sus importancia maior
Se apresenta como criag¢fio de alternativas de subsisténeia
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Quando um dos objetivos do estudo consiste justamente em res-
saltar a influéncia dos fatores demograficos que agiram antes do pe-
riodo de referéncia do levantamento, o conceito de taxa bruta satisfaz:
o incremento natural diverso entre as populacdes em exame, bem como
as taxas diversas de incremento migratério se refletem na composicao
por idade, acarretando diferencas na taxa bruta de atividade.

Para facilitar a comparabilidade internacional, admite-se o esta-
belecimento de um limite inferior de idade convencional para ser apli-
cado aos ativos no calculo da taxa de atividade, por exemplo, o de
15 anos.

Comparando-se essa taxa ‘“convencional” com a bruta, para al-
guns paises, observa-se a quase coincidéncia enfre as duas, embora
para outros paises, em geral os em desenvolvimento, a taxa ‘“convencio-
nal” fique nitidamente inferior & bruta.

Corre-se, de fato — convém advertir — o risco de, adotando um
mesmo limite inferior de idade nf@o muito baixo, excluir para deter-
minados paises um numero de trabalhadores ndo desprezivel. Obser-
ve-se, no entanto, que abaixo do limite de 15 anos se localizam os
muito jovens, de produtividade baixa, os que combinam atividades dis-
centes com outras extradomésticas em fempo parcial, ete.

Dentre os paises selecionados para o presente trabalho, quatro
nao estabeleceram um limite inferior de idade: Hungria, Suécia, Tugos-
lavia e Nova Zelandia. Em todos eles a taxa bruta de atividade coin-
cidiu estreitamente com a convencional (a partir dos quinze anos). Em
El1 Salvador, Brasil ¢ Ira foi estabelecido o limite inferior de 10 anos:
para estes a diferenca entre as duas taxas foi bem acentuada. No Mé-
xico, tendo sido adotado o limite de 12 anos, ficou sensivel, mesmo
assim, a diferenca entre as mesmas (e elevado o numero absoluto de
ativos de 12 a 14 anos).

Naqueles paises de mais elevado nivel de desenvolvimento econé-
mico, mesmo sem se definir um limite inferior de idade para a apura-
cdo dos dados sobre a atividade econdmica, chegou-se a taxas coin-
cidentes com as obtidas a partir da idade convencional de 15 anos,
sendo, em geral, de menor importancia relativa o ntmero de ativos
abaixo dessa idade. Nos paises em desenvolvimento considerados, pelo
contrario, as diferencas foram acentuadas, sendo, assim, elevado o nu-
mero de ativos entre os dois limites (por exemplo, entre 10 e 14 anos,
12 e 14, etc.). Nesses paises, sendo preponderante a atividade no ramo
da agricultura, pecuéria, etc., revelou-se comum o aproveitamento pre-
coce de jovens do sexo masculino no campo, com prejuizo das ativida-
des discentes (ou combinando as duas).

Dados mais detalhados sobre este assunto podem ser observados
na Tabela 1. Pode ser, ainda, notado que, para os Estados Unidos, a
taxa bruta de atividade, calculada a partir dos 14 anos, difere de pouco
da convencional. Sendo, porém, elevada a populagdo americana, essa
diferencga entre as taxas, embora pequena, resultou em um numero
absoluto acentuado de ativos de 14 anos.
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Apresenta a Tabela 2 a distribuicdo das taxas convencionais de
atividade para a série de paises selecionados.

As mais elevadas dessas taxas corresponderam a paises economi-
camente mais desenvolvidos, taxas essas que ficaram em geral acima
dos 50%, ou mesmo dos 60%.

Os paises em desenvolvimento foram aqueles que apresentaram
as taxas mais baixas, entre 40% e 50%. O fator predominante dessa
situacéo constrastante se prende, antes, & estrutura demografica. Estes
dltimos paises apresentam contingentes nas idades infantis, adoles-
centes e adultas-jovens, relativamente, mais acentuados do que os pri-
meiros. As taxas brutas de natalidade s@o elevadas, as taxas brutas
de mortalidade baixas (ou, em alguns casos, ainda intermédias), e as
de incremento natural extremamente altas. As taxas gerais de fecun-
didade sdo elevadas entre os menos desenvolvidos (dentre esses paises,
o Chile — América Temperada — néo chega a apresentar taxas bruta
de natalidade e geral de fecundidade tdo elevadas quanto os demais,
sendo um pais cuja situagio demografica é intermédia, mas a corres-
pondente taxa de incremento natural é elevada em virtude do baixo
nivel da mortalidade). As taxas liquidas de reproducfo ficariam entre
2,1 e 2,8, entre 0os menos desenvolvidos, e entre 0,9 ¢ 1,5, entre os mais
desenvolvidos (o Chile apresentando um nivel intermédio) % Veja-se,
sobre este assunto, a Tabela 4.

De acordo com a Tabela 2, como ja se disse, ao grupo de paises
em desenvolvimento corresponderam as mais baixas taxas convencio-
nais de atividade. Calculando-se as taxas estandardizadas por idade —
expostas na Tabela 3 — verifica-se que, para esses paises, elas ficaram
muito mais elevadas do que as convencionais — expostas na Tabela 2.

Para muitos paises do grupo dos desenvolvidos as taxas estandar-
dizadas ficaram, pelo contrario, inferiores as convencionais, mas esta
ndo constituiu uma regra geral. Paises como o Japdo, a Inglaterra, a
Suécia, a Hungria, etc. tiveram reduzidas as respectivas taxas, mas
outros, como a Nova Zelandia e os Estados Unidos, as tiveram aumen-
tadas em virtude do padrio adofiado. Realizada a estandardizacdo,
ficou menor a amplitude entre as taxas correspondentes aos diversos
paises, todas elas abrangidas de 54% a 65%.

A taxa especifica correspondente ao agrupamento de 15 anos e
mais (pode ser encontrada na Tabela 2) ilustra melhor do que a con-
vencional a situacdo comparativa dos diversos paises. Observe-se, no
entanto, que satisfazendo a objetivos diferentes, ambas podem ser mui-
to uteis.

Neutralizada a influéncia da proporcio diversa do contigente po-
pulacional de 0 a 14 anos, evidentemente no agrupamento das idades
superiores a 15 anos, para o calculo da taxa especifica de atividade

¢ Correspondem 2 hipétese ‘“‘medium variant’” das Nagbes Unidas
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para as idades de 15 e mais anos, ainda persistem diferencas de com-
posicdo por idade das populacdes masculinas dos diversos paises con-
siderados ®,

As taxas maximas, entre os de 15 anos € mais, corresponderam a
El Salvador, 91,4% de ativos, e ao Ird, 86,5%; as taxas minimas, aos
Estados Unidos, 74,7%, e a Franca, 73,0%.

Permanece, em face dos esclarecimentos expostos anteriormente,
a duvida sobre o grau de exatiddo dessas taxas. £ provavel que em
paises como a Suécia, os Estados Unidos e a Franca, os dados sejam
bem mais verossimeis do que, por exemplo, em El Salvador e no Ira.
Os primeiros apresentam um alto nivel de desenvolvimento sécio-eco-
ndmico, com todas as suas implicacfes de cultura e organizacao.

Expdem-se, na Tabela 6, as taxas especificas de atividade por
grupos de idade. No primeiro grupo de idade considerado, o de 15 a
19 anos, a variacdo entre os diversos paises foi acentuada. Paises como
El Salvador, 71,4% de ativos, € o Ird, 68,0%), apresentam taxas elevadas,
enquanto outros como a Polonia, 31,5%, e o Japao, 36,5%, apresen-
tam-nas muito baixas nesse grupo. Com /o aumentar da idade, as
taxas correspondentes aos diversos paises tendem a aproximar-se: en-
tre os 25 e os 50 anos, em geral, as taxas ultrapassam 95% em quase
todos os paises considerados (no México, porém, ficam em torno de
90%). Ja nas idades avancadas as diferencas sdo marcantes. Como
néo se dispusesse, por grupos qliinqiienais, para essas idades, de taxas
de atividade, realizou-se o célculo para a classe de 65 anos e mais,
vidvel para quase todos os paises. Em geral, nos paises em desenvolvi-
mento, observaram-se taxas elevadas, superiores a 40% (em El Salva-
dor, 75,1%). Nos paises industrializados ficaram, em geral, mais baixas,
embora em alguns, como o Japdo e a Polonia, se tivessem situado em
torno de 55%. Pode ser consultada, a propdsito, a Tabela 7.

4. APLICACOES DAS SERIES DE TAXAS ESPECIFICAS POR
IDADE DE ATIVIDADE ECONOMICA — O RECURSO AS
TABUAS DE SOBREVIVENCIA PARA A DETERMINACAO
DE TABUAS DE VIDA ATIVA

As séries de taxas especificas por idade de atividade podem ser
aproveitadas, entre outros, para dois tipos de elaboragdes.

No primeiro, admitindo-se a hipdtese de trabalho de que a morta-
lidade ndo afetasse a populacdo, obtém-se uma medida média virtual
de atividade, apenas influenciada pelos niveis de participacio na forca-
de-trabalho. Examinar-se-4, em primeiro lugar, este tipo de elaboracio

5 Para o grupo de mails de 15 anos poder-se-ia aplicar, igualmente, o processo de estandar-
dizagéo

123



o qual leva & determinacio da chamada “média bruta de anos de ati-
vidade”. J& num segundo tipo a mortalidade sera levada em conside-
ragao, obtendo-se a “média liquida de anos de atividade”.

Abstraindo-se o fator mortalidade, os economicamente ativos tra-
balhariam tantos anos em cada intervalo de idade quanto tenha sido
o numero de anos desse intervalo multiplicado pela correspondente
taxa especifica de atividade econémica ®. Somando-se esses produtos,
considerados, desde o inicio, convencionais da atividade economica, até
uma idade prefixada considerada normal para o término da atividade,
obter-se-ia uma medida virtual média de atividade (nfo de “intensi-
dade” da atividade 7,

Os resultados desse calculo constam da Tabela 8, tendo sido con-
siderado, no mesmo, o inicio da atividade aos 15 anos e o afastamento
a0s 65 anos.

Segundo esse calculo, a média bruta de anos de atividade variou
entre os mais elevados valores de 47,7 anos em El Salvador € de 46,1
na Inglaterra e Gales e os mais baixos de 41,7 na Franca e de 40,9
anos na Iugoslavia. Se em cada intervalo de idade todo habitante esti-
vesse em atividade, atingir-se-ia um maéaximo teérico de 50 anos de
vida ativa, na faixa dos 15 aos 64 anos. Apresenta-se, também na Ta-
bela 8, a proporcido da média bruta verificada nos diversos paises em
relacdo a esse valor maximo teérico da mesma. Em El Salvador e na
Inglaterra e (Gales essa proporcio atingiu, respectivamente, 954% e
92,2%, e na Franca e na Iugoslavia, 83,4% e 81,8%.

E evidente que o calculo para os paises em desenvolvimento sofreu
uma distorcdo para menos, pois é sabido que abaixo dos 15 anos se
encontram muitos habitantes, principalmente nesses paises, exercendo
atividades econdémicas. Outro fator de distorcdo é constituido pela
fixacdo de uma idade méaxima para o exercicio da atividade econdmica.
Este fator também atinge, embora menos sensivelmente, paises desen-
volvidos. Para o Chile, pais de desenvolvimento intermediario, dispoem-
se de apuragdes por grupos qilingilienais até o de 80 a 84 anos e o
grupo de 85 e mais em conjunto, permitindo uma visdo mais precisa,
estendida a idades superiores ao limite convencional adotado (Qua-

dro 1).

¢ Ni#o considerando outros fatores, mais de natwieza econdmica que demografica, como a
correspondéncia ao nhimero efetivo de semanas-horas de trabalho realmente exercidas,
a produtividade do trabalho (que varia quer em func¢do do fator humano quer do
fator bens de equipamento), o subemprego — visivel e invisivel — o desempiego, a
renda auferida, o tipo de atividade, ete

T A média bruta de anos de vida ativa apresenta uma desvantagem Admitindo-se ser o mesmo
o intetvalo de cada grupo de idade, estd implicito em seu calculo que se atribui igual
ponderaciio as taxas especificas de atividade econdmica em cada classe de idade. Isto
leva a exagerar a importancia das taxas nas idades mais elevadas, as quais pesam
relativamente menos no calculo da taxa bruta de atividade
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QUADRO 1

CHILE

TAXA ESPECIFICA DE

GRUPOS DE IDADE ATIVIDADE ECONOMICA
(Anos Completos) %)
65 a 69 anos . 54,1
70 a 74 anos 36,8
75 a 79 anos 27,9
30 a 84 anos 24,6
35 anos e mais 16,9

Mesmo em idades avancadas, é expressiva a participacdo na forca-
de-trabalho nesse pafs.

A fixacdo de um limite superior de idade arbitrario se deveu a
convencdes que estabelecem essa idade, em média, como de afastamento
da atividade econdmica.

Seria realmente dificil dispor, nas idades mais avancadas, de
tabulagdes minuciosas para todos os paises, o que tornaria mais gros-
seira a analise 8, Dentre os desenvolvidos podem ser destacados, mas
com menor discriminacio do que o Chile, os Estados Unidos e a Suécia
(Quadro 2).

Esses dois paises, altamente industrializados e desenvolvidos, apre-
sentaram padroes bem afastados do Chile.

QUADRO 2
TAXA ESPECIFICA DE
GRUPOS DE IDADE ATIVIDADE ECONOMICA
(Anos Completos) (%)
Estados Unidos Suécia
5 a 69 anos 38,9 45,7
"0 a 74 anos 22,5 16,8
'5 anos e mais 12,1 5,7

Nesse caso & possivel atribuir-se a idade 90 a limitacio maxima da atividade econdmica
Ora, por nic se dispor de uma distribuicdo minuciosa, pelo menos até essa idade, das
taxas especificas de atividade, ndo se poderia evitar a aplicacio de uma média muito
imprecisa de participagfio na atividade econdmica, por exemplo, para o grupo de 65 e
mais, a que corresponderia o intervalo ficticio de 25 anos, para o de 70 e mails, a que
corresponderia o intervalo ficticio de 20 anos, etc
Para o México s6 se dispdem de apuragdes por grupos qliingilienais até a idade de
55 anos e, em seguida, pata um laigo agrupamento de 55 e mais anos, o que tornaria
muito arbitrario o calculo
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Observou-se, anteriormente, que as taxas para os diferentes paises
se aproximavam estreitamente entre si no intervalo de 25 a 49 anos,
ficando também, nessa faixa, muito elevadas. Calculou-se a média bru-
ta de anos de atividade para o intervalo de 25 a 54 anos, incluindo
mafis uma classe em que continuavam elevadas as respectivas taxas.
Ficaram, como se pode observar na Tabela 9, todas elas muito proximas
do maximo virtual de 30 anos, representando (com excecdo do México)
proporcoes superiores a 90% do méaximo.

Para determinados paises a taxa especifica para o grupo de 65
a 69 anos foi ainda relativamente elevada. Entre eles se destacaram
El Salvador, com a taxa de 93,7%, a Polonia, com a de 63,6%, o Brasil,
com a de 61,3%, etc.

Para outros ela é extremamente baixa. Assim, se revelou util a
extens@io do calculo da média bruta de anos de atividade até o limite
de 69 anos e que é exposta a seguir (Quadro 3). Observe-se que para
varios paises nfo se dispunha de uma discriminagéo dos ativos no inter-
valo de 65 a 69 anos, o que limitou as elaboracdes.

QUADRO 3
MR MIVIDADE No 0 | DIFERENGA
PAIS INTERVALO DE AS DUAS
MEDIAS
15 a 64 15 a 69 (Anos)
anos anos
El Salvador (1971) 47,7 52,4 4,7
Estados Unidos (1970) 42,1 4,1 2,0
Brasil (1970) 43,3 46,4 3,1
Chile (1970) 42,0 44,7 2,7
Hungria (1970) 42,3 43,6 1,3
Poldnia (1970) : 43,3 46,5 3,2
Suécia (1965) : . 42,6 44,9 2,3
Inglateria e Gales (1971) 46,1 47,6 15
Austrglia (1966) 45,6 47,6 2,0
Nova Zelandia (1966) 45,5 47,6 2,1

7

Em El Salvador a diferenca entre as duas médias é acentuada,
4,7 anos; na Polonia e no Brasil, igualmente, 3,2 e 3,1 anos. No pri-
meiro desses paises a média bruta passaria de 47,7 para 52,4 anos
e nos dois ultimos, respectivamente, de 43,3 para 46,5 e de 43,3 para
46,4 anos,

Recapitulando, inicialmente, neste trabalho, calcularam-se as taxas
brutas de atividade econdmica. Diante do fato de que as condigdes de
trabalho na agricultura, silvicultura, pecudria, etc. (atividade carac-
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eristica dos paises em desenvolvimento) permitem o emprego de cri-
ngas e adolescentes desde cedo, enquanto nas atividades industriais
tipicas dos paises desenvolvidos), no momento, ha menores oportu-
idades para isto (embora no inicio da revolucio industrial tal nfo
:nha ocorrido), pensou-se no célculo de um indicador que neutralizasse
ssa diferenca. Decidiu-se, entdo, pela taxa convencional de atividade
ue abrangeria os ativos a partir de 15 anos. Mesmo assim, deve-se
mbrar que as nagles economicamente avancadas possuem recursos
ue permitem dedicar maiores investimentos & educagéo e podem man-
ar sua juventude na escola maior numero de anos. Assim, as idades,
no a ano, pouco acima dos 15 anos, corresponderiam relativamente
1lenores contingentes de ativos, em geral, em paises de alto grau de
esenvolvimento. Apesar disso, o célculo da taxa convencional — ativos
e mais de 15 anos em relacdo & populacdo de todas as idades — re-
resentou um modo de se obter um indicador sintético mais homogéneo
atre os paises em desenvolvimento em comparacdo com os desenvol-
idos, bem como entre os paises que, por motivos os mais variados,
presentaram a apuracfo a partir de uma idade minima diversa.

Mantendo-se constantes as demais condicOes, uma populagdo com
ievada participacio relativa das idades de mais intensa atividade eco-
Omica devera mostrar mais elevada taxa convencional de atividade.
ssim, os efeitos produzidos pelas diferentes estruturas por idade de-
3m ser examinados. Um processo de neutralizar essa influéncia con-
ste no calculo das taxas estandardizadas. Essas pouco valor tém por
_mesmas, pois se baseiam na estrutura por idade da populagéo to-
1ada como padrdo. Mas, para a comparacdo entre os diversos paises
1 regioes, sdo extremamente uteis, pois confrontam os hipotéticos
iveis da atividade econdmica livres dos efeitos das diferencas na es-
ubura por idade.

O processo de interpretar os dados sobre a populacdo economica-
ente ativa, por idade, para diferentes paises — e apresentado no ini-
o do capitulo — consistiu na eliminacéo virtual do fator mortalidade,
qual age com diferente intensidade em cada pais e em cada idade.

Somando-se o nimero de anos de vida ativa correspondente a cada
ifervalo de idade (obtido pela multiplicacdo do numero de anos do
bervalo pela taxa especifica de atividade correspondente) chegou-se
chamada média bruta de anos de atividade. Essa média depende ex-
usivamente do valor das taxas de atividade, dos limifes convencionais
3 idade escolhidos para o inicio e o término da vida ativa, ou, se se
liser, das idades reais de inicio e término da vida ativa da populacgao
msiderada.

Fez-se referéncia a um segundo processo de analisar as faxas de
;ividade, considerando o fator mortalidede: pode-se, de fato, inter-
-etar os dados sobre a populacdo economicamente ativa, para diferen-
s paises ou regides, avaliando o que implicam eles em termos de
wracdo média da vida residual de trabalho de uma geracdo hipotética,
ljeita a determinado padréo de mortalidade.
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Considere-se, de inicio, o caso do Brasil. Dispde-se para 0 nosso
pais de uma tabua de sobrevivéncia abreviada correspondente & mor-
talidade média do decénio 1960/70 para o sexo masculino.

Foi ela calculada pelo Prof. Jodo Lyra Madeira e pelo Sr. Richard
Irwin ., Evidentemente, a mortalidade média do periodo 1960/70 nio
correspondeu exatamente ao nivel da observada em 1970, ano para o
qual se dispde da distribuicdo das taxas de atividade econ6mica, obtida
com. base no censo realizado nesse ano. Num cdlculo de primeira apro-
zimacdo foi essa tdbua aplicada como um ensaio, reservando-se o au-
tor a realizar, ao final do capitulo, outros célculos visando a maior
fidelidade, embora ainda de natureza conjectural.

O numero de vivos da populacdo estacionaria, em cada intervalo
de idade, e o de sobreviventes na idade exata, obtidos através da tdbua
Madeira-Irwin 1960/70, constam da Tabela 10. Ao numero de vivos fo-
ram aplicadas as taxas de atividade econdmica da classe considerada,
obtendo-se o nimero de anos de atividade econdmica, em cada intervalo
de idade (nfo constam da tabela). Adotando-se o mesmo procedimento
empregado no calculo da expectativa de vida residual (vida média),
obtiveram-se as médias residuais de anos de atividade econdmica, até
a extincdo da geracdo, a partir da idade exata xr — as chamadas “mé-
dias liquidas de atividade”, por sobreviventes em total. Essas médias
estdo expostas na Gltima coluna da Tabela 10.

Na idade exata 15, a média residual de anos de atividade atingiu
41,9; na idade exata 60, ainda, representou 8,4 anos. A média liquida
de atividade ao nascimento reduzir-se-ia a 36,2 anos '°, em comparacéo
com a de 41,9 na idade exata 15.

Comparando-se com os valores da vida média ao nascimento € na
idade exata 15 anos, obtiveram-se para a média liquida residual de
anos de inatividade, nessas idades, os valores de 21,4 e 9,6 anos.

Relacionaram-se, na Tabela 11, os valores da média liguida resi-
dual de anos de atividade até a extincdo da geracfo aos valores da
vida média em total. Até a idade exata de 35 anos e a partir de 15
anos, a proporcao da vida ativa residual (ou do total cumulativo resi-
dual de anos de atividade (T.) em relacio a vida média (ou ao total
cumulativo residual de anos de vida T,) se situou estreitamente em
torno de 80%. Decrescendo sempre essa proporg¢do nas idades suces-
sivas, verificou-se que na idade exata de 65 anos a vida média ativa
atingiu 5,8 anos, enquanto a vida média em total alcancou 12,0 anos,
constituindo a primeira, ainda, 48,3% da segunda.

Considerando-se também o3 ativos entre os 10 e 14 anos, pode
ser elaborada uma tabua de vida ativa, cujas médias residuais, no en-

» Uma T4bua de Vida Abreviada Brasil — 1960/70 Richard Irwin e Jodo Lyra Madeira, Revista
Brasileira de Estatistica, Rio de Janeiro, 33 (131): 447-480, julho/setembro 1972

0 Pare 0 mesmo humero cumulativo em total de anos de atividade — & qual foli considerada,
neste calculo, a pairtir da idade exata de 15 anos —— seria aplicado nesse caso o numero
inicial de componentes da cooite (lo)
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tanto, néo se afastardo das médias expostas na Tabela 10, sendo abaixo
da idade exata de 15 anos. Veja-se a Tabela 12.

A média liquida de anos economicamente ativos, a partir da idade
0, 37,0 anos, ficou um pouco mais elevada do que a deduzida anterior-
mente, de 36,2 anos, em virtude da considerada diminuicdo da idade
inicial de atividade.

Na ultima coluna da Tabela 12 apresentaram-se os anos de ina-
tividade residual: na idade 0, de 20,6 em relacdo a uma esperanca de
vida de 57,6 anos; na idade 10, de 13,6 anos em relacdo a uma espe-
ranca de vida de 56,2 anos; na idade 1%, de 9,6 anos em rela¢do a uma
esperanca de vida de 51,5 anos, etc. Observe-se que para a idade exata
de 70 anos obteve-se o nuimero de 5,5 anos de inatividade para 9,3 de
vida média residua. Uma esperanca, ainda, de 3,8 anos de atividade.

Admitindo-se constituir a média bruta de anos de atividade uma
expectativa de vida ativa ndo afetada pelo fator mortalidade, pode a
mesma ser comparada & vida média residual de anos de atividade, em
cujo calculo o fator mortalidade é considerado. A diferenca entre os
dois indicadores daria uma medida virtual da perda em anos de vida
ativa motivada pela mortalidade.

A Tabela 13 exple os resultados desse célculo com base nos dados
referentes ao Brasil, de acordo com varias hipdteses combinadas. fi-
xando-se a vida ativa a partir de 10 ou 15 anos & o seu término aos 65
anos, aos 70 ou com a extingdo da geracdo.

Em correspondéncia a idade 0 (logo, expectativa de vida ativa ao
nascimento), e considerando-se a atividade econdmica sendo exercida
a partir da idade exata 15, ocorreria uma perda de 18,3 anos de ativi-
dade devida ao fator mortalidade, ndo se fixasse uma idade para o
término da vida ativa; de 11,8 anos, quando se estabelecesse o término
aos 70 anos; e de 10,2 anos, quando esse limite baixasse para 65 anos.
Ainda em correspondncia a idade 0 (logo, expectativa de vida ativa
ao nascimento), se os anos de atividade fossem computados a partir
da idade de 10 anos em lugar de 15 anos, a perda em anos de atividade
devida a mortalidade ficaria quase ao mesmo nivel do calculo anterior,
admitidas, respectivamente, as mesmas hipéteses: perda de 18,5 anos
de vida ativa, quando nfo se fixasse uma idade para o término da vida
ativa, de 12,0 anos ativos quando se estabelecesse o término aos 70
anos e de 10,4 quando esse limite baixasse para 65 anos de idade.

Em correspondéncia & idade exata de 15 anos, a expectativa de
vida ativa é bem mais elevada do que ao nascimento, 0 mesmo numero
residual cumulativo de anos de atividade (considerada a partir da ida-
de de 15 anos) sendo relacionado a 1;; em vez de a l,, como no calculo
exposto anteriormente. Assim, a perda de anos de atividade em virtude
da mortalidade depois de 15 anos, ficou bem menor do que no célculo
referente & idade exata 0. Se néo se fixasse a idade final da atividade
econdmica, seria de 12,6 anos a perda de anos ativos devida & morta-
lidade depois da idade de 15 anos, se fosse fixado acs 70 anos o término,
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a perda seria de 6,4 anos ativos; se se baixasse esse limite para 65 anos,
a perda seria de 5,0 anos ativos.

Em correspondéncia & idade exata de 10 anos, logo expectativa de
vida ativa a idade exata 10, a perda de anos ativos, em virtude da mor-
talidade depois da idade 10, ficaria praticamente no mesmo nivel, como
para depois da idade 15, observadas as mesmas trés hipoteses: perda
de 12,9 anos de vida ativa quando néo se fixasse o término da ativi-
dade econdmica, perda de 6,6 anos de vida ativa quando se estabelecesse
o término aos 70 anos de idade e perda de 5,2 anos quando esse limite
baixasse para 65 anos.

Mediante determinados artificios e a admissfo de certas hipoteses,
pode-se ensaiar o cédlculo de médias residuais de atividade em relacéo
ao numero, em cada aniversario, de sobreviventes ativos, em lugar do
numero de sobreviventes em total.

Inicialmente, a partir das taxas especificas de atividade econémica
para classes de idade, estimam-se as taxas tedricas correspondentes as
idades exatas. Aplicando-se a série, assim obtida, de taxas para as
idades exatas aos valores correspondentes da funcio de sobrevivéncia,
sdo obtidos os sobreviventes ativos em cada aniversario.

Para o célculo da populacdo estacionaria economicamente ativa
admite-se que a taxa mais elevada de participacio na vida ativa seja
também verificada nas classes de idades anteriores aquela em que apa-
rece, o que implica na hipétese de que os economicamente ativos so
se retirem apés atingida essa idade. Determinados, assim, os novos va-
lores dos anos economicamente ativos em cada classe, passa-se ao cal-
culo dos somatorios a partir de cada idade.

Quanto & série de sobreviventes ativos em cada aniversario, subs-
tituem-se os valores obtidos nas idades abaixo daquela em que se veri-
fica a méxima proporcdo de sobreviventes ativos pelo numero ficticio
de sobreviventes ativos obtido pela aplicacdo dessa taxa méxima ao nu-
mero correspondente de sobreviventes em total nessas idades.

Em seguida, pelo processo usual, determinam-se as médias residuais
de anos de atividade por sobreviventes ativos.

Varias hipéteses, nem sempre correspondentes a realidade, estao
implicitas nesse tipo de média residual: que a mortalidade em cada
idade seja idéntica entre os economicamente ativos e os inativos, que
nenhum sobrevivente ativo se retire antes da idade da méaxima parti-
cipacao, ete. 11, Assim, certa reserva deve ser observada ao se interpretar
o resultado desse célculo. Apresentam-se no Quadro 4, comparativamen-
te, as médias residuais de vida ativa por sobreviventes em total e por
sobreviventes ativos

- “Of course, none of these conditions can be expected to be perfectly satisfied, in any case,
but near satisfaction of them is necessary if the measures of average remaining years
of active life are to be accepted as valid within tolerable margins of ertor” (Methods of
Analysing Census Data on Economic Activities of the Population — United Nations, New
York, 1968)
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UADRO 4

BRASIL — 1.° CALCULO
MEDIA RESIDUAL DE ANOS ATIVOS NA IDADE EXATA z,

o POR SOBREVIVENTES
IDADE EXATA POR SOBREVIVENTES

EM TOTAL ECONOMICAMENTE
- anos 42,6 50,5
anos 41,9 45,8
anos 39,3 41,3
anos 35,5 36,9
anos 31,3 32,5
anos 27,1 28,2
" anos 22,9 24,0
anos 18,9 20,1
anos 15,0 16,6
anos 11,5 13,6
anos 8,4 10,9
anos 58 8,6
© anos 3,8 7,4

Nas idades centrais da distribuico as diferencas relativas entre
3 valores correspondentes as duas séries ficam bem inferiores as nas
lades extremas.

Tendo sido examinados estudos nacicnais e do exterior sobre o
ilculo estimado da vida-média ao nascimento para o Brasil, verificou-
> que a mais leve modificacdo na metodologia ou na natureza dos
ados utilizados levava a um valor diferente, muito embora, em certos
1s0s, essas diferencas néo fossem de todo exageradas, ficando evidente
1a justificativa. Dentre esses trabalhos podem ser citados.

tilizacdc das Tdbuas de Vida Modelo para se Estimar a Vide-Média do
rasil (Estudo elaborado pela equipe técnica do Centro Brasileiro de
studos Demograficos do IBGE, Revista Brasileira de Estatistica, n.2 137,
no XXXV, janeiro/margo, 1974)

troducdo o Andlise das Estimativas de Indicadores Demogrdficos Ob-
das Através de Diversas Metodologias, Richard Irwin ¢ Evelyn Spiel-
1an (Comunicacfo apresentada ao Encontro Brasileiro de Estudos
opulacionais, Ric de Janeiro, 1974)

ma Tdbua de Vida Abreviada, Brasil, 1960/70, Richard Irwin e Jo&o
yra Madeira (Revista Brasileira de Estatistica, n.0 131, Ano XXXIII,
1lho/setembro, 1972)
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Projecdo da Vida Média — Brasil: 1970/2000, Evelyn Spielman (Bole-
tim Demografico CBED, v. 3, n. 3, jan./mar. 1973, IBGE) Estudo Com-
parativo de Duas Tdbuas de Mortalidade Construidas para o Brasil
(1960/1970), Valéria da Motta Leite (Boletim Demografico CBED, v. 3,
n. 4, abr./jun. 1973, IBGE)

Estimativas para o Brasil, da Vida Média ao Nascer durante o Periodo
1960/70, a partir de Razbes de Sobrevivéncia Inler-Censitdrias, Robert
Robichez Cassinelli (IBGE, Rio de Janeiro, 1971)

Demographic Estimates based on the 1970 Population Census of Brazil,
Jerrold Huguet (Bureau of the Census, Washington, 1973 — Research
Document n, 5)

Selected World Demographic Indicators by Countries, 1950/2000, Po-
pulation Division, United Nations, 1975

Brasil: Estimativa da Mortalidade no Periodo Intercensitdrio 1960/70,
através de Metodologia Proposta pelas Nagdes Unidas, Marcia Martins,
Vera Regina de Souza Dias e Yvonne Barandier (Boletim Demogréafico,
v. 6, n. 1, jul./set. 1975, IBGE)

No trabalho realizado pela equipe técnica do Centro Brasileiro de
Estudos Demograficos (IBGE) reconhece-se que as informacdes dispo-
niveis indicam ser a mortalidade infantil no Brasil mais elevada do
que a indicada pela tidbua-modelo Oeste, adequadamente interpolada,
embora com uma vida-média adulta semelhante. Dai sugerir uma modi-
ficac8o na metodologia de elaboracdo das tdbuas de vida no Brasil. A
propria Comissdo Econdmica e Social das Nagoes Unidas admitira e
recomendara modificacOes na aplicacdo das tabuas-modelo em deter-
minados casos.

Jerrold Huguet aplicou o método de andlise da populacdo estével,
estimado em 57,19 anos a vida-média ao nascer, para os homens, na
década 1960/70,

No trabalho pioneiro do Prof. Lyra Madeira € do Sr. Richard
Irwin, realizado muito antes, ja fora realizada uma adaptacdo no mé-
todo de aplicagio das tabuas-modelo, de modo a se ajustarem mais
corretamente aos dados brasileiros. “O trabalho consistiu em adaptar
esses modelos as peculiaridades da experiénciaa brasileira”. Reconhece,
ainda, que a tabua resultante para o Brasil, média do periodo 1960/70,
apresenta uma curva de mortalidade de configuracdo diferente das
tabuas modelo basicas usadas no célculo. O valor de 5; para o Brasil
fica, assim, superior ao dado correspondente da tabua-modelo interpo-
lada. Para todas as outras idades a mortalidade em nosso pais fica
malis baixa. A vida média ao nascer foi estimada em 57,61 anos para
0s homens, para a mesma década.

Foi também divulgada, em 1975, uma publicagdo da Organizacio
das Nacoes Unidas preparada pela Divisdo de Populacéo, Selected World
Demographic Indicators by Countries, 1950-2000, onde séo apresentadas
estimativas da vida média ao nascimento correspondentes a periodos
qliinglienais, de acordo com trés diferentes hipoteses: “The figures for
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‘he period 1970-2000, include the assumptions used in the revised po-
yulation projections and measures derived from the projected popu-
ations. For each counftry and region, three variants of projections,
1amely “medium”, “high” and “low” are “shown”.

Experimentou-se utilizar a estimativa “medium variant” para os
juinqiiénios 1965/70 e 1970/75, para se chegar a um valor da vida
nédia ao nascimento, para o sexo masculino, valida aproximativamente
»ara, 1970: 57,8 anos. Este valor coincide estreitamente com a média
los niveis 17 e 18 das tabuas de autoria de Ansley Coale e Paul De-
neny apresentadas em Regional Model Life Tables and Stable Popu-
ations (Princeton Universily Press, Princeton, New Jersey, 1966).

Embora o nivel correspondente & média das duas tabuas-modelo
)ossa ser aceito como aproximativamente representativo da mortalidade
-eal da populacdo brasileira em 1970, reconhece-se que o padréo, isto
;, a forma da curva de mortalidade por idades correspondente se afaste
le algum modo da realidade.

Experimentou-se aplicar, no presente trabalho, uma média das
iéries de valores da funcio de sobrevivéncia das tabuas modelo, tipo
deste, niveis 17 e 18, para a determinacfo da meédia residual de anos
cconomicamente ativos, valida aproximativamente para 1970. Os re-
ultados constam da Tabela 14.

Os valores encontrados da média residual de anos ativos ficaram,
xm geral, um pouco inferiores aos do calculo anterior, quando fora apli-
:ada a tabua Madeira-Irwin baseada na experiéncia da mortalidade de
.960/70, salvo para a idade 0, quando coincidiram: 37,0 anos. Igual-
nente, como fora realizado quando da aplicacdo da tabua Madeira-
rwin 1960/70, determinaram-se os valores correspondentes a4 média re-
sidual de anos de atividade por sobreviventes ativos, além da meédia
esidual de anos de atividade por sobreviventes em total (Quadro 5).

QUADRO 5
BRASIL — 2.0 CALCULO
MEDIA RESIDUAL DE ANOS ATIVOS NA IDADE EXATA z

POR SOBREVIVENTES

POR SOBREVIVENTES ey
IDADE EXATA ECONOMICAMENTE
EM TOTAL ATIVOS®

0 anos 42,0 49,9
5 anos 41,4 45,2
0 anos 38,8 40,8
15 anos 35,1 36,5
0 anos 31,0 32,2
5 anos 26,8 27,8
0 anos 22,7 23,7
5 anos 18,7 19,9
0 anos 14,8 16,4
b anos 11,4 13,4
i0 anos 8,3 10,7
5 anos 5,7 8,5
0 anos 3,7 7,2

D Relembre-se as restricdes a esse tipo de csleulo, cujos resultados devem ser interpretados com reserva, 8o con-
rério da médis por sobreviventes em total
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5. ALGUMAS COMPARACOES ENTRE A SITUACAO DO BRASIL
E A DE DOIS PAISES ALTAMENTE DESENVOLVIDOS,
FRANCA E ESTADOS UNIDOS

Limitem-se, agora, as comparacdes ao Brasil e a dois paises alta-
mente desenvolvidos, a Franca e os Estados Unidos, aprofundando-as.

A taxa convencional de atividade econdmica ficou muito mais bai-
xa no Brasil, 48,0%, do que na Franca, 54,9%, e nos Estados Unidos,
52,4%. Essa situacdo contrastante se deveu essencialmente & diversa
composicdo por idade da populacio: sdo relativamente mais represen-
tados, nos dois paises desenvolvidos, os grupos de idade em que séo
exercidas as atividades econdmicas: 70,17% nos Estados Unidos e
75,15% na Franca da populacdo masculina correspondem as idades de
15 e mais anos, enquanto no Brasil apenas 57,39% pertencem a essas
idades. Veja-se a Tabela 22. Calculando-se as taxas padronizadas por
idade, de fato, a situacdo se inverteu: 58,5% no Brasil em comparacéo
com 53,6% na Franca e 54,4% nos Estados Unidos. A propria taxa
especifica do grupo de 15 anos e mais, eliminando a influéncia da dife-
rente quota de habitantes no grupo de 0 a 14 (que figuravam no deno-
minador da taxa convencional de atividade), em parte ja levara & deter-
minag¢8o de taxas mais favordveis para o Brasil, 83,6%, em comparacio
com 73,0% para a Franca, e 74,7% para os Estados Unidos (conside-
rando-se os homens de 15 anos e mais, como pode ser visto na Tabela
22, para o Brasil se encontram proporgdes de composicdo mais elevadas
do que nos Estados Unidos até a classe de 40 a 44 anos e do que na
Franca até a classe de 35 a 39 anos).

Comparem-se, entdo, as taxas especificas para grupos qiiingiienais
de idade, até o grupo nfo delimitado de 65 e mais, apresentados a
seguir (Quadro 6).

Em relacdo a4 Franca e aos Estados Unidos, as taxas para o Brasil
ficaram fortemente mais acentuadas nos grupos de idade de 15 a 19
e de 20 a 24 anos.

QUADRO 6
TAXAS ESPECIFICAS DE ATIVIDADE
GRUPOS DE PAISFES
IDADE
Brasil Franca Estados Unidos

15 a 19 anos . 61,9 42,5 40,7
20 a 24 anos 87,5 71,3 79,2
25 a 29 anos 95,2 94,2 92,2
30 a 34 anos 96,3 97,3 95,0
35 a 39 anos 96,1 97,3 95,6
40 a 44 anos 94,8 96,5 94,7
45 a 49 anos 92,7 95,4 93,2
50 a 54 anos 87,9 91,4 91,3
55 a 59 anos 81,9 82,4 87,0
60 a 64 anos 72,6 65,7 73,3
65 anos e mais 49,6 19,1 24.9

134



Em relacdo ao primeiro daqueles paises desenvolvidos, a taxa para
Brasil ainda foi mais elevada no grupo de 25 a 29 anos, invertendo-
: a situagdo nos grupos seguintes até o de 55 a 59 anos. Nos dois
‘upos posteriores novamente as taxas para o Brasil ficaram mais
evadas, sendo muito acentuada a diferenca no ultimo desses dois
‘'upos 49,6 % em nosso pais e 19,1% na Franca.

Quanto as comparacdes com os Estados Unidos, as taxas para o
rasil ainda ficaram mais elevadas do que as desse pails, sensivelmente
> grupo de 25 a 29 anos, ¢ levemente nos seguintes até o de 40 a 44
108. A situacdo voltou a ser favoravel ao Brasil no grupo de 65 e
ais, sendo que no de 65 2 69 a superioridade ja era marcante: 61,3%
n comparacido com 38,9%

O Brasil apresentou, repita-se, o padréo caracteristico dos paises
n desenvolvimento, com taxas muito elevadas em correspondéncia aos
‘imeiros grupos de idades ativas e aos grupos das idades senis. O
yroveitamento precoce de jovens e adultos-jovens na forca-de-trabalho,
m prejuizo das funcdes discentes, é caracteristico dos paises em de-
nvolvimento A continuacZo da vida ativa em idades senis, revelando
nao generalizacdo da previdéncia social, bem como a baixa renda
miliar, € outro traco caracteristico. Uma elevada correlacdo negativa
- fora verificada em pesquisa das NacOes Unidas entre a participacéo
1 forca-de-trabalho e a escolaridade, em grande numero de paises em
:ssenvolvimento, para os primeiros grupos de idades ativas.

Dispondo-se de uma, tdbua compleia de sobrevivéncia, correspon-
:nte ao periodo 1966/70, para a populacéo da Franca, realizaram-se,
wra esse pals, calculos paralelos aos ja elaborados para o Brasil, da
édia liquida residual de anos de atividade, até a extincdo da geracéio,
partir da idade z. As taxas de atividade econdmica aplicadas nesse
\lculo, observe-se, correspondiam a 1968, data do censo e aproximada-
ente central do periodo Os resultados desse calculo estdo expostos
2 Tabela, 15

Igualmente para os Estados Unidos, por se dispor de uma tabua
weviade de sobrevivéncia, com bage na mortalidade de 1969, periodo
xm préoximo & data de realizacdo do censo, 1970, realizaram-se cal-
tos da média liquida residual de anos de atividade. Os resultados
yroximativos estdo expostos na Tabela 17.

A vida média ficou sempre mais elevada na Franca e nos Estados
nidos do que no Brasil, enquanto se verificou o contririo em relacéo
média residual de anos de atividade a partir de cada idade exata
ssim, obviamente, a proporcio representada pela média residual de
iividade, em relacdo & vida média, ficou sempre mais elevada no Bra-
l. Nas Tabelas 11, 16 e 18 apresentam-se essas proporg¢oes.
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A diferenca entre a vida média em total e a vida média economica-
mente ativa representa a média de anos de inatividade a partir de cada
idade exata,

Essa média de anos inativos para o Brasil, segundo os dois cil-
culos diferentes realizados para -este pais, ficou bem inferior a verifi-
cada para a Franca, como para os Estados Unidos. A Tabela 19
apresenta esses resultados. Na idade exata de 15 anos encontraram-
se os valores de 14,7 e 13,7, respectivamente, para a Franca e os Esta-
dos Unidos, enquanto para o Brasil, segundo as duas hip6teses adota-
das, o valor atingiu 9,3 e 9,6 anos. Em correspondéncia & idade de 65
anos, a média de anos inativos ficou em torno de 10 anos para os dois
paises desenvolvidos, atingindo cerca de 6 anos para o Brasil.

Se se admitir teoricamente o relacionamento do nivel e do padréo de
mortalidade franceses com a série de taxas especificas de atividade eco-
ndmica brasileira, encontram-se valores da média residual de anos eco-
nomicamente ativos mais elevados do que os revelados pelas Tabelas
12 e 14; logo, uma reducfio da mortalidade acarretaria um correspon-
dente aumento do numero médio de anos ativos, mantidas as demais
condices inalteradas. A Tabela 20 apresenta os resultados desse cal-
culo virtual; & idade exata de 15 anos, um valor superior em 2,5 anos
para a vida média economicamente ativa; & idade de 25 anos, um valor
superior em 2,0 anos; & idade de 35 anos, um valcr superior em 1,4 anos;
etc. (Advirta-se a diferenca entre as referéncias das duas tabuas de
vida adotadas).

Jé se viu que se pode admitir que a média bruta de anos de ativi-
dade econdmica representa teoricamente o numero médio de anos na
forca-de-trabalho de uma geracdo hipotética masculina (ou feminina),
calculado de acordo com a condicdo de que todos sobrevivessem no
fim do periodo potencial de vida ativa e que fossem submetidos em
cada idade as taxas especificas de atividade econdémica observadas em
determinada populacgao.

Assim, diferencas entre a média bruta de anos de atividade e a
expectativa de vida ativa indicam a perda em anos ativos devido a
mortalidade. A Tabela 13 apresenta para o Brasil calculos baseados
nessas diferencas, e ja4 comentados. Parte desses calculos sio agora
estendidos a4 Franca e aos Estados Unidos, comparativamente aos do
Brasil.

A média bruta de anos de atividade é muifo mais elevada no Brasil
do que na Franca e nos Estados Unidos, quando a vida ativa é consi-
derada nas idades de 15 anos e mais. As diferengas ficam menos acen-
tuadas quando se limita a vida ativa até os 65 anos. Como a expecta-
tiva de vida ativa ao nascimento é mais baixa no Brasil, resultou uma
perda em anos ativos devido & mortalidade a partir de 0 anos, mais
elevada no Brasil do que nos dois paises desenvolvidos tomados para
comparacdo. Considerando-se o exercicio da atividade nos anos de 15
e mais, a perda de anos ativos atingiria 18,3 no Brasil, baixando para
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5, na Franca e 8,0 nos Estados Unidos. Considerando-se o exercicio
y atividade entre os 15 e os 65 anos, a perda atingiria 10,2 anos ativos
) Brasil para 4,3 e 5,1, respectivamente, na Franca e nos Estados
nidos,

A expectativa de vida ativa ao nascimento é mais baixa do que a
n correspondéncia & idade 15, sendo acentuada essa diferenca no
rasil e apenas sensivel na Franca e nos Estados Unidos. Assim, a
rda de anos ativos depois da idade 15, devido & mortalidade, ficou
ais baixa do que os valores anteriormente referidos. No Brasil, uma
srda de 12,6 anos ativos em comparacdo com 6,4 na Franca e 6,7 nos
stados Unidos, considerando-se os anos de atividade nas idades de
) e mais.

Quando a atividade fica limitada as idades de 15 a 65 ancs, a
srda de anos ativos depois da idade 15 devido & mortalidade atingiu
0 no Brasil em comparacao com 3,2, na Franca, e 3,9 anos ativos nos
stados Unidos.

FATORES DE VARIACAQ DA TAXA BRUTA DE ATIVIDADE
ECONOMICA NO BRASIL

As dimensbes da forca-de-trabalho s8o determinadas pelas taxas
pecificas de atividade por idade, em cada sexo, € pelo tamanho e
trutura etaria da populacdo, igualmente em cada sexo. As variactes
1 populacdo resultam de mudancas na natalidade, fecundidade, mor-
lidade, migracées, etc., as quais, por sua vez, sfo influenciadas por
tores sociais e econdmicos. Estes Ultimos agem também sobre as
wriagdes nas taxas especificas de atividade. Os fatores interagem uns
bre os outros, sugerinde prudéncia ao se analisarem as variacdes que
orrem nas taxas especificas de atividade, bem como na estrutura por
ade da populacio

Considerando-se o caso especifico do Brasil, observou-se uma dife-
nca de 53,3 para 50,4 na taxa bruta de atividade (em relacéo a popu-
cdo de idade conhecida), quando se passa de 1960 para 1970, obser-
wmdo-se uma variaclo liquida de — 2,9.

Se as taxas especificas de atividade observadas em 1970 fossem
sllicadas a estrutura etaria de 1960, a taxa bruta virfual de atividade
ingiria 50,5 (taxa virtual I); se as taxas especificas observadas em
)60 fossem aplicadas a estrutura de 1970, a taxa bruta virtual de ati-
dade seria igual a 53,3 (taxa virtual II). Veja-se a Tabela 23. O
eito das variacOes nas taxas especificas, admitindo-se a estrutura de
)60, levaria a uma diferenca de — 2,8, admitindo-se a estrutura de
)70, a uma diferenca de — 2,9. O efeito da mudanca de estrutura,
slicando-se as taxas especificas de 1960, levaria a uma diferenca pra-
camente nula, enquanto aplicando-se as taxas especificas de 1970,
1contrar-se-ia uma diferenca de — 0,1. Chega-se a diferenca liquida,
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j& inicialmente referida, de —2,9, quer mediante a operacdo
(50,5 — 53,3) 4+ (50,4 — 50,5) = (— 2,8) + (—0,1) = — 29
quer mediante

(53,3 — 53,3) -+ (50,4 — 53,3) =0+ (— 2,9) = — 29

Assim, o fator preponderante da variacdo da taxa bruta de ativi-
dade, que decresceu levemente no periodo considerado, decorreu das
variagdes observadas nas taxas especificas de atividade por classes de
idade.

TABELA 1

TAXAS DE ATIVIDADE ECONOMICA, EM RELACAO A
POPULACAO DE TODAS AS IDADES, PARA O SEXO
MASCULINO, EM DATAS PROXIMAS A 1970, PARA

ALGUNS PAISES

A PARTIR DA IDADE | TAXA EM RELACAO

PAIS E DE (Anos) PARA A A POPULAGAO DE

DATA DO CENSO POPULACAO ATIVA TODAS 1(&;) IDADES
0
El Salvador (1971) 10 52,8
15 48,2
México (1970) i2 42,6
15 41,4
Estados Unidos (1970) 14 52,6
15 52,4
Brasil (1970) 10 50,4
15 48,0
Chile (1970) 12 46,4
15 46,1
Ira (1966) : 10 50,7
15 46,3
Hungria (1970) 58,9
15 58,9
Suécia (1965) 59,0
15 59,0
Tugosldvia (1971) 56,4
15 56,2
Nova Zelindia (1966) 55,5
15 55,5

FONTE — Demograplic Yeambook, 1972, para a primeira taxa; Tabela 2, constante deste trabalho, para a
segum%;z taxa, de cada pais Para o Brasil dados deduzidos de Censo Dcmogrifico, Brasil, 1970 (Série Nacional, Vo-
jume
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TABELA 2

TAXAS DE ATIVIDADE ECONOMICA, EM RELACAO A
POPULACAO DE TODAS AS IDADES E EM RELACAO
A POPULACAO DE 15 ANOS E MAIS, DO SEXO
MASCULINO, EM DATAS PROXIMAS A 1970, PARA
ALGUNS PAISES

POPU-
LACAO
POPU- MASCU-
POPU- LACAO LINA
LACAO MASCU- LECONO-
rafs n MASCU-~ LINA DE MICA- (d) =100 (e) =100
DATA DO CENSO LINA EM 15 ANOS MENTE (0)/(a} (e}/(b)
TOTAL E MAIS ATIFYA
15 ANOS
E MAIS
(a) (b) (©
Gana (1-3-1970) 4 247 809 2 227 000 1 859 395 43,8 83,5
Tunisia (3-5-1966) 2 314 419 1 230 586 1 027 266 44,4 83,5
El Salvador (29-6-1971) 1 760 618 929 277 849 078 48,2 91,4
México (28-1-1970) 24 065 614 12 708 253 9 958 563 414 78,4
Estados Unidos (1-4-1970) 98 912 192 69 407 460 51 825 242 52,4 74,7
Brasil (1-9-1970) 46 250 499 26 556 762 22 191 972 48,0 83,6
Chile (22-4-1970) 4 321 500 2 585 020 1 991 600 46,1 77,0
Ird (1 a 20-11-1966) 12 981 665 6 952 403 6 012 867 46,3 86,5
Japio (1-10-1970) 50 917 784 38 227 223 32 240 648 63,3 84,3
Franca (1- 3-1968) 24 249 000 18 236 420 13 315 640 54,9 73,0
Hungria (1~1-~1870) 4 098 300 3 887 600 2 942 400 58,9 75,7
Poldnia (8-12-1970) 15 853 618 11 444 420 g 148 810 57,7 70,9
Suéeia (1-11-1965) 3 879 941 3 053 468 2 289 531 59,0 75,0
Inglaterra e Gales (23~4-1971) 23 623 665 17 650 200 14 399 500 61,0 81,6
Iugoslévia (31-3-1971) 10 077 282 7 262 977 5 658 415 56,2 779
Austrélia (30-6-1966) 5 816 359 4 078 621 3 421 814 53,8 83,9
Nova Zelandia (22-3-1966) 1 343 743 897 475 745 557 55,5 83,1

FONTE — Para os dados referentes ao Brasil: Censo Demogrdfico, Brasil, 1970 (Série Nacional, Volume I)
Para os demais paises: Demographic Yearbook, 1972 (United Nations)
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TABELA 3

COMPARACAO ENTRE A TAXA CONVENCIONAL E A
ESTANDARDIZADA DE ATIVIDADE ECONOMICA, PARA O
SEXO MASCULINO, EM DATAS PROXIMAS A 1970, PARA

ALGUNS PAISES

PAIS T TAXA  CONVENOIONAL ESTANDARDIZADA
DATf& DO CEENSO () DE A'%‘%%\;IDADE

Gana (1970) \ 43,8 m

Tunisia (1966) 4.4 ‘ 58,6
El Salvador (1971) 48,2 65,3
México (1970) . . . 41,4 56,7
Estados Unidos (1970) 52,4 54,4
Brasil (1970) 48,0 58,5
Chile (1970) 48,1 55,7
Ira (1966) 46,3 60,3
Japio (1970) 63,3 59,0
Franga (1968) 54,9 53,6
Hungria (1970) 58,9 55,3
Polbnia (1970). 57,7 57,7
Suécia (1965) 59,0 54,5
Inglaterra e Gales (1971) : 61,0 59,3
Tugosldvia (1971). . . 56,2 55,3
Austrdlia (1966) .. 58,8 59,6
Nova Zeldndia (1966) .. . 55,5 59,5

NOTA: — Convencionalmente, para fins meramente comparativos, a populacio economicamente ativa foi con-
siderada. a partir da idade de 15 anos Tomou-se como padriio a composigio relativa por idade, verificada para

2 populacio masculina da Austrélia, em 1971

(D) Nido se dispunha para Gana da distribuigfio por idades dos economicamente ativos
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BELA 4

DADOS SOBRE A NATALIDADE, A MORTALIDADE E O
INCREMENTO NATURAL DE ALGUNS PAISES

TAXA TAXA TAXA TAXA
RENCIA NATA- MORTA- | MENTO FECUNDIDADE | LIDADE
LIDADE | LIDADE |NATURAL IN ,IIE'I:}AN-
1
1965-70 46,6 17,8 28,8 (1) (2) 203-224 (2) 156
ia 1965-70 46,3 16,0 30,3 3) 131,2 4) 125
Jrador 1972 40,7 8,6 32,1 €] 150,8 (5) 52,6
0 1965-70 43,2 8,9 34,3 3) 153,6 ©) 60,9
os Unidos 1973 15,0 9,4 5,6 ©) 53,6 17,6
1965-70 37,8 9,5 28,3 NG 164,5

1970 29,6 8,5 21,1 81,5 78,8

1965-70 454 16,6 28,8 (3) 160,0 .
) 1973 19,4 6,8 12,8 (6) 60,6 11,7
a 1973 16,4 10,7 5,7 (3) 60,6 12,9
ria 1973 15,0 11.8 3,2 ®) 50,6 33,5
ia 1972 17,4 8,0 9,4 55,9 28,5
2 1973 13,5 10,5 3,0 (6) 53,5 9,6
- Unido 1973 13,9 12,0 1,9 ©) 57,3 ) 17,5
lavia 1973 18,0 8,7 9,3 [6)] 58,6 43,3
lia . 1973 18,9 8,5 10,4 (6] 75,9 ©) 16,7
Zelindia 1973 20,5 8,5 12,0 ) 80,8 16,2

4 ~ Taxa geral de fecundidade: ntimero de filhos nascidos vivos de mulheres de 10 a 49 anos por 1 000
yres nas mesmas idades

2or 1 000 mulheres de 15 3 49 anos (2) Para 1960 (3) Para 1870 (4} Para 1969 (5) Para 1971

dara 1972, (7) Extraido de Selected Wo1ld Demogiaphic Indicators, by Countiies (United Nations, 1975), e nfio
‘mogiaphic Yearbook como os demais dados
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TABELA 5a

CRIANCAS E ADOLESCENTES DE MENOS DE 15 ANOS E
VELHOS.DE MAIS DE 65 ANOS, EM RELACAO A POPULACAO
‘EM: IDADES POTENCIALMENTE ATIVAS, 15 A 64 ANOS,
PARA ALGUNS PAfSES (AMBOS OS SEXOS)

CRIANCAS E
ADOLES- 3
CENTES | POPULAGAO

ANO | DE_MENOS | DE 15 A

PAIS DE DE 15 64 ANOS (e)=(a)/(b)
REFE- ANOS E
RENCIA | VELHOS DE
MAIS DE
65 ANOS
(a) (b)

Gana, .. 1970 4 327 460 4 231 853 1,023
Tunisia ‘ : 1966 2 260 056 2 272°872 0,994
Bl Salvador 1971 1 760 963 1788 277 0,985
México 1970 24 078 065 24 147 173 0,997
Estados Unidos’ 1970 77 965 554 125 246 372 0,622
Brasil 1970 42 055 514 50 899 545 0,826
Chile . 1970 3 870 560 4 862 760 0,976
Iri 1966 12 528 434 12 550 489 0,998
Japio 1970 32 546 071 72 119 100 0,451
Franga 1968 18 453 444 31 201 112 0,591
Hungria 1970 3 361 005 6 961 094 0,483
Polénia’ ° 1970 11 363 195 21 258 362 0,535
Suécia 1965 2 609 973 5 156 451 0,506
Inglaterra e Gales 1971 18 071 445 30 678 120 0,589
Tugoslévia L1 7 115 157 13 315 536 0,534
Austrélia ' 1966 4 378 892 7 171 570 0,611
Nova Zelandia 1966 1 095 492 1 581 427 0,693
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TABELA 5b

CRIANCAS E ADOLESCENTES DE MENOS DE 15 ANOS, EM
RELACAO A POPULACAO EM IDADES POTENCIALMENTE

ATIVAS, 15 A 64 ANOS, PARA ALGUNS PAISES
(AMBOS OS SEXOS)

CRIANCAS E
ANO ADOLES- POPULACAO
DE CENTES DE 15 A
PATS REFE- DE MENOS 64 ANOS (c)=(a)/(b)
RENCIA DE
15 ANOS
(a) (b}
Gana,. 1970 4 015 965 4 231 853 0,949
Tunfsia 1966 2 099 324 2 272 872 0,924
El Salvador 1971 1 638 602 1 788 277 0,916
Miéxico 1970 22 286 680 24 147 173 0,923
Estados Unidos 1970 57 900 052 125 246 372 0,462
Brasil 1970 39 130 433 50 899 545 0,769
Chile 1970 3 456 700 4 862 76Q 0,711
Ird 1966 11 560 329 12 550 489 0,921
Japio 1970 25 152 779 72 119 100 0,349
Franca 1968 11 790 960 31 201 112 0,378
Hungria 1970 2 176 507 6 961 094 0,313
Polonia 1970 8 627 476 21 258 362 0,406
Suécia. .. . 1965 1 608 513 5 156 451 0,312
Inglaterra e Gales 1971 11 575 790 30 678 120 0,377
Tugosldvia 1971 5 500 255 13 315 536 0,413
Australia 1966 3 392 488 7 171 570 0,473
Nova Zeldndia. 1966 872 399 1 581 427 0,552
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TABELA 6

TAXAS ESPECIFICAS DE ATIVIDADE ECONOMICA POR
IDADE, A PARTIR DE 15 ANOS, PARA O SEXO MASCULINO,
EM DATAS PROXIMAS A 1970, PARA ALGUNS PAISES
(EM PERCENTAGENS)

PAlS
GRUPOS DE
(Anog%%pDnE):letos) Tunisia Sa]\];];dor Meéxico %s;zﬁ,? Bragil Chile i - Japio
(1966) | “(ro71y | Q970) | (lozey | (1970) | (1070) | (1966) | (1970)
15 a 19 anos 51,4 71,4 52,2 40,7 61,9 42,3 68,0 36,5
20 a 24 anos 91,0 93,7 78,3 79,2 87,5 83,0 90,8 83,5
25 a 29 anos . 96,1 98,5 87,6 92,2 95,2 95,1 96,6 98,2
30 a 34 anos 96,8 99,4 89,6 95,0 96,3 96,3 97,7 98,6
35 a 39 anos 96,7 99,5 90,2 95,6 96,1 96,4 97,9 98,5
40 a 44 anos 96,2 99,4 89,8 94,7 94,8 95,0 97,5 98,3
45 a 49 anos 95,1 99,2 89,6 93,2 92,7 92.8 95,9 98,1
50 a 54 anos 92,5 98,4 88,0 01,3 87,9 87,2 91,2 97,3
55 a 59 anos 86,8 98,0 87,0 81,9 80,7 86,4 94,2
60 a 64 anos 74,2 96,4 73,3 72,6 71,2 74,1 85,8
65 a 69 anos 93,7 38,9 61,3 54,1 ]
70 a 74 anos 74,8 76,0 22,5 36,8 I
75 & 79 anos 46,6 40,4 27,9 t 46,8 54,5
80 a 84 anos 52,3 12,1 24,6 l I
85 anos e mais 16,9 ]
PATS
GRUPOS DE
(Ano:%%glgletos) Fran¢a | Hungria | Poldnia Suécia Izglé:ﬁ;a Il‘:g%,oi:- Austrilia Zggxgia ;
(1968) (1970) (1970) (1965) (1971) 1971 (1966) (19686)

15 & 19 anos 42,5 46,1 3L5 44,6 61,1 41,3 66,2 62,7
20 a 24 anos 71,3 91,5 85,7 67,1 90,5 81,9 92,8 93,6
25 a 29 anos 94,2 98,7 96,3 90,2 97,4 95,1 97,2 9833
30 a 34 arios 97,3 98,3 97,1 95,0 98,2 97,7 97,7 989"
35 a 39 anos. 97,3 98,4 96,8 95,8 98,4 97,6 97,6 ?9,0
40 5 44 anos 96,5 97,0 96,1 95,8 98,2 94,9 97,1 98,8
45 a 49 ancs 95,4 94,8 95,1 95,6 98,2 88,0 96,3 98,1
50 a 54 anos 91,4 92,0 94,1 94,5 97,2 84,7 94,7 96,8
55 a 59 anos 824 85,9 90,9 91,9 95,2 74,2 91,2 92,7
60 a 64 anos 65,7 43,8 83,0 82,4 86,7 62,7 79,5 71,9
65 a 69 anos 24,6 63,6 45,7 31,4 39,7 42,1
70 8 74 anos 14,4 56,3 16,8 21,0 19,3
75 2 79 anos 19,1 50,9
80 a 84 anos 6,8 42,5 5,7 10,9 10,8 6.9

85 anos e mais
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TABELA 7

TAXAS DE ATIVIDADE ECONOMICA PARA O GRUPO DE
65 ANOS E MAIS, EM ALGUNS PAISES

PAfS TAXA DE ATIVIDADE
B PARA O GRUPO DE
DATA DO CENSO 65 ANOS E MAIS

(%)

Tunisia (1966) . 46,6

El Salvador (1971) . 75,1

México (1970) ‘

Estados Unidos (1970) 24,9

Brasil (1970) . 49,6

Chile (1970) - 40,3

Irs (1966) 46,8

Japdao (1970). 54,5

Franga (1968) 19,1

Hungria (1970) . 16,9

Polénia (1970) 56,4

Suécia (1965) 23,9

Inglaterra e Gales (1971) . 19,6

Tugosldvia (1971) 50,9

Austrdlia (1966) 24.9

Nova Zelandia (1966) 23,6

TABELA 8

MEDIA BRUTA DE ANOS DE ATIVIDADE, ENTRE OS 15 E OS 64
ANOS, EM DADOS ABSOLUTOS E EM RELACAO AO VALOR
MAXIMO TEORICO DESSA MEDIA, PARA O SEXO MASCULINO,
EM DATAS PROXIMAS DE 1970, PARA ALGUNS PAISES

. MEDIA BRUTA DE ANOS DE ATIVIDADE
PAIS E
DATA DO CENSO

Percentagem em Relaééo
Dados Absolutos ao Valor Méximo
Tebrico Dessa Média

Tunisia (1966). 438 87,6
El Salvador (1971) 47,7 95,4
Estados Unidos (1970) 42,1 84,2
Brasil (1970) 43,3 86,6
Chile (1970) . 42,0 84,0
114 (1966) 44,8 89,6
Jap#o (1970) 445 89,0
Franga (1968) . 41,7 83,4
Hungria (1970) . 42,3 84,6
Poldnia (1970). ) 43,3 86,6
Suéeia (1965) 42,6 85,2
Inglateira e Gales (1971) 46,1 92,2
Tugosldavia (1971) 40,9 81,8
Australia (1966) .. 45,6 91,2
Nova Zeléindia (1966) 45,5 91,0

NOTA — Neutralizada a influéneia da mortalidade que nfo foi considerada neste primeiro célculo.. Quando se pas-
sar ao estudo da média liquida, os dados obtidos das tdbuas de sobrevivéncia serfo devidamente coorde-
nados gobre a participacio na forca-de-trabalho para que se avalie a perda média em anos devido &
mortalidade
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TABELA 9

MEDIA BRUTA DE ANOS DE ATIVIDADE, ENTRE OS 25 E OS 54
ANOS, EM DADOS ABSOLUTOS E EM RELACAO AO VALOR
MAXIMO TEORICO DESSA MEDIA, PARA O SEXO MASCULINO,
EM DATAS PROXIMAS DE 1970, PARA ALGUNS PAISES

MEDIA BRUTA DE ANOS DE ATIVIDADE
PAIS E

DATA DO CENSO Percentagem em Relacio

Dados Absolutos ao Valor M4ximo
Tedrico Dessa Média

Tunisia (1966) 28,7 95,7
El Salvador (1971) 29,7 99,0
México_(1970) : 26,7 89,0
Estados Unidos (1970) 28,1 93,7
Brasil (1970). 28,2 94,0
Chile (1970) 28,1 93,7
Ira (1966) . 28,8 96,0
Japao (1970) 29,4 98,0
Franga (1968) . 28,6 95,3
Hungria (1970) . ... 29,0 96,7
Polénia (1970). 28,8 96,0
Suécia (1965) 28.3 94,3
Inglaterra e Gales (1971) 29,4 98,0
Tugosldvia (1971) 27,9 93,0
Australia (1966) 29,0 96,7
Nova Zelandia (1966) 29,5 98,3

NOTA — Neutralizada a influéneia da mortalidade, que nfio foi considerada neste tipo de céleulo
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TABELA 10

COORDENACAO ENTRE A DISTRIBUICAO DAS TAXAS DE
ATIVIDADE, POR IDADE, E AS FUNQOES DA TABUA DE
SOBREVIVENCIA, PARA O SEXO MASCULINO
BRASIL (1.9 Calculo hipotético)
Téabua abreviada de sobrevivéncia correspondente a morta-
lidade média do decénio 1960-70, e taxas de atmdade basea-
das no censo de 1970

'

MEDIA LIQUIDA
RESIDUAL DE
ANOS DE
IDADE ATIVIDADE,
EXATA I, slie ATE A
X EXTINCAO DA
GERACAO, A
PARTIR DA:
IDADE EXATA: %
15 anos 86 347 429 405 41,9
20 anos 85 415 423 628 39,3
25 anos - 84 036 416 535 35,5
30 anos 82 578 408 760 © 31,3
35 anos 80 926 399 595 27,1
40 anos 78 912 388 032 22,9
45 anos 767301 372 868 18,9
50 anos 72 846 352 448 15,0
55 anos 68 133 324 872 11,5
60 anos 61 816 288 125 84
65 anos 53 434 241 095 5,8
70 anos 43 004 (1)400 445 3,8

L s
NOTA — Tébua abreviada de sobrevivéncia apresentada no estudo de Richard Irwin e Jofio Lyra Madeira a II
Célculo, pelo sutor da presente comumcacao, da

“média liquida residual de anos de atwndade até a extmg"zo da geracao, a par!;u‘ da idade e}.ata x'
(1) Interpretar como “70 e mais"

TABELA 11

BRASIL — COMPARACAO ENTRE A MEDIA RESIDUAL DE VIDA
ATIVA E A VIDA MEDIA, PARA O SEXO MASCULINO

Conferéncla Nacional de Estatistica (Rio de Janeiro)

MEDIA ‘LIQUIDA
RESIDUAL DE

ANOS DE VIDA MEDIA
LT ATIVIDADE, NA IDADE 2 (©=100 2L
- ATE A . ®)
EXTIN(}AO DA .
GERACAO )
(a) (b)
15 anos 41,9 51,5 81,4
20 anos. 39,3 47,0 83,6
25 anos 35,5 42,8 82,9
30 anos 31,3 38 5 81,3
35 anos 47,1 34,2 79,2
40 anos 22,9 30.,0 76,3
45 anos 18,9 25,9 . 73,0
50 anos 15,0 22,1 67,9 .
55 anos 11,5 18,4 62,5
60 anos 8,4 15,0 56,0
65 anos 5,8 12,0 48,3
70 anos 3,8 9,3 . 40,0
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TABELA 12

BRASIL — TABUA ABREVIADA DE VIDA ECONOMICAMENTE
ATIVA, SEXO MASCULINO

TAXA POPULACAO POPULACAO
ESPE- ESTAGIONARIA | BSTACIONARIA VIDA MEDIA
CIFICA CUMULATIVA NO RESIDUAL
SOBREVI-| NO INTERVALO
DE VENTES | DE @ A G+ INTERVALO DE
ATIVI- NA (@) A (w)
IDADE DADE IDADE
o] nen | @
X, -
y (EM D . Econo- Anos
VALO TOTAL) Em Econo Em mica~ Aer;::s Econo- | Anos
DE (1x) Total mics Total mente mica- | Ina-
@ A (51 XX:.“te (Tx) Ativa 'IEc;tal mente | tivos
(’2(47')5) x iva (T%) € | Ativos
0
0 ano 0 100 000 446 355 0 576L489 3702118 57,6 37,0 206
5 anos .. 0 87 639 436 278 0 531513¢ 3702118 60,6 42,2 184
10 anos 19,18 86 872 433 048 83 059 4 878 856 3 702 118 56,2 42,6 13,6
15 anos 61,92 86 347 420 405 265 888 4 445 808 3 619 059 51,5 41,9 9,6
20 anos 87,46 85 415 423 628 370 505 4 016 403 3 353 171 470 393 77
25 anos 95,25 84 036 416 535 396 750 3 592 775 2 982 666 42,8 355 7.3
30 anos . 96,34 82 578 408 760 393 799 3 176 240 2 585 916 385 31,3 7,2
35 anos 96,11 80 926 399 505 384 051 2 767 480 2 192 117 342 27,1 71
40 anos 94,85 78 912 388 032 368 048 2 367 885 1808 066 30,0 22,9 7.1
45 anos 92,67 76 301 372 868 345 537 1 979 853 1440 018 259 189 7,0
50 anos 87,89 72 846 352 448 309 767 1 606 985 1 094 481 22,1 15,0 7,1
55 anos 81,80 68 133 324 872 266 038 1 254 537 784 714 184 115 6,9
60 anos 72,63 61 816 288 125 209 265 929 665 518 676 150 84 6.6
65 anos 61,30 53 43¢ 241 095 147 791 641 540 309 411 12,0 5,8 6,2
70 anos (1)40,36 43 004 (1)400 445 (1)161 620+ (1)400 445 (1)161 620 9,3 3.8 5,5

O]

Entenda-se “70 anos e mais”

TABELA 13

BRASIL — CALCULO DA PERDA DE ANOS DE VIDA ATIVA,
POR EFEITO DA MORTALIDADE (SEXO MASCULINO)

ANOS DE ANOS DE ANOS DE
ATIVIDADE ATIVIDADE ATIVIDADE
ESPECIFICACAO NAS IDADES ENTRE AS ENTRE AS
DE 15 E IDADES DE IDADES DE
MAIS 15 E 70 15 B 65
0 Mé&dia bruta de anos de vida ativa 54,5 46,4 43,3
2 Expectativa de vida ativa ao nascimento 36,2 34,6 33,1
8  Perda de anos ativos, por mortalidade (1)~
2 18,3 11,8 10,2
4 Expectativa de vida ativa na idade 15 41,9 40,0 38,3
5 Perda de anos ativos por mortalidade, de-
pois da idade 15(1)-(4) 12,6 6,4 5,0
ANOS DE ANOS DE ANOS DE
ATIVIDADE ATIVIDADE ATIVIDADE
ESPECIFICACAO NAS IDADES ENTRE AS ENTRE AS
DE 15 E IDADES DE IDADES DE
MAIS 10 E 70 10 E 65
1  Média bruta de anos de vida ativa 55,4 47,4 44,3
2 Ezxpectativa de vida ativa ao nascimento 37,0 35,4 33,9
3  Perda de anos ativos, por moratalidade (1)~
@.. . 18,5 12,0 10,4
4 Expectativa de vida ativa na idade 10 42,6 40,8 39,1
5 Perda em anos ativos por mortalidade, de-
pois da idade 10(1)-(4) 12,9 6,6 5,2
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TABELA 14

BRASIL — TABUA ABREVIADA DE VIDA ECONOMICAMENTE
ATIVA, COM BASE NAS TABUAS-MODELO DE
SOBREVIVENCIA DE ANSLEY J. COALE E PAUL
DEMENY, SEXO MASCULINO

TAXA POPULACXO POPULACAO
ESPE- ESTACIONARIA ESTACIONARTA VIDA MEDIA
CIFICA |gopRRVI-| NO INTERVALO | CUMULATIVA IO RESIDUAL
DE VENTES DE (x A (x+5) INTERVALO DE
aTIvr. | VENT @ A (w)
IDADE | DADE | ipipE
(EM _ Econo- Anos
Vﬁgo TOTAL) Em Eltrzlo.;m_ Em mieca- tx;(‘)s Econo- | Anos
@ A (1x) To{al meln:e Total Ige.nte Tota] | mica- { Ina-
@45 (80 Ativa (Tx) ¢ %1";3 (&) m_glgz tivos
(%)
0 ano 0 100 000 454 610 0 5765640 3609175 57,7 31,0 207
5 anos 0 89 092 443 052 0 5311030 3699175 506 415 181
10 anos 19,18 83 129 438 851 84 172 4 867 987 3 699 175 552 420 132
15 anos 61,92 87 412 434 253 268 889 4 429 136 3 615 003 50,7 414 9,3
20 anos 87,46 86 280 427 526 373 914 3 994 883 3 346 114 46,3 388 7,5
25 anos 95,25 84 721 410 505 399 579 3 567 357 2 972 200 42,1 351 7,0
30 anos 96,34 83 081 410 830 305 7904 3 147 852 2 572 621 379 310 6,9
35 anos 96,11 81 251 400 796 385 206 2 737 022 2 176 827 337 268 6,9
40 anos 94,85 79 067 388 307 368 305 2 336 226 1791 622 295 227 6,8
45 anos 92,67 76 201 372 386 345 090 1 947 829 1 423 227 255 187 88
50 anos 87,89 72 663 351 070 308 555 1575443 1078 137 21,7 148 6,9
55 anos 81,89 67 765 322 544 264 131 1224 373 769 582 181 114 6,7
60 anos 72,63 61 253 284 794 206 846 901 820 505 451 14,7 8,3 6,4
65 anos 61,30 52 665 236 725 145 112 617 035 298 605  1L7 57 6,0
70 anos 140,36 42 025 1380 310 1153 493 1380 310 1153 493 9,0 37 53

NOTA — Média dos niveis 17 e 18, das tabuas-modelo de mortalidade, apresentadas em Regional Model Life Tables
and Stable Populaticns, Ansley J Coale e Paul Demeny (Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1966)

1 Entenda-se ‘70 anos e mais”
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TABELA 15

COORDENACAO ENTRE A DISTRIBUICAO DAS TAXAS DE
ATIVIDADE, POR IDADE, E AS FUNCOES DA TABUA DE
SOBREVIVENCIA, PARA O SEXO MASCULINO
FRANCA Tabua completa de sobrevivéncia correspondente a4 morta
lidade cobservada no periodo 1966-70, e taxas de atividad

baseadas no censo de 1968

MEDIA LIQUIDA
RESIDUAL DE

ANOS DE
IDADE ATIVIDADE,
EXATA 1, 5L ATE A
« EXTINCAO DA
GERACAO, A
PARTIR DA

IDADE EXATA =z

15 anos 97 273 485 115 40,1
20 anos 96 704 481 643 38,2
25 anos 95 946 477 780 35,0
30 anos. 95 156 473 515 30,5
35 anos 94 206 467 838 25,9
40 anos 92 841 459 408 21,4
45 anos 90 790 446 704 17,0
50 anos 87 690 427 799 12,8
55 anos 83 161 400 118 8,8
60 anos 76 470 359 875 5,2
65 anos 67 023 (1)851 056 2,4

NOTA — Os valores 5,1{ foram calculados pelo autor da presente comunicagic com base nos elementos da tdbu
completa de sobrevivéneia, que apresentava & funciio lx para todos os aniversdrios até a extincfio da geracd
hipotética Vide ‘“T.a Population de la France’’ (in ‘“Population’”, Numero Spécial, juin, 1974). Céleulc
também pelo autor da presente comunicagfio, da “média liquida residual de anos de atividade, até a extin
¢fio da geracgiio, a partir da idade exta x”

(1) Interpretar como “65 e mais”
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TABELA 16

FRANCA — COMPARACAO ENTRE A MEDIA RESIDUAL DE

VIDA ATIVA E A VIDA MEDIA, PARA O SEXO
MASCULINO

MEDIA LIQUIDA
RESIDUAL DE

IDADE ANOS DE VIDA MEDIA
EXATA AT}&";‘%)A?E’ NA IDADE =z (©)=100 Ez;
o EXTINCAO DA
GERACAO
(@) (P)

15 anos 40,1 54,8 73,2
20 anos 38,2 50,1 76,2
25 anos 35,0 45,5 76,9
30 anos 30,5 40,8 74,8
35 anos 25,9 36,2 71,5
40 anos 21,4 31,7 67,5
45 anos. 17,0 27,4 62,0
50 anos 12,8 23,2 55,2
55 anos 8,8 19,4 45,4
60 anos 5,2 15,8 32,9
65 anos. 2,4 12,7 18,9
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TABELA 17

COORDENACAO ENTRE A DISTRIBUICAO DAS TAXAS DE
ATIVIDADE, POR IDADE, E AS FUNCOES DA TABUA DE
SOBREVIVENCIA, PARA O SEXO MASCULINO

ESTADOS UNIDOS Tébua abreviada de sobrevivéncia correspondente
a mortalidade observada no ano de 1969, e taxas
de atividade baseadas no censo de 1970

MEDIA LIQUIDA
RESIDUAL DE
ANOS DE
IDADE ATIVIDADE,
EXATA I, 5L ATE A
z EXTINC@O DA
GERACAO, A
PARTIR DA
IDADE EXATA =z
15 anos 96 774 482 066 40,3
20 anos 95 979 477 232 38,6
25 anos 94 900 472 072 35,1
30 anos 93 931 467 079 30,8
35 anos 92 857 460 815 26,4
40 anos 91 369 451 699 22,0
45 anos 89 146 438 068 17,7
50 anos 85 828 417 452 13,6
55 anos 80 854 387 127 9,8
60 anos 73 622 344 544 6,2
65 anos 63 787 289 624 3,2
70 anos 51 764 224 037 1,7
75 anos 37 695 (1)813 577 1,0
NOTA — Tébua abreviada de sobrevivéncia apresentada em “Life Tables” — Volume II, Section 5 (Vital

Statistics of the United States, 1969, U S A, Department of Health, Education and Welfare) Cileulo, pelo autor
da presente comunicagfio, da “média liquida residual de anos de atividade até a extincfio da geragiio, a partir da idade
exata z''

1) Interpretar como “75 e mais”
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TABELA 18

ESTADOS UNIDOS — COMPARACAO ENTRE A MEDIA
RESIDUAL DE VIDA ATIVA E A VIDA MEDIA,
PARA O SEXO MASCULINO

MEDIA TLIQUIDA
RESIDUAL DE .
IDADE ANOS DE VIDA MEDIA
ATIVIDADE, NA IDADE =2 (a)
EXATA ATE A (c)=100——+
x o ()
) EXTINCAO DA
GERACAO
(a) (b)

15 anos 40,3 54,0 74,6
20 anos 38,6 49,4 78,1
25 anos 35,1 45,0 78,0
30 anos 30,8 40,4 76,2
35 anos 26,4 35,8 73,7
40 anog 22,0 31,4 70,1
45 anos 17,7 27,1 65,3
50 anos 13,6 23,0 59,1
55 anos 9,8 19,3 50,8
60 anos 6,2 15,9 39,0
65 anos 3,2 13,0 24,6
70 anos 1,7 10,4 16,3
75 anos 1,0 8,3 12,0
TABELA 19

COMPARACAO ENTRE OS VALORES DA VIDA MEDIA EM TOTAL,
DA VIDA MEDIA ECONOMICAMENTE ATIVA E DA VIDA MEDIA
DE INATIVIDADE PARA DOIS PAISES DESENVOLVIDOS
(FRANCA E ESTADOS UNIDOS) E O BRASIL

Vida Média Residual
IDADE FRANCA ESTADOS UNIDOS | BRASIL (1= Hipotese) | BRASIL (2 ® Hipbtese)
EXATA ] |
(@) Anos FAnos Anos Anos Anos Anos Anos Anos
e | Jmoono- Anos ot Eeono- JIXnos om Econo- ?nos om Ecpn(i- z}rrllo-s
o | | e | g8 | e | Do | 0 | i | I | g8 | i | o
(€x) | Ativos (&) | Ativos (&) | Ativos O | Ativos
15 anos 54,8 40,1 14,7 54,0 40,3 13,7 51,5 41,9 9,6 50,7 41,4 9,3
20 anos 50,1 38,2 11,9 49,4 38,6 10,8 47,0 39,3 7,7 46,3 38,8 7,5
25 anos 45,5 35,0 10,5 45,0 35,1 9,9 42,8 35,5 7,3 42,1 35,1 7,0
30 anos 40,8 30,5 10,3 404 308 9,6 385 31,2 7.2 379 310 6,9
35 anos 36,2 25,9 10,3 35,8 26,4 9,4 34,2 27,1 7,1 33,7 26,8 6,9
40 anos 31,7 21,4 10,3 31,4 22,0 9,4 30,0 229 71 29,5 22,7 6,8
45 anos 27,4 17,0 10,4 27,1 17,7 9,4 25,9 18,9 7,0 255 18,7 6,8
50 anos 23,2 12,8 10,4 23,0 13,6 9,4 22,1 15,0 7,1 21,7 14,8 6,9
55 anos 19,4 8,8 10,6 19,3 9,8 9,5 18,4 11,5 6,9 18,1 11,4 6,7
60 anos 15,8 5,2 10,6 15,9 6,2 9,7 15,0 8,4 6,6 147 8,3 6,4
65 anos 12,7 2,4 10,3 13,0 3,2 9,8 12,0 5,8 6,2 11,7 5,7 6,0

70 anos 10,0 10,4 w7 87 93 38 55 90 37 53
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TABELA 20

EXPECTATIVA DE VIDA ATIVA, SEGUNDO DOIS PADROES DE
MORTALIDADE E AS MESMAS TAXAS ESPECIFICAS, POR
IDADE, DE ATIVIDADE ECONOMICA

MEDIA LIQUIDA RESIDUAL DE
ANOS DE ATIVIDADE ATE A
EXTINCAO DA GERACAO,
APLICANDO-SE AS TAXAS
IDADE ESPECIFICAS DE ATIVIDADE
EX(A;I‘A BRASILEIRAS E A (c)=(a)—(b)
z
Mortalidade da Mortalidade da
Populagio Brasileira | Populagio Francesa
(1960-70) (1966-70)
(a) (b)
15 anos . 41,9 44,4 -—2,b
20 anos . 39,3 41,6 —2,3
25 anos 35,5 37,5 —2,0
30 anos 31,3 33,0 —1,7
35 anos 27,1 28,5 —1,4
40 anos 22,9 24,1 ~—1,2
45 anos 18,9 19,8 —0,9
50 anos 15,0 15,8 —0,8
55 anos. 11,5 12,2 —0,7
60 anos . 8,4 8,9 —0,5
65 anos . 5,8 6,3 —0,5
TABELA 21

COMPARACAO ENTRE A MEDIA BRUTA DE ANOS DE ATIVIDADE
E A EXPECTATIVA DE VIDA ATIVA, PARA O SEXO
MASCULINO, NO BRASIL E EM ALGUNS PAISES

DESENVOLVIDOS
PAfS
Brasil Franca Estados Unidos
ESPECIFICACXO Anos de Anos de Anos de Anos de Anos de Anos de
Atividade, | Atividade, | Atividade, | Atividade, | Atividade, | Atividade,
nas entre as nas entre as nas entre as
Tdades de | Idades de | Idades de | Idades de | Idades de | Idades de
15 Anos e 15 e 65 15 Anos e 15 e 65 15 Anos e 15 e 65
Mais Anos Mais Anos Mais i Anos
1 Média bruta de anos de ati-
vidade .. . 54,5 43,3 46,5 41,7 47,0 42,1
2  Expectativa de vida ativa ao
nagcimento 36,2 33,1 39,0 37,4 39,0 37,0
8 Perda de anos de atividade
devido & mortalidade
1) ~— (2) 18,3 10,2 7.5 4,3 8,0 5,1
4 Expectativa de vida ativa
na idade de 15 anos . ... 41,9 38,3 40,1 38,5 40,3 38,2
5 Perda de anos de atividade
devido & mortalidade
- @ 12,6 5,0 6,4 3,2 6,7 3.9
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TABELA 22

DISTRIBUICOES PROPORCIONAIS POR IDADE DAS POPULACOES
MASCULINAS DO BRASIL, FRANCA E ESTADOS UNIDOS

GRUPOS DE
IDADE

PROPORCAO DOS

HABITANTES DE

CADA GRUPO DE
IDADE, EM RELACAO
A0 TOTAL DE IDADE

PROPORCAO DOS
HABITANTES DE
CADA GRUPO DE
IDADE, ACIMA DE 15
ANOS, EM RELACAO
AO TOTAL DE 15

(Anos Completos) .
CONHECIDA ANOS E MAIS
Brasil %S;’?ggss Franca Brasil }%"ﬁfgg: F;anga
1
TOTAL 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000
0 a 4 anos 15,074 8,842 7,324 — — —
5a 9 anos 14,706 10,280 8,828 — — —
10 a 14 anos 12,834 10,707 8,694 — — —
15 a 19 anos , 10,804 9,740 8873 18,826 13,880 11,806
20 a 24 anos 8,731 8,004 7,007 15215 11,407 10,641

25 a 29 anos
30 a 34 anos
35 a 39 anos
40 a 44 anos
45 a 49 anos
50 a 54 anos
55 a 59 anos
60 a 64 anos
65 a 69 anos

70 anos e mais

6,863 6,694 6,119
6,057, 5,657 6,580
5,411 5,472 7,060
4,049 5,883 6,906
3,882 5,916 6,325
3,215 5,407 3,938
2,509 4,818 5,597
1,953 4,071 5,161
1,308 3,157 4,388
1,704 5,352 6,201

11,959 9,540 8,142
10,555 8,062 8,768
9,430 7,798 9,394
8,624 8,384 9,188
6,765 8,431 8,416
5,602 7,705 5,240
4,372 6,866 7,447
3,404 5,802 6,868
2,279 4,498 5,839
2,969 7,627 8,251
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TABELA 23

CALCULO DE TAXAS VIRTUAIS DE ATIVIDADE ECONOMICA,
POPULACAO MASCULINA BRASIL, 1960 E 1970

TAXAS TAXAS
ESTRU- ESPECI- ESTRU- ESPECI-

GRUPOS DE TURA FICAS DE CACULO TURA FICAS DE CACULO

IDADE ETARIA |{ATIVIDADE| DA TAXA ETARIA ATIVIDADE | DA TAXA

(Anos Completos) DE ECONO- VIRTUAL DE ECONO- VIRTUAL
1960 MICA I 1970 MICA I

1970 1970
(%) (%)

0 e mais anos . 100,0 — 50,5 100,0 — 53,3
0 a 9 anos 30,7 — — 29,8 — —
10 a 14 anos 12,2 19,2 2,3 12,8 22,7 2,9
15 a 19 anos 10,0 61,9 6,2 10,8 71,7 7,7
20 a 24 anos 8,7 87,5 7,6 88 91,8 8,1
25 a2 29 anos 7,3 95,2 6,9 6,8 96,5 6,6
30 a 34 anos 6,5 96,3 6,3 6,1 974 5,9
35 a 39 anos 5,6 96,1 5,4 5,4 97,2 5,2
40 a 44 anos 4,7 94,8 4,5 4,9 96,4 4,7
45 a 49 anos 4,0 92,7 3,7 3,9 95,4 3,7
50 a 54 anos 3,2 87,9 2,8 3,2 92,3 3,0
55 a 59 anos 2.4 81,9 2,0 2,5 87,6 2,2
60 a 64 anos 2,1 72,6 1,5 2,0 79,4 1,6
65 a 69 anos 1,1 61,3 0,7 1,3 69,1 0,9
70 anos e mais 1,5 40,4 0,6 1,7 48,2 0,8
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RESUMO

O estudo visou a apresentar relacoes entre a participacdo na for-
ca-de-trabalho e as fungdes de sobrevivéncia (numero de sobreviventes
e populagdo estaciondria, ou melhor, nimero de pessoas-anos vividos
pela geracio da tabua em dado intervalo de idade). Recorreram-se,
para esse objetivo, aos resultados de censos demogréaficos e as tabuas de
vida baseadas na mortalidade observada em periodos correspondentes.

As comparacoes foram estendidas a paises tipicos de varios esta-
gios de desenvolvimento socio-econémico, sendo destacado o caso do
Brasil. A anilise reflete a preocupacdo da utilizacdo de seus resultados
em pesquisas visando a um melhor aproveitamento do capital-humano
na programacio do planejamento.

by

O capitulo dedicado & conceituacdo da forca-de-trabalho se es-
tendeu pela exposicdo da complexidade de se obterem dados compara-
veis, a nivel nacional, de seus efetivos, classificados por sexo, idade,
etc., combinadamente a caracteristicas sociais e econdmicas, tendo em
vista o estudo da interacdo entre fatores estritamente demogréaficos e
os sociais, econémicos, culturais, histéricos, etc.

Comentaram-se as limitacées dos conceitos de taxas brutas, “con-
vencionais” e especificas de atividade.

Desenvolveu-se, principalmente, a aplicacdo de tabuas de vida ati-
va para se obterem as medidas liquidas médias de permanéncia na for-
ca-de-trabalho, em relagcio aos sobreviventes em total e aos sobreviven-
tes ativos.

Admitindo-se constituir a “média bruta” de anos de atividade uma
expectativa de vida ativa ndo afetada pelo fator mortalidade, pode a
mesma ser comparada a vida média residual de anos de atividade, em
cujo calculo o fator mortalidade é considerado. A diferenca entre os dois
indicadores daria uma medida virtual da perda em anos de vida ativa
motivada pela mortalidade.

O contraste entre a situacdo dos paises ditos “desenvolvidos” e
dos ainda “em desenvolvimento” ficou bem elucidado, com a caracte-
rizac@o do desperdicio de anos de atividade em virtude da mais elevada
mortalidade entre os tltimos. Logo, uma reducio da mortalidade acar-
retaria um correspondente aumento do nimero médio de anos ativos,
mantidas as demais condicdes inalteradas.
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RESUME

L’¢tude a pour but presenter des relations entre la participation
dans la force-de-fravail et les fonctions de survie (nombre des survi-
vants et population stationnaire, c’est-a-dire, le nombre des personnes-
années vécues par la cohorte de la table de survie dans un intervalle
d’age) pour la population du sexe masculin. Pour cet objectif, on a
utilisés les résultats des recensements de population et les tables de
survie basées sur la mortalité observé dans les périodes correspondentes.

Les comparaisons ont étées étendues a des pays typiques de chaque
étage du développement social et économique, étant mis en evidence
le cas spécifique du Brésil. L’Analyse réfléte la préocupation d’utilisa-
tion de ses résultats aux recherches dont l’objectif serait un meilleur
profit du capital-humain dans le programme du développement.

Le chapitre devoué au concept de force-de-travail a été étendu par
I’exposition de la complexité d’obtention des données comparables, &
niveau national de leurs effectifs, classifiés par sexe, age, efc, en
combinaison avec des caracteristiques sociales et économiques, ayant
pour but I'analyse de l'interaction entre les facteurs strictement démo-

graphiques et les fauteurs sociaux, économiques, culturales, histori-
ques, ete.

Les limitations des concepts de taux bruts, “conventionnels” et
spécifiques d’activité ont étés développés.

On a étudiée, principalement, Papplication des tables de vie active
a l'obtention de mésures nettes moyenes de permanence dans la force-
de-travail, en rélation avec le nombre total des survivants et le nombre
des survivants actifs.

On a accepté constituer la moyenne brute des ans d’activité une
expectative de vie active non affecteé par le facteur mortalité; ainsi
cette moyenne peut étre comparée a l’espérance de vie active, dont le
calcul emploie le facteur mortalité. La différence entre ces deux indi-
cateurs donne une mésure théorique de la perte des ans de vie active
determinée par la mortalité.

Le confraste enfre la situation des pays “développés” e les pays
“en voie de développement”’ a été bien éclairci avec la caractérisation
de la perte des ans d’activité determinée par la mortalité plus élevée
parmi des derniers. Une réduction, ainsi, de la mortalité aurait par
conséquence une correspondante augmentation du nombre moyen des
anées vécues, inalterées toutes les autres conditions.
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1. INTRODUCAO

A crescente concentracdo populacional em uns poucos aglomera-
dos urbanos do pafs tem sido o fator responsdvel por uma preocupagio
cada vez maior com os efeitos deste processo, redundando na imple-
mentacgéo de politicas de desenvolvimento urbano.

Constatou-se através dos resultados do Censo Demografico de 1970
que mais da metade da populagdo brasileira (56%) se localizava nas
cidades e nas vilas. Analises mais detidas mostraram que pouco mais
de 70% da populacio urbana brasileira, naquela data, estavam concen-
tradas em 351 aglomerados urbanos com populacdo superior a vinte

mil habitantes 1.

1 BREMAEKER, Francois E J de As cidades biasileiras Revista Brasileira de Estatistica, Rio de

Janeiro, 34 (135) : 283-406, jul /set 1973

Revy bras Estat, Rio de Janeiro, 38(150) ; 159-176, abr /jun 1977



A evolucdo do crescimento populacional brasileiro desde 1940 até
1970 apresentou diferentes tendéncias ritmicas, aumentando em 2.3
vezes. Neste mesmo espaco de tempo a populacdo urbana apresentou
um crescimento de 4,1 vezes, passando de 12,9 para 52,9 milhdes de
pessoas 2.

Foram institucionalizadas as regides metropolitanas — através das
Leis Complementares niimeros 14 e 20, respectivamente de 8 de junho
de 1973 e de 1 de julho de 1974 — que concentravam em seus 117
municipios (menos de 3% dos municipios brasileiros), em 1970, uma
quarta parte da populacéo brasileira e mais de 42% da populagdo ur-
kana do paiss3.

Entretanto, a relativamente recente preocupacio em encontrar
uma solugéo para este novo problema levou ao esquecimento um antigo
fantasma que assola os municipios brasileiros: o éxodo demografico.

A migracao interna, seja do campo para a cidade seja da cidade
pequena para uma cidade média ou grande, é um fato. Nada menos
de 32,5% da populacdo brasileira se localizam em, municipios de onde
néo é natural, 56,4% provém de zona urbana — cidade ou vila —
enquanto que os 43,6% restantes s&o oriundos da zona rural.

Do total de migrantes até a data do ultimo recenseamento — en-
tendendo-se como migrante aquele que nfo habita o municipio de
nascimento — 58,8% destes se deslocaram no periodo entre 1960 e 1970,
enquanto que os restantes o fizeram anteriormente a 1960. Estes que
migraram nos dez anos compreendidos entre um recenseamento e ou-
tro representam 19,1% do total da populacdo brasileira.

2. PANORAMA MUNICIPAL

Enquanto o Brasil cresce demograficamente a uma taxa anual
equivalente a 2,90%, que o levard aos 125,8 milhGes de habitantes em
1980; e a sua populacdo urbana cresce a um ritmo avassalador, 5,15%
ao ano, devendo assegurar-lhe no final da atual década uma populacéo
de 87,5 milhdes de habitantes, nada menos que 907 municipios — 23%
do total de municipios brasileiros — acusaram perda de populacdo no
periodo compreendido entre os Censos de 1960 e 1970.

Este fendmeno torna-se mais surpreendente ainda quando se veri-
fica que quase dois tercos destes municipios (64,3% do total) perten-
cem a Regido Sudeste, aquela que apresenta os mais elevados indices
de urbanizacio e onde se localizam nada menos que 53,1% das cidades
brasileiras que em 1970 possuiam populagdo superior a vinte mil habi-
tantes.

2 BEREMAEKER, Francois E J de Trés décadas de wbanizagio no Brasil: 1940-1970 Revisie de
Administracdo Municipal; Rio de Janeiro, 23 (134) : 31-44, jan /fev 1976

3 BREMAEKER, Fiancgols E. J de As regifes metropolitanas brasileiras Revista de Administracdo
Municipal, Rio de Janeiro, 22 (180) : 43-53, maio/jun. 1975
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Do total de municipios da Regido Sudeste, 41,4% deles acusaram
perda de populacdo nos dez anos que antecederam o ultimo Censo. Nas
demais regides, a Nordeste apresentava 14,0% dos municipios perdendo
populacédo, a Sul 13,0% e a Norte 10,5%. A Regifo Centro-Oeste deti-
nha o menor indice, tendo apenas 7,5% dos seus municipios a sofrer
perda de populagdo.

Sob o ponto de vista do tamanho da populagéo, verifica-se maior
incidéncia do fenémeno dentre os municipios de menor populagdo. Dos
rnunicipios que em 1970 apresentavam até 2 mil e de 2 a 5 mil habi-
tantes, respectivamente 35,1% e 35,6% deles apresentaram decréscimo
populacional entre 1960 e 1870. Mesmo dentre os que se situavam na
faixa de tamanho entre 5 mil e 10 mil habitantes, a cifra ainda era
relativamente elevada: 30,5% dos casos.

J4 para os municipios situados na faixa de tamanho de populacéao
entre 10 mil e 20 mil habitantes este indice cai para 20,9%, enquanto
para os municipios entre 20 mil e 50 mil habitantes, os que perdiam
populacdo chegavam a 11,9% do total da faixa.

Para os municipios com populagdo entre 50 mil e 100 mil habitan-
tes, a incidéncia do fendmeno do esvaziamento demografico era bas-
tante fraca: 3,2% dos casos, enquanto que em nenhum municipio com
populacgdo superior a 100 mil habitantes em 1970 havia casos de perda,
de populacio.

Na Regifio Sudeste, que participa com quase duas tercas partes
do numero de municipios que perderam populacgdo, dois Estados — o
de Minas Gerais, com 307 municipios e o de S&o Paulo, com 237 muni-
cipios — séo praticamente os responsaveis por todos os municipios que
perderam populacdo: 92,9% do total de casos. Os restantes 7,1% ficam
por conta dos Estados do Espirito Santo, com 3,8% e do Rio de Janeiro,
com 3,3%.

TABELA 1

DISTRIBUICAO DOS MUNICIPIOS QUE PERDERAM POPULACAO
ENTRE 1960 E 1970, SEGUNDO AS GRANDES REGIOES
BRASIL — 1970

FAIXAS DE GRANDES REGIOES
TAMANTIO DA
POPULACAO BRASIL Connon
(Por Mil Habitantes) Noite | Noideste | Sudeste Sul Oesto
TOTAL 907 15 193 583 93 23
A 2 20 — 6 10 1 3
2 5 218 2 23 166 17 10
5~ 10 328 8 59 219 36 6
10 -~ 20 239 5 72 127 33 2
20 - 50 97 — 32 58 5 2
50 +~ 100 5 — 1 3 1 —

TFONTE: IBGE, Sinopse Preliminar do Censo Demogréifico VII e VIII Recenseamentos Gerais do Biasil — 1960
e 1970
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Na Regido Nordeste, a segunda no numero de municipios que per-
deram populacédo entre 1960 e 1970, encontra no Estado da Bahia, com
68 casos — 35,2% do total regional — a maior participagao individual.
Segue-se-lhe em importancia o Estado da Paraiba, com 38 casos —
19,7% do total regional Estes dois Estados detém, pois, mais da metade
dos municipios nordestinos que perderam populacio.

Em terceiro plano aparecem os Estados do Maranhao (23 casos)
e de Pernambuco (22 municipios), vindo logo atrés o Estado de Ala-
goas (15 unidades) e o de Sergipe com 13 municipios. Representando
menos de 5% do namero de municipios, individualmente, aparecem o
Rio Grande do Norte (8), o Ceara (3), o Piaui (2) e o Territério Fede-
ral de Fernando de Noronha com seu unico municipio

Quanto & Regido Sul, a terceira em numero de municipios que
perderam populagdo entre 1960 e 1970, mais da metade das ocorrén-
cias se encontra no Estado do Parana (59 casos), vindo a seguir o
Rio Grande do Sul (24) e Santa Catarina com 10 municipios.

Na Regiao Centro-Oeste, com 23 casos, duas tercas partes dos muni-
cipios pertencem ao Estado de Goids, sendo que a outra terca parte
é representada pelos municipios mato-grossenses.

Finalmente, na Regifo Norte, os Estados do Amazonas ¢ do Pard
— Unicas Unidades da Federacdo a apresentar municipios com perda
de populacdo — dividem os 15 municipios da regifo, ficando 60% com
o Estado do Amazonas e 40% com o do Para.

3. ALGUMAS RELACOES

Procurou-se de inicio relacionar as causas da perda de populacio a
situacdes supostamente logicas, tais como' & instabilidade dos limites
municipais ou & criacfo de novos municipios; a fraca densidade demo-
grafica, ou ainda & ja pouca expressdo do contingente demografico
como estimulo & migracio.

Entretanto, de todos os municipios que perderam populacdo no
Brasil, 28,1% foram criados entre 1960 e 1970; 16,5% sofreram desmem-
bramento de area neste periodo, mas mais da metade deles, 55,4% dos
municipios, manteve a mesma &area nesta década.

A nivel regional, as unicas distor¢des ocorreram nas Grandes Re-
gides Nordeste e Sul, que apresentaram um maior ntmero de casos
dentre os municipios criados no periodo, muito embora esta margem
nio va além dos 43% do total regional no Nordeste e de 37,6% na
Grande Regido Sul.
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MUNICIPIOS QUE PERDERAM POPULACAO ENTRE 1960 ¢ 1970
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TABELA 2

DISTRIBUICAO DOS MUNICIPIOS QUE PERDERAM POPULACAO
ENTRE 1960 E 1970, SEGUNDO A SUA SITUACAO TERRITORIAL

BRASIL SITUACAO TERRITORIAL
E
GRANDES TOTAL Criad Sofreram
REGIOES Normal Ii;:r’o fi no Desmembramento
1odo de Area
BRASIL 907 502 255 150
Norte 15 9 3 3
Nordeste 193 70 83 40
Sudeste 583 378 132 73
Sul 93 29 35 29
Centro-Oeste 23 16 2 5

FOEI7TE: IBGE Sinopse Preliminar do Censo Demogréfico VII e VIII Recenseamentos Gerais do Brasil — 1960
e 1970

Com relacdo & distribuicdo espacial dos municipios que apresenta-
ram perda de populacdo (Mapa 1), ao contrario do que se poderia tal-
vez imaginar, estes se encontram quase que integralmente nas areas
onde é maior a participacdo do efetivo populacional (confrontar com
o Mapa 2) e onde ocorrem, por conseguinte, os indices mais elevados
de densidade demografica (confrontar com o Mapa 3).

Isto importa em dizer que inexiste uma causa diagnosticivel de
maneira simplista. As raizes do problema da perda de populacdo sio
mais profundas e complexas. Necessario se faz pesquisar os motivos que
levam a quase uma quarta parte dos municipios acusarem éxodo popu-
lacional superior ao indice de nascimento nestes anos entre 1960 e 1970.

4. MOTIVOS, IMPLICACOES E MEDIDAS PARA CONTER A
MIGRACAO

Esta situacéo levou-nos a pesquisar junto a uma pequena amostra
de municipios que perderam populagéo entre 1960 € 1970, indagando do
Prefeito municipal quais seriam, na sua opiniéo, as causas desta perda
de populacdo ¢. Foi-lhes enviado um questionario para que respondes-
sem basicamente a trés perguntas:

1) Por que o municipio estaria perdendo populagéo?

2) Quais as implicacOes que este fendmeno (perda de populacio)
poderia ter no municipio?

3) Que medidas poderiam ser. tomadas pelo Governo Federal para
eliminar ou minimizar o problema?

¢ BREMAEKER, Francois E J de Os municipios e o éxodo populacional Revista de Administracdo
Municipal, Rio de Janeiro, 23 (139) : 30-39, nov /dez. 1976
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4.1 A opinido dos Prefeitos

A confianca depositada nas respostas parte da premissa de que nin
guém melhor do que o chefe do executivo local deve conhecer os pro
blemas que afligem sua comunidade.

Ratificando este ponto de vista, as respostas fornecidas pelos Pre
feitos municipais eleitos em 1972 — quando estavam prestes a assumi
a chefia do Governo municipal — a um questionario onde tinham ¢
possibilidade de escolher trés dentre quinze alternativas para identifical
os problemas dos municipios, acusaram o seguinte resultado’. (Qua
dro 1):

QUADRO 1
PROBLEMAS DOS MUNICIPIOS TR O

Infia-estrutuia mbana deficiente (4gua, esgolo, energia, transpoite, *

ete) 57,0
Desempiego 34,3
Isolamento do municipio: dificuldades de acesso e de comunicagGes 32,1
Perda de populagio devido ao éxodo para outras cidades 26,5
Falta de escola secunddria no municipio 21,4

FONTE — Centro de Pesquisas Urbanas do IBAM — 1975

OB% Como cada respondente tinha o direito de marcar trés alternativas, a soma dos percentuais ultrapassa :
100%

Como podemos observar, 26,5% dos Prefeitos afirmavam que set
municipio perdia populacdo, quando a cifra constatada entre 1960 ¢
1970 ndo foi muito longe desta: 23,0%. As demais respostas tambén
aparecerdo como causas deste fendmeno.

4.2 Os motivos da perda de populacio

Segundo os Prefeitos pesquisados, os provaveis motivos que levaran
a migragdo da populacdo dos seus municipios seriam os problemas li
gados ao setor primério da economia (33,3% dos casos); a deficiéncic
do mercado de trabalho local (31,0%); a auséncia de melhores opor:
tunidades de educacio (21,4%); a falta de industrias (9,5%); e a ine
xisténcia de infra-estrutura urbana (4,8%).

Dentre os problemas ligados ao setor primario da economia desta
cam-ge:

by

a) aqueles diretamente ligados a maéao-de-obra: os colonos resi
dentes nas fazendas tém sido substituidos seja pela forga animal seje

& INSTITUTO BRASILEIRO DE ADMINISTRACAOG MUNICIPAL, Rio de Janeiio Centio de Pes
quisas Utbanas O prefeito brasileiro: caracteristicas e percepgbes Rio de Janelio, 197F
145 p
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yela maquina ou ainda pela méo-de-obra dos trabalhadores avulsos —
s bobias-frias — para eliminar o vinculo empregaticio e, conseqiiente-
nente, reduzir as despesas;

b) os relacionados com a conjuntura agricola brasileira, quais
wejam, o baixo rendimento; a ocupacio de grandes areas mantidas sob
‘egime de subsisténcia; a proliferacdo das pequenas propriedades; além
la necessidade de obtencéo de melhores precos minimos para os produ-
j0s agricolas e as enormes dificuldades encontradas pelo pequeno pro-
yrietario para obtencio de financiamento bancario destinado a aqui-
icdo de maquinas e equipamentos,

c) aqueles relacionados com a opgao do proprietario da terra, que
reqiientemente reduz a area cultivada ou simplesmente promove a
omplela erradicacdo das culturas para substitui-las pela criacdo de
rado, a qual tem sido mais rentavel e necessita de menor contingente
le mao-de-obra para cuidar da mesma area; e

d) os problemas ligados a fatores incontrolaveis ou fisicos, quais
ejam as geadas, secas ou enchentes e, por vezes, a topografia aciden-
ada, que impede a modernizacdo da agricultura, levando-a a deca-
1éncia.

Pouco menos da terca parte dos motivos apontados como causa-
lores da migracio dizia respeito as deficiéncias do mercado de traba-
ho local, traduzidas quase que exclusivamente pela falta de oferta de
:mpregos, motivada pela auséncia de industrias no municipio.

Paralelamente encontram-se referéncias ao baixo nivel salarial e
1 sua acentuada diferenca com os salarios regionais. Houve mesmo o
:aso de um municipio em que a méo-de-obra treinada na industria
ocal, quando atinge o estado de qualificacdo, migra a procura de me-
hores salarios na cidade grande.

Quanto aos problemas pertinentes a educacdo — que também as-
ume papel de destaque — a auséncia de estabelecimentos de ensino
le segundo grau ou de ensino profissionalizante no municipio tem
evado grande numero de jovens & procura deste nivel de ensino em
iidades préximas. Ocorreu também, embora com intensidade bastante
nenor, a indicacdo de falta de ensino superior na regiao, e, por vezes,
v afirmativa de que o ensino rural bem ministrado tem provocado no
wmem do campo a abertura de novos horizontes, gue motivam a sua
iaida do meio em que vive.

No que diz respeito aos problemas ligados a falta de industrias e
v inexisténcia de infra-estrutura urbana, eles est@o bastante interliga-
los, pois é reclamado o pequeno numero de estabelecimentos indus-
riais, e é acusada a auséncia de infra-estrutura que possibilite a insta-
acio de industrias de porte no municipio
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4.3 As implicacoes da perda de populagao

Questionados sobre as implicacdes que o fenémeno poderia ter em
seu municipio, os Prefeitos referiram-se a problemas econdémico-sociais
(32,2% dos casos) ; citaram a reducdo dos recursos financeiros (25,8%);
implicacbes no setor agricola e no de comércio e servicos, cada qual
com 19,4% dos casos; e, por fim, problemas pertinentes & educacgao.

Dentre ag implicagdes advindas de razdes econdmico-sociais, desta-
ca-se a preocupacao dos Prefeitos com o retrocesso no progresso do mu-
nicipio, que leva ao seu gradativo empobrecimento. A partida dos jovens,
logo que completam 18 anos, deixa no municipio apenas as criancas e
os velhos, gerando falta de mao-de-obra, ainda que pouco qualificada,
o que diminui as possibilidades de recuperacio do progresso do muni-
cipio.

Tem ocorrido também com bastante freqiiéncia, mesmo em muni-
cipios pequenos, o processo de inchacfo da periferia urbana, que passa
a abrigar, por vezes em condigdes subumanas, os chamados bdias-frias;
visto que estes n3o permanecem nas fazendas para morar nem durante
o periodo em que estdo empregados.

Quanto aos problemas de ordem financeira que atingem mais dire-
tamente o municipio, houve unanimidade de opinifes em torno da re-
ducéo das rendas municipais, o que tem gerado sérios transtornos para
a administracdo local, impossibilitada assim de dar maior apoio & cole-
tividade.

Ocorrem mesmo casos de municipios que, pelo fato de se situarem
proximos aos limites inferiores das faixas de tamanho de populacio
(para efeito dos coeficientes do FPM — Fundo de Participacdo Muni-
cipal), com a perda de populagfo viram-se privados de até a metade
dos recursos de que dispunham em exercicios anteriores.

Os reflexos da migracdo no campo sdo sentidos através da visivel
reducéo da producéo agricola, ocasionada pela falta de mio-de-obra para
a lavoura e mesmo para servicos mais especializados junto ao setor
primario.

Ja no setor comercial e de servigos, as implicacGes se fazem sentir
por meio da paralisacdo parcial das atividades ou da baixa do seu ren-
dimento, o que indiretamente também leva a reducéo da receita muni-
cipal. Outro fator de atracdo tem sido a intensificagdo da dependéncia
do municipio em relacdo as cidades maiores da regifo.

As implicagdes no setor educacional da perda de populacido corres-
pondem para o municipio & manutencéo de baixos niveis de escolarida-
de da populacdo remanescente, isto porque migram justamente os que
tém sua condicdo cultural melhorada.
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A migracdio populacional assume propor¢les tio grandes que por
vezes chega a época da colheita e ndo sdo encontrados trabalhadores
em numero suficiente para fazer frente ao servico.

4.4 As medidas corretivas sugeridas ao Governo

Em resposta ao questionirio, foi bastante variada a gama de
op¢odes apresentadas pelos Prefeitos municipais, como medidas que de-
veriam ser adotadas pelo Governo Federal com vistas a corrigir ou mi-
nimizar os problemas oriundos da perda de populacgéo.

Nada menos que 36,8% das opcdes apresentadas referem-se a ne-
cessidade de o Governo Federal incentivar ou facilitar a criacdo de
inddstrias nos municipios. A criacdo de industrias produziria maior
oferta de empregos, que seria capaz de beneficiar ou fransformar a
inatéria-prima regional.

Acreditam os Prefeitos que deve ser estimulada a criagio de varios
polos industriais pelo interior do pais — por mais rudimentares que
possam ser — nascendo das pequenas industrias locais que sentem
anorme dificuldade em obter financlamentos, dado sua reduzida capa-
>idade financeira, oriunda do limitado capital genuinamente local®

Em segundo lugar (com 26,39 das opgbes), sugeriam os Prefeitos
jue o Governo Federal ou Estadual implantem no municipio estabele-
zimentos de ensino de segundo grau, de ensino técnico ou profissiona-
izante — principalmente nas aieas agropecudria e veterinaria — além
ja implantacio de estabelecimentos de ensino superior na regido.

Nestes dois grupos de sugestoes concentram-se praticamente duas
.ercas partes das medidas que poderiam partir das esferas superiores
le governo em favor dos municipios. As demalis sugestdes dizem respei-
i0 a necessidade da criacio de condi¢cGes ao homem do campo para o
‘ranco desenvolvimento de suas potencialidades — procurando incenti-
var o minifundidrio e oferecendo a este financiamentos a juros mais
aix0s e a prazos mais longos — que s6 poderiam ser postos em pra-
sica com a criacdo de mais agéncias bancarias governamentais.

Outro ponto de destaque foi a sugestdo no sentido de que o Go-
rerno Federal crie mais centros de estudos e pesquisas com a finalidade
le melhorar as espécies agricolas.

Na é4rea financeira, reclamam os Prefeitos maior oferecimento de
"ecursos aos pequenos municipios, além da elevacdo da quota-parte do
TPM. Pedem igualmente que sejam abertas estradas para possibilitar o
>scoamento da producgéo agricola.

A 1espeito do assunto ver BREMAEKER, Fiancois E J de A génese do capital industiial em
uma zona de frente pioneiia: o caso do sudoeste paranaense Revista Paranaense de De-
senvolvimento, Curitiba, 54: 29-40, maio/jun 1976
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Em inimeros casos o IBGE é acusado pelos Prefeitos, que recla-
mam da exatiddo das estatisticas demograficas. Alegam que, por desco-
nhecer as variagOes dos movimentos populacionais, o IBGE indireta-
mente prejudica alguns municipios, que ja teriam se recuperado de
épocas mais dificeis e que experimentam franco progresso e crescimen-
to demografico, enquanto que oficialmente sdo declarados como muni-
cipios que perdem populagao.

5. CONCLUSOES

Como se pode observar, sdo bastante variados os motivos que en-
volvem a migracédo populacional, como também o sfo suas implicacoes
na vida municipal. Variam muito também as opiniGes dos Prefeitos,
como eles vém o modo pelo qual o Governo — seja o Federal seja o
Estadual — deve agir para procurar eliminar ou minimizar o feno-
meno que assola quase a quarta parte dos municipios brasileiros.

Em um ponto, entretanto, técnicos e politicos concordam: deve
ser corrigida a vis@o que se tem do inferior brasileiro, a fim de se poder
evitar o éxodo quase total em direcfo as cidades médias e grandes.

No momento em que o pais mergulha répida e profundamente em
direcdo & constituicdo e sedimentacio de uma verdadeira sociedade ur-
bana, sua populacdo vai cada vez mais se concentrando em uns poucos
aglomerados urbanos.

Faz-se necessario dinamizar o maior numero possivel de centros
urbanos, localizados principalmente no interior do pais, fornecendo-lhes
meios de se tornarem atrativos para a populacéo local e imediatamente
vizinha. A difusio destes centros de equilibrio & uma forma direta de
atacar o problema do éxodo, contribuindo para o adensamento do po-
voamento do interior.

A politica a ser adotada e a maneira de atingir estes objetivos deve
ser objeto de urgentes estudos, pois o processo de concentragéo popula-
cional em uns poucos aglomerados urbanos cresce a cada dia que passa,
jé ocorrendo no Brasil desde 1940, sem que dele nos apercebéssemos.

Atualmente representa fenémeno irreversivel. Todos aqueles que
ja se instalaram em centros urbanos de médio e grande porte jamais
retornario para o interior. Deve-se, pois, pesquisar no sentido de mini-
mizar, no futuro, os efeitos do éxodo demografico em direcdo a estes
centros urbanos.

A persistirem as tendéncias atuais do crescimento demografico,
teremos em 1980, 70% da populacdo urbana e quase a metade da po-
pulag@o total brasileira concentrada em pouco mais de 500 aglomera-
dos urbanos com populacéo superior a vinte mil habitantes.
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A{NEXO 1

DISTRIBUICAO DOS MUNICIPIOS QUE PERDERAM POPULACAO
ENTRE 1960 e 1970, SEGUNDO AS FAIXAS DE TAMANHO DE
POPULACAO PELAS UNIDADES DA FEDERACAO

FAIXAS DE TAMANHO DE POPULACAO
BRASIL ' (Por Mil Habitantes)
GRANDES REGIOES

B ggé%%gg%oDA T ‘e | 2 5 10 | 20 | 50
- [ = ~ -
2 5 10 20 50 100
BRASIL 907 20 218 328 239 97 5
Jotte 15 — 2 8 5 — —
lordeste 193 6 23 59 72 32 1
udeste 583 10 166 219 127 58 3
ul 93 1 17 36 33 5 1
Jentro-Oeste . 23 3 10 6 2 2 —
Torte
\INAZONAS 9 —_ 2 4 3 — —
'ard, 6 — — 4 2 — —
Tordeste b
Xaranhio 23 e 2 4 9 7 1
fauf 2 —_ 1 — 1 — —
Jeard 3 — 2 1 — ~— —
tio Grande do Notte 8 2 1 3 2 — —
‘arafba 38 —_ 10 8 14 6 —
‘ernambuco 22 — — 7 6 —
lagoas 15 1 1 6 2 —
‘etnando de Noronha 1 1 — — — —_ —
ergipe 13 2 7 1 — —
iahia 68 — 3 23 31 11 —
udeste
Tinas Gerais . 307 6 94 115 66 26 —
ispirito Santo . 22 — 2 5 5 9 1
‘o de Janeiro 19 — — 3 10 5 1
do Paulo 235 4 70 96 46 18 1
ul
arang 59 1 12 20 23 3 —
anta Catarina 10 — 2 7 1 — —
tio Grande do Sul 24 — 3 9 9 2 1
entro-Oesle
Tato Giosso 8 —_ 5 2 — —
i0i4s 15 3 5 5 — 2 —_

)%NTE -—OIBGE Sinopse Preliminar do Censo Demogréfico VII e VIIT Recenseamentos Gerais do Brasil -~
0 e 197
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ANEXQ 2

RELACAO DOS MUNICIPIOS QUE PERDERAM POPULACAO
ENTRE 1960 E 1970, SEGUNDO AS UNIDADES DA
FEDERAGCAO

AMAZONAS

Barcelos, Borba, Canutama, Fonte Boa, Ilha Grande, Japura, Jurua,
Pauini e Sdo Gabriel da Cachoeira.

PARA

Augusto Corréa, Bonito, Nova Timboteua, Peixe-Boi, Ponta de Pe-
dras e S8o Francisco do Para.

MARANHAO

Afonso Cunha, Aldeias Alfas, Anajatuba, Bacabal, Benedito Leite,
Governador Eugénio Barros, Igarapé Grande, Ipixuna, Itapecuru-Mi-
rim, Lago do Junco, Lago Verde, Nina Rodrigues, Palmeirandia, Pinda-
ré-Mirim, Pio XII, Presidente Vargas, Riachdo, Sambaiba, Santa Inés,
Santo Antonio dos Lopes, Sdo Bento, Séo Félix de Balsas e Vitorino
Freire,

PIAUL

Palmeirais ¢ Santa Filomena.
CEARA

General Sampaio, Guaramiranga e Itaicaba.
RIO GRANDE DO NORTE

Coronel Ezequiel, Lagoa de Velhos, Nisia Floresta, Passagem, Pe-
dro Velho, Pureza, Santo Anténio e Vila Flor.

PARAIBA

Alagoa Grande, Alagoa Nova, Alagoinha, Alhandra, Aracari, Areia,
Caicara, Conde, Congo, Cruz do Espirito Santo, Cuiteji, Emas, Guri-
nhém, Ingé, Macaranduba, Mataraca, Mogeiro, Montadas, Mulungu,
Natuba, Pilar, Pildes, Pirpirituba, Pitimbu, Prata, Queimadas, Rio Tinto,
Salgado de Sdo Félix, Santana de Mangueira, S0 Jodo do Tigre, Séo
José de Espinharas, Sao Mamede, Sapé, Serra Branca, Serra da Raiz,
Serra Grande, Serra Redonda e Teixeira.
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PERNAMBUCO

Angelim, Barra de Guabiraba, Camocim de S&o Félix, Camutanga,
Canhotinho, Correntes, Cumaru, Gameleira, Jurema, Lagoa do Ouro,
Lagoa dos Patos, Machados, Orobo, Palmeirina, Passira, Pombos, Prima-
vera, Sairé, Salgadinho, Sdo Benedito do Sul, Sdo Joaquim do Monte e
Vicéncia.

ALAGOAS

Anadia, Capela, Feliz Deserto, Japaratinga, Maragogi, Minador do
Negrao, Murici, Olivenca, Passo de Camaragibe, Pindoba, Porto de Pe-
dras, Quebrangulo, Santana do Mundad, Tanque d’Arca € Vicosa.

FERNANDO DE NORONHA
Fernando de Noronha.
SERGIPE

Brejo Grande, Cedro de Sdo Jodo, Cumbé, Divina Pastora, India-
roba, Itaporanga d’Ajuda, Japoatd, Malhada dos Bois, Pedra Mole, Ria-
chuelo, Santa Lugzia do Itanhi, Santo Amaro das Brotas e Sio Fran-
cisco.

BAHIA

Abaira, Aiquara, Almadina, Amargosa, Amélia Rodrigues, Anagé,
Andarai, Anténio Cardoso, Apora, Aramari, Aurelino Leal, Barra da
Fstiva, Barra do Rocha, Belmonte, Boninal, Brejoes, Cachoeira, Cardeal
da Silva, Conceicdo do Almeida, Cravolandia, Dario Meira, Dom Macedo
Costa, Elisio Medrado, Floresta Azul, Gongogi, Ibicarai, Ibicoara, Ibicui,
Ibiquera, Ibirapitanga, Tguai, Itagi, Itagiba, Itamari, Itapé, Itapebi, Ita-
pitanga, Itaquara, Itarantim, Ituacu, Jaguaripe, Jiquiricé, Jitatna, La-
faiete Coutinho, Laje, Lajeddo, Lamarao, Lencéis, Macarani, Mucugg,
Mundo Novo, Muniz Ferreira, Nova Canad, Piritiba, Planaltino, Santa
Cruz da Vitoria, Santa Inez, Santo Amaro, Sfo Félix, Sdo Felipe, S&o
Miguel das Matas, Sapeacu, Satiro Dias, Tapiramuta, Teodoro Sam-
paio, Terra Nova, Ubaira e Vera Cruz.

MINAS GERAIS

Abre Campo, Acaiaca, Acucena, Agua Boa, Agua Comprida, Agua-
nil, Aimorés, Airuoca, Alagoa, Albertina, Alpinépolis, Amparo da Serra,
André Fernandes, Antonio Carlos, Anténio Prado de Minas, Aracitaba,
Arapud, Arceburgo, Areado, Ataléia, Baldim, Bandeira, Bardo do Monte
Alto, Barra Longa, Barreiro Grande, Belmiro Braga, Belo Vale, Berilo,
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Bias Fortes, Boa Esperanca, Bocaina de Minas, Bom Jardim de Minas,
Bom Jesus da Penha, Bom Jesus do Galho, Bom Sucesso, Botelhos,
Braunas, Brazopolis, Cabo Verde, Cachoeira de Minas, Cachoeira Dou-
rada, Caiana, Cajuri, Caldas, Camacho, Campandario, Campo Florido,
Campos Altos, Campos Gerais, Canad, Canapolis, Cana Verde, Candeias,
Capara0, Capela Nova, Capetinga, Capitolio, Carangola, Carbonita, Car-
mésia, Carmo da Cachoeira, Carmo da Mata, Carmo de Minas, Carmo do
Rio Claro, Carmopolis de Minas, Carvalhos, Cascalho Rico, Cassiterita,
Cedro do Abaeté, Central de Minas, Chalé, Chiador, Claraval, Coimbra
Conceicdo da Aparecida, Conceicdo da Pedra, Conceicdo das Alagoas,
Conceicdo de Ipanema, Conceicdo do Mato Dentro, Conquista, Conse-
Iheiro Pena, Consolacdo, Coqueiral, Cordislandia, Coroaci, Coronal
Pacheco, Coérrego Danta, Coérrego do Bom Jesus, Coérrego Novo,
Cristais, Cristina, Crucilandia, Delfin6polis, Descoberto, Diogo de Vas-
concelos, Divinésia, Divino, Divino das Laranjeiras, Divinolandia de Mi-
nas, Divisa, Nova, Dom Joaquim, Dom Vigoso, Dores de Guanhaes, Do-
resépolis, Douradoquara, El6i Mendes, Engenheiro Caldas, Ervalia, Es-
trela Dalva, Estrela do Indaii, Fugenopolis, Fama, Faria Lemos, Felix-
landia, Fernandes Tourinho, Ferros, Frei Gaspar, Frei Inocéncio, Gali-
1éia, Gongalves, Gonzaga, Grupiara, Guapé, Guaraciaba, Guaranésija,
Guararéa, Guidoval, Guiricema, Heliodora, Iapu, Ibiraci, Ibitiura de
Minas, Ibituruna, Iguatama, Ilicinea, Inconfidentes, Indianépolis, In-
gai, Ipanema, Ipiagu, Irai de Minas, Itabirinha de Mantena, Itambé do
Mato Dentro, Itanhomi, Itaverava, Jaboticatubas, Jacui, Jacutinga, Ja-
guaracu, Jaceaba, Jequeri, Jequitib4, Jesuania, Juruaia, Ladainha, Laji-
nha, Leandro Ferreira, Leopoldina, Liberdade, Luz, Malacacheta, Manhu-
mirim, Mantena, Mar de Espanha, Marliéria, Materlandia, Matip6, Ma-
tutina, Medeiros, Mercés, Mirabela, Miradouro, Mirai, Monjolos, Monse-
nhor Paulo, Monte Alegre de Minas, Monte Belo, Monte Santo de Minas,
Monte Sido, Morada Nova de Minas, Morro do Pilar, Mutum, Muzam-
binho, Nacip Raydan, Natércia, Nepomuceno, Nova Ponte, Nova Resen-
de, Oliveira Fortes, Onca de Pitangui, Ouro Branco, Ouro Fino, Paiva,
Palma, Paraguacu, Passabém, Patrocinio do Muriaé, Paula Candido,
Paulistas, Pecanha, Pedra do Anta, Pedra do Indaii, Pedra Dourada,
Pedralva, Pedrinépolis, Perdizes, Pescador, Piau, Piedade do Rio Grande,
Piedade dos Gerais, Pimenta, Pirajuba, Piranga, Piranguinho, Poco Fun-
do, Pocrane, Porto Firme, Poté, Pratinha, Presidente Bernardes, Presi-
dente Soares, Quartel Geral, Raul Soares, Resplendor, Ribeirdo Ver-
melho, Rio Casca, Rio Doce, Rio Espera, Rio Novo, Rio Paranaiba, Rio
Pardo de Minas, Rio Preto, Ritapolis, Rochedo de Minas, Rodeiro, Santa
Barbara do Tugurio, Santa Cruz do Escalvado, Santa Efigénia de Minas,
Santa Juliana, Santa Margarida, Santa Maria de Itabira, Santa Maria
do Suacui, Santana da Vargem, Santana de Cataguases, Santana de
Pirapama, Santana do Deserto, Santana do Garambéu, Santana do Ja-
caré, Santana do Manhuacu, Santa Rifta de Jacutinga, Santa Rita do
Ibitipoca, Santa Rita do Itueto, Santa Rosa da Serra, Santo Antdnio
do Grama, Santo Antonio do Monte, Santo Antdnio do Rio Abaixo, S8o
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3ento Abade, S8o Domingos do Prata, S4o Francisco de Oliveira, Sdo
Francisco do Gléria, Sdo Geraldo, Sac Geraldo da Piedade, Sao Gotardo,
38¢ Jodo Batista do Gléria, S8o Jodo da Mata, Sdo José da Safira, Sao
José da Varginha, S&o José do Divino, Sdo José do Goiabal, Sao Miguel
jo Anta, S#o Pedro da Unifo, Sdo Pedro dos Ferros, Sdo Pedro do
suacui, S0 Roque de Minas, S8o Sebastido da Bela Vista, Sdo Sebas-
;ido0 do Maranhdo, Séo Sebastido do Rio Preto, So Tomas de Aquino,
3ardoa, Senador Cortes, Senhora do Porto, Sericita, Serra da Saudade,
serra dos Aimorés, Serra do Salitre, Silveirania, Simonésia, Sobralia,
joledade de Minas, Tabuleiro, Tapirai, Taguaracu de Minas, Tarumi-
‘im, Teixeiras, Tiros, Tombos, Trés Pontas, Tumiritinga, Tupaciguara,
Curvolandia, Vargem Bonita, Verissimo, Vieiras, Vila Matias, Virginé-
yolis, Virgolandia e Volta Grande.

iSPIRITO SANTO

Alegre, Apiac4, Atilio Vivacqua, Baixo Guandu, Barra de Sio Fran-
iisco, Castelo, Divino de Sdo Lourenco, Dores do Rioc Preto, Ecoporanga,
suacgui, Iconha, Itaguacu, Itna, Jerdnimo Monteiro, Mimoso do Sul,
vlucurici, Muniz Freire, Muqui, Nova Venécia, Pancas, Sao Gabriel da
alha e S&o José do Calcado.

10 DE JANEIRO

Bom Jardim, Bom Jesus do Itabapoana, Cambuci, Duas Barras,
ingenheiro Paulo de Frontin, Itaperuna, Laje do Muriaé, Mendes, Mi-
,uel Pereira, Natividade, Porciuncula, Rio Claro, Rio das Flores, Santa
faria Madalena, Santo Antonio de Padua, Sao Fidélis, S&o Sebastifo
lo Alto, Sapucaia e Trajano de Morais.

A0 PAULO

Adamantina, Aguas da Prata, Alfredo Marcondes, Altair, Alto Ale-
re, Alvares Florence, Alvares Machado, Alvaro de Carvalho, Al-
inlandia, Analdndia, Anhumas, Arandu, Arealva, Ariranha, Avai, Ava-
handava, Bady Brassit, Balbinos, Balsamo, Bariri, Bento de Abreu,
iernardino de Campos, Bilac, Boa Esperanca do Sul, Bocaina, Bo-
ste, Bora, Boracélia, Borborema, Brauna, Brodoésqui, Brotas, Cabra-
a Paulista, Caconde, Cafelandia, Caiabu, Cajobi, Cananéia, Cassia dos
'oqueiros, Catigud, Cedral, Cerqueira César, Clementina, Colina, Co-
ymbia, Coroados, Corumbatai, Cosmorama, Cristais Paulista, Descal-
ado, Dois Corregos, Duartina, Dumont, Echapord, Estrela d’Oeste, Es-
cela do Norte, Fartura, Fernando Prestes, Flora Rica, Florida Paulista,
-abriel Monteiro, Géalia, Garca, Getulina, Glicério, Guaicara, Guaimbé,
-uapiacu, Guaracai, Guaraci, Guarani d’Oeste, Guaranta, Guararapes,
erculéndia, Iacanga, Iacri, Ibird, Ibirarema, Iepé, Igarapava, Indiana,
1Gbia Paulista, Ipetina, Iporanga, Ipué, Irapuru, Itajobi, Itaju, Ité-
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polis, Itapui, Itirapina, Itirapud, Jacorandi, Jaci, Jambeiro, Jeriquara,
Joanépolis, Jodo Ramalho, Julio Mesquita, Junqueir6polis, Lavinia, La-
vrinhas, Lins, Lucélia, Luciandpolis, Luis Anténio, Luisidnia, Lutécia,
Macatuba, Manduri, Maridpolis, Martinépolis, Meridiano, Mineiros do
Tieté, Mirand6polis, Mirante do Paranapanema, Mirassolandia, Mom-
buca, Monte Alegre do Sul, Monte Castelo, Monteiro Lobato, Morro
Agudo, Muritinga do Sul, Narandiba, Natividade da Serra, Neves Pau-
lista, Nhandeara, Nova Alianca, Nova Europa, Nova Granada, Nova
Guataporanga, Nova Independéncia, Ocaugu, Oleo, Onda Verde, Orien-
te, Orinditiva, Oscar Bressane, Osvaldo Cruz, Ouro Verde, Pacaembu,
Palestina, Palmeira d’Oeste, Paraguacu Paulista, Paraibuna, Paraiso,
Paranapud, Parapud, Patrocinio Paulista, Paulicéia, Paulo de Faria,
Pederneiras, Pedra Branca, Pedranépolis, Pedregulho, Pereiras, Piacatu,
Pindorama, Pinhalzinho, Piquerobi, Pirajui, Pirapozinho, Piratininga,
Poloni, Pompéia, Pongai, Populina, Porangaba, Potirendaba, Presidente
Alves, Presidente Bernardes, Quata, Queirés, Quintana, Redencdo da
Serra, Regente Feijo, Regindpolis, Restinga, Ribeirdo Corrente, Rincéo,
Rindpolis, Rio das Pedras, Rubidcea, Rubinéia, Sabino, Sagres, Sales
Oliveira, Salmourdo, Salto Grande, Sandovalina, Santa Albertina, San-
ta Barbara do Rio Pardo, Santa Clara d’Oeste, Santa Cruz do Rio Pardo,
Santa Maria da Serra, Santa Mercedes, Santana da Ponte Pensa, Santa
Rita d’Oeste, Santo Antdnio do Jardim, Santo Expedito, Santopolis do
Aguapei, Sio Bento do Sapucai, Sdo Jodo de Pau d’Alho, Sdo José da
Bela Vista, Sfo José do Barreiro, S0 Manuel, S8o Pedro do Turvo,
Sdo Simfo, Sarutaid, Severinia, Tabapud, Tabatinga, Taidva, Tanabi,
Tapiratiba, Tarabai, Tejupa, Terra Roxa, Tieté, Timburi, Torrinha, Trés
¥ronteiras, Tupd, Tupi Paulista, Turitba, Turmalina, Ubirajara, Uchoa,
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nhora das Gracas, Nova Alianca do Ivai, Nova Fatima, Ourizona, Paj-
candu, Paraiso do Norte, Paranacity, Paranapoema, Paulo Frontin, Pi-
nhaldo, Porto Amazonas, Porto Vitdria, Presidente Castelo Branco, Ri-
beirdo Claro, Rio Azul, Sabdudia, Santa Fé, Santa Inés, Santo Inécio,
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A FUNCAO DE PROBABILIDADES
NO ESPACO PRODUTO DE UMA
SEQUENCIA DE PROVAS

Prof. Hervey Guimaraes Cova
da Escola Nacional de Ciénclas Estatisticas

SUMARIO

1  Apresentacdo do Problema

Seqiléncias de proves Evenio depen-
dente de uma unice Provae

3. Seqiléncias de provas independentes

4. A funcdo P( ), no espago produto de
uma seqiiéncia de provas independen-
tes

5 A fungdo P( ), no espag¢o produto de
uma seqiléncia de provas ndo indepen~
dentes

1. APRESENTACAO DO PROBLEMA

1.1 — O primeiro passo a ser dado na solucdo de algum problema
é, obviamente, compreender, na integra, em que consiste o problema.

Ora, o problema de que vamos tratar aqui apresenta sutilezas,
das quais s6 se apercebem as pessoas que dedicam alguma atencdo aos
aspectos teéricos que fundamentam o Calculo de Probabilidades. Por
isso mesmo, para entendé-lo é necessario rebuscar um pouco aqueles
fundamentos tedricos.
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Com tal propésito analisaremos, a seguir, dois exemplos de situa-
¢Oes em que o referido problema ocorre.

1.2 — Exemplo n.° 1 — Uma urna, U, contém duas bolas brancas,
uma bola preta e duas bolas vermelhas; uma segunda urna, Us, contém
trés bolas brancas, duas pretas e uma vermelha; finalmente, uma ter-
ceira urna, U,, contém uma bola branca, duas pretas e trés vermelhas.
As bolas, excluindo as cores, sdo supostamente iguais quanto a quais-
quer outros aspectos.

Uma experiéncia aleatéria, &, consiste em extrair, ao acaso, uma
bola de cada urna, observando-se a cor respectiva. Deseja-se calcular
a probabilidade de que exatamente duas, das trés bolas extraidas, se-
jam brancas.

A experiéncia g porle ser imaginada como uma seqiiéncia de trés
provas (independentes) g, £ . € &, consistindo g, na extreigao, ao
acaso, de uma bola da urna n.° i (¢ = 1, 2, 3). Isto posto, a solugdo desse
problema costuma ser encaminhada, geralmente, do seguinte modo:

Considerem-se os eventos:
B, = {sai bola branca na i-ésima extracdo}; i = 1, 2, 3
B = {sdo0 extraidas, exatamente, duas bolas brancas)

Nessas condicdes, resulta:

B=DB,B,B; UB,By;Bs UB,B,B,s (1)
onde os eventos que participam da unido sdo mutuamente exclusivos e
B, — bara todo i — é o complementar do evento B,

Conseqlientemente, podemos escrever:

P(B) = P(B,B;Bs) + P(B;ByBs) + P(B;B;sBs)

e, como os eventos que participam de cada intersecio s@o independen-
tes, obtemos:

P(B) = P(B,) - P(B,) + P(Bs) + P(B) + P(B;) » P(Bs) +
+ P(B,) + P(By) + P(By) @

Resta agora calcular as probabilidades que figuram no segundo
membro da relacdo acima, o que é feito através dos raciocinios a seguir
apresentados, para os quais pedimos a maior atencéo:

No calculo de P(B;) levamos em conta apenas a composicdo da
primeira urna. Posto que existem nessa urna 2 bolas brancas (n.°
de casos favorjveis ao evento B;) para um total de 5 bolas (n.0 de
casos possiveis), fazemos P(B;) = 2/5.
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No calculo de P(B,) consideramos apenas a comopiscio da se-
unda urna. Tendo em vista que essa composi¢do nao se modifica com
resultado da primeira extracfo, contamos 3 bolas brancas (n.° de
asos favoraveis ao evento B;) para um total de 6 bolas (n.° de casos
ossiveis), de onde tiramos P(B;) = 3/6.

No célculo de P(B;) levamos em conta apenas a composicido da
srceira urna — inalterada pelas duas extracdes anteriores — que
presenta 5 bolas ndo brancas (n.° de casos favoraveis ao evento B;)
um total de 6 bolas (n.° de casos possiveis), o que nos da P(B;) = 5/8.

Raciocinios idénticos seriam feitos, ainda, para o célculo das de—‘
1ais probabilidades — P(B;), P(B;) e P(B,) — que figuram no se-
undo membro da relacdo (2), conduzindo-nos, finalmente, & probabi-
dade procurada: P(B) = 1/4.

1.3 — A primeira vista, os raciocinios desenvolvidos na obtencéo
e P(B,), P(B,), P(B;), etc., estariam livres de qualquer objegdo. Toda-
ia, uma analise mais demorada do problema revela que 0s mesmos
onflitam — pelo menos aparentemente — com certas nogbes basicas
a propria teoria das probabilidades. E isto, precisamente, que preten-
.emos esclarecer a seguir:

Cada uma das trés provas g, £, € £, sendo uma experiéncia
leatoéria, possui um espaco amostra que, no presente caso, pode ser
epresentado, de modo genérico, pelo conjunto de trés resultados even-
uais ndo equiprovdveis,

Si={b;p;v}; 1=1,8 8,
mde b, p e v indicam, respectivamente, a saida de bola branca, preta
yu vermelha.,

Por outro lado, o espaco amostra S, da experiéncia g, como sabe-
nos, é o produto cartesiano dos espagos S;, isto é:

S=S1XSQXSS={(:’5; :l/;z)]x; y, 2 =Db, p}v}l

iendo representado, pois, por um conjunto de 27 ternos ordenacdos -—
-esultados eventuais ndo equiprovdveis — onde cada componente do
erno pode identificar-se com b, p ou v.

Ora, quando fizemos a decomposicio do evento B, traduzida pelo
segundo membro da relacdo (1), ficou implicito ali que B, B, B,
stc eram eventos definidos no espaco produto S. Assim, por exemplo,
B, seria o subconjunto de S definido por

Bl={(x7 y,z){x=b},
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vale dizer, constituido pelos nove ternos cuja primeira componente, z,
identifica-se a b, as demais podendo identificar-se, indiferentemente,
ab, pouv

Outrossim, ao escrevermos a relacdo (2), ficou subentendido que
todas as probabilidades ali indicadas seriam calculadas mediante a
funcio de probabilidades P(.) associada ao espago produto S, posto
que, teoricamente, esta funcdo é que nos permite assinalar probabili-
dades aos eventos definidos em S. Entretanto, quando, de fato, proce-
demos ao célculo de tais probabilidades — e aqui esta o ponto crucial
da questdo — nfo levamos em conta os eventos definidos no espaco
produto S; como também nao utilizamos nesses calculos a pressuposta
funcio P(.) associada ao referido espaco produto. O que fizemos foi
algo inteiramente diferente:

Ao procurarmos P(B,), calculamos, em verdade, a probabilidade
do evento C, = {b}, definido no espaco amostra fator S, utilizando
nesse calculo uma outra funcéo de probabilidade P,(.) associada a S,.

De modo analogo, no calculo de P(B,) utilizamos uma terceira
funcéo de probabilidade P,(.) associada ao espaco fator S., mediante
a qual calculamos, de fato, a probabilidade do evento C, = {b} defi-
nido no espacgo fator S,.

Por sua vez, para obter P(B;), calculamos a probabilidade do even-
to C; = {p, v} definido no espaco fator S;, utilizando para isso uma
quarta fungdo de probabilidade, P;(.) associada ao mesmo espaco S;.

Procedimentos idénticos aos anteriores teriam sido adotados, ainda,
nos calculos de P(B;), P(B;) € P(B,).

Tudo isso pode parecer um pouco confuso e nos leva a formular a
seguinte pergunta: até que ponto tal modo de conduzir os célculos,
na préatica, encontra apoio na teoria das probabilidades?

Por enquanto deixaremos a pergunta acima sem resposta para
focalizar nossa atencéo em outro exemplo de experiéncig aleatéria que,
na pratica, também conduz a procedimentos de célculo aparentemente
conflitantes com a teoria.

1.4 — Exemple n.° 2— Voltemos a considerar as trés urnas ante-
riormente referidas e imaginemos agora a seguinte experiéncia alea-
toria: o observador retira uma bola, ao acaso, da primeira urna, anota
a cor e a coloca na segunda urna; em seguida retira uma bola, ao
acaso, desta segunda urna, anota a cor e a coloca na terceira urna; final-
mente, desta ultima, retira uma bola, ao acaso, e anota a cor. Pede-se
a probabilidade de que as trés bolas, assim extraidas, sejam brancas.

Esta segunda experiéncia aleatéria & ainda pode ser conside-
rada como uma seqliéncia de trés provas (ndo independentes) & e
£, ¢ g, cada uma consistindo na extragdo de uma bola da urna de
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mesmo numero. Outrossim, o espago amostra S, desta experiéncia, con-
tinua sendo o produto cartesiano dos espacos S;, S; e S;, j&4 definidos
anteriormente,

Isto posto, a solugdo do novo problema pode ser encaminhada do
seguinte modo:

Imaginemos os eventos definidos em S:
B = {as trés bolas extraidas sdo brancas}
B, — {sai bola branca na i-ésima extracao}

i=1,2,3.
Entao, podemos escrever:
B = By, B,, B;s
e, em seguida, lembrando que as provas néo sdo independentes:
P(B) = P(B;) » P(B;|B;) + PB3|B,B,) &)

Na pratica calculamos a probabilidade P(B;) e as probabilidades
condicionais P(B,|B;) e P(B;|B; B;) do seguinte modo: introduzimos
os eventos

C,=1{b}, Co=1{b} e C;=1{0},

por hipétese definidos nos espacos S;, S, e S, respectivamente, e fa-
Z€mos:

P(B;) = P,(C), P(Bz|B1) = Py(Cy D) e P(B8|BIB2) = P4(Cg; b, D), 4)

onde as funcdes de probabilidadeg P,(.), P,(. ; b) e P;(. ; b, b) estdo
associadas aos espacos S;, S. € S, respectivamente.

Ora P,(C,) representa a probabilidade de sair bola branca da
primeira urna na realizacdo de £, portanto P,(C,) = 2/5. Por sua
vez, P,(C,; b) representa a probabilidade de sair bola branca da se-
gunda urna na realizacdo de £,, quando se sabe que j& saiu bola
branca da primeira urna; assim, P,(C,; b) — 4/7, tendo em vista o
acréscimo de uma bola branca na segunda urna. Finalmente, lembra-
mos, P;(Cs;; b, b) representa a probabilidade de sair bola branca da
terceira urna na realizacdo de £,, quando ja se sabe que safram bolas
brancas da primeira e da segunda urnas; isto é, P;(C;; b, b) = 2/7,
pelo fato de ter sido acrescentada uma bola branca na terceira urna.
Conseqiientemente, em virtude de (3) e de (4), encontramos:

2 4 2 16
PB) =~ xt P o 2
(B) 5X7x7 245

que € a probabilidade procurada.
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Vimos, mais uma vez, que as probabilidades de eventos definidos
no espaco produto S foram, simplesmente, igualadas as probabilida-
des de outros eventos, definidos nos espagos fatores S;, S; e Ss; sendo
que no calculo destas tultimas utilizamos funcdes de probabilidades
associadas aos correspondentes espacgos fatores, ficando omitida, pois,
a funcio de probabilidade P(.) associada ao espago produto S.

1.5 — Nosso proximo objetivo serd esclarecer e justificar esses
procedimentos de calculo, quer se trate ou nfo de uma seqiiéncia de
provas independentes.

Para isso faz-se mister rever o conceito de seqiiéncia de provas,
bem como recapitular outros aspectos tedricos pertinentes ao assunto.

2. SEQUENCIA DE PROVAS. EVENTO DEPENDENTE DE UMA
UNICA PROVA

2.1 — Sejam g, &2 ..., 8. n experiéncias aleatorias, considera-
das nessa ordem. Admitamos agora que uma nova experiéncia alea-
téria £ consista na realizacio, sucessiva, na ordem indicada, dessas
n experiéncias. Diremos, entfo, que £ representa uma seqiiéncia de n
provas, cada experiéncia £ (i = 1, 2, ..., n) sendo denominada uma
prova.

Representemos por S;, S, ..., S, 0s espacos amostra das experi-
éncias g, £,, . , &, respectivamente. Ao ser realizada a primeira
prova g , o seu resultado, que indicaremos por x,, serd um elemento
do conjunfo §;. De modo geral, ao ser realizada a prova g, 0 seu
resultado, indicado genericamente por x;, devera ser um elemento do
conjunto S;, ou seja: ;¢ S; (i = 1, 2, ..., n). Concluimos, entdo, que,
na realizacdo da experiéncia ¢, o seu resultado serd uma n-upla, cuja
i-ésima componente deverd ser um elemento qualquer — porém, um
56 — do espaco amostra S;, associado & prova g2

Isto nos leva a tomar comc espaco amostra S, da seqiiéncia de
provas &£, o conjunto de n-uplas, assim definido:

S={(x1;x2;---:xn)lxiesi;ic‘zy-?;- "n} (1)

Obviamente, tal definicdo de S implica em considera-lo como o
produto cartesiano dos espacos amostra S;, S, ..., S, tomados na
mesma ordem em que devam ser realizadas as provas correspondentes.
Assim:

S=S1><S2>< ><Sn
(produto cartesiano)

2

ficando bem claro que as relagdes (1) e (2) s8o equivalentes.
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Por isso mesmo chamaremos S de espaco ( amostra) produto, con-
do denominar qualquer S; de espago (amostra) fator.

2.2 — Um conceito necessario ao desenvolvimento do presente
balho € o de resultado efetivo de uma experiéncia aleatéria que
nos aqui relembrar.

Seja, pois, uma dada experiéncia aleatoria g, de espago amostra S.
)emos que, anfes da realizacdo de £, qualquer um dos seus resul-
.0s eventuais — ou seja, qualquer um dos elementos de S — tem
uma, oportunidade de ocorrer. Todavia, apés a realizacdo da expe-
acia, apenas um de tais resultados eventuais tera, realmente, ocor-
0. Precisamente este resultado eventual, que de fato ocorreu — e
o conhecimento por parte do observador caracteriza o término ou
lizacdo completa da experiéncia g — recebe o nome de resultado
tivo da experiéncia aleatoria.

Voltando agora & nossa seqiiéncia de provas e para maior simpli-
ade de exposicho, indicaremos por z; o resultado efetivo da i-ésima
wa, &, supondo-a completamente realizada. Por conseguinte, apés
-ealizaciio da experiéncia g (ou seja, ap6és a realizacdo da ultima
wa £ ), o seu resultado efetivo serd a n-upla (), Zs, ..., Z).

2.3 — Outro conceito importante de que vamos necessitar é o de
nto dependente de uma 7nica prova.

Dizemos que o evento 4,, definido no espaco produto S de uma
flitncia de provas, depende apenas da k-€sima prova £, , quando
ycorréncia ou néo-ocorréncia de A; depende, exclusivamente, do re-
tado efetivo x, dessa k-ésima prova. De sorte que, para decidir se
svento 4; ocorreu ou néo ocorreu, precisamos conhecer apenas o
ultado efetivo x,; nfo importando, pois, o conhecimento dos resul-
los efetivos das demais provas.

Esse conceito pode ser formalizado mediante a seguinte definicéo:
Definicdo — O evento 4; definido no espaco amostra produfo S
uma seqiiéncia de provas, depende apenas da k-ésima prova g,
=1,2,...,n) se — e somente se:

Ak={(x1; Tay - oy Tpy 7xn)l$k60k} @3

de Ci c S, é um evento definido no espago amostra fator S, cor-
spondente & k-ésima prova.

Por esta definicdo vemos que o evento 4, é formado por todas
n-uplas — do espaco S — cuja k-ésima componente é um elemento
subconjunto (evento) C,, as demais componentes podendo identi-
ar-se a qualquer elemento do correspondente espago fator S; (i # k).
d resulta, de imediato, que o evento 4; se decompde no produto car-
siano

Ak=S1XSQX XS;C—1><CICXS]C+1X . XlSn (4)
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posto que as n-uplas (s, gy «- .5 Tny ..., Tn), que formam o segund
membro da relacdo (4), estdo caracterizadas também pelas condigoes

mkeckexiesi,sei#k

Convém lembrar, pois, que as relacoes (3) e (4) sdo equivalente
Além disso, devemos notar este fato, da maior importéncia: send
@), ..., x, ..., 2% o resultado efetivo da experiéncia &, a seguint
equivaléncia é verdadeira:

x?c € Clc <> (\xtl)’ ) x(l)u ) x‘,’,) € Ak:

onde a primeira relacdo de pertinéncia indica a ocorréncia do event
C» e, a segunda, a ocorréncia do evento 4,. Em outras palavras: a ocol
réncia de C, na realizacdo da prova . impilca a ocorréncia de £
na realizacdo de g; e vice-versa. Por isso mesmo, diremos que Cy é
evento associado ao evento 4.

2.2 — Para melhor esclarecer os fatos ja abordados vamos exam:
nar alguns exemplos:

Exemplo n.0 3 — Um dado correto é lancado duas vezes seguida
Consideremos como resultado eventual dessa experiéncia aleatéria g
o par ordenado (z, ), onde x indica o ponto obtido no primeiro lanc
do dado e y o ponto obtido no segundo lance.

Tal experiéncia pode ser interpretada como uma seqiiéncia de dus
provas g, e £, cada uma representando um dos lances do dade
Além disso, podemos tomar

Sz={172;3;4;5;6}; i=];2;
resultando
S=SI><SQ={(x,y)lx,y=Z,2, )6}

posto que a condicdo multipla x, y = 1, 2, ..., 6 e equivalente as dua
condicdes: x e S; € ¥ ¢ S,.
Consideremos agora os eventos definidos no espago produto S:

Ay ={G@ p|vépw} e A= {(@ v)|y>4}

E facil perceber que o evento 4, depende apenas da primeira prov
e que o evento 4, depende apenas da segunda prova. De fato, se de
finirmos em S, o evenio C, = {2, 4, 6} e em S; o evento C, = {5, 6)
podemos escrever

A=l iz €C) o Ay={@yly € Co,
ou também em forma de produto cartesiano,
A1=01><S2 (5] Ag=SI><C'2
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Supondo, agora, que o resultado efetivo do primeiro lance do dado
:enha sido o ponfo z! = 2, teremos: x! ¢ C;, relagdo que traduz a ocor-
-éncia do evento C,, na realizacdo da primeira prova. Conseqiientemen-
te, qualquer que tenha sido o resultado efetivo x,, da segunda prova,
resulta: (x9, %) « A,, ficando caracterizada, pois, a ocorréncia do evento
4,, na realizacdo de £

De modo analogo, se o resultado efetivo do segundo lance for o
sonto x; = 3, vird: zJ «C;, o que traduz a néo-ocorréncia do vento C,
1a segunda prova, logo, a nic-ocorréncia do evento A, na realizacdo
de &, posto que para qualquer resuitado efetivo z?, da primeira prova,
teremos: (x), 23) ¢ A,.

Exemplo n.9 4 — A urna U, contém trés bolas numeradas: 1,2 e 3
a urna U, contém trés bolas numeradas: 2, 3 e 4; finalmente a urna
Us contém trés bolas também numeradas: 3, 4 e 5. Supoe-se todas as
oolas exatamente iguais quanto a quaisquer outros aspectos.

Uma experiéncia aleatéria g consiste em retirar uma bola, ao
acaso, de U,, anotar-lhe o nimero e colocé-la em U,; em seguida, retirar
uma bola, ao acaso, de U,, anotar-lhe o namero e colocéd-la em U;; por
altimo, retirar uma bola, ao acaso, de U; e anotar-lhe o numero.

Podemos imaginar que g consiste de uma seqiiéncia de trés pro-
vas, £, £, € g, cada uma destas correspondendo a uma das extra-
coes a serem feitas. Vemos que:

S, =1{1,28}; S.=1{1,284} ¢ Ss=1{1,238, 46}

resultando:

SzSIXSQXSS={(:U1, To, xg) |4 €8, =1, 8, 3}

Consideremos, em S,, o evento C, — {2, 4}, em S;, 0 evento C; =
= {1, 3, 5}, e, em S, os eventos

By, = {(-”51, oy xs)lxe € CQ} e Bs= {(-TJ; T, xs)lxs € 03}

Vemos que, por definicdo, os eventos B, € B; dependem, respzcti-
vamente, da segunda e da terceira provas.

Também neste exemplo, para se dar a ocorréncia do evento B,
na realizacdo da experiéncia £, é necessaria e suficiente a ocorréncia
do evento C, na realizacdo da prova £, . Assim, se z; = 2 ou z; = 4,
vale dizer, se x ¢ C,, este evento terd ocorrido na realizacdo da prova
£, ; porém, nesse caso, resulta: (], xj, ) ¢ B;, 0 que significa a ocor-
réncia de B,, na realizacdo de g£. Reciprocamente, ocorrendo B, na
realizacdo de g, devemos fer x; = 2 ou z] = 4; dai, x; « C;, 0 que
traduz a ocorréncia de C, na realizacdo da prova £.

De mndo inteiramente andlogo, podemos ver que a ocorréncia de
B; na realizacio de g implica a ocorréncia de C; na realizagio da ter-
ceira prova g.; e vice-versa.
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2.5 — Chegados a esta altura, convém salientar o seguinte impor-
tante fato: dizer que a ocorréncia de um evento A4;, definido no espacc
produto § de uma seqiiéncia de provas, depende apenas da k-ésime
prova g, , ndo significa dizer que a probabilidade desse evento é inde
pendente dos resultados efetivos das demais provas.

Assim, se voltarmos aos eventos 4; e 4, do exemplo n.° 3 pode
remos constatar que a probabilidade de 4, nao é afetada pelo resultade
cfetivo da primeira prova, posto que P(4;) = 1/3, quer se tenha x, ¢ 4,

quer se tenha x; « 4;; isto é:

P(Ag | A)) = P(A,| A;) = P(4y) = 1/3

Entretanto, isto nem sempre acontece, bastando, para o confirmar
um exame dos eventos B, ¢ B; do exemplo n.0 4. De fato, a ocorrénci:
de B, na segunda prova implica a introdugdo de bola com numerc
par na urna U, o que diminui a probabilidade de sair desta urne
bola com numero impar — ocorréncia de C; — na terceira prova, dimi
nuindo, paralelamente, a probabilidade da ocorréncia de B;. Ao con
trario, a ocorréncia de B, na segunda prova acarreta a introduco dt
bola com numero impar na urna U; o que aumenta a probabilidads
de ocorrer C, — saida de bola com numero impar — na terceira prova
ficando aumentada, pois, a probabilidade de ocorrer B;.

Essa diversidade de comportamento das probabilidades de evento
dependentes de uma Unica prova permite-nos distinguir dois tipos ge
rais de seqiiéncias de provas: as seqiiéncias de provas independentes -
as Seqiiéncias de provas ndo-independentes.

3. SEQUENCIA DE PROVAS INDEPENDENTES

3.1 — Voltemos a considerar a experiéncia aleatéria £, que con
siste na realizagdo de uma seqiiéncia de n provas £, £, .., &,.

Seja S, 0 espaco amostra da prova g, (k=1,2,...,n). Para cad
evento C; tomando em S;, é possivel definir no espaco produto S un
outro evento A4, dependente da k-ésima prova; bastando, para issc
fazer

Ak=S1><SQX XSk_IXCkXSHIX XSn (5

Sabemos ,alids que se S for um conjunto finito formado de I
elementos — resultados eventuais da experiéncia &£, — € possivel de
finir 2¥ subconjuntos de Sy, cada um deles dando origem a um event
Ar, da forma indicada em (5).

De um modo geral, o conjunto de todos os eventos que dependen
apenas da k-ésima prova representa uma familia de eventos que sim
bolizaremos, daqui em diante, por g, (¢ =1, 2, ..., n).
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Convém observar, de passagem, que — para qualquer valor do in-
dice ¥ — tanto o evento certo § como o evento impossivel ¢ (ambos
considerados em relacdo & experiéncia g), fazem parte da familia 4,
posto que, em (5), para Ci = Si, obtemos:

S=S1><Szx -~XSI<:>< XS,,,'

e, para C;, = ¢, — onde ¢, simboliza o evento impossivel relativo &
experiéncia £, — resulta:

d=8; X S X .. XgpX . X8,

3.2 — Isto posto, alguns autores definem as n provas £, £,
.., & como provas independentes quando — e somente quando —
as familias de eventos 4,, 4,, ..., 4, forem independentes.

Entretanto, para o objetivo que temos em vista, é preferivel adotar
a seguinte defini¢cfo equivalente, em cujo enunciado 4,, para k¥ = 1,
2, ..., n, continua representando a familia dos eventos que dependem
apenas da k-ésimsa prova; e a funcdo de probabilidade P(.) esta asso-
ciada, supostamente, ao espago produto S.

DefinigGo — Dizemos que n provas g, £,, ..., £, formam, nessa
ordem, uma seqiiéncia de provas independentes se — e somente se —
dados n eventos quaisquer, 4;, 4,, ..., 4,, tais que

Ak eﬂk,' ]C=1, 2, N ()

for valida a relacdo geral:

P(A 4, . A,) =P(4) - P(4y) ... P(4,) (6)

Desta definicdo resulta o seguinte teorema:

Teorema — Dada uma seqiiéncia de n provas, g b &y oy Ene
n eventos arbitrarios, 4, 4,, ..., 4,, tais que

Ak eﬂk; k=1,2, y 1,

as n provas serdo independentes se — e somente se — os 7 eventos
Ay, A,y ..., 4,, assim considerados, forem independentes.

Demonstracdo — De fato, se os n eventos tomados, arbitrariamen-
te, na forma do enunciado forem independentes, a relacdo (6) sera,
em conseqiiéncia, verdadeira; logo as provas serdo independentes por
definicéo.
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Reciprocamente, admitamos que as provas sejam independentes,
isto &, que a relacdo (6) seja verdadeira para quaisquer n eventos to-
mados na forma do enunciado. Entdo, para provar que 0s n eventos
do conjunto {4,, 4,, .. , 4,) sdo independentes, basta provar que, para
qualquer subconjunto {4 , 4 , ..., 4 }, do conjunto citado, a relagéo

P(AilAw A’Lr) = P(Au) ¢ P(Aw) . P(A@r)

também é verdadeira.

Para isso, consideremos o subconjunto de indices {J;, Je ..., Js},
complementar do subconjunto {i;, %, ..., &}, em relacdo ao conjunto
de indices {1, 2, ..., n}. A seguir, em cada familia 4 — para k =
=1,2,...,8— tomemos o evento certo § — sombohzando—o agora por

desde que pensado como membro da familia A, Entdo, podemos
escrever

Ai1 Aiz Air = Ai1A7'2 Ah SJ’I SJ,'Z SJ/s

Entretanto, como no segundo membro da igualdade anterior figu-
ram n eventos, tomados na forma do enunciado, resulta:

P(A 4y, .. 4;) = P(A,) « P(4y)  P(A}) « P(S;) - P(Sf)  P(S)
Ora, lembrando que, para todo valor de k, tem-se
P(S)=P®R8) =1,
a igualdade anterior fornece, finalmente,
PA,A, A)=P4,) - -PA4,) PA)

Nessas condicdes, os eventos 4;, 4,, ..., 4,, inicialmente conside-
rados, sdo independentes, conforme restava provar.

3.3 — Como vimos, a defini¢gdo de seqiiéncia de provas independen-
tes pressupde a definicdo da funcdo de probabilidade P(.) no espaco
produto S.

Todavia, numa situacio concreta, quando estamos diante de uma
seqiiéncia de n provas, £, £,, .., &, Seria desaconselhavel definir,
previamente, a funcio de probabilidade P(.) no espaco S, e, em se-
guida, aplicar tal funcio para decidir, @ posteriori, se as n provas sao
independentes ou niao. Em verdade, esse procedimento implicaria em
testar um grande numero de relagdes da forma (6), 0 que nem sempre
seria exequivel e, mesmo quando o fosse, pouca utilidade acrescentaria
3 informacfio — positiva ou negativa — dai resultante.

Na pratica, para decidir se n provas sdo independentes ou néo,
basta aplicar o seguinte critério:
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Condigdo de independéncia — As m provas £, £,, ..., g — de
espacos amostra S, S, ..., S,, respectivamente — serdio independentes
se for possivel definir, em cada espaco fator S, uma funcio de proba-
bilidades, P;(.), de tal sorte que a probabilidade P, (C:), de qualquer
evento — tomado no espaco Si, — ndo dependa dos resultados efetivos
das provas anteriores: g2, £,, ..., £ _,; ou, em outras palavras: de
tal sorte que a probabilidade P,(C:) esteja univocamente determinada
— em cada espaco fator — pelo proprio evento C; ai considerado.

Realmente, se esta condicao se cumprir, poderemos definir a fun-
¢do P(.) — noi espaco produto S — a partir das funcées P,(:), P,(.),
..., P,(.) — por hipétese ja definidas — de modo a garantir, a priori,
a independéncia das n provas. E 0 que veremos a seguir.

4. A FUNCAO P(.), NO ESPACO PRODUTO DE UMA
SEQUENCIA DE PROVAS INDEPENDENTES

4.1 — Admitamos, pois, que as n provas g, &,, ..., £,, cum-
pram a condicdo de independéncia enunciada no titulo anterior.

Seja € um qualquer evento definido no espaco amostra S que ad-
mita, todavia, uma decomposicio em produto cartesiano da forma

C=C’1X02><.. XCkX.. Xon (7)

onde C; < S € algum evento definido no espaco amostra S (¢ = 1,
2, ..., ). . : ,

Sejam, ainda, P,(.), P;(.), ..., P.(.) as funcOes de probabilida-
des associadas aos espacos fatores S;, S,, ..., S,, ja definidas, suposta-
mente, nos moldes previstos na condicio de independéncia.

Entao é possivel associar ao espaco produto S uma funcio de
probabilidades P(.) — aplicavel, em principio, aos eventos que admi-
tem decomposicdes da forma (7) — definida do seguinte modo:

P(C) =P,(C)) « Py(€d) : Pa(Ca) |- ®)

Veremos, logo a seguir, que, mediante a definico acima, as n pro-
vas consideradas serfo independentes,

4.2 — Teorema — Toda seqiiéncia de provas £, £, ..., £,
cumprindo a condicdo de independéncia ¢ munida de uma funcgfo de
probabilidades P(.), definida mediante (8), é, de fato, uma seqiiéncia
de provas independentes.

Demonstracdo — Para demonstrar o teorema convém provar, de
inicio, uma relacgéo 1til:
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Consideremos, novamente, para k = 1, 2, ..., n, a familia 4, dos
eventos que dependem apenas da k-ésima prova.. Tomemos, arbitraria-
tmente, n eventos 4,, 4,, ..., 4,, tais que 4, ¢, —parak =1,2,...,n.
Podemos escrever:

Ak‘:‘SIX...XS}C—1><C]GXSI¢+1X..Xsn (9)

onde C; =« S; é o evento associado a A4,. Isto posto, é verdadeira a
igualdade:

A1A2..Ak=01><02><.. XCkXSk-{-IXSk—{-,QX . XS"

1
k=1,2 . ,n (10)

De fato, representemos abreviadamente: por x, o resultado even-
tual (x5, xo, ..., Zs, ..., &,) da experiéncia g&; por M, o primeiro mem-
bro da igualdade (10); e por N, o seu segundo membro.

Ora, se x « M, devemos ter x ¢ 4; — para i = 1, 2, ..., k; 10go, em
virtude de (9), x; ¢ S;, para todo i, resulta que x € N, ou seja: M < N.
Reciprocamente, se x € N, devemos ter x; € C; — parai =1,2, ..., k;
ecomox; € §;, —parai=1,2,...,k ecomox ¢ S para todo i,
resulta, em virtude de (9), que x ¢ 4; — para i = 1, 2, ..., n. Con-
seqiientemente, x € M, isto é: N € M. Estas duas inclusdes implicam
M = N, como desejavamos provar.

Em particular, para k¥ = 7, a relacdo geral (10) fornece:
Ajdg ... A, =C X Ce X . X C, (11)

Voltemos agora a demonstracdo do teorema. Se aplicarmos a fun-
¢do P(.) ao evento A, 4,, ..., 4,, teremos, em face de (8) e de (11):

P(4;4,... 4,) =P((C1) » Pe(Cy) . P,(Cy) (12

Por outro lado, aplicando a funcio P(.) ao evento 4, obtemos,
ainda em virtude de (8) e de (9):

P(Ay) = P1(S1)  Py—1(84—1) *» Pr(Ci) » PrisSpvr). PulSn)

Porém, como P;(S;) = 1, para todo valor de i, a igualdade anterior
reduz-se a

P(44) = P.(Cy)
k=1,2..,n (13)

Finalmente, levando estes resultados em (12), achamos:
P(A;4, .. A,)=P(4,) - P(4,) . P(4,)
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Ora, o evento 4, — para k = 1, 2, ..., n — &, por hipdtese, um
>mbro qualquer da familia 4, . Portanto, de acordo com a definicéo,
n provas £, g,, ..., &£, séo independentes, conforme diz o enun-
ido do teorema, que fica, pois, demonstrado.

4.3 — Observacées importantes:

12 — Se o evento 4, definido no espaco produto S de uma se-
éncia de provas depende apenas da k-ésima prova, esse evento pode
' posto sob a forma

4 = {(:E;,. y Ty o :xn>'xk ECk}:

de C; definido no espaco fator S, é o respectivo evento associado.

Ja sabemos que a ocorréncia de 4, na realizacio de g implica a
rréncia de C, na realizagho de £, ; € vice-versa.

Ora, as relacoes (13) afirmam, precisamente, que — no caso de
wvas independentes — P(4;) = Pi.(C.).

Por conseguinte, quando estivermos, na préatica, lidando com pro-
3 independentes, e for necessario calcular P(4;), bastard usarmos a
1cdo Pr(.) para calcular a probabilidade do respectivo evento asso-
do C,, raciocinando apenas em termos da experiéncia £,, o que, em
‘al, ndo oferece dificuldade.

22 — A funcgdo P(.)associada ao espago produto S e definida
«diante (8) sé seria aplicavel, em principio, aos eventos definidos
v S que admitem decomposicdo em produtos cartesiancs da for-
v (7).

Sabemos, por outro lado, que nem todo evento em S pode ser
:omposto em produto cartesiano daquela forma, Assim, aparente-
nte, a funcfo P(.) n&o seria aplicavel a certos eventos definidos
. S.

O problema de estender P(.) a todos os eventos de S pode apresen-
+ dificuldades quando esse conjunto é infinito nfo numeravel. En-
tanto, quando § ¢ finito, ou infinito numeravel, tal problema se
na simples.

De fato, nestes dois Ultimos casos, qualquer evento A contido em
pode ser decomposto na unido de um numero finito ou humerével
eventos elementares, da forma

Iaj = {(xly Ty - )xn)}7

lex; €8, (i =1,2, ..., n) é um resultado eventual da experiéncia
. Temos, pois:

iforme ocorra uma ou outra situagéo.
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Por sua vez, cada evento elementar E; pode ser decomposto num
produto cartesiano da forma (7), posto que

E={a] a{zte. . olnd,

onde {z;} < S; é um evento elementar definido no espaco amostra da
experiéncia g, Portanto, para os eventos elementares E; a funcéo
P(.) ainda é aplicavel.

Desde que os eventos elementares E; sdo sempre, dois a dois, mu-
tuamente exclusivos, e impondo a condicdo de que P(.) mantenha as
propriedades gerais das funcoes de probabilidades, podemos escrever,
em qualquer das situagdes focalizadas:

P@) = £ PE) o P(4)= T PE)

Conseqilientemente, a funcdo P(.) pode ser estendida a todos os
eventos definidos no espaco produto S.

3.2 — Quando o evento 4 definido em S néo pode ser decomposto
diretamente num produto cartesiano de 7 eventos, definidos em
Si, Sa ..., S,, respectivamente, a decomposicdo de 4 em eventos ele-
mentares, como foi indicado na observacdo anterior, ndo oferece um
caminho pratico para o calculo de sua probabilidade.

Na préatica procedemos de outro modo: procuramos fazer a decom-
posicdo de 4 na unifo de eventos da forma A, 4, ... 4, onde 4, —
para k = 1,2, ..., n — é um evento dependente apenas da k-ésima
prova.

Foi este, precisamente, o procedimento seguido no calculo da pro-
babilidade do evento B quando buscédvamos a solucdo do primeiro pro-
blema apresentado no Capitulo 1.

De fato, basta atentar na igualdade (1) que ali figura: os eventos
B, (i = 1, 2, 3) e seus complementares, que participam da unifo, séo
dependentes apenas de uma Unica prova. OCutrossim, no calculo das
probabilidades daqueles eventos foram utilizadas as relagdes (13) —
conforme acentuamos na primeira observacdo deste subtitulo — o que
facilmente se percebe reexaminando, & luz da teoria exposta, a solucéo
do referido problema; ficando, por esta forma, inteiramente justifica-
dos os procedimentos de calculo entdo empregados.

5. A FUNCAO P(.) NO ESPACO PRODUTO DE UMA
SEQUENCIA DE PROVAS NAO INDEPENDENTES

5.1 — Consideremos, novamente, uma experiéncia aleatéria £,
que consista na realizacfo de n provas £, £,. ..., £ , de espacos amos-
tra S;, S,, ..., S, respectivamente.

2' "
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Quando tal seqiiéncia néo satisfaz a defini¢do formulada em 3.2,
dizemos que se trata de uma seqiiéncia de provas dependentes (ou nao
independentes).

Assim como no caso de provas independentes, a definicdo acima
aludida pouco interesse apresenta, no momento de decidirmos se n pro-
vas sdo dependentes ou ndo. Na pratica, apelamos novamente para
a condicfo de independéncia introduzida em 3.3: se as n provas nao
atenderem & citada condig@o poderemos concluir, sem maijores exames,
que elas séo dependentes.

cumpre atentar, todavia, que esta conclus@o equivale a aceitar a
impossibilidade de definir a funcéo de probabilidade P,(.) — para todo
valor k — de sorte que a probabilidade P;(Cy), de qualquer evento fo-
mado no espaco fator S;, esteja univocamente determinada pelo pro-
prio evento Cy, isto é, independa dos resultados eventuais das provas
anteriores.

Por conseguinte, em se tratando de uma seqiiéncia de provas de-
pendentes, a probabilidade P;(C;) de eventos considerados em S, sera
uma funcdo também dos resultados Z;, T, ..., Tx—;, das provas g,
£, ---» &,_, respectivamente.

Para exprimir esse fato usaremos a notacdo mais complexa

Pk( 5 Ty Ty mk—l)y

ao indicar essa probabilidade, ao invés de usar a notaclo simples até
agora empregada, P;(.).

Fica subentendido, todavia, que uma vez.conhecidos os resultados
efet%vos xo, T3, ..., x2_ , das provas £, £, ..., &, — supostas ja
realizadas — o valor de

) o 0
Py (Cy; 27, oy 5 Tp—1)

passard a depender, exclusivamente, do evento C, considerado no es-
paco fator S, isto é, a referida probabilidade ficard univocamente de-
terminade, dai por diante, pelo proprio evento Cx.

5.2 — Apoés estas consideractes preliminares, o problema que nos
propomos é o de definir a funcio P(.) ho espaco produto S, supondo
tratar-se de uma seqiiéncia de provas dependentes.

Para lograr esse objetivo é necessario, todavia, analisar mais de-
tidamente o problema em foco:

Imaginemos, por um momento, que o evento C definido em S pos-
sa ser decomposto em um produto cartesiano da forma (7);

C=C1><Cg>< Xon:

onde, lembramos, C;, = Sx(k = 1, 2, ..., n) € um evento definido no
espaco fator §,.
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Sabemos em virtude dos conceitos e esclarecimentos apresenta-
dos s0b o Capitulo 2 — que a ocorréncia do evento C na realizacfo de g
implica a ocorréncia do evento C, na realizacdo da prova g, para
k=12 ..., n; e vice-versa.

Tal fato nos leva a pensar na possibilidade de definir a funcio
P(.) de sorte que a probabilidade P(C) possa ser obtida através do
célculo da probabilidade de C; e, de modo geral, da probabilidade de
Ci, na certeza da ocorréncia de C;,, Cy, ..., Ch—y parak =2, 3, ..., n.
Surge aqui, entretanto, uma dificuldade que precisamos contornar.

De fato, admitamos que, apés a realizacdo das provas g, &,

..y €,_, ficamos sabendo que seus resultados efetivos 55 25 . . 22_,
— embora desconhecidos — cumpriram as condigGes: 55 € ¢, 25 € ¢,
oo, @3-y € C,., Embora, de um ponto de vista puramente teérico,
esse conhecimento parcial sobre os resultados das provas anteriores
nao basta para determinar a probabilidade do evento C;, na realiza-
cdo da prova £, em muitas situagdes praticas, todavia, tal conheci-
mento permite obter, univocamente, a probabilidade

Py (Cy; 7, %g,... Tp—p).

by

Para citar uma situagdo em que isto acontece, voltemos a expe-
riéncia aleatéria imaginada no exemplo n.° 4 do subtitulo 2.4. Vimos
ali que o espago amostra § da experiéncia £ era representado pelo
produto cartesiano.

S=S1XS,9><Sg,
onde S;=1{1,28}, S;=1{1,28 4} ¢ S;=1{1,238, 4, 6}

indicavam os espagos fatores das provas £, g, e &,, respectivamente.
Consideremos, entéo, no espaco S o evento C, assim definido:

C = {as trés bolas extraidas apresentam numero impar}

Ora, se tomarmos em S, o evento C; = {1, 3}; em S, o evento
C, ={1,3}; eem S; = {1, 3, 5}, poderemos escrever:

C=0C X Cg X Cs,

que é um produto cartesiano da forma (7).

Inicialmente, devemos notar que P,(C;) = 1/3, posto que esta
probabilidade independe dos resultados das provas subseqiientes.

Admitamos agora que a prova g, foi realizada e que seu resul-
tado efetivo z, cumpriu a condigéo z9 € C;. Embora desconhecendo z;
a informacfdo parcial, acima referida, autoriza-nos a concluir que foi
introduzida uma bola com numeracio impar na segunda urna; de
sorte que U, passou a ter duas bolas com numeracio impar e duas com
numeracio par. Conseqlientemente, podemos garantir que

o 1
Py(Cy; ) = —2_
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Suponhamos ainda que foi realizada a prova g, e que seu resul-
tado efetivo zg, embora desconhecido, cumpriu a condicdio x4 € C,.
Esta informacdo parcial nos diz que uma bola com numeracgio impar
foi introduzida na terceira urna; de modo que U; passou a ter trés
polas com numeracio impar e uma apenas com numeragio par, re-
sultando:

o 3
Pg(Cs; x?, Tg) = Z‘

Portanto, nesta situaco particular, as probabilidades P.(C, z7)
e Ps(Cs; g5 29) ficaram univocamente determinadas, com o simples
conhecimento de que 2o €Cre x5 € C..

Para caracterizar todas as situacdes particulares analogas & que
vimos de examinar, vamos introduzir um novo conceito:

Condicdo de determinacdo — Diremos que o evento C, definido no
espaco S, e admitindo uma decomposicdo em produto cartesiano da
forma (7),

C=01 X Cgil? D¢ Cn,
preenche a condigdo de determinacdo, se a probabilidade
P, (Cys 23, 25 ..., Tp—1); K =2,8, . ., n,

na realizacfo da prova g, estiver univocamente determinada pelo pro-
prio evento C; e pelo conhecimento parcial, traduzido pelas relacdes
2 ©Cy 45 € 0, ..., 20—, € C,,, SObTe os resultados efetivos das provas

anteriores, £, £, ..., &, _,.

5.3 — Estamos agora em condicdes de resolver o problema ante-
riormente proposto. Para isso retomemos as familias 4, 4, .. 6 A,
onde 4, —parak =1, 2, ..., n — é formada por todos os eventos do
espaco produto S que dependem apenas da k-ésima prova.

Sejam, ainda, n eventos quaisquer, 4,, 4,, ..., 4,, tais que
A, €A kE=1,2 ...,n

Ora, ao definir a funcdo P(.), devemos fazé-lo de modo a preservar
as propriedades que caracterizam as funcbes de probabilidades. Em
particular, considerando o evento

A=A, 4, ... A,

a fungdo P(.), a ser definida, devera satisfazer a relagdo

P(A) = P(A;) « P(A4|Ay) - P(45] A4, . . P(4,|A:4, .. A1) |(14)
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que traduz o teorema da probabilidade composta e onde, por defini¢do
de_probabilidade condicional,

P(A;4,. . Ay—1 40
P(AjAp ... 43-1)

P(Alc l AIAe . Ak—l) =

para k = 2, 3, ..., n, desde de que se tenha P(4; 4, ... 4z_;) % 0.
Ixto posto, seja C um evento definido em S, admitindo a decompo-
sicdo em produto cartesiano da forma (7),

C=0(C, XC X ... Xy

e preenchendo, além disso, a condicdo de determinacio apresentada
no item anterior. Entdo, para tais eventos, a funcfo P(.) sera defi-
nida mediante a seguinte formula:

P(C) = PI(CI) * P?(CIQ; ’U‘;) ¢ P:?(OS; .’U?, .’E;) Pn(c’n; -T'?y -”0027‘ 1 xft—l)

a5, €Cy k=1,2 ,n—1 (15)

5.4 — Veremos a seguir que a funcéo P(.), definida pela férmula
acima, satisfaz a relacéo (14) do subtitulo anterior.

De fato, se 4; é um evento dependente da k-ésima prova, sabemos
que

Ak={(x1,..., Ty ,xn)[kaeck}; k=1,2,.,n;

onde, lembramos, C;, < S; Portanto, para todo valor do indice k, pode-
mos escrever:

Ak = S1 r T S[c—j X Ck x Sk—I . X Sn

Tendo em vista a relacdo (10), demonstrada no subtitulo 4.2, re-
sulta: : ’

A1 = 01 -XHSQ X Sg X S4 X . X Sn
AIAg = 01 X O{g X Sg >< S4 X >< Sn
AIA@Ag = C] X C;g >< Cg X 84 X X Sn

.......................

Adds A, =C; X g X 0 X O X X C,

Vemos, pois, que os eventos 4, 4, ... 4, parak = 1,2, ..., n
admitem decomposi¢des em produtos cartesianos da forma (7). Supo-
nhamos ainda que o evento 4 = 4, 4, ... 4, — e, em conseqiiéncia,
os eventos 4;, 4; 4,, ..., 4; A, ... A,_, — preencha a condiglo de

196



determinagdo introduzida no subtitulo anterior. Nessas condicées, usan-
do a definicdo de P(.), achamos:

P(AI) = PI(CI) * 'PQ(S.?; x‘;) ¢ P3(S3); x;’ x;) Pn(Sn; .’E?, -’E;, L] x‘?’l—'l

Entretanto, quaisquer que sejam os resultados efetivos 2 45 . .
Za_1, OCOrTErdo os eventos S,, Ss, ..., S, de sorte que

)

. 0 o o 1 _
Plc(SkJ Tyy Toyeee, xn—-l) - 1: k= '9; 3’ o N

Por conseguinte, a igualdade anterior fornece:

P(4,) = P:(Cy) (16)

De um modo geral, usando a definicdo de P(.), para os eventos
A A, ... 4y e A, 4, ... 4, podemos escrever:

P4, 4, ... 4;_;) =
= P(Cy) - Py(Cy; 23) + Ps(Cs; 27, 20) . Py 1(Cr—1, »73(1), Ty ey Th—2) (17)
e também
P(Ar 4y ... 44, Ap) =
= P/(Cy) + Py(Cy; 27) + Ps(Cs; 23, x}’,) Pi(Crs i, 25y , Th—s)  (18)

-Como estamos supondo P(4; 4, ... Ay) 5 0, isto exige que se te-
nha Pi(Ci; &4, Tyy ..., Tieq) 5~ 0, parai= 1,2, ..., k. Entdo podemos
dividir, membro a membro, a (18) pela (17), resultando:

P44, A
P44  Ax-))

) o o
= Py(Cy; 23, T3, , Th—1),

ou ainda, lembrando a definicdo de probabilidade condicional:

P(A,|A A, Ap—y) = Pp(Cy; x?, 95;,-- Th—1) (19)
k=238 .,n
Agora, aplicando a definicdo de P(.) ao evento 4; 4, ... 4, =

=C; X C X ... X C, obtemos

P44, A) = P,(Cy) + Ps(Cy a3) « Ps(Cs; 23, 25) .. Pr(Cr; T3, Tgy -y Th1),
a qual, levando em conta as relagbes (16) e (19), nos d4, finalmente:
P(A;A; . A,) =P(A)-P(4,]A) - P(45]A Ay . P44, 4, . A,—)),
conforme desejavamos provar,
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5.5 — Observacoes importantes

1.2 — Consideremos uma seqiiéncia de provas dependentes £
£,y ..., &€ seja g, a familia dos eventos que dependem apenas
k-ésima prova (¢ = 1, 2, ..., n). Entéo, diante do exposto anteric
mente, a probabilidade de qualquer evento 4; 4, ... 4,, tal que 4, ¢,
para todo valor de k& é calculada mediante a utilizacio do conceito -
probabilidade condicional, de acordo com a relacdo (14). Entretanto, ;
pratica, o calculo de P(4,) é feito aplicando a relacdo (16), do su
titulo 5.4; ao passo que o calculo de P(4y|4; 4, ... Aix_) € feito ap
cando a relagdo (19), do mesmo subtitulo.

Por conseguinte, as relacdes (16) e (19), no caso de provas depe
dentes, fazem um papel andlogo ao das relacdes (13) no caso de prov
independentes.

Todavia, embora o evento 4; 4, ... A, admita sempre decomy
sicdo em produto cartesiano da forma (7), o célculo acima referido
sera valido — ou possivel — quando o evento citado preencher també
a condicdo de determinac8o formulada no subtitulo 5 2.

Ao resolvermos o problema formulado no Exemplo n.° 2, do Caj
tulo 1, tivemos de calcular a probabilidade do evento B, B, By, e cor.
este evento, decomposto no produto cartesiano C; X C, X C; — vi
subtitulo 1.4 — preenche a condicéo de determinacdo acima referida,
procedimento de célculo utilizado naquela oportunidade fica inteir
mente justificada pela teoria aqui exposta.

2.2 — Cabem, no caso de seqiiéncias de provas dependentes, con:
deracOes analogas as que foram feitas nas observacdes 2.2 e 3.2,
subtitulo 4.3, & proposito das seqiiéncias de provas independente
Contudo, ao decompor o evento considerado na unifo de eventos
forma A; A, ... A, — onde 4, (para k = 1, 2, ..., n) é dependen
apenas da k-ésima prova — € necessario ainda atender & condigi
de determinacgfo acima referida.

Remetemos o leitor aos exemplos que finalizam este subtitulo:

5.6 — Aplicacdes

Exemplo n.° 5§ — A urna U, contém trés bolas numeradas: 1, 2
3; a urna U, contém trés bolas numeradas: 2, 3 e 4; finalmente,
urna U; contém trés bolas também numeradas: 3, 4 e 5. Supde-se tod
as bolas exatamente iguais quanto a quaisquer outros aspectos.

Uma experiéncia aleatéoria £ consiste em retirar uma bola,
acaso, de U,, anotar-lhe o niimero e colocd-la em U,; em seguida, retir.
uma bola, ao acaso, de U,, anotar-lhe o nimero e colocé-la em U
por ultimo, retirar uma bola, ao acaso, de U; e anotar-lhe o numer

Pede-se a probabilidade de que as trés bolas, assim extraidas, apx
sentem ntmero impar.
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Solucdo: J4 vimos que esta experiéncia aleatéria equivale a ums
seqiiéncia de trés provas £, £, e £, onde £, representa a extracéc
de uma bola da urna n.° i,

Vimos também que os espagos amostra fatores tinham as formas:
S; = {1: 2, 3}: Sy = {17 2, 8, 4} e Sg= {1; 2, 3, 4 5})

resultando dai o espago produto S = S;  S; = Ss.

% facil perceber que tal seqiiéncia de provas néo preenche a condi
cdo de independéncia formulada no subtitulo 3.3; portanto, conclui
mos tratar-se de uma seqiiéncia de provas dependentes.

Consideremos agora no espaco produto S os eventos:

C = {as trés bolas extraidas apresentam nuimero impar}
4; = {a i-ésima bola extraida apresenta nimero impar}

i=1,2,3.
Desas definicbes tiramos, imediatamente:

A, =C, X 8, X 8;, onde C; = {1, 3} estd definido em S,;

A, = 8; X C; X S;, onde C, = {I, 3} esta definido em S,;

A; = S; X 8, X Cs, onde C; = {1, 3, 5} esta definido em Sj;
e ainda: C = 4; 4, 4; = C; X Cy X Cs

Portanto, a probabilidade de C — ou de 4; 4, 4; — sera dad
mediante:

P(C)=P(4,) - P(4:|4,)+ P(43]4, 4
Como o evento C = A, A, A; preenche — vide o subtitulo 5.2 -

a condicdo de determinacfio, podemos usar as relagdes (16) e (19). Er
tdo, conforme j4 haviamos calculado, temos:

1 o 1
P(4,) = P,(C) = ?:' P(A2| 4;) = Py(Cy 23) = 7

o o 3
e P(As|A; Ag) = Ps(Cs; 7, w3) =7

resultando a probabilidade procurada:
1 1 3 1
P(C)——g‘X7X7——?
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Exemplo n.9 6 — A urna U, contém 2 bolas brancas, 3 bolas pretas

L3

e 4 bolas vermelhas; a urna U, contém 1 bola branca, 2 pretas e ¢
vermelhas.

Uma experiéncia aleatoria & consiste em retirar, ao acaso, ume
bola da urna U,, anotar-lhe a cor e coloca-la na urna U, em seguida
retirar, ao acaso, uma bola da urna U, e anotar-lhe a cor.

Deseja-se calcular a probabilidade de que: na primeira extracéc
nao saia bola branca e na segunda saia bola vermelha.

Solucdo: Podemos tratar a experiénecia £ como uma seqliéncie
de duas provas nfo independentes £, e £ o cada uma consistindo de¢
extracio de uma bola da urna de mesmo numero, com OS COITeSPON:
dentes espacos fatores

Slz{by p7v} € S2={b) Y v})

de onde resulta o espago produto

S = {(:vly Lo, Q:S)!Q;L:b; p,v; t=1,2, 3}

Se considerarmos os seguintes eventos — cada um dependente de
uma Unica prova — assim definidos:
L A; = {a primeira bola extraida é ndo-branca} e

4, = {a segunda bola extraida é vermelha},
o problema se reduz a calcular a probabilidade de evento 4 = 4, 4,

Por outro lado, se tomarmos os eventos C; = {p, v} e C; = {v}
definidos, respectivamente, em S; e S,, podemos escrever:

A:AIAQZCI><02
Nessas condicoes, seriamos tentados a fazer

P(4) = P(A)) + P(4,]4y),

objetivando calcular P(4,|4;) mediante a relacdo (19).

Entretanto, um exame mais cuidadoso do problema revela qlie {
evento 4 = C,; X C,, embora estando reduzido a um produto cartesianc
da forma (7), néo preenche a condicdo de determinacio prevista nc
subtitulo 5.2, o que desautoriza o calculo acima referido.

De fato, no presente caso, o conhecimento parcial, traduzido po:
x; €Cy, néo é bastante para determinar, univocamente, a probabili
dade P,(C,; x9), posto que

1

0 0 1
PZ (Cg; CCJ) = —3“ ou Pg (C’g; .'L'I) = _”2"

conforme se tenha 27 = p OU a7 = o, respectivamente.
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Para resolver o problema, usando a teoria exposta, deveremos de-
compor o evento 4; na seguinte unifo de eventos mutuamente exclu-
sivos:

A; = B, U By

onde:

B, = {a primeira bola extraida é preta}

B; = {a primeira bola extraida é vermelha}
Resulta, portanto,
A=A;4,=B,4,VU B 4,
e dai:
P(A) = P(B; Ag) + P (B} 4y)

Tomando em S; os novos eventos C; = {p} e C; = {v} e man-
tendo o evento C, = {v}, j& definido em S,, teremos:

BIA2:CI><CQ € B1IA2:CI XCB

Percebemos facilmente que agora os eventos B, 4, e B} A, além
de estarem reduzidos a produtos cartesianos da forma (7), cumprem a
condicdo de determinacgéo. Portanto, podemos escrever:

P(4) = P(B)) - P(4,|B;) + P(B)) - P(4,|BY),

sendo aplicaveis as relagfes (16) e (19), resultando:

1 2 ’
P(B) = Pi(C) =+, P(B) =P, () =
e ainda:
[ 1 0
P(Alez) = Py(Cy 27) = “3', ecom Xy = p,
/ 0 1 o
e P(A,|B)) = P:(Cy; 27) = 5 com T =
Concluimos, entdo, que
INE SRS SR IRVRE SN
Pl =g Xgt Xy =73

ficando resolvido o problema proposto.

201



5.7 — Observacio final

E o6bvio que, na pratica, ndo temos necessidade de resolver c
problemas desses tipos descendo a todos os detalhes aqui abordado:
sendo suficiente conduzir os célculos conforme fizemos, ao apresente
as solugbes dos problemas formulados nos exemplos numeros 1 e 2.

O que importa, na verdade, é termos a consciéncia de que, fund:
mentando nossos procedimentos simplificados, existe toda uma teori:
cujas hip6teses ou condiges especiais estdo sendo cumpridas ou sati
feitas, garantindo, portanto, a consisténcia dos calculos e raciocinic
realizados.
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A distribuicdo de Dirichiet é uma generalizacdo da distribuicéc
Beta, cuja funcdo de densidade de probabilidade é expressa por:

P(aI + a?) oy =1 g1
=T 1—x 1.1
0) = Fo e (
O0<x<1
0<a1,a'g

A distribuicdo Beta tem sido usada em economia no estudo d:
distribuicio de renda e obviamente pode ser empregada no estudo de
distribuicdo de varidveis que possam ser colocadas na escala 0 — 1.1 2
distribuicio de Dirichlet, por sua vez, pode ser usada no estudo dc
distribuicio conjunta de variaveis que estdo compreendidas na escal:
0 — 1.

O Capitulo 2 reproduz algumas propriedades, bem conhecidas ne
literatura estatistica, da distribuicBo de Dirichlet. O Capitulo 3 apre
senta os estimadores de maxima verossimilhanca e mostra alternativas
para o calculo numérico das estimativas. O Capitulo 4 contém uma
aplicacdo da distribuico de Dirichlet em economia, onde, ac Sistema de
Despesa Linear, a teoria do comportamento aleatorio racional associa
as propensdes marginais a gastar variaveis aleatorias que seguem uma
distribuicdo de Dirichlet. Finalmente, no Capitulo 5, é efetuada uma
aplicacdo pratica do método proposto no Capitulo 3 aocs dados de des

pesas de consumo na Holanda no periodo 1921/63.

2. A DISTRIBUICAO DE DIRICHLET

As variaveis aleatérias x;, &z, ..., Tn—; S80 distribuidas de acordc
com a distribuicdo de Dirichlet quando a funcgéo de densidade de pro-
babilidade destas variaveis é definida por.

P(Z al) n—1 1 n—1 -y

g(a,) = =L IT ‘T’iaz (1 - Z xt)an y T € B (2 1,'
ﬁ T(e) = v =1
1=1

gx) =0, € R

Os parametros o’s sfo estritamente positivos, I' ( ) é a funcho
gamma e a regido R é dada por:

t =1

n—1
R={xi,i=1, ,n—];xz>062x1<1}

1 Veja, por exemplo: THUROW, L C The Effects of Public Policy Instiuments on Black
and White Income Equalization In: BOULDIN, K E & PFAFF, M Redistribution to
the Rich and the Poor, Califoinia: Wadsworth, 1972
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As médias, modas, varidncias e covaridncias das varidveis X; sio
expressas através das seguintes férmulas 2:

EX;= = i=1, ,n~—1, (2,2)
a
a;
M’Xi = '—‘Z_—”“, 1= 1, .oy = 1 (23)
24
Var x, = 2le=e) ., ©.4)
7 ae(a_l__I) K J ?
. a0 L . e
Cov XlXj= m, 127, 0 ]=1, ooy n—1 (25)

Os simbolos E, M, Var e Cov representam, respectivamente, o valor
esperado, a moda, a varidncia e a covaridncia das varidveis indicadas

e “7 ; %  Com a finalidade de demonstrar as propriedades acima
iistadas iremos considerar o caso de somente duas varidveis aleatorias,
o que simplifica bastante a algebra. Contudo, a generalizacdo para um
valor qualquer de n é trivial. A demonstracdo que se segue é reprodu-
zida aqui por conveniéncia, pois, por exemplo, pode ser encontrada em
maior detalhe no livro de Johnson e Kotz3. Em primeiro lugar, para
provar que (2 1) é uma funcio de densidade de probabilidade temos
que avaliar a integral:

1 1—zg a1 ap! as~1
I= / f 0%} oz (1 i 332) dxl dﬁlfg (2 6)
0 9

A expressdo acima pode ser escrita como:

1 1—xg o1 ag—1 -
/ [/ Xy (1 — X7 — {L'g) dx,}czaz dmg (2.7)
. 0

A integral entre colchetes que aparece em (2.7) é facilmente obti-
da usando-se a funcdo Beta, definida por:

B (S,T) = Es—iz—r‘:“f l IUS—I (a — .’8)7—1 dz (2,8)

Na expressao (2.7) ¢ = 1 — Z,, § = o, € = ay. Portanto, a inte-
gral (2 T) é igual a.

1 - — -
f Blay,es) (1 —x)®™ T2 427" day (2.9)
]

? Como mostiamos mais adiante, as modas s6 sfo definidas se at < I, 1 = 1, , N
' JOHNSON, N & KOTZ, Distribution in Statistics: Continuous Multivariate Distributions New
Yoik, John Wiley, 1873
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Aplicando novamente a funcédo Beta a (2.9), isto é, fazendo-se ago-
raa—=1,8 =0, &7 = a; + o3 Obtemos:

I =B(a,05) Blag,o + as) (2.10)

Tendo em vista a propriedade da funcgio Beta,

RNOING)
BGr) = T n

pode ser reescrita apos alguma simplificagdo, como:

_ T{a;) T{ag) T(as)
T= o+ gt as) @1

Concluimos a partir de (2.11) que:

1 1—22
Moy + az F @) w1 ap-t g

e 2 1—a— dzdee = 1
/0 ‘/0\ P(OCI)I‘(OI,@)F(O{S») 1 Te ( Z1 x.@) LT s

0 que significa dizer que a funcdo de densidade de probabilidade g (x)
é propria. Obviamente, ¢ (x) > 0 para z & R.

O valor esperado de X» X é definido por:

o B T oy + o+ @s) pras-1 gtas?
E(X? Q=ff L AR S 2.12
(X7 X2) o Jo I'(ay) T{ag) T'(as) & 2 212)

(1 — Xy — xg)as-l d:l?l d.’l?g

Aplicando-se a esta integral o mesmo procedimento na obtencéo
dos resultados derivados acima, temos que:

T(a; 4+ ap + a3) . T(p+a)T(g+ ag) T (as)
T (o) T () T' (cs) I'(p+ar+ g+ a4 as)

E(X7X9) = (2.13)

Para ¢ = 0 e p = 1, (2.13) fornece o valor esperado de X,

EX, = T(o; + g + ag) . T(a; + DT (ag) T (as)

= I‘(ax)P(az)I‘(ag) P(al -+ a.@‘l‘ o + ]) (2.14)

A expressdo acima pode ser simplificada aplicando-se uma proprie-
dade bastante conhecida da funcdo Gamma, isto é, ade que I' (x + 1) =
= z I' (x). Desta forma, (2.14) reduz-se, depois de algumas simplifi-
cacoes, a:

@y

EX; = — %
T eyt agt+oas

(2.15)

206



que corresponde a (2.2) quando 7 = 3. Para p = 0 e ¢ = 1 obteriamos
a partir de (2.13) o valor esperado de X, para ¢ = I e p = 1 obte-
riamos EX; X,; para ¢ — 2 e p = 0 teriamos o valor esperado de Xi;
e assim por diante, (2.2), (2.4) e (2.5) seriam obtidos.

Cuidemos agora de derivar a moda de (2.1). A moda € o valor de x
que maximiza (2.1); ou, equivalentemente, o valor de x que maximiza
a funcdo logaritmo neperiano de g (x):

log g (x) = constanie 4 (o; — 1) log 2; + (ag — 1) log s + (2.16)
+ (g — 1) log (I — x5 — zo)
A condicdo necessaria para que (2.16) tenha um maximo é de

que as derivadas parciais de g (xr) com respeito a z, e a x, sejam iguais
a zero:

dlog a; — 1 ag — 1
= = - =0 2.17
axy 9@) [z, 11—z — 2 @.17)
dlog ap — 1 ag — 1
= - =0 2.18
de ¥() g 1 =& — s @19
Resolvendo-se o sistema acima, tem-se:
X, = -1 (2.19)
Tt agt ag? N
MX, = . Bl S (2.20)
* T artagt s '

As derivadas parciais de segunda ordem do log g (x) s@o:

2
(X]—'.Z og — 1 :I

= — 2.21
oy log ¢() [ z + (I — 2 — o)y @.21)

8® log gx |:ag~—1 ag — 1
2 e v 2.22
A A + (1 =z — =z (2.22)

8° log g(x) ag— 1

= — 2.23
0x; 012 (1 — Xy — '.‘Cg)g ( )

Portanto, se o; > 1,7 = 1, 2, 3, os valores de x; ¢ 2, em (2.19) e
(2.20), respectivamente, sdo os valores que maximizam a funcéo g ().

3. ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA DOS
PARAMETROS DA DISTRIBUICAO DE DIRICHLET

Imagine uma amostra de tamanho T das variaveis aleatorias
X, X, ..., X,_;, as quais, por hipdtese, sdo distribuidas de acordo
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com uma distribuicio de Dirichlet com funcéo de densidade de proba-
bilidade (2.1). A funcdo de verossimilhanca desta amostra é dada en-

tdo por:
ﬂ__ ! T ar™1 T op-1"1
.fII I'a) (tEI @y, t) so (tEIxn—I‘ z) 3.1)

T n—1 an~1
oml\z1— X .

t=1 i=1

As médias geométricas de x;; s8o*:

r T
Gt.=[nxw} L i=1, .., n—1, (3.2)

t=1

G, = [t (1 —Elx@ ' ]I/T 33)

e ¢ logaritmo (base natural) da funcio de verossimilhanca (3.1) po-
de ser escrito como:

vy o= T[log T'(a) — log ﬁ I‘(a,)J—i—T i (o; — 1) log G; (34)
i=1 =1

3.1 Estimadores dos Parametros o’s

Os estimadores de méaxima verossimilhancga dos parametros da dis-
tribuicdo de Dirichlet sdo obtidos maximizando-se a funcfo (3.4) com
respeito aos pardmetros o’s. A derivada parcial de (3.4) com respeito
a o; € igual a:

9y ) ) }
Rt - AR G.
6a,~ |: 6a,~ 60(,' —+ log i (3 5)

O valor de o, digamos «o;, que torna (3.5) igual a zero, € a solugdo
da equacéo:

log G+ ¥ (@) — ¥ (@), i=1, ..., n, (3.6,
onde , = ): o; © ¥ representa a funcdo Psi®. Esta funcfo, também

chamada de fungao digamma, é definida por:

T(Z) -

a .
2 log T(Z) = =2 =V (2) 3.7
o7 r(Z) *
¢ Hstas meédias geométricas sfio estatisticas suficientes para os parametros a;, o, , oy ¢

portanto sintetizam toda g informagfio da amostra
& Usamos em (3 6) o fato de que:

log T' (@) = 6_(?:; log T (@) = ¥ (o)

9
Ao
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O sistema de equagbes (3.6) é altamente n&o-linear nos parame-
tros o’s e portanto nao pode ser solucionado analiticamente. Segue-se,
entdo, que um procedimento numérico tem que ser desenvolvido para
encontrarmos a solucdo do sistema (3.6). Abaixo sugerimos dois pro-
cedimentos para esta finalidade.

Como é bastante conhecido, a matriz de informacdes Inf é definida
por ¢:

2

da; day

Inf= —E [ log fungdo Verossimilhanga:‘ (3.8)

A partir das derivadas parciais (3.5) os elementos da matriz entre
colcketes na equacdo acima sdo facilmente obtidos:

sy - 8 log ..
=T I (a), .
d0; 9, da; 0t; (@), se i7] 3.9
y [ & 8 ] .
o T W log T'(a) o log T'(a;) |, se i =7 (8.10)
Tendo em vista que:
2
= ¥’
9z, 9ot log T'(a) ()

podemos reescrever as expressoes (3.9) e (3.10) como:

62'7
60[1; aajﬁ

=T ¥(a), se 7 5 (3.11)

2,
3029 = T[ V() — ‘I"(ai)]; se 7 =J. (3.12)

E interessante observar que a solucéo do sistema (3.6) é, na ver-
dade, um ponto de méaximo da funcéo (3.4), porque:

¥ o(a) -9 () <0

A desigualdade acima pode ser obtida a partir da seguinte proprie-
dade da funcéo Psi: ¥ (Z + 1) = ¥ (Z) + 1/Z. A derivada desta ex-
pressdo com respeito a Z é: ¥’ (Z - 1) = W (Z) — 1/Z% Tendo em
vista que Z > 0, temos que: ¥’ (Z + 1) — ¥ (Z) < 0. Logo, lembrando
que o > o, e que ¥’( ) é uma funclo continua, concluimos que
V() < ¥ ().

¢ Veja, por exemplo: THEIL, H. Principles of Econometrics New York, John Wiley, 1971, cap. 8
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As expressfes (3.11) e (3.12) néo dependem das variaveis aleato-
rias X’s e desde que o valor esperado de uma constante é uma constante,
a matriz de informacdo (3.8) dos parametros o’s € dada por:

¥ (o) — V' () — ¥ (a) —~"¥' (a)
it Y@ ¥ YO @l
Ly (@ V@ e — T

A inversa da matriz (3.13) é, para grandes amostras, a matriz de
variancia-covariancia dos estimadores de maxima verossimilhanca dos
Yo
o’s:

Var @ = Infa' = %[D" +5 aa’} (3.19)
onde:
1/¥ (as) 0 _l [1/‘}" (es)
D! = ; , = '
0 J [
11 (o) 11 (o)
’ < \I’,(a) -
b= V() I:I B i§1 ‘I"(az)] )

Uma estimativa da Var o é facilmente obtida substituindo-se as esti-
mativas de « em (3.14).

3.2 Aproximacoes Numéricas para a Solucio de (3.6)

Segundo Johnson e Kotz 7 a funcéo Psi pode ser aproximada pela
expressao:

V(2 =log (Z —~ 1/2); 2> 2 (3.15)

Aplicando esta aproximac@o a equacfo (3.6) obtemos:

log G; = log (a:) — 1/2) — log (a — 1/2) 3.16)
ou:
a-—12 .
Gi—m‘,l—j,..,n (317)

7 JOHNSON, N & KOTZ, S. op cit
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Lembrando que ¢ = f «; @ equacdo (3.17) pode ser reescrita da
i=1

seguinte forma:
Gig + Giavg + .o + (G — Doy + . . + Gy, = 1/2 (G (3.18)

ou escrevendo (3.18) em notacdo matricial:

GG .. & o !

—1 ~ —1
Gﬂ, Gﬁ 'Gzi =1 Gz: (3.19)
G, G .. & 'l s G,

Um procedimento alternativo é o de utilizar-se um processo itera-
tivo para a solucdo das equacdes de méxima verossimilhanca e aproxi-
macéoes das funcoes ¥ (Z) e ¥’(Z) baseadas nas expansoes destas fun-
¢Oes de acordo com a série de Bernouille 8.

1 1 1 1
¥ (2)=log Z — %7[1 t 7 ez T 12625] (3.20)
e.
i [ 1 11 1 ]
V)= AR AN t 427° 8.21)

4. O SISTEMA DE DESPESA LINEAR E A DISTRIBUICAO
DE DIRICHLET

4.1 Comportamento Aleatorio Racional e o Sistema de
Despesa Linear

A funcio de utilidade Klein-Rubin é expressa por
wan gs @ = X wlog (G — ) (4.1)

onde w; e y;, i = 1, =, ..., n, sdo parametros do modelo e q;, Qs, ..., qn
sao as quantidades dos bens 1, 2, .. ., n, respectivamente, compradas pelo
consumidor 9, De acordo com a teoria do consumidor as equactes de
demanda sdo obtidas maximizando-se a func¢éo de utilidade, com a con-
dicdo da restricdo orcamentéria, Ip,9; — ¥, ser satisfeita na posicéo
de equilibrio, onde p;, P, - .., P, SA0 0S precos pagos pelos bens adqui-

8 Veja, por exemplo: JORDAN, C Calculus of Finite Differences 2 ed., New Yoik, Chelsea Pu-
blishing, 1960, p 256-7

9 Para uma apresentacfo mais detalhada deste sistema, bem como de outros sistemas de
demanda, veja, por exemplo: THEIL, H Theory and Measurement of Consumer Demand,
Amsterdam, North Holland, 1975 vol 1
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ridos e y é a renda monetaria do consumidor. Quando (4.1) é maxi

mizada sujeita & limitacfo orcamentiria, obtemos o Sistema de Des
pesa Linear:

Digs = DiYi + (Y - k¥1 Pk’Yk) ,yt=1, . ,n (42

0 qual mostra que p; pode ser interpretado como a propensédo margina
a gastar no bem i (w; = 9 (p.g:)/2Y). A expresséo y — > puvs en
k=1

(4.2) é conhecida como a “renda excedente” (“supernumerary in
come”). Obviamente, para que a funcdo de utilidade (4.1) seja defi
nida, temos que impor a condicdo de g; > vy.. Se estivermos disposto
a fazer a hipotese adicional de que y; > 0, os y;’s podem ser interpre
tados como as quantidades minimas dos diversos bens comprados pelo
consumidores. Neste caso, a interpretacdo da equagfio (4.2) & bastant
inferessante. O consumidor compra inicialmente uma quantidade y; d
bem i ao prego p;, e, portanto, gasta p;y; cruzeiros, digamos, na aquisi
cdo deste bem. Logo, o total gasto na compra das quantidades minima
dos diversos bens corresponde a 2,9y, cruzeiros de sua renda. A diferen

n
ca entre a renda y e este total, ou seja a “renda excedente” y—_ X 5 .,
k=1

¢ o montante disponivel para a aquisicdo de quantidades adicionais do
diversos bens. De acordo com a equacdo (4.2), o consumidor gast:
uma proporcdo p; da ‘renda excedente’ na aquisicdo de (g; — v;) uni
dades adicionais do bem 1.

E conveniente, no exemplo dado a seguir, introduzir a variavel a
definida por 10;

Y— 3 meve

oy =1

= 4.3

E imediato de (4.3) que a variavel x; satisfaz as seguintes condicdes

0 - 11—1.;_’,
>0 € .foi <1

T =1
A teoria do comportamento aleatério racional afirma que, sob cer
tas condigdes, o vetor £ = (1, T2, ..., Tu—s) € distribuido de acord
com uma func¢éo de densidade de probabilidade do tipo Dirichlet defi
nida por 11;

Pln 54— 1

n—1
g(x) = k(] - X m ot (44

1 =1 T =1

1 Usaremos daqui por diante o mesmo simbolo para uma varidvel aleatéiia e o valor reali
zado desta variavel O significado deve ficar claro do contexto onde o simbolo fc
usado

1 Uma prova detalhada desta proposicio estd contida em: BARBOSA, F de Rational Randor
Behavior: Extensions and Applicetions University of Chicago Center for Mathematic:
Studies in Business and Economics, 1975 Renort 7534
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s

onde » = 1/C’ e C’ é 0 custo marginal de informacdo A funcdo de den-
sidade (4.4) é equivalente a funcfo (2.1) especificando-se:

o, =pp;+1 e a=ptn (45)

e a regifo R, dada abaixo de (2.1), é satisfeita neste caso, como vimos
anteriormente,

As médias, modas, varidncias e covaridncias das varigveis z; do Sis-
tema de Despesa Linear, tendo em vista as equacgles (2.2) — (2.4) e
(4.5), SA0 expressas por:

- op T 1

Ex, = Py (4 6)

Mz, = 1 47)
(oD [ )+ — 1]

Var & = Ty b =) “s)

Cov @25 = (opi + 1) (o + 1) (4.9)

Tt n otn—1)

X interessante observar que, de acordo com a teoria do comporta-
mento aleatério racional, quando um erro aleatério é acrescentado a
equacdo (4.2) o valor esperado deste erro néo é igual a zero Contudo,

devido a (4.7), a moda deste erro é igual a zero.
4.2 Estimacao das Propensges Marginais a Gastar

Usando o teorema bem conhecido da estatistica que assegura que
o estimador de uma funcio do estimador de maxima verossimilhanca
é também um estimador de maxima verossimilhanga, podemos, uma
vez conhecidos os estimadores dos o’s, obter os estimadores dos p’s?2.
De fato, através de (4.5) temos que:

A ~—1 A A
u,;=-‘¥f yp=a— N (4.10)
a—n
onde o= 3 a;

Os erros padrdes dos p’s podem ser obtidos do seguinte modo. Con-
sidere o vetor [u,, pa, ..., tn_s, 0,]’, 0 qual exclui a propensio marginal
a gastar no enésimo bem, u,. A matriz de informacdo correspondente
a este vetor é dada pela expresséo seguinte .

™ Infa (J)? (411)

12 Para uma apresentacio deste teolema veja, por exemplo: ANDERSON, T W An Iniroduction
to Multivariate Statistical Analysis, New Yoik, John Wiley, 1958 p 48

3 A piova de (4 11) estd contida, por exemplo, em: ZELNNER, A An Introduction to Bayesian
Infeernce in Economeirics New York, John Wiley, 1871 p 48
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onde J é a matriz Jacobiana associada com a transformacio do novc
vetor para o vetor dos o’s:

[~ Ouyg g cae Iy ]
ao&l aag aan
s duz ... s
doy dap da,,

J = . . . (4.12
Ot —1 Optp—1 e Opn—1

day dag da,
da, day . da,,
doy dap da,

As derivadas parciais que aparecem na matriz acima s8o expressas

poy:
§Z;=k§ioz';:7f;_1),sei=j (4.13,
ggj=-%,sm¢j (414
%Z-’;:], paraj=ne%=0, para j=1, ., n—1 (4.15

A matriz de varidncia-covaridncia do vetor [ps, pe, .-+, Mu—s, o] &,
portanto, obtida invertendo-se a maftriz (4.11). O resultado desta in-
versao é:

J (Inf &)™ J (416

Uma estimativa desta matriz de varidncia-covaridncia é, entdo, obtide
usando-se os valores estimados de o através do método de maxima veros:
similhanca descrito no Capitulo 3 deste trabalho. A principal matriz de
tamanho (n — 1) da matriz (4.15) sera uma estimativa da matriz ds
variancia-covariancia do vetor [w;, ..., pn—s]’. COmo sabemos,
n—1
My =1 — _;‘,Iui-

Segue-se, entdo, que a varidncia de 1”:& serd obtida pré e pos-multipli
cando-se a matriz de varidncia-covaridncia do vetor [u;, ..., Wn—s] pol
r=11, ..., 17.
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5. UM EXEMPLO DA ESTIMACAC DAS PROPENSOES MARGINAIS
A GASTAR :

E importante notar que a varidvel aleatéria x; definida em (4.3),
cuja moda é igual a propensdo marginal a gastar no bem 7, nfo ¢
observavel porque, em principio, os parametros y’s ndo sdo conhecidos.
Uma maneira de contornar este problema é a de interprefar os v’s
como sendo as quantidades minimas dos diversos bens comprados pe-
los consumidores e entdo adotar a hipétese de que o consumo minimo
dos diversos bens observado para um determinado grupo de individuos
é justamente igual ao valor dos vy’s'*. Neste caso, conhecendo-se os
precos e as quantidades dos diversos bens, num determinado periodo,
podemos computar os valores realizados das varidveis, ..

Com a finalidade de exemplificar o primeiro processo de estimacio
descrito no Capitulo anterior, tomaremos os valores de y estimados por
Theil, para alimentos (v,), bebidas e fumo (y.), duraveis (y;)i e demais
pens (v,), para a Holanda, no periodo 1921/63, excluido o periodo 1940/
47, como sendo as quantidades minimas consumidas destes bens 5, Com
auxilio dos dados coletados por Barten, calculamos os valores de i
(alimentos), x,; (bebidas e fumo), x; (durdveis) e x,, (demais bens),
constantes do Quadro I 18,

i Obviamente, existe também a alternativa de considerar os y's como par@metros & maximizar
a funcéo de verossimilhanca em 1elagio a estes pardmetios Esta alternativa melece
um estudo detalhado

3 THEIL, H op cit, p 240

6 BARTEN, A Theorie en empirie van een stelsel van vraagvergelijkingen BARTEN, A Escola
de Economia da Holanda, 1966 Tese de Doutoiado
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QUADRO I

PROPENSAO MARGINAL A GASTAR

(Holanda: 1921/1963

ANO ALMENTOS | BEBIDAS E DURAVEIS | DEMAIS BENS
z; Te Zg z,
1921 0,46 0,11 0,37 0,06
1922 0,44 0,09 0,40 0,07
1023 0,47 0,09 0,38 0,06
1924 0,47 0,10 0,38 0,05
1925 0,43 0,10 0,38 0,00
1926 0,43 0,11 0,37 0,00
1027 0,40 0,10 0,40 0,10
1928 0,39 0,10 0,39 0,12
1929 0,36 0,10 0,39 0,15
1930 0,34 0,1 0,38 0,18
1031 0,34 0,10 0,36 0,20
1032 0,35 0,08 0,35 0,22
1933 0,35 0,08 0,35 0,22
1034 0,37 0,08 0,33 0,22
1935 0,38 0,08 0,33 0,21
1036 0,36 0,08 0,34 0,22
1937 0,37 0,08 0,35 0,20
1938 0,37 0,09 0,32 0,22
1939 0,30 0,08 0,35 0,27
1948 0,27 0,12 0,31 0,30
1949 0,28 0,1 0,45 0,16
1950 0,20 0,11 0,46 0,14
1951 0,30 0,11 0,44 0,15
1952 0,34 0,11 0,40 0,15
1053 0,34 0,11 0,38 0,17
1954 0,32 0,11 0,40 0,17
1955 0,29 0,10 0,41 0,20
1956 0,27 0,10 0,42 0,21
1057 0,26 0,11 0,41 0,22
1058 0,27 0,11 0,39 0,23
1959 0,27 0,11 0,39 0,23
1960 0,25 011 0,40 0,24
1961 0,25 0,11 0,40 0,24
1962 0,25 0,11 0,40 0,24
1963 0,24 0,10 0,41 0,25
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O Quadro II, abaixo, fornece as médias geomeétricas das propensdes
marginais a gastar nos quatro bens considerados. Estas médias geomé-
tricas, como ja assinalamos anteriormente, sdo estatisticas suficientes
para os paradmetros o, e contém toda a informacdo da amostra.

QUADRO II

MEDIAS GEOMETRICAS DAS PROPENSOES MARGINAIS A GASTAR

ALIMENTOS BEBIDAS E FUMO DURAVEIS DEMAIS BENS
(Go) (G2)  (Gsg) (Gs)
0,33 0,10 0,33 0,16

A solucdo aproximada para os parametros o’s é dada por (3.19)
A solucdo desta equacéo é expressa por:

o -3 G G e G, — 1

k#1
" ¢ - Y & e, G — 1
“|=yp) o2, . 1 e
o | G G, 1 }; e G, — 1
L. A Ik n - - -~

Substituindo os valores de G; do Quadro IT na equacio acima obte-
mos as seguintes estimativas dos parémetros o’s:

(23] ‘ o2 l [s7]

17,00 5,50 19,50 8,50 50,50

A matriz de varidncia-covaridncia estimada, usando-se (3.14), é a se-
guinte:

&1 l 2 l &3 \ 7 ‘
5,659 1,572 5,974 2,575 oy
0,619 1,810 0,762 Qs
7,422 2,896 a3
1,448 Qs
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A solucdo acima é uma aproximacfo para a solugdo das equacoe:
(3.6), e que pode servir como solu¢do inicial num método mais refi
nado, como o método de “Scoring” ¥7. Com efeito, neste método as esti
mativas de maxima verossimilhanca sdo obtidas através de um processt
iterativo. A solucédo de o é dada por:

-1
o =+ [Inf a] O - o ©) (5.2

da |lag=a

onde «/® & um valor inicial arbitrario. Uma vez especificado o af% cal
culamos o(?, que servirad de novo of?; digamos a/® = o/, Com este va
lor calculamos o novo «, digamos «/®. Procedemos desta maneira, su
cessivamente, até termos o™ = a®~? que é a estimativa de maxim
verossimilhancga 18, O valor o dado em (5.1) pode ser usado como
valor a/® em (5.2). Neste trabalho ndo usamos este método, mas certa
mente recomendariamos seu uso para a obtencdo de estimativas mai
precisas dos parametros o. Entretanto, é interessante observar que

qualidade da aproximagéo usada, através da equacio (5.1), é bastant
boa. Com efeito, calculando os valores de ¥ (&) e ¥ (a), com a aprc
ximacdo dada em (3.20), a qual é superior a (3.15), com oito casa
decimais, obtemos os seguintes erros computados através de (3.6):

log G; log Gf = ¥(&) — ¥(@&) ERROS
—1,10866263 —1,10852634 0,00013629
—2,30258509 —2,30094652 0,00163857
—0,96758403 —0,06748533 0,00009870
—1,83258146 —1,83194885 0,00063261

Os dados acima parecem indicar que quanto maior o valor dos o’s ms¢
lhor a qualidade de aproximacédo (5.1).

As propensées marginais a gastar sdo estimadas usando-se (4.10
Os valores obtidos s@o dados no Quadro III, a seguir, onde os valore
entre parénteses sdo os erros padroes das estimativas, os quais fora:
abtidos através da expressao (4.16).

17 Para uma apresentacéo do método de ‘““Scoring” veja, por exemplo: RAO C R Linear St
tistical Inference and Its Applications New York, John Wiley, 1965 Alteinativameni
a0 invés do método de “Scoring” podetia usar-se o método proposto por GOLDFEL
S M; QUANDT, R E; TROTTER, H F Maximization By Quadratic Hill-Climbin
Econometrica, New Haven, Conn , 34: 541-51, 1966

18 Na pratica devemos especificar o erro que estamos dispostos a cometer, isto €, digamu
e = a™ — a0 = 0,0001,
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QUADRO III
ESTIMATIVAS DAS PROPENSOES MARGINAIS A GASTAR

ALIMENTOS BEBIDAS E FUMO DURAVEIS DEMAIS BENS
(u1) (u2) (u3) (e
0,344 0,097 0,398 0,161
(0,014) (0,053) (0,020) (0,035)

Isto é, a matriz de varidncia-covariancia do vetor [y, p., ns]’ é:

P w2 43
. i |
0,00020 —0,00040 0,00003 f1
0,00280 —0,00070 2
0,00040 43
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A MATRIZ DE CORRELACAO
E OS COEFICIENTES DE
REGRESSAO_E DE
DETERMINACAQ: UMA
EXPOSICAO DIDATICA E
CONSIDERACOES ADICIONAIS
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[

Prof. José Welisson Rossi
da. UFRJ
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1. INTRODUCAO

O objetivo destas notas é, principalmente, didatico, j4 que grande
parte do material aqui exposto representa ou um tratamento mais de-
talhado de resultados apresentados em outras fontes ou meras apresen-
tagoes de provas omitidas nas fontes consultadas. Os Capitulos 2 e 4
se enquadram na. primeira categoria. O Apéndice, por sua vez, pertence

a segunda.
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Entretanto, algum material aqui também incluido € de cunho ori-
ginal, pelo menos na mente do autor. E o caso dos resultados do Ca-
pitulo 5.

No Capitulo 2 utilizou-se praticamente apenas informacdes da ma-
triz de correlacdo para determinar-se, primeiramente, os coeficientes
da regressdo linear multipla, e em seguida o coeficiente de determina-
cao.

Uma aplicacdo numérica segue-se no Capitulo 3.

O Capitulo 4 é uma simples alternativa dos calculos dos coeficientes
da regressdo, mas que fornece certos subsidios utilizados no item se-
guinte, onde sdo derivados os desvios padrdes dos coeficientes.

E possivel que a abordagem aqui seguida ofereca certas vantagens
computacionais, principalmente se se dispde de maquinas calculadoras
(tipo HP-25, por exemplo) dotadas de programacdo para o calculo de
correlacdo simples entre variaveis.

2. O MODELO

2.1 Determinacio dos Coeficientes da Regressio

Chamemos, inicialmente,

711 Tig. +.T1k
T21 T2 Tek
R =
er Tre « Tki-d

a matriz de correlacdo, onde r; = ry, para j = 2, 3, ..., k, é a corre-
lacdo linear simples, definida adiante, entre Y e X,

Seja o modelo linear geral dado por *:

Yi=231+%2 Xe.-"l‘és X, + '--'I‘Ek Xpiteyi=12 ..n
Entao,

Y =B+ 8 Xe+8s Xs+ .. +58 X1 +0,
onde Y e X, significam valores médios.
Portanto,
y=Y,— ¥ =Xy — Xo) + + Bu(Xs — Xi) +
Y= Bo TotBs @st+ . FBe Tt U= gt

1 JOHNSTON, J econometric methods McGraw-Hill, London, 1972
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O método de ajustamento dos minimos quadrados consiste em mi-

nimizar 3 of = 3 (y; — Betss — . . — Br o), ONAE 0 simbolo Z significa
somatorio.
Entéo:
83 o . -
57, =0 para j=2 8... k,

fornece o conjunto das chamadas equagdes normais da regresséo linear:

BeZaf+ BsZ o w5+ . + BrZ w2y =2y e
EZ$2$3+B322}§+ ..EjkExsxk=yx3

BeZaomy +BZvsmy+ .. FhZapa, =2y,

(NOTA: O subindice i foi eliminado para simplificagdo da notacgdo).

Tals equagdes podem ser, convenientemente, escritas como:

2 Xp Lo 2 7 21‘2 Ty nyg - 2
z s+ ...+ \)2 Sa, = ————— \Z

Exg VE'cg ‘} xz‘l = Bk sz'g VZxk xzv & \IEyszxﬁ v Y
—Lg,xk‘—— \szﬁ \/Eacﬁ 4+ ... Emk s Vka szk = nyk #E

IR DT VZxk \IZxk \/Eygvzxk

Uma vez que o coeficiente de correlagio linear simples entre X; ¢
Y é dado por

2%y
=t =

Exf zy

para j = 2,3, ..., k, e o desvio padrio de X; é definido como

Exf
8§ = —,
n

entdo temos:

a A A

Be Tgg Sp Sg + Bs Tos Sg 83 + ..+ Bi Ter Se S = Tas S Sy
A~ A A

B2 Tsp S3 Sp + Bs Tas 83 8 + ... & B Tsx Ss 8, = Ts1 Sz 81
o . H :

Be The Sk 8¢ + Bs Ths Sk 8 T+ oo+ B Thr Sk Sk = Thi 8k S
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ou

R R u
Bz 732 Sz + Bs Tes 83+ + Bi Tor Sk = Tar 84
Be 73e Se + Bs rsg Ss + ...+ Br Tsk Sk = Tsr 8
; A A! _

Bz Tre Sg + Bs Tus 83 + .+ B Tkr Sk = Ti1 Si

Resolvendo o sistema de equacOes acima (pela regra de Cramer, po
exemplo), temos:

721 Tgs Tar

Ts1 T3z . Tag
3 _ S1°*83+8; .8 k1 Tk2 Telel _ S1 M,
2 = . . T s, ’
Se Ss §; . S g9 T23 g sp My

T3z Tss . Tap

Tee ks« Tkk

onde M;; é o menor do elemento r; da matriz R.

Da mesma maneira, para f3;, teremos:

Tag To1 To4 Tok
Tgg Tg1 T3y .. Tsk
Bs = St 17Twe Thi Th4 Tek| _ Si % — My
8 = - - e
Sg My; S3 My,

onde o sinal negativo decorre do fato de os elementos do determinant
do numerador serem os mesmos de M;; com a intertroca da primeir:
e segunda colunas.

Por sua vez B, seria:
4 Sy M 11 !
desde que os elementos do determinante do numerador sejam os mes
mos de M,,;, com duas intertrocas.
Generalizando, teriamos:

Bj=(_1)fij!1_f_

| =2, 8 k
5 M”’ para 7 y Y
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Da teoria de matrizes, sabe-se que a relacio entre co-fafores e me-
nores é dada por:

Cij = (_ 1)1' +i M,;j,
onde C; é o co-fator da matriz R, correspondente ao elemento 7.
Segue-se, entdo, que:

A T 8 012, ~ — & 013, A — 8 014
B = — 5 Bs c,’ b+ "0,
s Cu 83 11 8y 11

i

ou generalizando,

(1
r_ =8 0" paraj=23, .,k
Bi = s; Cy’ ’

2.2 O Coeficiente de Determinacéo

'—'Eeiz

R*=1
zy®

Vimos que

Y =By +Bsxs+ .. +Bray.

Substituindo os valores de Bj, calculados acima, nesta relacao, te-
mos:

—8; Ch — 8 O s; Cip
x;g xg f— —_———
Sg 011 83 011

A
y= Lr
sz Cu

Portanto,

81 Cie

. C #
Sy — ) = ( St . B 13 )
-y =X \y+ s Cn. Tyt ...+ 5 O 7

Pode ser demonstrado (veja Apéndice) que 2:

S 3 (s — 1) = ns® LEL
Eet—z(yz yz) nsy MII
Portanto,
26'2 IR, . 2
Ry=1— " =1——-— 4 2 Yo = s
2 =1 o 1 T, & que 2 e nsy

* JOHNSTON, J. op olt.
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3. APLICACAO

Suponhamos os seguintes dados :

Y 0 2 1 -1 1
X, —1 0 0
Xs 0 1 0 1
Entao temos:
Ti1 Tie Tig 1 0,552158 0,946948
R = Tor Tog Tes | = 0,552158 1 0,428746
Tay Ts 7'33J L0,943943 0,428146 1
Segue-se que:
[R] = 0,062948
1 0,428746
Coy=(—1)° My = = 0816177
0,428746 1

0552158  0,498746

012 = (‘“ 1)3 Mm =
0,946943 1

0,552158 1

Cis= (- 1)4 11114 =
0,946948  0,488746

= — 0,1/6160
= 0,71020

Adicionalmente, temos:

s; = 1,169045; se = 1,082796; s5 = 0,752773

Portanto:

Rt =1 — gf] = 0,992875

i 11

- s; Cpo
g = — — = (0,20270
& ss Ciy ’
B = — Sl _ g g5i05s
s3 Cu

Por sua vez, p;, pode ser calculado da seguinte relagio:

A —_— A —_ A —
B =Y — Bs Xp — Bs Xs = 0,640641
s GOLDBERGER, A S Econometric Theory New York, John Wiley, 1964 p 160
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A relacdo estimada €, pois:

¥ ="0,540541 4 0,202703 X, -+ 1,851851 X,

R, = 0,922875.

4. CALCULO ALTERNATIVO DOS COEFICIENTES ﬁj

Talvez uma maneira mais adequada para o célculo dos §; seria co-
mo se Segue:

Sabe-se que

y=,§z@'2+f331‘3+ +Blc$k+e~

Apds algumas operacoes algébricas simples, temos *.

Y A 8 Qg A 83 Xg A S &g e
=By 1 Bs ot e+ —
8y &7 8¢ S8y 383 81 8 Si
Ulilizemos a seguinte notacao:
* Y o ox Ty ax B;s; = €
y = — &y = — 6]’ = § = —
8y 8 81 S1

2
A minimizacdo de  x = 3 (" — 4%? nos daria o seguinte con-
junto de equacbes normais:

- * A * k7P, Ax * o
Be Z g +BsZapas+. +L0L2 Tl =2y 22

B st vz a4 Bz el =3y

A

* % % A % % * %o % %
Be Zapur +BsZ s+ L+ BZw, =2y Xy

Escrevendo em forma matricial teremos:

%9 % % % _%—] A% o % ke
I 2, g . D,y Be Sy a,
A % ok
Bs 2y xg
* % % % *0 A % %

| Z2, 20, Zwsx, . . 2w, J LEed L2y apd

¢« MARQUES, R M & BERQUO E Considelacdes sobre Modelos Causais Revista Brasileire de
Estatistica, Rio de Janeiro, 36 (141): 5-28, jan /mar 1975
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Apés substituirmos zte y* pelos seus valores em termos de z;, ¥ ¢ s,
parai=1,...,kej=2, ..., k, vem!:

Nrog MNTog NTgy Be NT1e
Nrgg NTgs N1 . Nrys

v A*
Lnree res oo W] LBk L7

Simplificando notagdes, temos
n [M;] . p* = n.r, onde [M,] é matriz de ordem (k — 1) X
X (k — 1); B* e r sdo vetores de ordem (& — 1) X (1)

Resolvendo para fi*:

gt =M e ¥
Como

Ax A Sj A Ak 31
Bi=biwl=rbi =i

Aplicando ao problema anterior:

1 0,428746
[My] = ==> M;; = 0,816177

0,4287 146 1

; 1 0,428746
—:
(M} = 0816177 .

—0,498746
0,562158
7‘ =
0,946943
0,17908 &
=My r= =
0,87016 i

Ak

Bs = Br oL = 0,20270
Sg

Segue-se que:

Entao:

By = oL = 18518
S3

& MARQUES, R M & BERQUO, E op cit
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Cconforme pode-se observar, estes resultados sfo idénticos aos da apli-
caclo anterior.

5. ESTIMATIVAS DOS DESVIOS PADROES DOS ﬁf

Pode-se demonstrar (veja Johnston) que se o modelo linear geral
¢ dado por J =,(§g Ty + B’S zs + .. —l—é,c 2, + e, entfo a varidncia esti-
mada dos f; é:

I‘E .'l?g 2,23 . Exgx]c—l
2 .

~ ) . :
V) =~ (XX onde (X'X) =)
LE TpTo « T, J

(NOTA.As variincias sao apresentadas na diagonal principal da matriz
V(f) e as convariancias nas demais posicdes).

Da mesma maneira, se o modelo é

ok K o
y* = Bors + + Bray + €,

entao:
> -
V@) = = (XX

( *2 Exzrv?; 21’21}';
onde (X¥ X*) =

|' ahay Zapt
Conforme ja mostrado,

(X¥X¥) =n [My], e Ze;= ﬁ%ﬂ-ﬂ-
Entéo,
V(E) = m—_”‘%—M—H © [M;]7! Da relagio ff = E; El

segue

B = % H
Entao
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Aplicando ao exemplo ilustrativo, temos:

[ 1 —0, 4287]
A 0, 062948 1
*) — 2
Ve 3 X 0,81617 X 0,81617 X J
— 0, 4287 1
1 — 0,4287"
= 0,0814 —
—0,4287 1
V(E = 0,0814; V(EE) = 0,0814
Conseqlientemente:

V(3. = 0,0408; V(Bs) = 0,0759

Os devidos desvios padrdes sdo:

B = AV (Bo) = 00008 sBs = \V (5) = 0,2756.
Apresentacdo final da equacio estimada:

¥ = 054054 + 02027 XS +71,8518 X5 R® = 0,9228
(0,2008) (0,2756)

(Dados entre parénteses representam os respectivos desvios padroes)

6. CONCLUSAO

Na andlise acima fica demonstrada a utilidade da maftriz de cor
relacdo tanto para a estimac8o dos coeficientes da regresséo, com o

devidos desvios padrdes, bem como na estimacfio do coeficiente de de
terminacdo Ja foi também abordada a possivel vantagem computacio
nal oferecida.

Cumpre ainda salientar que a matriz de correlagdo se presta ¢
detectagdo da presenca de multicolinearidade Principalmente em s
tratando de regressdo linear com duas varidveis independentes (veja ¢
multicolinearidade existente entre as variaveis X, e X;, do exemplo ilus
trativo). Naturalmente, no caso de regressdo com mais de duas varié
veis independentes, o problema se complica. Uma variavel poderé ser :
combinacio de duas ou mais variaveis, o que nao seria detectado n:
matriz de correlacéo.
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APENDICE

3 2 2 lRl . -
Demonstracdo de que 3z 2 = ps’ i para o caso de regres
sao multipla com duas varidveis independentes:

Crs s; Cis )2
=3 (y — ( 2L 2L ; =
G-9'=X\y + . + 5 O

ZK z%)+4+ o) (3 ) +

81 Cis" o
— = &g =

._I_

s§  Cif
]
rol Gl G ) -
S G G Gt
+2—% —Clégls S, + gg (Cj’jzf — al
Note que:

: 2 2 2 2
Zyg = ns?, Xy = NSy, L5 = N8g;
2YTy = NSy I'138s,; ZYTg = I'13 NS;Ss, AXeTg = Ipg NSy 83

Fntéo temos:

2 2
2 s; Che si Cu 2
ns; + & — Tio M 8182+ —5 —— N sz +
sg Oy sz Cis
s; Cis 3? 019 Cis
+2—_‘ iz 8183“}“2‘_—‘_‘ 7)37’68983‘*"
83 11 S283 Cis*
2 2
s C
+ ! __18_2. nsf =
s5  Cu
2
Cis 2 Cre’ Cis 2 Cis
= ns; + 2 ns? v -2 05T -+ oanst ris =22 4+ ng’ — =
Cy Cif 011 Cis
2
nsl 01@ Cis C12Cis
= [Cu + 27 Cpg + + 2 (g ris + + 2 T3
Cu Cis Ci:



Agora deveremos demonstrar que a expressdo entre parénteses
igual a |R|:

, Cys CsC CC Ci5"
{C11 +2 Cip s+ 01121 4+ 2 Cis 7115 + 1é1113 Tog - 101113 Tes + (;Z
- " (7 O C " 2.
\-011_1_01@(2712 11 +012+ 13%3)_*_

11
2 73 Cy + Cio+C
+O13( rig L1 67:93 12 13):| _
11

= Cy + ’(6‘,1& (rig Cip+ 71 Cri+ 19 Crg+ 7es Cis) +
11

C

+ 013 (ris Ci 4118 Crs 7125 Crg + 135 Cig)
11

(Ja que 150 = 733, = 1)

Note que

Tys Cop + 79 Crg 193 Cis = 0 € 745 Cyy + 723 Crp + 755 Cis = 0,
que representam expansoes de determinantes pelos elementos “zstri
nhos” aos co-fatores.

Donde vem: C,; - 7, Cio + 713 Ci3 = |R|, pois temos aqui a e
pansdo do determinants pelos elementos “identificados” com os co-f
tores.

Entio fica demonstrado que.

2 _ 2 |R]
EeL—nslM

11

Q.E.D.
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Bibliografia

ANUARIO ESTATISTICO DO BRASIL — 1976

O IBGE acaba de publicar o
trigésimo sétimo volume do ANUA-
RIO ESTATISTICO DO BRASIL,
correspondente ao ano de 1976.

Referida publicacéo, que cons-
titui a mais importante contribui-
cdo da entidade a divulgacdo das
estatisticas brasileiras, tem a sua
elaboracdo calcada no mais rigo-
rozo critério técnico, e integra o
plano de oferecer aos usudrios de
estatisticas, com aprecidvel atuali-
za¢8ao, 08 principais resultados dos
levantamentos estatisticos efetua-
dos no Pals, para cuja realizacéo
contou com o trabalho conjunto e
sincronizado de setores especializa-
dos estatisticos, geograficos, so-
cio-econdmicos, editoriais e grafi-
ficos. Orgdos externos vinculados
a0 Sistema também colaboraram
através de informacées que foram
harmonizadas e insertas no seu
contexto.

O presente volume, com 816
paginas, fartamente enriquecido
de graficos e tabelas ilustrativos
do assunto que enfoca, contém,

além da matéria habitual, tabelas
novas, tais como as referentes as
Normas Climatolégicas e a Vegeta-
cio, na parte fisica; a Populacéo
Residente, segundo as mesorregioss
e a Populacdo Estimada, por mi-
crorregibes homogéneas e por mu-
nicipios, na parte demografica; a
Pesquisa Industrial e as Unidades
Habitacionais, na parte econdmi-

Rev bras Estat, Rio de Janeiro, 38(150) : 233-236, abi /jun 1977



ca; aos Domicilios Particulares
ocupados, por areas metropolita-
nas, na parte social; e as Associa-
¢bes Culturais, Bibliotecas, Tea-
tros e Cinemas, na parte cultural.
Numerosas tabelas foram reformu-
ladas visando a melhor apresenta-
céo, utilizagdo e comparabilidade
dos dados estatisticos. Houve tam-
bém exclusdes, sobretudo de dados
censitarios j& publicados nas edi-
¢Oes anteriores, permanecendo, no
entanto, os confrontos entre os
resultados nos diversos censos.

Assim, o ANUARIO, pela su:¢
regularidade de publicacio e se
giiéncia dos campos investigados
permite a determinacéo de série
histéricas, projecdo e comparabili
dade de dados para observacéo di
fatos e fendmenos que evoluem as
longo do tempo, se constituinds
num dos mais valiosos reposité
rios de dados estatisticos, indis
pensavel a todos os setores econd
micos e sociails, industriais e finan
ceiros, politicos e educacionais
bem como aos estudiosos em geral

ESTUDO NACIONAL DA DESPESA FAMILIAR

Consumo Alimentar — Antropometria

A FUNDACAO INSTITUTO
BRASILEIRO DE GECGRAFIA E
ESTATISTICA — IBGE, dando
prosseguimento & divulgagdo dos
resultados do ENDEF — Estudo
Nacional da Despesa Familiar —
apresenta, no Volume 1, Tomo 1
— Parte 1, “CONSUMO ALIMEN-
TAR — ANTROPOMETRIA —
19777, uma nova coletdnea de da-
dos para a Regido I (Rio de Janei-
ro) e para a Regifo III (Parana,
Santa Catarina e Rio Grande do
Sul), relativos ao consumo de ali-
mentos, em calorias e nutrimentos
e estatisticas de medidas antropo-
métricas, por sexo e classe de ida-
de.

As informacdes sobre o consu-
mo alimentar referem-se ao total
das Regides I e III e aos seguintes
niveis de desagregacfo: area me-
tropolitana, area urbana néo me-
tropolitana e area rural ndo me-
tropolitana; e as estatisticas an-
tropométricas, as Regides I e III.
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Nas tabelas que contém dado
de consumo alimentar tém-se um
visdo de conjunto dos aspectos nt
tricionais através do consumo d
calorias e de todos os nutrimentc
para os quais se dispoe de elemer



tos suficientes na literatura inter-
nacional para calcular necessida-
des nuftricionais. Essa visdo é com-
plementada com a apresentacio
de informacdes relativas a impor-
tancia de cada grupo de alimentos
no consumo (em calorias e nutri-
mentos).

Em outro conjunto de tabelas
apresentam-se informacdes estatis-
ticas de particular interesse que
permitem calcular, por exemplo, a
qualidade do regime protéico atra-
vés do correspondente indice de
qualidade protéica da dieta. Divul-
gam-se, ainda, as qualidades con-
sumidas para 120 produtos, a
yuantidade de alimentos compra-
dos e néo comprados ¢ a estrutura
quaternaria do consumo, expressa
em calorias provenientes das pro-
teinas, dos lipidios, glicidios e do
lcool.

As informagbes divulgadas so-
bre antropometria s8o o peso cor-
poral, a altura e a circunferéncia
do braco esquerdo (perimetro bra-
(uial médio).

Os dados cra divulgados estédo
sujeitos a revisdo por se tratar de
publicacdo de carater preliminar,
Os resultados definitivos s6 esta-
rao disponiveis quando todo o tra-
balho de analise de consisténcia e
processamento dos dados de todas
as Regides de pesquisa estiverem
completados e examinados em con-
junto.

Finalmente, ressalta-se que,
no volume do ENDEF, sio dadas,
na introducio a apresentacdo das
tabelas, algumas informacles ge-
rais sobre a pesquisa: um breve
histérico, descrigdo dos objetivos e
de aspectos metodolégicos e expli-
cativas sobre as tabelas.

P‘UBLICA'QOES EDITADAS PELOS ORGAOS DE ESTATISTICA
DO IBGE NO PERIiODO DE JANEIRO-MARCO DE 1977 *

Departamento de Divulgacdo Estatistica — DEDIVE

31(81) (05)

BOLETIM ESTATISTICO. Rio de

Janeiro, v. 33, n. 132, out./dez.
1975; v. 34, n. 133, jan./mar.
1976. Trimestral

Centro Brasileiro de Estudos Demograficos — CBED

312(81)
BOLETIM DEMOGRAFICO CBED.

Rio de Janeiro, v. 7, n. 3, jan./
mar. 1977, Trimestral

Departamento de Estatisticas Industriais, Comerciais e
de Servicos — DEICOM

31:66/69(81)

Industrias de transformacdo —

Pesquisa mensal — outubro de
1976. Rio de Janeiro, 1976. n. p.,
tab. Mimeografado

* Bibliografia preparada no Setor de Bibliografia do Centro de Documentacio e Informacdo

Estatistica do IBGE

235



novembro de 1976. Rio
de Janeiro, 1976, n. p, tab. Mi-
meografado

dezembro de 1976. Rio
de Janeiro, 1976. n. p., tab. Mi-
meografado

31:69(81)
Industria da construgdo. Inquérito
mensal sobre edificacbes — ja-

neiro/fevereiro/marco de 1976.
Rio de Janeiro, 1976. 119 p., tab.
Mimeografado
———. Precos de material de
construgdo no comércio atacadis-
ta. Saldrios na industria da
construcdo — janeiro a junho
de 1976. Rio de Janeiro, 1976.
161 p., tab. Mimeografado
———. julho a dezembro de
1976. Rio de Janeiro, 1977. 159
p, tab. Mimeografado

338.5:31(81)

Inquérito nacional de precos. G
neros alimenticios. Comércio v
rejista das Capitais — 1974
junho de 1976. Rio de Janeir
1976. 55 p., tab. Mimeografadc

1975 a setembro de 197
Rio de Janeiro, 1976. 57 p., ta
Mimeografado

381(813.3)

Comércio interestadual. Export
¢do por vias internas — Parait
1973. Rio de Janeiro, 1976 30 g
tab. Mimeografado

381(814 1)
Sergipe 1974. Rio de Ji
neiro, 1976. 55 p., tab. Mime
grafado

381(817.2)

Mato Grosso 1975. R
de Janeiro, 1976. 11 p, tab. M
meografado

Todas as publicacbes do IBGE, inclusive as referen-
tes as motas insertas mnesta Revista, poderdo ser
adquiridas na sede da Instituicdo, d Avenida Augus-
to Severo, 8 — sobreloja, Rio de Janeiro — RJ, ou
nas respectivas Delegacias de Estatistica nas de-
mais Unidades da Federacé@o.
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