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DEMOGRAFIA E
DESENVOLVIMENTO
BRASILEIRO"

Prof. Joao Lyra Madeira

do Centro Brasileiro de Estudos Demogréficos
do

SUMARIO:
1. Intiodugho

2. Volume da populaclio e cresci-
mento demografico

3. Bases de uma politica

1. INTRODUCAO

1.1 Desde longa data os problemas de populagdo vém preocupan-
do os socitlogos, economistas e administradores. Por outro lado, os
aspectos tedricos matematicos desses problemas passaram a ser estu-
dados por atuérios e especialistas em biometria, surgindo dai uma
nova ciéncia — A Demografia — destinada a permitir a analise espe-
cifica dos problemas de populagio em seus diferentes aspectos. A cé-
lebre polémica entre os partidarios de Malthus e os seguidores de Marx
despertaram novo interesse pelos problemas de populacdo, na segunda

¥  Conferéncia proferida nha Escola Superior de Guerra, em 28 de agosto de 1974, Divulgacéo
autorizada pela referida Entidade

R, bras. Estat., Rio de Janeiro, 36 (144) : 619-638, out /dez, 1975



metade do século passado. Depois 0s economistas voltaram a esque-
cé-los quando, na década dos 30, os problemas a curto prazo assu-
miram a primazia, relegando a 2.° plano os problemas de populagdo.
De fato, no quadro de solucdes a curto prazo, a variavel demografica
desempenhava um papel puramente exbgeno, isto é, constituia apenas
um dado a mais a ser considerado na solugdo dos problemas econd-
micos, mas nio fazia parte da estrutura interna do modelo.

N

1.2 Foi s6 depois da segunda guerra mundial que os problemas
de populacio voltaram a desempenhar um papel mais significativo na
formulacdo dos modelos econdmicos, dado o cardter enddégeno que
passou a desempenhar nesses modelos. Cabe aqui ressaltar o papel
importante do avanco tecnoldgico no setor dos transportes e, mais
ainda, no das comunicacdes, nesse novo impulso dado aos estudos
populacionais. Esses progressos permitiram que todos os paises entras-
sem em contato com uma dura realidade. Em torno de 1958, cerca de
67% da populacido do mundo, vivendo nos paises mais pobres (com um
produto bruto “per capita’” néo superior a 300 dolares anuais), recebia
apenas 14% do produto bruto mundial, ao passo que 25% da populagéo
da Terra, vivendo nos paises mais ricos (com um produto bruto “per
capita” superior a 500 dolares anuais), detinha quase 79% daquele
produto bruto. Essa tremenda desigualdade da distribuicdo mundial
da riqueza (que de entdo para cé ainda se agravou) tornou-se evidente
pela comparacdo dos modos de vida das diferentes nagdes, patenteada
pelos poderosos meios de comunicagdo modernocs, o que despertou o
espirito desenvolvimentista que passou a vigorar nos paises mais po-
bres. Por seu turno, esse fato motivou o estudo tedrico do processo de
desenvolvimento econdmico-social e deu uma extraordinaria importan-
cia politica & populacfio nos planos econdmicos postos em pratica nos
paises mais pobres.

1.3 De fato, o desenvolvimento econdmico, embora realizado afra-
vés de planos sucessivos a curto prazo, constitui, na sua esséncia,
um objetivo a ser executado a longo prazo. Nessa nova posicdo as
varidveis demograficas nfo podem figurar como dados do problema.
A populacdo constitui um elemento aoc mesmo tempo determinante e
determinado, isto é, deverd ser incluida no modelo geral de desenvolvi-
mento econdmico-social com um carater enddégeno. Por outras palavras,
se o modelo de desenvolvimento tem como “out-put” o produto bruto
“per capita”, por exemplo, esse elemento constituird “input”’ de um sub-
modelo demografico, imbricado no modelo econdmico geral, e exercers
um efeito mensuravel sobre os fatores do crescimento demogréafico, isto
é, sobre a mortalidade, a fecundidade e as migragbes internas. Niao
pretendendo fazer uma andlise de profundidade da estrutura desse
modelo, tentaremos, no entanto, desentranhar alguns aspectos e ca-
racteristicas importantes da populagdo dentro do processo integrado
de desenvolvimento econdmico-social.

620



1.4 Nas estimativas da populagdo brasileira, realizadas pelo Cen-
tro Brasileiro de Estudos Demograficos do IBGE, foram utilizadas as
seguintes hipoteses, baseadas em suas proprias pesquisas.

Mortalidade — Adotou-se a esperanca de vida ao nascer de 58 anos
para o qiiingiiénio 1970 +~ 1975, aumentando gra-
dativamente, até atingir uma esperanca de vida de
71 anos no periodo 1995 - 2000, correspondente a
dos Estados Unidos na atualidade.

Fecundidade — Foram feitas duas hipéteses: a primeira, denomi-
nada alternativa superior, parte de uma fecundi-
dade total de 5,27 no periodo 1970 — 1975, decli-
nando lentamente até 4,60 no qilingtiénio 1995
2000. A segunda, denominada alternativa inferior,
parte de 5,07 em 1970 — 1975 e declina mais rapi-
damente até 3,62 em 1995 ~ 2000

Resultaram, assim, duas séries de projecdes da populagéo por classe
qliingiienais de idades. De acordo com 08 resultados obtidos, a populacio
do Brasil, no ano 2000, ficara entre 207 milhdes (alternativa inferior)
e 222 milhdes (alternativa superior). A distribuicdo nas classes “0 15”7,
“15 |-65”, e “65 e mais”, nos anos inicial e final do periodo de projecéo,
é a seguinte:

TABELA 1

PROPORCOES DE PESSOAS POR GRANDES CLASSES DE IDADES

CLASSES 2000
DE 1970

IDADES Alternativa Alternativa
Supetrior Inferior
0k 15. 4248 399,8 391,7
15 — 65 543,9 558,8 569,6
65 e mals 31,3 41,4 38,7
TOTAL 1 000,0 1 000,0 1 000,0

De acordo com os resultados foram calculadas as taxas de crescimento
natural por qiiingiiénios, durante o periodo de projecdo cujos valores
encontram-se na Tabela 2°
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TABELA 2

TAXAS DE CRESCIMENTO DA POPULACAO BRASILEIRA SEGUNDO
AS PROJECOES — CBED — IBGE

TAXAS DE CRESCIMENTO: ¢/,
QUINQUENTIOS
Alternativa Alternativa
Superior Inferior
1970 — 75 . 28,84 27,68
1975 — 80 29,72 27,61
19080 — 85 29,79 26,92
1985 — 90 29,12 25,53
1990 — 95 28,54 24,07
1995 — 2000 . . 28,42 22,79

Como se verifica, a taxa de crescimento, no caso da alternativa superior,
ainda tenderia a aumentar até 1980-85, declinando lentamente a seguir
e atingindo, no tdltimo qiiingiiénio do século, um nivel ligeiramente
inferior ao do qiiingiiénio inicial (1970-75). Isso resulta da ag8o
combinada do forte declinio de mortalidade e um fraco declinio
da natalidade associadas com uma ligeira modificacdo da composigho
por idade. A resultante final é um declinio mais rapido da taxa bruta
de mortalidade até o qilingliénio 1980-85, a partir de onde o declinio
da natalidade passa a ser ligeiramente mais acentuado.

No caso da alternativa inferior, o declinio da natalidade é suficien-
temente intenso para compensar o declinio da mortalidade, resultando
uma taxa de crescimento que atinge no final do século um nivel cerca
de 17% mais baixo do que o inicial. As estimativas de declinio s@o
bastante moderadas, ndo sendo impossivel que a fecundidade possa vir
a apresentar uma reducdo mais forte, caso em que a populacdo do
pais, no ano 2000, ndo atingiria os 200 milhdes de habitantes.

2. VOLUME DA POPULACAO E CRESCIMENTO DEMOGRAFICO

2.1 Relacionados com a populacio ha dois tipos de problemas:

a) os que dizem respeito & taxa de crescimento da populacéo, li-
gados essencialmente ao crescimento rapido, que é o caso do
Brasil;

b) os que dizem respeito ao volume da populagéo e suas relacOes
com os recursos econdmicos.

As questdes levantadas em cada um desses casos sdo bastantes dife-
rentes e passaremos a examini-las na medida que nos permitir o espaco
disponivel.

2.2 Analisaremos, inicialmente, dois aspectos principais relacio-
nados com o crescimento rapido de uma populacéo, isto ¢, os que de-
correm da necessidade de o sistema econdmico-social acompanhar o
aumento do ntmero de habitantes, e os que resultam da estrutura
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demografica inerente a cada nivel de crescimento. £ 6bvio que uma
populagdo que cresce rapidamente se impde um duplo encargo: o
primeiro consiste em fazer com que toda a sua infra-estrutura econd-
mico-social acompanhe esse crescimento, enquanto o segundo tem por
objetivo realizar um certo progresso econémico. O primeiro € conse-
guido através de uma parcela das inverses totais denominadas in-
versdes demograficas; o segundo se processa através das chamadas
inversdes econdmicas. Admite-se, em geral, que as inversdes totais s&o
limitadas pela capacidade méaxima de poupanga da populacéo; assim,
torna-se claro que a taxa de crescimento demografico, que comanda o
montante das inversdes demogréaficas, reduz na mesma medida as in-
versdes econdmicas, limitando-as ao residuo entre as inversées totais e o
montante das inverses demograficas. Em outras palavras podemos
dizer que o montante total das inversdes se decompbe em duas par-
celas: uma destinada a assegurar ao acréscimo demografico o mesmo
nivel de vida e 0o mesmo grau de equipamento da populacio atual, e
outra destinada a melhorar o nivel de vida e o equipamento de toda
populagdo. A primeira constitui as inversées demograficas e a segunda
as inversbes econdmicas. Veremos depois que essa distingio € valida
até certo ponto, mas que, analisada rigorosamente, é algo inadequada.
Entre as inversdes demograficas podemos citar como exemplo a cons-
trucdo de novos domicilios para atender ao aumento da populagéo.

2.3 E facil verificar que a taxa de crescimento das novas cons-
trucdes € obrigatoriamente superior 3 taxa de crescimento da populacéo,
suposta constante se se mantém o numero de pessoas por domicilio.
De fato, além da construcdo anual dos domicilios necessarios para
atender 3 nova demanda, deve-se acrescer uma certa quantidade, que
também cresce anualmente com a populagéo, necessaria para reposigéo
de antigas moradias deterioradas. Supondo uma reposi¢io igualmente
distribuida no tempo e uma dura¢io média de 100 anos por domicilio,
uma populacio que crescesse a uma taxa anual constante de 2,8%
teria que aumentar anualmente as construges a uma taxa de 3,2% para
que, durante 50 anos, pudesse atender & nova demanda de domicilios
e assegurar a reposiciio necessaria. Essa taxa se refere ao periodo de
50 anos, j4 que varia com o periodo considerado, isto €, ela é varijvel
com 0 tempo, apesar da constancia suposta para a taxa de crescimento
da populagio. O mesmo ocorre em todos os casos em que ha necessidade
de reposiciio, ou de manutencéo, o que constitui, até certo ponto, uma
outra forma de reposiciio. Assim, o processo citado atinge, pratica-
mente, todos os bens necessarios durdveis e semiduraveis.

2.4 Suponhamos que a relacfio capital/renda seja igual a 4, isto
é, um capital 4 produz uma renda social igual a 1. Assim, se a taxa de
crescimento da populagdo é 7, serd necessario constituir o capital 4r
para que o capital médio por habitante néo fique diminuido. Havendo
necessidade de reposicio do capital, o montante necessario ainda
sers maior do que 4r, face ao que vimos anteriormente. Nesse caso,
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para uma inversdo total de 18% do PIB e para uma taxa de cresci-
mento demografico de 2,8%, em um periodo de 50 anos, seria absorvido
um total de 4 x 3,2 = 12,8% do PIB por ano para inversGes demogra-
ficas, restando apenas 5,2% para inversoes econdmicas, isto &, para
aquelas aplicacdes que se destinam a elevar o nivel e melhorar o padréo
de vida da populacdo. Na melhor hipétese esse total seria igual a
4 x 28 = 112% do PIB, ficando apenas 6,8% para inversodes econd-
micas. Assim, o crescimento demografico estabelece uma alocacéo, auto-
mética de recursos entre inversdes demograficas e inversGes econd-
micas, destinando tanto mais as primeiras quanto mais elevada for a
taxa de crescimento da populacéo.

2.5 A idéia geral é de que as inversGes demograficas néo propor-
cionam desenvolvimento econdmico mas téo somente asseguram a ma-
nutencio do “status quo”; o desenvolvimento decorreria apenas das
inversdes econdmicas. Essa idéia, todavia, ndo é inteiramente exata.
De fato, os bens econdmicos que séo repostos incorporam todo o pro-
gresso tecnolégico havido entre a época da la. aquisi¢ho e a da sua
reposicdo. Assim, para exemplificar, as méquinas de calcular manuais
foram substituidas por maquinas eletromecénicas e estas por maqui-
nas eletronicas.

O mesmo ocorre com os novos equipamentos, com os novos domi-
cilios destinados ao acréscimo da populacdo, visto que, também eles
incorporam gradativamente o progresso tecnolégico normal do processo
de desenvolvimento econdmico. Portanto, as inversoes demogréaficas nao
se limitam a manter o “status quo”; de uma forma ou de outra, ela
promove algum desenvolvimento econémico. Todavia devemos reconhe-
cer que Os majores progressos, as inovagdes mais importantes, se dao
nas formas de inversoes denominadas econdmicas. Portanto, se nio
podemos dizer de uma maneira absoluta que, face & taxa alternativa
de crescimento “adotada”, a populacéo faz uma escolha entre quanti-
dade de habitantes e qualidade da vida, hé, todavia, uma escolha se-
gundo a qual ela d4 maijor énfase, ora & quantidade através das in-
versdes demograficas, ora & qualidade mediante as inversbes econo-
micas. Mas essa escolha que a populacio faz entre crescer e melhorar
o padrio de vida resulta de vérias escolhas, que se processam ao nhivel
familiar, atendendo aos interesses que se apresentam a esse nivel, e
respondendo aos incentivos e motivagSes proporcionados pela comu-
nidade a que pertencem (vilas, cidades, grandes metrépoles, etc.). Ora,
se por um lado cabe & coletividade reduzir, tanto quanto possivel,
o nivel da mortalidade, esse nivel, por seu turno, interfere nas decisbes
dos grupos familiares, determinando o numero de nascimentos neces-
sarios para que seja conseguido o numero desejado de filhos e
adultos. Em resumo, pois, a intensidade e o nivel do progresso econd-
mico-social e as condicdes de vida que aufere a coletividade ao nivel
macroecondmico determinam os incentivos que, em ultima analise,
fixam, ao nivel familiar, a dimensio média da familia idealizada. Por
outro lado, s mortalidade determina o numero de nascimentos neces-
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sarios para se atingir essa dimensfo, enquanto o conhecimento e o
acesso aos métodos anti-conceptivos estabelecem a medida dos erros
por €xcesso que se cometem na tentativa de conseguir a dimensao de-
sejada da familia. Desse conjunto de fatores resulta o crescimento
demografico que a populacéo tera.

Portanto, a alocacfo de recursos entre numero e qualidade de ha-
pitantes de um pais constitui uma macrodecisdo que é um resultado
inevitavel do conjunto de microdecisGes que se processam ao nivel dos
grupos familiares, com o fim de atender outros objetivos que niao os da
populagdo em conjunto. Voltaremos a examinar esse aspecto importante
na fixacdo de uma politica demografica capaz de se adaptar, da melhor
maneira possivel, a uma politica de desenvolvimento econdmico.

2.6 Entre os diferentes aspectos do problema do crescimento de-
mografico devemos salientar, especialmente, o problema da urbaniza-
cdo. De fato, ao lado da explosdo demografica dos ultimos decénios,
em parte alimentado por ela e em parte pelas migragGes do campo para
as cidades, tem-se observado, também, uma explosdo urbana de pro-
porcdes inéditas, caracterizada por um crescimento excessivo das maio-
res cidades e das grandes areas metropolitanas. Essa explosdo se torna
patente no Brasil se considerarmos que, enquanto o pais, como um
todo, cresceu no decénio 1960/1970 a uma taxa média anual de 2,86%,
os aglomerados urbanos de mais de 100.000 habitantes cresceram a uma
taxa anual de 6,30%; os de 10.000 habitantes cu mais, a uma taxa de
6,13% e os de menos de 10.000 habitantes, a razéo de 2,30% a0 ano.
Assim, se a explosdo demografica do pais faz a populagdo dobrar em
24 anos e meio, os aglomerados urbanos de mais de 100.000 habitantes
dobrardo seu volume demografico em apenas 11 anos. Essa exploséo
urbana, considerada sob o ponto de vista geografico da distribuicao ter-
ritorial, tem, na realidade, o carater de uma imensa implosdo, visto
que, cada vez mais e com uma extraordinaria velocidade, a populagio
abandona grandes areas em diversos pontos do pais, para se concentrar
nas cidades e grandes regides metropolitanas as quais, como &rea, re-
presentam uma, fracéo infima do territério nacional. ¥ possivel, entdo,
fixar-se uma meta relacionada com esse aspecto do movimento demo-
grafico, estabelecida sob forma de um vetor, com quatro componen-
tes, digamos correspondentes, respectivamente, as grandes 4reas me-
tropolitanas, as cidades grandes, as cidades pequenas € a0 campo, de-
terminando-se o ‘“vetor intervencdo”, tal como foi sugerido em 2.3,
capaz de conduzir a distribuigéo territorial, através das migracdes, a
meta desejada. No estabelecimento dessa meta ficaria explicito o pen-
samento dominante da necessidade reconhecida de um crescimento mais
balanceado desses aglomerados, e o vetor intervencéo determinaria os
movimentos a serem conseguidos a fim de se realizar uma transferéncia,
real ou aparente !, da populacéo dos grandes centros urbanos para 0s

1 MADEIRA, Joio Lyra Migragbes internas no planejamento econdmico In: COSTA, Manuel
Augusto et alll. Migragcées internas no Brasil, Rio de Janeiro, IPEA/INPES, 1971
190 p, il (Brasil IPEA/INPES Monografia, 5) p 35-58, il
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centros de menor porte, existentes ou a serem criados “ad hoc”. Com "
relacdo as migragdes rural-urbanas, deve-se ter em vista que apesar
dos problemas que podem criar a curto prazo, o permanente progresso
tecnolégico, devidamente orientado, proporcionara, a longo prazo, um
aumento da produtividade agricola, com a liberagdo conseqiiente da
maio-de-obra do campo. No tipo de estudo aqui considerado, com o
objetivo de estabelecer um processo de urbanizacdo controlada, deve-se
separar a parcela devida ao crescimento geral do pais daquela que de-
corre de movimentos migratorios especificos, porque cada um deles de-
pende de um tipo diferente de acgéio corretiva. Estamos certos de que,
muito mais grave do que o crescimento das necessidades humanas de-
correntes do aumento rapido da populacdo, é a deterioracdo do am-
biente sécio-cultural e do ambiente natural conseqiiente & tremenda
implosdo urbana desordenada, com a vida se¢ concentrando nessas pe-
quenas areas barulhentas e regorgitantes de populacdo, de veiculos,
de fabricas e de poluicdo. As necessidades humanas serdo atendidas
pelo progresso tecnolégico e pela exploracfo dos recursos naturais inex-
plorados, em particular os imensos recursos dos mares? a0 passo que,
até agora, tem sido dada pouca ou nenhuma atencdo aos outros pro-
blemas. Acreditamos que o ponto critico da capacidade demografica
do pafs, a longo prazo, nio se estabeleca em termos de limitagGes econd-
micas, mas em termos de limitacGes do meio fisico € do ambiente
socio cultural. Portanto, os problemas de crescimento urbano, princi-
palmente das grandes cidades e areas metropolitanas, associados &
deterioracio dos processos de utilizagio do lazer e do aproveitamento
espiritual do meio ambiente, merecem uma aten¢do muito maijor, por
parte dos pesquisadores e administradores, do que vem sendo atribuida
na atualidade. Este serd um imenso campo aberto & pesquisa, j& que
o bem-estar da populagfo, no futuro, vai depender, em grande parte,
dos conhecimentos que tenhamos adquirido neste setor e da medida em
que possamos formular metas objetivas e utilizar acOes corretivas efi-
cientes, através do conhecimento das motivagdes que comandam 0
movimento para as cidades, da poderosa atracéo que elas exercem € dos
meios de que disponhamos para contrabalangar essa atracéo.

Além dos problemas apontados, o crescimento desregrado das cida-
des atua num sentido desfavorivel que pode agir como elemento fre-
nador do progresso econdmico. ¥ que, se em certas circunstancias, o
crescimento da populacio pode proporcionar o que se costumou deno-
minar “economias de escala’, pode acontecer, em outros casos, 0 apa-
recimento de “deseconomias de escala”. De fato, quando as aglome-
racbes urbanas ultrapassam uma determinada dimensdo ou apresen-
tam um crescimento excessivo, os novos problemas que surgem, asso-
ciados a essa hipertrofia urbana acarretam, no custo dos servigos
publicos, um acréscimo mais que proporcional ao aumento do m’;{nero

2 H4 {mensos recursos inexplorados nos mares, lagos e tios que poderdo assegurar os melos
de subsisténcla de uma populacgio muito maior que & atual, se as nacdes se dispgé
serem & preserva-los, evitando a poluigdo que oS ameaga Como diz Cousteau.ndo
agore se comeca a descobrir o mar e, ao descobri-lo, verifica-se que ele est4 mMOITe:

[
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de habitantes, de modo que o sistema econdmico pode passar a funcionar
em regime de custos crescentes, comprometendo, assim, 0 progresso
econdmico do pais.

2.7 O segundo aspecto desfavoravel do crescimento rapido da
populacio é que a distribuicio por idade apresenta uma estrutura
desfavoravel. A piramide etaria torna-se excessivamente larga na base
e estreita nas idades adultas. Esse aspecto pode ser apreciado compa-
rando-se, por exemplo, as pirdmides do Brasil, que cresce a taxa de
2,8% ao ano, ¢ da Franca, onde a taxa de crescimento é de 0,6%.

TABELA 3
CARACTERISTICAS E 3 —
CLASSES DE IDADES BRASIL — 1970* FRANGA 1970*
Esperanga de vida ao nascer. . 57,6 anos 71,6 anos
Fecundidade {otal. 5,67 2,32
Taxa de crescimento 28,00/°° 6,1°/°
Classes de idades: 0 ~ 15 417 ,49/°° 244,79f°°
15 ~ 65 558,69/ 624,39/0°
65 ‘e mais 24,00/ 131,00/

FONTES: * — Censo de 1970
** — La population de France — CIC.RED — 1974

Como se verifica, o grupo 0 ~ 15 apresenta-se, no Brasil, com uma
proporcgéo superior em 70,6% ao da Franca, o que pode dar uma idéia
da maior magnitude, em nosso pais, dos problemas ligados & juventude,
entre os quais se destacam a educagdo e a formac8o profissional. O
grupo 15 - 65 apresenta-se no Brasil, reduzido de uns 10,5% em
relacdo ao da Franca, o que pode servir de indice da deficiéncia rela-
tiva de médo-de-obra. O grupo 65 e mais se apresenta, no Brasil, com
apenas 184% do correspondente na Franca. Se considerarmos, em
conjunto, os dois grupos “0 + 15” e “65 e mais”, relacionados com o
grupo central “15 65”7, obteremos um indice de dependéncia econd-
mica que é 375,7/624,3 = 60,2% na Franca € 441,4/558,6 = 79,0% no
Brasil. Como veremos adiante, a analise tedrica permite compreender
os aspectos importantes que relacionam a forma da piramide aos fatores
do crescimento demogréfico. A fim de permitir uma visio mundial

TABELA 4

DISTRIBUICAO DA POPULACAO POR GRANDES CLASSES DE
IDADES EM VARIAS REGIOGES DO MUNDO: %

REGIOES
CLASSES ) ~
IDADES REGIGHS REGIOES | mUROPA AMBRICA
MUNDO | DESEN- | ppiaTL | BXCL ASIA AFRICA DO
VOLVI- GADAS TURSS) NORTE
MENTO
0 |- 15, 36,8 40,3 27,7 25,6 40,5 40,9 28,2
15 - 60 55,9 54,8 59,5 60,4 54,9 54,6 57,7
60 ¢ mais 7,3 4,9 12,8 14,0 4,6 4,5 14,1
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ampla da distribuicdo por idade e suas relagbes com o desenvolvimento
econdmico, damos a seguir um quadro com 2 distribuigdo nas grandes
classes “0 + 15”7, “15  60” (em lugar de 15 - 65) e “60 e mais”.

Como se verifica, o grupo central é sempre mais elevado nas re-
gides economicamente desenvolvidas e o grupo jovem nas regides sub-
desenvolvidas.

2.8 Consideremos agora os efeitos da mortalidade e da fecundi-
dade sobre a estrutura etdria de uma populacdo. Em primeiro lugar,
e contrariamente ao que geralmente se pensa, o declinio da mortalidade
néo contribui para envelhecer mas, para rejuvenescer a populacio. Isso
se deve aos padrdes de declinio da mortalidade observados na pratica.
A razdo é simples: na luta contra a morte, o homem s6 conseguiu, até
agora, um dominio franco sobre as causas exogenas de mortalidade,
isto é, aquelas que provém do meio ambiente, e cujo combate se pro-
cessa através do saneamento basico, dos meios de imunizacdo e do
controle de vetores de moléstias. Ora, pelo menos as causas referidas
nos dois primeiros grupos atingem em larga escala a infincia e a
juventude, ao passo que na idade adulta e na velhice as principais
causas de morte sdo as de origem enddgena (moléstias degenerativas em
geral), sobre as quais a agio do homem pouco realizou até agora em
termos de combate eficiente em larga escala. Assim, o padréo de decli-
nio da mortalidade tem sido, até agora, um padrfo uniforme, segundo
o qual, & medida em que melhoram as condicdes sanitarias e imuno-
l6gicas, o declinio da mortalidade ocorre em propor¢édo muito maior
na infancia e juventude do que na idade adulta e na velhice. Exem-
plificando: se o nivel da mortalidade se reduz, digamos em 20%, essa
reducdo é superior a 30%, em média, nas idades jovens (até os 20 ou
25 anos digamos), o inferior a 10% depois dessas idades. Portanto,
quando ocorre um declinio da mortalidade, ele economiza uma propor-
¢do muito maior de jovens e criancas do que de adultos e velhos, 0 que
contribui obviamente, para o rejuvenescimento da populacio. No fu-
turo, se o homem conseguir dominar as causas endogenas com a mesma
eficiéncia com que tem dominado, até aqui, as causas exogenas, entéo o
padrdo de declinio da mortalidade podera vir a ser tal que uma re-
ducéo da mortalidade contribua para o envelhecimento da populacéo.

2.9 Ag contrario, o declinio da fecundidade tem contribuido em
escala extremamente importante para o envelhecimento da populagéo.
Os efeitos desse envelhecimento pode ser facilmente percebido por uma
simples inspecdo das Tabelas 3 e 4. Todavia, a fim de isolar os efeitos
da mortalidade e da fécundidade sobre a composicdo por idade, com
relacio aos seus reflexos sobre as grandes classes “0 +~ 157, “15 - 65”
e “65 e mais”, que determinam a magnitude dos encargos e da capa-
cidade de méao-de-obra, consideramos as populacdes tedricas correspon-

dentes a 3 niveis de mortalidade e trés niveis de fecundidade. Os niveis
da mortalidade sdo caracterizados pela esperanca de vida ao nascer

representada por €,, de modo que se tem:
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Mortalidade alta: e, = 30,1 anos (Nivel 6)
Mortalidade média: e, = 51,8 anos (Nivel 15)
Mortalidade baixa e, = 71,2 anos (Nivel 23)

Os niveis de fecundidade sdo caracterizados pelas taxas brutas de

reproducéo, R, assim escolhidas:

Fecundidade baixa- R — 1,000
Fecundidade média® R = 2,250
Fecundidade elevada: R — 3,500

Os resultados obtidos para as proporgdes de pessoas em cada uma

das trés classes de idades consideradas acham-se na Tabela 5.

TABELA 5
POPULACOES ESTAVEIS
SEXO MASCULINO
Modelo “West”
Coale e Demeny
NIVEL 6 — &, = 30,076
GRUPOS :
DE XA BRUTA DE REPRODUCAO
IDADES TAXA BRU b PRODUC
1,000 2,250 3,500
0 15 16,65 33,77 44,37
15 — 65 71,01 62,46 53,85
65 e mais 11,44 3,77 1,78
NIVEL 15 — &, = 51,831
GRUPOS
DE TAXA BRUTA DE REPRODUCAO
IDADES
1,000 2,250 3,500
0 15 19,31 38,14 49,03
15 - 65 67,90 57,93 49,19
65 e mais 12,79 3,93 1,78
NIVEL 23 — & = 71,188
GRUPOS
DE RUTA DE R DUCAO
IDADES TAXA BRU DE REPRODUCA
1,000 2,250 3,500
0 15 19,94 39,71 50,84
15 |- 65 64,84 55,74 47,15
65 e mais 15,22 4,55 2,01

FONTE: Dados bésicos extraidos
and Paul Demeny — 1

de “Regional Model Life Tables and Stable Populations”, by Ansley Coale
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As conclusSes gerais que se podem tirar desses calculos s&o as se-
guintes:

a) para cada nivel de fecundidade, o declinio da mortalidade au-
menta, a proporgéo de jovens (classes 0 - 15), reduz a de adultos (clas-
ses 15 - 65) e aumenta a de pessoas idosas (65 e mais);

b) para cada nivel de mortalidade, o declinio da fecundidade reduz
a proporcio de jovens e aumenta as de adultos e de pessoas idosas;

¢) o declinio da fecundidade tem um efeito muito maior do que
o da mortalidade, tanto sobre a reducdo da proporgéo de jovens como
sobre o acréscimo da proporcio de pessoas idosas. Esse efeito da fe-
cundidade é quase o mesmo para os diferentes niveis de mortalidade,
sendo, todavia, algo maior se a mortalidade € alta;

d) os indices de dependéncia, definidos no paragrafo, acham-se
indicados na Tabela 6, por onde se verifica a forte influéncia de fecun-
didade, embora variem também com a mortalidade; esse indice au-
menta consideravelmente & medida em que aumenta a fecundidade;
com relacio & mortalidade, porém, o efeito é contrario, ele cresce quan-
do a mortalidade diminui.

TABELA 6
INDICE DE DEPENDENCIA POR 1.000 ADULTOS

o m— e

FECUNDIDADE

MORTALIDADE
a. TAXA BRUTA DE REPRODUGAO
1,000 2,250 3,500
30,076 390,6 601,0 857,0
51,831.. 472,8 726,2 1 032,9
71,188, . 542,3 794,0 11209

Assim, para cada nivel de mortalidade, a elevago desse indice, com
a fecundidade entre os limites considerados, é superior a 119% no caso
da mortalidade alta (e, = 30,1), a 118% no caso da mortalidade média
(e, = 51,8), e a 105% no caso da mortalidade baixa. Ao contrario, para
cada nivel de fecundidade, a sua elevagio, com o declinio da morta-
lidade entre os limites considerados, & de menos de 40% se a fecun-
didade & baixa (R = 1,000), de cerca de 32% no caso de uma fecun-
didade alta. Supondo que o caminho normal de um pais que se desen-
volve seja passar de alta fecundidade e alta mortalidade para niveis
baixos dessas duas componentes, o desenvolvimento econdmico fara,
o pais passar de um indice de dependéncia de 857,0%, para outro de
542,3%,. Assim, esse indice de dependéncia sofre uma reducdo aprecia-
vel durante o processo de desenvolvimento econdmico.
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2.10 Apesar da importéncia que tem sido atribuida ao indice de
dependéncia, ‘ele ndo conta toda a verdade. De fato, é necessario con-
siderar o homem n&o apenas como um fator de consumo mas, também,
como fator de producdo. Se o declinio da fecundidade reduz o numero
de jovens, por outro lado aumenta o nimero de pessoas idosas. E ndo
é licito somar os totais dos dois grupos para a determinagfo de um
indice de dependéncia, uma vez que eles nio tém o mesmo valor nem
como produtores nem como consumidores. Em “Conceitos Econémicos
na Demografia” (RBE n.° 97/98 de jan./jun. 1964), utilizando coefi-
cientes de produgfo e de consumo por idades, propostos por Mortara,
estabelecemos vérios calculos elucidativos sobre esse aspecto. Em pri-
meiro lugar, calculamos para alguns paises os dados constantes da Ta-
bela 7.

TABELA 7 \

NUMERO DE UNIDADES DE PRODUCAO E DE CONSUMO POR 1.000
HABITANTES, DE UNIDADES DE CONSUMO POR 1.000 DE PRODU-
CAO E DE UNIDADES DE PRODUCAO POR 1.000 DE CONSUMO

NUMERO DE | NUMERO DE

UNIDADES UNIDADES 1000 (2) | 1000 (3)
POPULACAO L EPOCA | DE CONSUMO | DE PRODUGAO 3 2)
POR 1 000 POR 1 000 .

HABITANTES | HABITANTES
) @) @ @ ®)

Brasil (1950), . . 732,0 522,3 14015 7135
fodia (1951) . 755,8 561,2 1 346,8 7425
EE. UU. (1954) 794,4 626,0 1269,0  788,0
Suécia (1950) - 821,1 670,5 12246 8166
Franga (1954). . 815,6 653,8 1 247,5 801,6

A apreciacdo desses dados permite concluir que os 3 paises econo-
micamente desenvolvidos apresentam um nuamero de unidades de pro-
ducdo por 1.000 unidades de consumo superior aos 2 paises em desen-
volvimento, Esse ntimero depende da estrutura demogréfica e ¢ maior
nos paises de estrutura etéria mais envelhecida, como a Suécia e a
Franca. Um célculo especialmente destinado a ressaltar a influéncia
da mortalidade e da natalidade foi feito no mesmo trabalho acima cita-
do, utilizando modelos com 3 niveis de mortalidade: e varias taxas
de crescimento. Dessa andlise podem-se extrair as seguintés conclusoes
gerais:

a) o numero de unidades de produgdo por 1.000 unidades de
consumo varia pouco com o nivel da mortalidade, aumentando ligeira-
mente & medida que a mortalidade declina;
™ D) o fator decisivo na determinacéo desse indice é a taxa de cres-
cimento da populacéio e, consegiientemente, o nivel da natalidade. De
fato, ele aumenta bastante a4 medida que aquela taxa declina, dentro
de cada nivel de mortalidade.
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Em resumo, pois, mesmo corrigidos, os defeitos do indice de depen-
déncia, a conclusio final é que o crescimento rapido decorrente da alta
natalidade estabelece uma estrutura etaria da populagdo com caracte-
risticas desfavoraveis, do ponto de vista econémico.

2.11 Algumas consideragdes devem ser feitas sobre a influéncia
econdmica das correntes migratérias internacionais. De modo geral,
essas correntes se processam em maior intensidade nos grupos etérios
correspondentes as idades adultas, contribuindo para aumentar a pro-
porcio de pessoas entre 15 e 65 anos, reduzindo assim o indice de
dependéncia. e aumentando, na populagdo, o namero de unidades pro-
dutivas por 1.000 unidades de consumo. Por outro lado, um imigrante
adulto constitui uma unidade de trabalho que nfo exigiu nenhuma
inversfio para sua formagio, que ficou inteiramente a cargo do pais
de origem. Assim, do ponto de vista estritamente econdbmico, uma forte
corrente migratéria representa um capital imenso posto & disposi¢éo
do pais de destino, constituindo assim um elemento favoravel ao seu
desenvolvimento econémico. Grande parte do imenso progresso dos Es-
tados Unidos foi uma consegiiéncia da intensa corrente migratéria vinda
da Europa. Até agora ainda ndo foi adequadamente apreciada e cal-
culada a imensa contribuicdo que a Europa aplicou no progresso econo-
mico da América do Norte, sob forma de capital humano.

Naturalmente, devemos réconhecer, as correnfes migratorias po-
dem acarretar problemas politicos de natureza diversa que néo estéo
sendo considerados aqui, e que devem ser ponderados ao se decidir sobre
a politica migratéria a ser adotada pelo pais; mas as suas vantagens
econdmicas ndo devem .ser esquecidas ou subestimadas.

2.12 Algumas breves palavras sobre o volume da popula¢do. Em
uma ampla explanagdo isso nos conduziria ao problema da populacéo
6tima. Em primeiro lugar caberia fixar o sentido do 6timo, porque ha va-
rias possibilidades. H4 um 6timo de poténcia, ha véarios 6timos econdémi-
cos; 0s mais conhecidos sdo o 6timo de riqueza (produto bruto *per ca-
pita” maximo) e o 6timo de enriquecimento (produto bruto “per capita”
crescendo) com a méaxima intensidade 3, Escolher entre esses dois “4ti- .
mos” equivale a se colocar a pergunta: o que serd melhor; estar rico ou
estar enriquecendo? Mas, ainda gue se consiga escolher o tipo de 6timo
mais desejavel, ainda nfdo existe, do meu conhecimento, uma meto-
dologia aceitivel para a determinacdo do volume de populagio que
responda a qualquer tipo de otimizagdo proposta. O que podemos afir-
mar é que o 6timo néo depende da densidade da populacéo, nem, deéntro
de certos limites, do seu valor absoluto. A densidade demografica do
Canadé é bem mais baixa que a do Brasil e o canadense desfruta de
uma das mais altas rendas “per capita” do mundo. Ha paises ricos e
paises pobres com grande volume e pequeno volume de populacéo e
com densidades demograficas elevadas e baixas. Assim, se o desenvolvi-

3 O 6timo de poténcia conduz a uma bopulagéo superior 3 do otimo de riqueza que, DO
sua vez, fornece uma populagio superior & do 6timo de enriquecimento
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mento econdmico independe de circunstancias tdo variadas, nio nos
parece que se deva gastar muito esforco na fixacio de uma populagéo
6tima para o Brasil. O problema do crescimento répido é, ao nosso ver,
muito mais importante.

3. BASES DE UMA POLITICA

3.1 Voltemos ao problema do crescimento demografico. Para uma
populacdo praticamente fechada a&s correntes migratérias internacio-
nais, a taxa de crescimento depende dos niveis da mortalidade e da
natalidade. Mas a mortalidade, em qualquer politica demografica, ndo
apresenta alternativa; o objetivo, nesse particular, é, sempre, conseguir
a méaxima expectativa de vida. Assim, o fator critico em uma politica
destinada a interferir no crescimento demogréafico é o nivel da fecun-
didade, o qual depende essencialmente de trés componentes basicos:

a) as pressdes e condicionamentos sociais que determinam as
motivacdes para que o casal deseje realizar um certo tamanho ideal da
familia dependendo do tipo de comunidade a que pertence;

b) o nivel da mortalidade que condiciona o nimero de nascimentos
necessarios para se conseguir a realizacdo do niumero ideal de filhos
adultos;

¢) o maior ou menor desconhecimento dos métodos de controle
da natalidade cuja relativa ineficiéncia conduz sempre a um numero
de nascimentos superior ao que seria necessario para se atingir o tama-
nho ideal da familia.

Convém esclarecer que o ntimero ideal de filhos é um objetivo que,
embora presente, nio se manifesta sempre sob uma forma explicita
de um plano do casal. As vezes constitui apenas um desejo vago, para
cuja realizacio exerce muitas vezes uma ag8o ineficiente. Por outro
lado, nem sempre tem uma formulagéo prévia, tornando-se explicito no
momento em que o casal, j4 com alguns filhos, decide que nao deseja
mais aumentar a familia, ou simplesmente reconhece que tal € o seu
desejo.

3.2 A componente econdmico-social referida anteriormente é
constituida por todos os fatores externos que condicionam psicologica-
mente o casal no sentido de desejar um determinado nimero de filhos.
Esses condicionamentos estdo intimamente relacionados com a estru-
tura econdmico-social da coletividade. Somente a modificacdo dessa
estrutura econdmico-social serd capaz de estabelecer novos condiciona-
mentos psicolégicos e alterar o numero ideal de filhos que o casal venha
a desejar. Um dos processos que acarretam profundas modificacdes na
estrutura da sociedade & o processo de desenvolvimento econdmico-so-
cial. B relativamente facil estabelecer, nesse caso, o sentido em que se
modificam condicionamentos bésicos do casal. De fato, em uma cole-
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tividade pobre, de estrutura predominantemente agraria, com um baixo
nivel educacional e profissional e um alto nivel de mortalidade, todos
os elementos colaboram no sentido de tornar desejdvel uma familia
de dimensdes relativamente grandes. Cada filho adicional constitui,
além de uma fonte de prazeres, dentre as poucas de que podem des-
frutar os casais das comunidades pobres, uma perspectiva de renda
adicional e de maior seguranca no futuro quando, deixando os pais
de trabalhar, poderdo dispor da méo-de-obra dos filhos para os tra-
balhos do campo, assegurando uma sobrevivéncia calma na velhice,
dentro do seio da prépria familia que conseguiu realizar. O baixo nivel
educacional e profissional contribui para reduzir o custo de formacéo
do adulto e diminuir o tempo de formacdo, ao fim do qual podera
dispor da renda adicional que o filho ir4 proporcionar. Antes dos 10
anos ja as criancas podem ajudar nos frabalhos do campo e nos afa-
zeres da casa. Por outro lado, o alto nivel da mortalidade exige, para
a realizacio de um dado ndmero de filhos adultos, um elevado nimero
de nascimentos. As comunidades que sobreviveram no passado foram
aquelas em que a natalidade foi suficientemente alta para deixar um
pequeno saldo sobre os Obitos causados por uma mortalidade eleva-
dissima. A prépria espécie humana sO pode sobreviver gracas a esse
fato. Acresce, ainda, que, nas comunidades pobres, os processos utiliza-
dos de controle da natalidade, necessirios para o dimensionamento da
familia, sdo extremamente ineficientes. Assim, os erros, que se produ-
zem sempre no sentido de ampliar o dimensionamento desejado, sdo
mais amplos e mais freqilentes do que seriam se fossem utilizados
métodos mais eficientes. Dado o baixo nivel educacional ocorre, tam-
bém, com maior freqiiéncia, que o numero ideal de filhos constitui
apenas uma idéia vaga, que ndo é acompanhada de qualquer iniciativa
no sentido de torna-la efetiva.

3.3 O panorama é inteiramente outro em uma comunidade rica.
Aqui a estrutura econémico-social estd4 dominada pela industrializagéo
e pela tecnologia, exigindo, na formacio do homem aduito, um nivel
educacional elevado e uma formacdo profissional altamente especiali-
zada. Assim, os condicionamentos psicologicos sdo completamente dife-
rentes, favorecendo em todos os sentidos a pequena familia. De fato,
cada filho adicional implica em uma consideravel inversdo a fim de
torna-lo apto, profissionalmente, a exercer as atividades que o alto nivel
tecnolégico exige de todos. Os pais néo so desejam mas sao compelidos,
na luta pela manutencéo ou melhoria do “status social”, a proporcionar
aos filhos esse nivel de educacdo e formacdo profissional. Portanto, o
custo de formacio do homem adulto é elevado, exigindo pesadas inver-
sdes e dilatado tempo, de modo que nenhum incentivo ele representa
como proporcionador de possivel renda adicional, tornando-se ao mes-
mo tempo praticamente desnecessario como fonte de seguranca no
futuro. Além desses custos diretos, também os custos indiretos de uma
familia mais numerosa serdo mais elevados na comunidade rica: uma
mulher com muitos filhos perde a oportunidade de poder trabalhar e
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assim ajudar nas despesas familiares. Mas nfo é s6; os demais fatores
enunciados anteriormente atuam no sentido de uma fecundidade mais
moderada. De fato, sendo mais baixo o nivel da mortalidade, o excedente
de nascimentos necessarios para assegurar o ideal da familia ja néo
precisara ter as mesmas proporgoes. Supondo que o ideal de um casal,
quando declara que deseja ter 3 filhos, signifique a realizacéo de 3
filnos adultos (com 18 anos, digamos), o nivel da mortalidade trans-
forma-se em um fator de grande importdncia na diferenciacdo dos
niveis de fecundidade. Assim, em uma comunidade pobre, com uma
expectativa de vida ao nascer de 35 anos, o excedente de nascimento
para se conseguir que um dado nuimero de filhos atinja os 18 anos €
de cerca de 67%; para cada 100 pessoas que atingem 18 anos sdo ne-
cessarios 167 nascimentos. Em uma comunidade rica, onde a expec-
tativa de vida ao nascer é, digamos, de 70 anos, o excedente podera ser
apenas de 5%, isto é, para cada 100 pessoas atingirem 18 anos sao
necessarios apenas 105 nascimentos. Portanto, se o tamanho ideal
da familia em uma comunidade pobre for, por exemplo, de 5 filhos,
e em uma comunidade rica, de 3, a fecundidade aparentemente deveria
ser 67% mais elevada na primeira. Em face, porém, da diferenca de
mortalidade, seriam necessarios, para que 100 casais realizassem a mé-
dia. de 5 filhos adultos (com 18 anos), um total de 833 nascimentos,
a0 passo que 100 casais de comunidade rica apenas necessitariam, para
realizar seus objetivos de 3 filhos adultos, 315 nascimentos. Nessas con-
digbes, a fecundidade efetiva na comunidade pobre deveria ser néo
apenas 67%, mas 165% superior & da comunidade rica, a fim de que
as duas comunidades realizassem dimensées ideais de suas familias,
tendo em vista os condicionamentos sociais e os niveis da mortalidade.
Mas, se levarmos em conta, ainda, as diferengas dos métodos utilizados
para o controle da natalidade, as diferencas se ampliam mais. Assim,
supondo que na comunidade rica os erros decorrentes da ineficiéncia
dos métodos de controle da natalidade sejam da ordem de 10% e, nas
comunidades pobres, trés vezes maiores, o resultado final, levando em
conta os trés fatores basicos referidos anteriormente, sera que, nas co-
munidades ricas de tipo indicado, cada 100 casais deverdo dar lugar a
346 nascimentos, ao passo que, na comunidade pobre, os mesmos 100
casais deveriam produzir 1.083 nascimentos. Por outras palavras, fe-
cundidade, na comunidade pobre, deveria ser 213% mais elevada do que
na comunidade rica. Ndo é de estranhar, pois, que as comunidades mais
pobres continuem a apresentar uma fecundidade elevada, sém que se
possa taxa-las de manter um procedimento irracional, como tem sido
alegado por alguns soci6logos, economistas e demografos, malgrado o
fato incontestavel, por nds apontados, das desvantagens macroecono-
micas, decorrentes de um crescimento rapido da populaciio. E que as
decisoes sobre o nuimero de filhos ocorrem nho seio do nucleo familiar,
atendendo aos interesses legitimos da familia, alheios aos problemas
que se desenvolvem na escala macroecondmica, os quais preocupam o0s
governos, os soci6logos, demografos e economistas, em um nivel de
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decisdo muito mais amplo. Como ocorre em muitos casos, funciona
aqui o conhecido paradoxo da composicdo, segundo o qual os interesses
legitimos de uma pequena parcela de um grupo nem sempre CONcor-
dam com os legitimos interesses do grupo. Um casal do interior, vivendo
da agricultura, morando em uma pequena propriedade rural, deseja
legitimamente uma familia numerosa; mas se todos os casais do pais
desejassem a mesma coisa, o crescimento demografico seria extrema-
mente rapido, podendo, no conjunto, prejudicar o crescimento econd-
mico e o desenvolvimento social da coletividade. Felizmente, nem todos
vivem no interior, em uma pequena propriedade rural, de modo que,
mesmo nos paises subdesenvolvidos, j& se manifesta uma atenuacho do
crescimento da populacio em relacdo ao que ocorreria naquela hipé-
tese extrema, apesar do declinio da mortalidade, o qual, na sua difusio
rapida, produziu temporariamente uma explosdo demografica sem pre-
cedentes na histéria da humanidade. A posicdo atual do Brasil é de
uma. mortalidade com tendéncia ainda a um declinio substancial pro-
porcionando, pelas caracteristicas ainda jovens da composicio etaria
da populagio, um declinio da taxa bruta de mortalidade a niveis extre-
mamente baixos nos préximos 30 anos: da ordem de 5%, cerca de me-
tade do seu nivel atual. O nivel da fecundidade ja apresenta sinais de
um lento declinio que provavelmente deverd intensificar-se nos pré-
ximos 30 anos, gracas & influéncia cada vez mais acentuada do desen-
volvimento econdmico.

3.4 Qual a politica demografica para o Brasil com relagdo ao
problema do crescimento demografico? De acordo com os resultados
da analise procedida anteriormente, o declinio da fecundidade vai de-
pender da medida em que seja possivel controlar os trés fatores basicos
apontados: motivacdes sobre as dimensdes da familia, conhecimento
do nivel da mortalidade, erros decorrentes da ineficiéncia dos métodos
de controle da natalidade, e ignorincia sobre esses métodos.

Pouco adianta a simples divulgacdo dos métodos eficientes de con-
trole da natalidade, uma vez que tal procedimento néo atinge o ponto
central do problema, isto é, nfo modifica as motivagSes relativas as
dimensdes ideais da familia. S6 o desenvolvimento econdmico-social,
com todas as modificacbes estruturais que acarreta, serd capaz de
alterar essas motivacBes no sentido de reduzir o nimero ideal de filhos.
No exemplo dado anteriormente, onde o nivel da natalidade na comu-
nidade pobre seria 214% mais elevado do que o da comunidade rica,
a méaxima divulgacdo, entre os membros da comunidade pobre, dos
métodos ultra-eficientes adotados na comunidade rica, conseguiria, na
melhor das hipéteses, baixar o nivel da fecundidade desse grupo de
uns 22%. De fato, essa divulgaciio apenas reduziria o excesso de nasci-
mentos decorrentes da ineficiéncia dos métodos, mas néo modificaria o
tamanho ideal da familia que a comunidade pobre continuaria a perse-
guir, nem o excedente necessario para compensar o nivel mais elevado
da sua mortalidade. Por outro lado, forcoso é reconhecer a importéncia,
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e até mesmo a necessidade dessa divulgacdo, & medida que avanca o
processo de desenvolvimento econdmico. De fato, de par com as altera-
¢Bes que vdo ocorrendo nas motivagGes relacionadas com o tamanho
ideal da familia, é necessario que os casais possam dispor, ndo apenas
do conhecimento dos métodos mais eficientes de controle da natalidade,
mas que possam também ter acesso a esses métodos e possam adotar
aqueles que julgarem mais adequados. As duas condicGes sdo, pois,
complementares: o desenvolvimento econdmico altera os padrdes di-
mensionais da familia e a divulgacdo dos métodos de controle coloca-os
em situacdo de realizar, tanto quanto possivel, aquelas dimensées de
familia que o desenvolvimento econdémico-social requer, evitando as-
sim as fricces que poderiam comprometer ou dificultar o curso do
processo de desenvolvimento. Fica desde logo patente que alguns re-
cursos deverdo ser aplicados nessa tarefa de divulgacfo dos meios de
controle da natalidade, como parte do préprio processo educativo, que
consiste em transformar uma crianca num adulto e, bem assim, para
proporcionar o acesso a esses meios. Esses recursos tém por objetivo,
pois, evitar possiveis dificuldades e fricgdes ao longo do processo de
desenvolvimento econdmico-social, as quais redundariam em desper-
dicio de esforcos. Mas, de modo nenhum se pode considerar os recursos
aplicados em programas de planejamento familiar como capazes de
proporcionar modificacbes essenciais de carater permanente, nas mo-
tivacdes que conduzem & fixacio do nivel da fecundidade. Se o desen-
volvimento econdmico-social induz o declinio da fecundidade, o pro-
cesso néo é reversivel: os programas de planejamento familiar por si s6s
néo proporcionam nenhum desenvolvimento econdémico. O que é funda-
mental, para alterar a fecundidade com carater estavel e permanente,
nfo é proporcionar aos casais os meios eficientes de limitacdo da nata-
lidade; é necessario induzi-los a desejar menos filhos. Os meios de
limitacio devem ser proporcionados na medida em que 0S casais o
desejarem por forca de decisGes préprias, decorrentes das motivacdes
proporcionadas durante o curso da evolugéo do processo de desenvol-
vimento econdmico-social. Pressionar diretamente um casal que deseja
muitos filhos a té-los em menor niimero parece-nos téo ilegitimo como
forcar agueles que desejam poucos filhos a aumentar a sua prole. 86
o desenvolvimento econdmico-social reconhecido pela coletividade pode
legitimar as pressdes capazes de agir sobre as dimensdes ideais da fa-
milia. Os anticonceptivos devem constituir apenas os meios com que
poderdo realizar seus proprios desejos.
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Em um primeiro artigo, publicado no numero 135 desta Revista,
versando sobre as cidades brasileiras, tivemos a oportunidade de obser-
var o fendmeno urbano nas grandes cidades sob a Otica quantitativa
e espacial, tomando por base as cidades que possuiam mais de vinte
mil habitantes na data do Recenseamento de 1970.
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1. O BRASIL URBANO EM DUAS DECADAS

As perspectivas do acelerado aumento dos efetivos populacionais
urbanos, bem como a paralela ou mais acentuada preméncia das ne-
cessidades desses efetivos, geram toda uma série de novos problemas,
que véo assumindo uma dimensio alarmante com o tempo.

Ja existe uma conscientizacdo de que as grandes concentracdes
urbanas sio geradoras de inumeros inconvenientes. Procura-se ja a
algum tempo uma solugfo viavel que amenize os seus efeitos, visto
que pouco ou nada adianta reagir contrariamente a urbanizacdo.

1.1 A populagao regional

A distribuicio da populago brasileira pelas Grandes Regies néo
apresentou variacdes acentuadas neste perfodo de duas décadas. Como
se pode observar através da Tabela 1, duas Grandes Regibes — a
Sul e a Centro-Oeste — apresentaram um significativo aumento rela-
tivo do seu efetivo populacional, passando dos 15,09% e 3,35%, res-
pectivamente em 1950, para 17,65% e 5,45% em 1970.

A Grande Regifio Norte manteve a sua posi¢do relativa inalterada
no periodo, a0 passo que as Grandes Regides Sudeste e Nordeste apre-
sentaram um declinio na participacio do conjunto brasileiro. A pri-
meira sofreu um pequeno decréscimo relativo, de menos de 1 ponto
(43,41% em 1950 e 42,68% em 1970), enquanto que a segunda caiu em
mais de 4 pontos, j4 que apresentava 34,60% em 1950 e 30,34% em
1970.

O maior destaque individual & o acréscimo da Grande Regido
Centro-Oeste, que passou de 1,7 milhdo de habitantes em 1950 para.

TABELA 1

POPULACAO SEGUNDO AS GRANDES REGIOES NAS DATAS DOS
RECENSEAMENTOS GERAIS DE 1950, 1960 E 1970

RECENSEAMENTOS

BRASIL E
GRANDES
REGIOES 1950 1960 1970
POPULACAO| 9% [POPULACAO! % POPULACAQ| %
BRASIL. 51 944 397 100,00 70 992 343 100,00 94 508 544 100,00
Norte .. - . 1 844 655 38,55 2 601 519 3,67 3 650 750 3,86
Nordeste.. . .. 17 973 413 34,60 22 4283 873 31,59 28 675 081 30,34
Sudeste . . .. 22548 494 4341 31 062 977 43,76 40 331 969 4268
Sul. . 7 840 870 15,00 11 892 107 16,75 16 683 551 17,65
Centro-Oeste .. .. 1 736 965 3,35 3 006 866 4,23 5 167 203 5,47

FONTE: IBGE. Sinopse Preliminar do Censo Demogréfico, VIII Recenseamento Gerel do Brasil — 1970
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5,2 milhdes em 1970. As Grandes Regides Sul e Norte praticamente do-
praram os seus efetivos, apresentando alguma semelhanca com o ritmo
de crescimento populacional brasileiro.

As Grandes Regides Sudeste e Nordeste sdo as duas que em nu-
meros absolutos néo conseguiram dobrar o seu contingente nestes vinte
anos.

1.2 A populagio urbana nas Grandes Regides

J4 a populacéo urbana brasileira, definida censitariamente, quase
jue triplicou o seu efetivo no perfodo de vinte anos entre as décadas
de 1950 e 1970, quando contava com 18,7 milhdes e passou a 52,9
milhdes de habitantes.

A distribuicio regional deste efetivo urbano se apresenta, entre-
tanto, com niveis de concentracéo bem mais acentuados do que na dis-
tribuicdo da populacio brasileira como um todo. O que se nota € a des-
tacada posigdo da Grande Regifo Sudeste que, embora decrescesse €m
1,62 pontos em vinte anos — 57,09% em 1950 e 5547% em 1970 —
jetém a maior parte do contingente urbano em seu territério.

A segunda Grande Regido é a Nordeste (2,5 vezes menos) que,
2 exemplo da Grande Regifo Sudeste, apresentou declinio na partici-
pacdo nacional de seu efetivo urbano total, como podemos notar através
ja Tabela 2. As demais Grandes Regifes apresentaram um aumento
na sua participacdo relativa, sendo o mais expressivo de todos os in-
jices da Grande Regido Centro-Oeste, que mais do que dobrou a sua
participagdo relativa.

Em termos absolutos & Grande Regido Centro-Oeste praticamente
sextuplicou sua populagio urbana de 1950 (423 mil) a 1970 (2.493
mil). As demais Grandes RegiGes apresentam um comportamento pro-
ximo do nacional, apresentando em meédia uma quase triplicacdo do
sfetivo urbano nas duas tltimas décadas.

TABELA 2

POPULACAO URBANA SEGUNDO AS GRANDES REGIOES NAS
DATAS DOS RECENSEAMENTOS GERAIS DE 1950, 1960 E 1970

RECENSLEAMENTOS

BRASIL &

GRANDES .

REGIOLS 1950 1960 1970

POPULAGAGC ' % POPULACAO % POPULACAO %
BRASIL 18 782 891 100,00 32 004 817 100,00 52 904 744 100,00

Norte . 580 867 3,09 083 278 3,07 1 649 430 3,12
Nordeste 4 744 808 25,26 7 680 681 24,00 11 980 937 22,65
Sudeste 10 720 734 57,09 17 818 649 55,68 29 347 170 55,47
Sul 2312 985 1231 4 469 103 13,96 7 434 196 14,05
Centro-Oeste 423 497 2,25 1 053 106 3,29 2 493 011 4,71

FONTE: IBGE. Sinopse Preliminar do Censo Demogréfico VIII Recenscamento Geral do Brasil — 1970
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2. A URBANIZACAO NAS GRANDES CIDADES

¥ necessario que se observe o fenémeno da urbanizagfo por um
outro prisma: o da relacdo de crescimento entre a populacdo das ci-
dades — pois teoricamente o principal aglomerado urbano a nivel
municipal é a cidade — e 0 crescimento da populacdo tofal que se
localiza em determinada unidade do espago.

Tornar-se-ia por demais complexa e até mesmo utdpica, a anilige
detida do real crescimento populacional ocorrido no tempo em cada
uma das 7.834 unidades urbanas (3952 cidades e 3.882 vilas). Por
este motivo é que trabalharemos apenas com as 303 cidades constantes
do primeiro trabalho: As cidades brasileiras.

Desta, forma, procuramos possibilitar uma real visdo do impacto
da urbanizacdo que ocorre nos principais nucleos urbanos brasileiros,
sedes municipais com populagio superior a vinte mil habitantes em
1970, facilitando a avaliagdo mais particularizada dos efeitos neste con-
junto de Municipios.

2 1 O crescimento das cidades

% notavel o crescimento das cidades brasileiras para o periodo in-
tercensitario de 1960 a 1970, fazendo-se sentir, tanto sob a Otica regio-
nal quanto sob a da estratificacdo por faixas de tamanho de populacéo,
o seu indiscutivel e acelerado ritmo de crescimento.

Sob a 6tica regional podemos observar de imediato uma relativa
homogeneidade quanto ao ritmo de crescimento para as Grandes Re-
gides Sudeste (60,3%), Sul (55,3%) e Nordeste (54,1%), principal-
mente, como também para a Grande Regido Norte, que apresenta para
o periodo intercensitario um ritmo relativamente mais acentuado —
71,8%.

TABELA 3

CRESCIMENTO RELATIVO APRESENTADO PELA POPULACAO
AGREGADA DAS CIDADES, POR FAIXAS DE TAMANHO DE POPU-
LACAO SEGUNDO AS GRANDES REGIOES, NO PERIODO 1960/1970

TAIXAS DE TPOPULACAO (por 1 000 habitantes)

BRASIL T
GRANDES REGIOES 20 50 100 200 500 1 000 2 000
TOTAL = iy 1 —~ = e e
50 100 200 500 1 000 2 000 mais
BRASIL 60,6 67,0 61,5 70,2 84,9 50,4 51,4 47,8
Norte 71,8 117,7 95,6 — 84,4 57,0 — -—
Nordeste 54,1 64,2 57,1 59,9 60,5 54,0 34,5 —
Sudeste 60,3 62,5 64,1 77,8 85,7 — 72,1 47,8
Sul 55,3 79,9 53,9 58,5 40,2 40,8 — —
Centro-Oeste 137,6 108,0 88,2 102,9 181,4 — - -
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Todos estes indices nio se distanciam marcadamente do nacional,
que é da ordem de 60,6 %. E de se ressaltar a semelhanca existente entre
o ritmo de crescimento da Grande Regido Sudeste € o do Brasil.

Bem mais afastada das demaijs Grandes Regides estd a Centro-
Oeste, com um “espetacular” indice de 137,6%,isto €, mais de duas
vezes superior ao do Brasil. Este fato se deve a presenca de Brasilia e
também em virtude do pequeno contingente populacional da Grande
Regi&o.

No tocante ao crescimento das cidades por faixa de tamanho de
populagéo, podemos distinguir, a grosso modo, trés comportamentos
distintos:

1 As Grandes Regides Norte e Sul tendem a apresentar um ritmo
de crescimento mais intenso para as cidades que se situam
nas faixas inferiores de tamanho de populacdo. Este decresce
2 medida que nos deslocamos em dire¢do aos estratos popu-
lacionais superiores

Releva notar que nenhuma das duas Grandes Regides
possui cidades com populagio superior a um milhdo de habi-
tantes. Outro fato que serd abordado mais adiante € aquela
pertinente & nfo existéncia, na Grande Regido Norte, de qual-
quer cidade na faixa entre 100 e 200 mil habitantes.

2. As Grandes Regides Sudeste e Nordeste apresentam pratica-
mente o mesmo tipo de comportamento relativo, qual seja: o
seu ritmo de crescimento se intensifica a4 medida que se passa
da faixa de tamanho de populacdo inferior a mediana (200 a
500 mil habitantes), passando a partir dai a declinar o ritmo
de crescimento até as faixas superiores

As excecdes a este comportamento global sdo: a faixa po-
pulacional de 20 a 50 mil habitantes na Grande Regido Nor-
deste apresenta um ritmo mais intenso ao do crescimento da
faixa imediatamente superior, além de ndo possuir cidades
com populacdo superior a dois milhdes de habitantes; enquan-
to que a Grande Regido Sudeste apresenta a auséncia de ci-
dades na faixa de 500 mil a um milhdo de habitantes.

Analisando-se esta auséncia apresentada pela Grande Re-
gido Sudeste, ela representa o mesmo sintoma da auséncia
apresentada pela Grande Regifo Norte, qual seja, a excessiva
concentracdo populacional em cidades maiores. £ o caso de
Belém e de Manaus, na Grande Regifo Norte e de Sio Paulo,
Rio de Janeiro e Belo Horizonte, na Grande Regido Sudeste.

Esta centralizacio excessiva ndo possui, entretanto, a mes-
ma, significaciio para as suas respectivas Grandes Regibes. As
trés metrépoles do Sudeste concentram a metade do contingente
urbano regional que vive em cidades com mais de vinte mil
habitantes, ao passo que na Grande Regido Norte, Belém e
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Manaus concentram 80% deste contingente, como podera ser
observado posteriormente na Tabela 4.

3. A Grande Regido Centro-Oeste apresenta um comportamento
totalmente diverso das demais Grandes Regides brasileiras.
Este comportamento se deve, principalmente, — se néo exclu-
sivamente — & transferéncia da capital federal do Rio de
Janeiro para Brasilia, meses antes da realizacdo do Recensea-
mento de 1960. Por isto mesmo, o comportamento denotado
pela Grande Regido Centro-Oeste é o declinio do ritmo de cres-
cimento do primeiro para o segundo estrato populacional,
passando, a partir dai, a uma discreta ascensio até o estrato
de 100 a 200 mil habitantes e uma “violenta” ascensao para o
estrato dos 200 a 500 mil habitantes.

O ritmo de crescimento médio brasileiro, como podemos verificar
através do Grafico 1, segundo as faixas de tamanho de populacio,
se apresenta bastante semelhante ao da Grande Regido Sudeste, muito
embora sejam evidentes as influéncias que sofrem por parte da Grande
Regido Centro-Oeste.

Vale & pena notar que a Grande Regido Nordeste é aquela que apre-
senta o mais longo continuum — indo até a faixa de 1 a 2 milhdes de
habitantes — além de acusar as menores variacdes relativas ao longo
da sua trajetoria.

No tocante & analise por estrato de populaco aquele que mais se
aproxima do valor médio para todo o conjunto brasileiro (60,6%) € o
estrato de 50 a 100 mil habitantes, com 61,5%. Os estratos com popu-
lacéo superior a 500 mil habitantes praticamente apresentam indices em
torno dos 50%, ao passo que os estratos de 20 a 50 mil e de 100 a 200
mil habitantes apresentam indices de crescimento em torno de 70%.

J4 o estrato que se destaca pelo mais elevado indice de crescimento
¢é aquele das cidades que possuem enfre 200 e 500 mil habitantes, com
85%.

2.2 Participacdo das cidades por faixa de tamanho de populacao

Podemos observar na Tabela 4 a evolugfo da participacdo agre-
gada por faixa de tamanho de populacdo e por Grande Regido, das
cidades em 1960 e 1970. Nesta tabela as cidades foram agregadas se-
gundo a sua populagdo em 1970, por faixa de tamanho de populagéo,
tendo sido conservadas para 1960, com vistas a possibilitar uma com-
paracdo de unidades homogéneas, nas mesmas faixas populacionais
que se encontravam nas tabulacdes de 1970.

De um modo geral o que se observa é que, para o conjunto brasi-
leiro, a faixa populacional que agrega major contingente populacional
é a de mais de dois milhoes de habitantes, com 30,5% em 1960, man-
tendo-se também no primeiro posto em importancia em 1970, com 27,9%.
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GRAFICO 1

CRESCIMENTO RELATIVO APRESENTADO PELA POPULACAO
AGREGADA DAS CIDADES, POR FAIXAS DE TAMANHO DE POPU-
LACAO SEGUNDO AS GRANDES REGIOES, PARA O PERIODO
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TABELA 4

PARTICIPACAO RELATIVA DA POPULACAO AGREGADA DAS (CI.
DADES POR FAIXAS DE TAMANHO DE POPULACAO, SEGUNDO ASs
GRANDES REGIOES, PARA 1960 E 1970

1960 1970
FAIXAS DE - —
PC()PUIiAg)AO GRANDES REGIOES GRANDES REGIOES
por i
habitantes) BRASIL Nor- | Su Centro-| BRASIL Nor | su
- - - - - Centro-
Norte deste | deste Sul Oeste Norte deste | deste Sul Oestr:
TOTAL 100,0 100,0 100,86 100,0 100,0 1000 100,0 100,0 100,0 100,0 100,06 1000
20 = 50 16,0 7,5 182 14,7 20,2 21,4 16,8 9,5 194 149 234 188
50 - 100 11,4 8,6 10,4 8,6 257 18,9 11,5 9,8 106 88 255 150
100 = 200 14,2 — 20,1 12,1 186 13.3 150 — 20,9 134 19,0 11,3
200 F 500 11,8 252 7,6 11,0 127 46,4 136 270 79 128 11,5 549
500 k- 1 000 9,3 587 243 — 228 — 88 537 242 — 206 —
1 000 i 2 q00 68 — 19,4 49 — — 64 — 170 53 — —
2 000 e mais 305 — — 487 — — 2779 — @ — 448 — —

Todas as faixas populacionais até a dos 500 mil habitantes elevaram
a sua participacio de 1960 para 1970, sendo que, conseqiientemente,
todas aquelas com populagio superior a 500 mil habitantes apresen-
taram declinio relativo na participagio global. Isto nos levaria a con-
cluir que houve um crescimento populacional mais intenso em cidades
com populacgdo inferior a 500 mil habitantes.

Na Grande Regifio Norte o seu estrato de maior populagio (500
mil a um milhdo de habitantes), representado por Belém, apresentou
na década um substancial decréscimo relativo: passou de 58,7% para
53,7%.

Na Grande Regido Nordeste novamente se repete o fenémeno bra-
sileiro, J4 na Grande Regido Sudeste, todos os estratos populacionais
apresentam um aumento relativo na sua participaclo, & exce¢éo do
dltimo estrato (mais de dois milhdes de habitantes), que cai de 487%
em 1960, para 44,8% em 1970.

Para a Grande Regido Sul nio ha um comportamento uniforme
entre os seus estratos populacionais. Em oposicdo & regra geral, a-Gran-
de Regifio Centro-Oeste apresentou declinio de participacdo em todos
os estratos populacionais, exceto para o mais elevado (200 a 500 mil
habitantes), que de 46,4% em 1960, passa aos 54,9% em 1970. Esta

7

“anomalia” é causada por Brasilia.

3. O IMPACTO DA URBANIZACAO

Com o auxilio da Tabela 5, podemos ter uma idéia global do im-
pacto sofrido pelos governos locais com o crescimento de suas cida-
des. A populacio dos Municipios com cidades de mais de vinte mil
habitantes cresceu nos ultimos dez anos & base de 50,1% no Brasil,
ao passo que as cidades cresceram a base de 60,6% no mesmo periodo.
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Representa dizer, para este conjunto de Municipios, que de todo o
crescimento demogréfico neles ocorrido, em média 94,7% se processou
nas suas cidades.

TABELA 5

CRESCIMENTO RELATIVO PARA O CONJUNTO DE MUNICIPIOS

CUJAS CIDADES POSSUEM MAIS DE VINTE MIL HABITANTES,

DESTAS CIDADES E A RELACAO DE CRESCIMENTOS DAS CIDADES

SOBRE O TOTAL MUNICIPAL PARA AS GRANDES REGIOES E PARA
O BRASIL, NO PERIODO ENTRE 1960 E 1970

% DO
INDICE DE INDICE DE CRESCIMENTO
BRASIL E CRESCIMENTO CRESCIMENTO DAS CIDADES
GRANDES POPULACIONAL POPULACIONAL SOBRE O
REGIOES DOS MUNICIPIOS| DAS CIDADES CRESCIMENTO
DA POPULAGCAO
MUNICIPAL
BRASIL 50,1 60,6 94,7
Noite 66,6 71,8 79,9
Nordeste 45,8 54,1 82,3
Sudeste 47,2 60,3 96,9
Sul 45,0 55,3 84,5
Centro-Oeste 106,4 137,6 90,1

Na primeira coluna temos o indice de crescimento da populacio
municipal, com sedes de mais de vinte mil habitantes em 1970, no
periodo entre 1960 e 1970. Na segunda coluna & dado o indice de cresci-
mento da populacdo das cidades com mais de vinte mil habitantes em
1970, no mesmo periodo. Na terceira coluna € apresentada a percenta-
gem do crescimento das cidades de mais de vinte mil habitantes sobre
o crescimento populacional dos Municipios correspondentes, no periodo
entre 1960 e 1970.

Analisando-se estes dados regionalmente, podemos verificar uma
homogeneidade no crescimento municipal entre as Grandes RegiGes
Sudeste, Nordeste e Sul, que permanecem um pouco abaixo da meédia
nacional. Para a Grande Regifio Norte, com 66,6%, ja hd um afasta-
mento para além da média brasileira, ao passo que para a Grande Re-
gido Centro-Oeste (106,4%), seu indice é mais do que duas vezes supe-
rior ao da média nacional.

No que diz respeito ao crescimento das cidades, o que se tem a
observar, além do comentério alusivo & Tabela 3, é de que a Grande
Regido Sudeste apresenta um indice bastante proximo ao nacional, per-
manecendo as Grandes Regides Nordeste e Sul abaixo deste, e as Gran-
des Regifes Norte e Centro-Oeste acima do indice nacional.

O indice de maior significacfo, entretanto, é o referente a percen-
tagem do crescimento urbano para as cidades com mais de vinte mil
habitantes sobre a populagfo total dos Municipios, correspondentes, no
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periodo entre 1960 e 1970. O indice da Grande Regido Sudeste é ¢
Unico que supera o do Brasil, além de ser o gue mais se aproxima deste,
Todas as demais Grandes Regides do Pais apresentam indices inferioreg
ao do nacional, o que vem a ratificar, mais uma vez, a posicéo da Grande
Regido Sudeste, como o baluarte da urbanizac¢éo brasileira. ‘

A segunda Grande Regido em importancia é a Centro-Oeste. Um
pouco mais abaixo aparecem a Grande Regido Sul, com 84,5% e a
Grande Regido Nordeste, com 82,3%. A Grande Regido Norte apresenta o -
mais baixo de todos os indices: 79,9%.

4. AS CIDADES

Tivemos até o momento uma idéia global do crescimento das cida-
des. Com o objetivo de fornecer subsidios a nivel local, oferecemos atra-
vés da Tabela 6 a relacdo dos 303 Municipios possuidores de cidades
com populacdo superior a vinte mil habitantes (cuja populagdo ja
se encontra no trabalho anterior), com os respectivos indices e taxas
de crescimento geométrico anual da populacio dos Municipios e das
cidades no periodo intercensitario 1960/1970.

TABELA 6

NOMINATA DOS 303 MUNICIPIOS COM SEUS RESPECTIVOS IN-
DICES E TAXAS DE CRESCIMENTO GEOMETRICO ANUAL DA
POPULACAO MUNICIPAL E DAS CIDADES NO PERIODO 1960/1970

(continua)

UNIDADES DA INDICES TAXAS

FEDERACAO E
MUNICIPIOS POPULACAO | POPULAGAO | POPULAGAO | POPULACAQ
MUNICIPAL |DAS CIDADES| MUNICIPAL |DAS CIDADES

RONDONIA

Poito Velho 168,9 212,2 5,40 7,80
ACRE )

Rio Branco. 176,1 200,2 5,80 7,20
AMAZONAS

Manaus 178,0 184,4 5,95 6,30
PARA

Belém. 157,6 157,0 4,65 4,60

Santarém. . 147,6 205,1 3,95 7,45

Castanhal 1754 260,4 5, 80 10,05
AMAPA

Macapd . 237,8 186,9 9,05 6,45
MARANHAO

Sao Lufs. 166,4 134,4 5,10 3,00

Imperatriz. . 278,1 385,5 10,75 14,45

Caxias .. . 100,3 162,8 0,05 5,00

Bacabal 87,3 188,3 1,20 6,55
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(continuagéo)

UNIDADES DA INDICES TAXAS

FEDERACAO I - -
MUNICIPIOS | POPULAGAO | POPULACAO | POPULACAO | POPULACAO
MUNICIPAL |DAS CIDADES| MUNICIPAL |DAS CIDADES

PIAUL
Teresina 166,7 181,1 5,25 6,10
Parnafba 124,8 142,8 2,25 3,65
Floriano 149,1 166,8 4,10 5,25
CEARA
Foitaleza 166,9 146,6 5,25 3,90
Juazeito do Noite 140,3 1494 3,45 4,10
Scbral 138,8 160,7 3,35 4,85
Ciato 119,7 133,2 1,80 2,90
Iguatu 146,5 168,4 3,90 5,35
Ciatels 150,1 171,7 4,20 5,55

RIO GRANDE DO

NORTE
Natal 162,8 162,6 5,00 5,00
Mossoré 193,8 198,9 6,85 7,10
Caicéd 138,6 155,4 3,30 4,50
PARAIBA
Jefio Pessoa 155,0 145,3 4,50 3,80
Campina Grande 138,1 140,4 3,30 3,45
Patos 127,4 146,1 2,45 3,85
Bayeux 204,8 207,2 7,45 7,55
Santa Rita 121,8 144,5 2,00 3,75
Cajazeiras 130,3 151,6 2,70 4,25
Sousa 126,5 198,8 2,40 7,10
Guarabira 122,2 142,8 2,05 3,65
PERNAMBUCO
Recife 131,3 134,5 2,75 3,00
Olinda 168,7 186,5 5,35 6,45
Caruaru, 134,4 156,7 3,00 4,60
Jaboatéo 191,4 154,7 6,70 4,45
Garanhuns 112,8 145,6 1,20 3,85
Vitéria de Santo
Antdo 123,7 152,0 2,15 4,30
Petrolina 217,7 258,0 8,10 9,95
Arcoverde 167,1 184,4 5,25 6,30
Sdao Lourengo da
Mats 184,2 354,5 6,30 13,50
Palmaies 127,5 180,5 2,45 6,10
Limoeiro 117,9 144,6 1,65 3,75
Cabo 146,4 265,1 3,90 10,25
Timbatiba 104,7 126,1 0,45 2,35
Carpina 111,0 148,6 1,05 4,05
Goiana. 117,9 128,3 1,65 2,50
Pesqueira 111,9 123,5 1,15 2,15
Serra Talhada 134,2 177,5 3,00 5,90
Gravatd 120,4 137,1 1,90 3,20
Paulista 135,4 114,9 3,10 1,40
Escada 111,3 145,3 1,10 3,80
ALAGOAS
Maceid 154,9 158,4 4,45 4,70
Arapiraca. | 176,8 222,2 5,85 8,30
Palmeira dos Indios 130,0 166,1 2,65 5,20
Penedo 130,6 137,0 2,70 3,20
Rio Laigo 123,5 131,2 2,15 2,75
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(continuacio)

UNIDADES DA INDICES TAXAS

FEDERACAO E - = =
MUNICIPIOS POPULACAO | POPULACAO | POPULACAO | POPULAGAO
MUNICIPAL (DAS CIDADES] MUNICIPAL |DAS CIDADES

SERGIPE
Aracaju 158,9 159,5 4,75 4,80
Estincia, 115,6 125,8 1,45 2,30
BAHIA
Salvador 168,5 158,2 5,35 4,70
Feira de Santana 154,8 206,3 4,45 4,70
Ttabuna 145,5 165,7 3,80 5,20
Vitéria da Conquis-
ta 157,2 176,3 4,65 5,85
Jequié 133,6 155,2 2,05 4,50
Théus 120,2 128,0 1,85 2,50
Alagoinhas 116,1 - 140,9 1,50 3,50
Paulo Afonso 183,3 197,4 6,25 7,05
Juazeiro. 151,3 171,1 4,25 5,50
Itapetinga 118,6 173,3 1,75 5,65
Candeias 186,0 207,7 6,40 7,60
Senhor do Bonfim 136,0 153,4 3,15 4,35
Santo Anténio de
Jesus.. 117,0 141,6 1,60 3,68
Valenga 119,9 121,0 1,85 1,95
Santo Amailo 97,2 120,6 0,30 1,90
MINAS GERAIS
Belo Hoizonte 178,1 172,1 5,95 5,60
Juiz de Fora 140,8 175,1 3,50 5,75
Governador Valada-
1es. 149,3 177,6 4,10 5,90
Uberlandia.. 141,5 156,2 3,55 4,55
Uberaba. 142,1 150,7 3,60 4,20
Montes Claios 109,9 201,2 0,95 7,25
Divinépolis 150,6 168,2 4,20 5,35
Tedfilo Otoni 113,3 157,4 1,30 4,65
Sete Lagosas 160,0 168,2 4,80 5,35
Baibacena 134,3 137,8 3,00 3,25
Pocos de Caldas 148,4 160,86 4,05 4,85
Araguari.. 121,5 137,1 1,95 3,20
Ttuiutaba 128,8 157,4 2,55 4,65
Sao Jodo Del Ret 115,7 129,9 1,45 2,65
Conselheiro Lafajete 144,7 153,7 3,75 4,40
Ttajub4. : 117,0 135,9 1,60 3,10
Patos de Minas 104,7 134,1 0,45 3,00
Ttabira 150,8 258,3 4,20 9,95
Passos . 115,9 137,2 1,50 3,20
Jodo Monlevade 130,8 143,1 2,75 3,65
Varginha 130,2 146,1 2,65 3,35
Lavias 128,7 149,2 2,55 4,10
Ipatinga. 526,4 910,2 18,05 24,70
Nanuque 121,6 192,1 2,00 6,75
Muriad 110,9 151,2 1,05 4,20
Ttadna 134,9 146,7 3,05 3,90
Cataguases 125,9 151,4 2,35 4,25
Arax$, 124,5 131,0 2,20 2,75
Curvelo 1154 138,8 1,45 3,35
Timéteo 142,9 151,1 3,65 4,20
Pouso Alegie 137,4 155,3 3,25 4,50
UbA4.. 109,4 133,3 0,90 2,90
Formiga 116,8 153,1 1,55 4,35
Ponte Nova 107,4 127,2 0,70 2,45
Caratinga . 102,1 126,2 0,20 2,35
Santos Dumont. 110,56 132,3 1,00 2,85
Nova Lima 120,56 129,6 1,90 2,65
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(continuacéo)

UNIDADES DA INDICES TAXAS

FEDERAGAO E ~ - - -
MUNICIPIOS | POPULACAO | POPULACAO | POPULAGAO | POPULAGAO
MUNICIPAL |DAS CIDADES, MUNICIPAL |DAS CIDADES

AIINAS GERAIS

(conclusio)

Contagem 396,7 743,0 14,80 22,20
Tiés Coragdes 115,56 1486,9 1,45 3,90
Ouro Pieto 136,1 163,4 3,16 5,05
Par4 de Minas 134,4 151,8 3,00 4,25
Coionel Fabiiciano 242,8 160,7 9,30 4,85
Além Paraiba 103,1 116,9 0,30 1,60
Alfenas 108,2 129,6 0,80 2,65
Leopoldina 98,1 119,3 0,20 1,80
Campo Belo 106,6 128,2 0,65 2,50
Patioctnio 111,7 142,3 1,10 3,60

ESPIRITO SANTO

Vitéria 156,2 147,4 4,55 3,95
Cachoeilo de Itape-
mitim 122,5 149,4 2,05 4,10
Colatina 100,9 172,0 0,10 5,55
Vila Velha 219,3 139,2 8,15 3,35
Linhaies 141,7 438,0 3,55 15,90
RIO DE JANEIRO
Rio de Janeiio 128,6 131,9 2,55 2,80
Nova Iguagu 202,5 246,1 7,30 9,45
Nite16i. 132,1 127,6 2,85 2,45
Duque de Caxias 177,1 148,2 5,90 4,00
Sio Jodo de Meriti 158,1 158,4 4,70 4,70
Siao Gongalo 173,7 253,1 5,70 9,75
Campos 100,2 160,2 0,90 5,40
Volta Redonda. 141,2 143,7 3,50 3,70
Pet1gpolis 125,8 123,7 2,30 2,15
Nil6polis 132,7 132,7 2,85 2,85
Baria Mansa 159,4 158,2 4,75 4,70
Nova Friburgo 129,0 131,7 2,60 2,80
Teresépolis 139,8 . 181,0 3,40 6,10
Bana do Piraf 130,4 145,3 2,70 3,80
Tiés Rios 125,7 142,6 2,30 3,60
Macaé 111,3 148,0 1,10 4,00
Itaperuna 93,3 146,5 0,65 3,90
Resende. 137,6 188,4 3,25 6,55
Cabo Fiio 162,0 192,2 4,95 6,75
Valenga 113,2 127,7 1,25 2,50
Paracambi 162,7 306,1 5,00 11,85
SAO0 PAULO
Siao Paulo 159,6 163,9 4,80 5,05
Santo André 170,7 180,3 5,50 6,05
Santos 130,2 130,2 2,70 2,70
Campinas 173,3 172,8 5,65 5,60
Osasco 246,6 884,9 9,45 24,35
QGuarulhos 233,9 284,2 8,85 11,00
Ribenidio Pieto 147,6 164,3 4,00 5,10
Sic Bernardo do
Campo 244,5 303,9 9,35 11,75
Sorocaba 145,4 1561,9 3,80 4,25
Sao Caetano do Sul 131,2 131,7 2,75 2,80
Jundiai. 160,5 183,3 4,85 6,25
Sio José dos Cam-
pos 191,5 235,1 6,70 8,95
Piracicaha 131,4 155,6 2,80 4,50
Bauru 140,5 141,0 3,45 3,50
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(continuacdo)

UNIDADES DA iNDICES TAXAS

FEDERAGAO E — '
MUNICIPIOS POPULACGAO | POPULAGAO | POPULACAO | POPULAGCAO
MUNICIPAL |{DAS CIDADES! MUNICIPAL |DAS CIDADES

SAO PAULO

(continuagio)
Sio Vicente 167,5 157,8 5,30 4,65
Sdo José do Rio

Preto 145,1 162,9 3,80 5,00
Maud, 351,7 718,9 13,40 21,80
Taubaté, 140,6 152,5 3,45 4,30
Presidente Prudente 1448 168,7 3,80 5,35
Mogi das Cruzes. 146,8 141,7 3,90 3,55
Fianca 164,3 183,8 5,10 6,30
Aragatuba 133,7 159,9 2,95 4,80
Arailaquara 127,5 142,2 2,45 3,60
Limeira 150,1 170,7 4,15 5,50
Sio Carlos 137,8 149,6 3,25 4,10
Marflia 108,0 141,3 0,80 3,50
Rio Claro 133,5 142,6 2,95 3,60
Diademas, 641,5 5 213,1 20,40 48,50
Americana 176,7 195,0 5,85 6,90
Guaratinguetd 131,6 143,8 2,80 3,70
Carapicuiba. 312,1 375,3 12,05 14,15
Barretos. 110,9 132,8 1,05 2,90
Jacaref 173,4 173,1 5,65 5,65
Catanduva 117,6 129,9 1,65 2,65
Assis, 131,2 150,7 2,75 4,20
Andradina 152,2 212,2 4,30 7,80
Cruzeiro, 144,7 156,9 3,75 4,60
Botucatu 116,0 124,7 1,50 2,25
Itapetininga 133,2 143,7 2,90 3,70
Jad. | 104,0 131,3 0,40 2,75
Tabodo da Serra 571,0 1 4581 19,05 30,75
Araras 137,0 171,3 3,20 5,55
Owminhos 143,4 158,4 3,65 4,70
Braganga Paulista 113,5 144,8 1,30 3,80
Lolena 139,9 152,1 3,40 4,30
Lins 95,2 118,2 0,45 1,70
Cubatdo 202,7 197,3 7,30 7,05
Ttu 131,4 153,2 2,75 4,35
Tupa. 93,0 121,0 0,70 1,95
Suzano . 205,3 282,9 7,45 10,95
Sao Joio da Boa

Vista 112,7 131,0 1,20 2,75
Po4. 204,6 205,8 7,40 7,50
Guaruj4. 230,5 472,5 8,70 16,80
Tatuf 125,7 137,0 2,30 3,20
Mogi-Guagu 173,5 229,1 5,65 8,65
Avaré 114,0 146,9 1,30 3,90
Jaboticabal 114,9 143,4 1,40 3,65
Votuporanga, 119,7 155,6 1,80 4,50
Bebedouro . 118,4 157,9 1,70 4,65
Mogi-Mirim 130,8 154,9 2,70 4,45
Pindamonhangaba 121,7 147,4 2,00 3,95
Fernandépolis. 133,7 193,2 2,95 6,80
Itapevi 270,8 595,4 10,50 19,55
Birigui .. 111,8 145,0 1,15 3,80
Ttapira 106,3 150,4 0,60 4,15
Pirassununga 136,7 151,2 3,20 4,25
Cagapava 126,9 308,3 2,40 11,90
Ferraz de Vasconce-

los 248,3 251,0 9,50 9,65
Pendpolis 118,8 170,8 1,75 5,50
Itapeva 145,1 179,4 3,80 6,00
Dracena. 107,5 150,0 0,75 4,15
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(continuacgéo)

UNIDADES DA INDICES TAXAS

FEDERAGAO E -
MUNICIPIOS | POPULAGAO | POPULACAO | POPULAGAO | POPULAGAO
MUNICIPAL |DAS CIDADES| MUNICIPAL |DAS CIDADES

SAQ PAULO
(conclusio)
Apazecida 125,6 151,3 2,30 4,25
Leme 145,3 199,6 3,80 7,15
Ribei1do Phes 168,8 254,9 5,40 9,80
Yotorantim 155,3 262,1 4,50 10,10
Santa Bérbaia d'Oes-
te 137,2 164,7 3,20 5,10
Indaiatuba 155,1 165,5 4,50 5,15
Adamantina 93,1 121,1 0,65 1,95
Gaiga 97,4 120,5 0,25 1,90
Itaquaquecetuba 254,5 317,8 9,80 12,25
Jales 124,0 205,5 2,20 7,45
Settédozinho 117,5 164,3 1,65 5,10
Batatais 109,2 138,0 0,90 3,25
Mococa 109,5 147,4 0,90 3,95
Itatiba 135,9 168,3 3,10 5,35
Atibaia 157,8 227,9 4,65 8,60
Sio Joaquim da
Bana 120,8 142,6 1,90 3,60
Cotia 214,8 642,9 7,95 20,45
PARANA
Cutitiba 168,4 140,2 5,35 3,45
Londiina 169,5 211,4 5,40 7,80
Ponta Giossa 139,8 117,7 3,40 1,65
Maringd 182,4 122,2 6,20 2,05
Paranagus, 170,6 185,8 5,50 6,40
Apucarana 146,1 197,1 3,85 7,00
Paianaval 125,7 169,5 2,30 5,40
Alapongas 134,6 172,7 3,05 5,60
Cascavel 434,4 693,7 15,80 21,40
Umualama 365,7 479,7 13,85 17,00
Campo Mouiio 259,4 337,7 10,00 12,95
Coinélio Procédpio 109,7 142,8 0,95 3,65
Cianoite 164,0 270,7 5,05 10,50
Telémaco Borba . 147,5 151,9 3,95 4,25
Si0 José dos Pinhais 167,5 279,7 5,30 11,55
SANTA CATARINA
Floiianépolis 140,6 155,6 3,45 4,50
Blumenau 149,5 184,5 4,10 6,30
Lages 167,1 234,5 5,25 8,90
Joinvile 178,4 175,7 5,95 5,80
Ttajaf 133,4 139,2 2,95 3,35
Tubario 142,0 172,6 3,55 5,60
Ciiciima 165,4 199,1 5,15 7,15
Biusque . 129,1 201,1 2,60 7,25
Rio do Sul 141,9 160,3 3,565 4,85
RIO GRANDE DO
SUL
Poirto Alegre 138,1 140,8 3,30 3,50
Pelotas 116,7 123,9 1,55 2,15
Canoas. 147,5 156,0 3,95 4,55
Santa Maiia 129,7 153,4 2,65 4,35
Caxias do Sul 153,2 177,4 4,35 5,90
Rio Giande . 116,4 1188 1,55 1,75
Novo Hamburgo 158,3 317,3 4,70 12,25
Passo Fundo. 136,6 146,2 3,15 3,90
Sdo Leopoldo. 141,0 153,2 3,50 4,35
Uruguaiana. 118,0 125,56 1,65 2,30
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(conclusio)

UNIDADES DA INDICES TAXAS

FEDERACAO E .
MUNICIPIOS POPULACAO | POPULACAO | POPULACAO | POPULACAO
MUNICIPAL |DAS CIDADES| MUNICIPAL |DAS CIDADES

RIO GRANDE DO
SUL (conclusiio)

Bagé.. 116,9 119,0 1,60 1,75
Cachoeira do Sul.. 111,6 129,3 1,10 2,60
Santana do Livra-
mento. 1134 1286 1,25 2,55
Alegrete. 119,2 134,9 1,75 3,05
Cruz Alta 125,5 131,3 2.30 2,75
Sapucaia do Sul 228,1 875,6 8,60 24,25
Alvorada . 203,1 772,5 11,35 22,65
Santo Angelo . 133,0 141,7 2,90 3,55
Erechim. 110,9 130,0 1,05 2,65
Esteio 155,7 152,0 455 4,30
Tjui 115,1 162,1 1,40 4,95
Santa Cruz do Sul 1129 161,4 1,20 4,90
Cachoeirinha. 269,0 77,7 10,40 10,75
Sdo Borja 131,8 142,0 2,80 3,55
Carazinho 133,5 156,2 2,95 4,55
Sdo Gabuiel.. 112,2 120,5 1,15 1,85
Vacatia . 117,1 162,56 1,60 5,00
Rosério do Sul.. 129,2 154,5 2,60 4,45
Santa Rosa. 125,5 1926 2,30 6,80
Santiago . 119,4 145,7 1,80 3,85
Montenegro 104,8 148,3 0,45 4,00
Dom Pedrito 116,2 133,0 1,50 2,90
Camaqua. 134,7 203,2 3,00 7,35
MATO GROSSO ‘
Campo Grande.. 189,0 202,9 6,60 7,35
Cuiab4 . 174,3 194,0 5,70 6,85
Corumb4 137,4 132,3 3,25 2,85
Trés Lagoas 226,7 276,6 8,55 10,70
Dourados. 187,5 241,5 6,50 9,20
Rondondpolis 279,8 532,2 10,85 18,20
GOIAS
GoiAnia. 253,5 273,2 9,75 10,55
Anépolis 175,1 183,0 5,75 6,25
Ttumbiara 131,2 237,9 2,75 9,05
Jataf . 47,8 190,5 4,00 6,65
Rio Verde. 150,9 198,2 4,20 7,10
DISTRITO FEDE-
RAL
Brasflia . 293,2 293,2 11,35 11,35

v

Em menos de 9% dos ¢asos ocorreu um menor crescimento relativo
da populacio total municipal em relagcdo & da cidade. Grande parte
destes Municipios, capitais de Unidades da Federacfo, localizam-se
em Regides Metropolitanas ou sdo centros de reconhecida importéncia,
seja industrial, seja comercial.

Os Municipios que apresentam tal comportamento sdo: Belém (PA);
Macapa (AP); Sio Luis (MA); Fortaleza (CE); Natal (RN); Jodo
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Pessoa (PB); Jaboatdo (PE); Salvador (BA); Belo Horizonte e Coronel
Fabriciano (MG); Vila Velha e Vitéria (ES); Barra Mansa, Duque de
Caxias, Niterdi e Petrépolis (RJ); Campinas, Cubatéo, Jacarei, Mogi
das Cruzes e Sio Vicente (SP); Curitiba, Maringd e Ponta Grossa
(PR); Joinvile (SC); Esteio (RS); e, Corumba (MT).

5 1980, O FUTURO DA URBANIZACAO

Com o auxilic dos indices e taxas de crescimento poderiamos fazer
uma, projecéo para 1980 de como estariam, possivelmente, as 303 cida-
des que possuiam em 1970 populacéo superior a vinte mil habitantes.
Dado o risco de se individualizar as estimativas de populacéo a nivel de
cidade — pois existem casos em que a populacio cresceu até 64 vezes
entre 1960 e 1970 — procurou-se efetuar uma estimativa aproximada,
tomando as cidades agrupadas por faixa de tamanho de populacéo den-
tro de cada Grande Regido.

Para tal, foi necessdrio identificar a populacido da cidade em 1960
e agregar esta populag@o, observando-se a mesma estratificacdo por
faixa de tamanho de populacio com base no ano de 1970.

A se manter o atual ritmo de crescimento populacional, o Brasil
devera ter em 1980 uma populacdo de 125,8 milhGes de habitantes, sen-
do 87,5 milhdes em cidades e vilas. Esta populacio urbana represen-
tara cerca de 70% do efetivo brasileiro total.

Estas 303 cidades com populagdo superior a vinte mil habitantes
em 1970, tomadas por base, representavam 29,65% da populacao total
brasileira em 1960 e deverdo representar cerca de 45% do contingente
brasileiro em 1980.

Como ja foi esclarecido anteriormente, com vistas a possibilitar no
s6 a mais exata comparacfo, como também elevar a precisdo da esti-
mativa populacional do contingente agregado por faixa de tamanho de
populacéo, tomou-se o cuidado de manter nos trés periodos as mesmas
composicoes em cada faixa populacional.

Um exemplo flagrante é o de Belo Horizonte, que em 1970 ocupava
a faixa populacional de 1 a 2 milhdes de habitantes. Em 1960, aquela
capital possuia 643 mil habitantes e, como pode ser observado na
Tabela 7, foi mantida na mesma faixa populacional de 1970.

Esta sisteméatica foi mantida para se ter a estimativa por faixa
de tamanho de populacdo dos subconjuntos das 303 cidades. A sistemé-
tica foi imposta face, sobretudo, ao problema que significaria a in-
clusbo de 131 cidades, que alcancaram o limite de vinte mil habitantes
entre 1960 e 1970 e que nao se enquadrariam, obviamente na faixa popu-
lacional de 1960.
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TABELA 7

POPULACAO AGREGADA DAS 303 CIDADES, POR FAIXA DE TAMA-
NHO DE POPULACAO, SEGUNDO AS GRANDES REGIOES — 1960

FAIXAS DE POPULACAO (por 1 000 habitantes)
BRASIL E : :
REGIOES 20 50 | 100 | 200 | 500 | 1000 | 2 000
TOTAL | - - - . -

50 | 100 | 200 | 500 | 1000 | 2000 |e mais

BRASIL 21 052 3419 2398 2972 2480 1333 2062 6 388
Notte 613 46 1 J— 154 360 — . —
Noideste 4073 751 424 816 308 355 1419 —

Sudeste 13157 1961 1120 1588 1448 — 643 6 388
Sul 2724 557 700 504 345 618  — -
Centio-Oeste 485 104 92 64 225  — — -

FONTE: IBGE Sinopse Preliminar do Censo Demogrifico VII Recenseamento Geral do Brasil — 1960

_ Afravés das Tabelas 7 e 8, pode-se fer uma exata idéia da partici-
pacdo em numeros absolutos das 303 cidades, nos anos de 1960 e 1970,
respectivamente.

Na Tabela 9 temos a estimativa da populacdo para 1980, segun-
do as Grandes RegiGes e por faixa de tamanho de populagdo, observan-
do-se o critério acima descrito.

TABELA 8

POPULACAO AGREGADA DAS 303 CIDADES, POR FAIXA DE TAMA-
NHO DE POPULACAO, SEGUNDO AS GRANDES REGIOES — 1970

FAIXAS DE POPULACAO (por 1 000 habitantes)

BRASIL E _

s 20 | s | 100 | 200 | 500 | 1000/ 2000

TOTAL | |- - - - - - ,

50 | 100 | 200 | 500 | 1000 | 2 000 | e mais

BRASIL 34207 5765 3775 5046 4860 1990 3214 9 557
Notte 1066 102 106 — 26 573 —  —
Nordeste. 6384 1200 726 1131 700 530 2088 —

Sudeste 21265 39224 1776 283 2719 — 1126 9 557
Sul £312 1018 991 918 498 887 —  —
Centro-Oeste. . 1 180 221 177 134 648 — — —

FONTE: IBGE. Sinopse Preliminar do Censo Demogréfico VIII Recenseamento Geral do Biasil — 1970
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TABELA 9

ESTIMATIVA DE POPULACAO PARA 1980 DA POPULACAO AGRE-
GADA DAS 303 CIDADES, POR FAIXA DE TAMANHO DE
POPULACAOQ, SEGUNDO AS GRANDES REGIOES

FAIXAS DE POPULACAO (por 1 000 habitantes)
BRASIL E
L 20 | 50 | 100 | 200 | 500 | 1000]| 2000
TOTAL - - - — - =
50 100 200 500 1 000 | 2 000 | e mais
BRASIL 56 607 9770 5990 8694 O 847 2983 5 040 14 283
Noite 1 882 224 211 - 532 915 — -
Nordeste 10 208 1918 1240 1565 1632 792 3 061 -
Sudeste 34 628 5302 278 5175 5 104 —_ 1 979 14 283
Sul 6945 188 1412 1 676 723 1276 — —
Centio-Oestle 2 944 468 342 278 1 856 — - - -

5.1 As cidades menores crescerao mais

Uma sintese destas trés ultimas tabelas é possibilitada através
da Tabela 10, que apresenta a participacdo percentual da populagéo
agregada das cidades por faixa de tamanho de populacéo.

Pode-se notar que, de um modo geral, as cidades situadas nas
faixas populacionais superiores a 500 mil habitantes apresentam uma
tendéncia no sentido de ter reduzida a sua participacéo relativa. Isto
significa dizer que ja atingiram um tamanho tal que o seu crescimento
automaticamente se vé freiado. O que se observa, pois, é uma tendéncia
& desconcentracio populacional motivada pelo surgimento e crescimento
de cenfros urbanos de menor tamanho.

Englobando-se as faixas de tamanho de populacdo, as que vio de
20 até 500 mil habitantes obtiveram um ganho de 3,8 pontos, sendo a
grande responsével por este ganho a faixa de 200 a 500 mil habitantes,
que cresceu em exatamente 3,8 pontos. As demais faixas de tamanho
de populagido cumpensaram-se entre si.

Quanto as faixas de tamanho de populacgao superiores a 500 mil
habitantes, estas apresentaram oscilagdes bastante fortes, nunca abaixo
dos 2,5 pontos. Por analogia, a perda relativa destas trés faixas fol de
3,8 pontos.

Acentuando ainda mais as tendéncias apontadas através da agre-
gacdo das cidades, temos como ilustragdo o Grafico 2, que nos mostra,
para todas as cidades com populagio superior a vinte mil habitantes
em 1970, a combinacdo entre o seu tamanho de populacio € a sua taxa
geométrica de crescimento anual para o periodo 1960/1970.

As cidades aparecem representadas pelos pontos enquanto que as
sete cruzes determinam o ponto de cruzamento, para cada faixa de
tamanho de populacdo, entre o tamanho médio das cidades e a taxa
média de crescimento anual.
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TABELA 10

PARTICIPACAO PERCENTUAL DA POPULAGAO AGREGADA DAS
CIDADES, POR FAIXA DE TAMANHO DE POPULACAO, PARA 1960,
1970 E ESTIMATIVA PARA 1980 |

FAIXAS DE PARTICIPACAO PERCENTUAL
POPULAQAO . . -
(por 1 000 habitantes) 1960 1970 1980
TOTAL ., . 100,0 100,0 100,0
20 I~ 50 16,0 16,8 - 17,3
50 100 114 11,5 10,6
100 — 200 142 15,0 154
200 500 11,8 13,6 17,4
500 +— 1 000 9,3 8,8 5,3
1 000 -~ 2 000 6,8 6,4 8,9
2 000 e mais 30,5 27,9 25,1

Muito embora. existam poucos casos nas faixas de tamanho de po-
pulacio superiores a 500 mil habitantes, podemos observar nitidamente
que ocorre apenas um discreto e plenamente normal afastamento do
ponto médio, tanto no sentido horizontal (taxa de crescimento), quanto
no vertical (tamanho de populagZo).

A medida que descemos as classes de menor tamanho de populacio
vamos verificando que se intensificam os afastamentos do ponto médio,
principalmente na sua horizonfalidade.

Pode ser sentida uma forte concentracfo de casos na faixa com-- |
preendida enfre 1% e 5% de crescimento ao ano, que se dilui um pouco
até a altura dos 8% ao ano, rarefazendo-se a partir dai. Até a marca
dos 12% ao ano a escala adotada é de intervalos unitarios, decupli-
cando a partir deste ponto, motivo pelo qual se apresentam mais con-
centradas as ocorréncias acima desta marca.

Interessante ainda se faz notar, que por mais modesto que seja o
crescimento populacional das grandes cidades, nenhuma delas cresceu
menos de 1,35% ao ano, o que significa dizer, um aumento na década
de 14,5%.
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GRAFICO 2

CIDADES COM POPULACAO SUPERIOR A VINTE MIL HABITANTES,
SEGUNDO O TAMANHO E A TAXA ANUAL DE CRESCIMENTO

POPULACAO
{por 1000 habitantes}
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O conceito de integral de uma fungdo, como limite de uma soma,
encontra, na teoria da integral de Riemann, a sua mais perfeita for-‘
mulacio mateméatica. Outrossim, a referida teoria admite generali-
zacdes que conduzem a um conceito mais amplo de integral de uma,
funcdo: a integral de Stieltjes. ’

Sua larga aplicacdo em estudos mais avancados no campo das-
probabilidades, aliada & vantagem de permitir um tratamento uni-
forme as distribuicdes discretas, continuas e mistas, fazem, da integral
de Stieltjes, um instrumento matematico indispensével a quem deseje
aprofundar seus conhecimentos nessa 4rea.

Com o presente trabalho — que, esperamos, possa ser Util ao alu-
nado da ENCE —, procuramos, de inicio, dar a fundamentacio tedrica
da integral de Riemann; partindo, apés sua definicdo em termos de
limite comum das somas superiores e inferiores de Darboux, para as
generalizacdes que levam a integral de Stieltjes. A seguir, apresen-
tamos as propriedades fundamentais desta ultima, focalizando, por

fim, as relages entre os dois conceitos de integral.

1. INTRODUCAO

1.1 Classes contiguas e cortes de Dedekind

Chamam-se, em geral, classes contiguas a dois conjuntos néo vazios,
A e B, de numeros (reais ou simplesmente racionais) que cumpram as
condicoes:

1.2 — Ordenacdo: Todo nurmero o € A é menor que todo ndmero
peB

2.2 — Contiguidade: Para cada ¢ > 0, arbitrariamente pequeno,
existe um par de ndmeros, « € Aef € B, tais que:
B—a<ce

Corte no campo racional — Sejam A e B duas classes contiguas,
definidas no campo dos ntimeros racionais, que, além das condicoes de
ordenacdo e contiguidade, ainda satisfacam as condicGes:

3.2 — Todo ntimero menor que algum numero da classe 4 (clas-
se inferior) pertence a esta classe;

42 — Todo numero maior que algum numero da classe B (classe
superior) pertence a esta classe.

Nesse caso, dizemos que o conjunto das duas classes define um cor-
te, (4; B), no campo racional.
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Convém observar que, em face das condicées 3.2 e 4.2, dado um
corte, (4; B), no campo racional, pode existir, ho maximo, um ndmero
racional, v, ndo classificado inicialmente, isto é, ndo pertencente a
A ou a B.

De fato, se existissem dois numeros racionais, y; € y,, nessa situa-
céo, resultariam as duas conseqiiéncias seguintes:

a<ys paratodoa ¢ A4;
B> vy, paratodop ¢ B;

Logo, teriamos (supondo y: < v2)
a<<yr<y: <P
e, tomando ¢ = v, — vy, viria-
B—a>c¢

para todo o ¢ 4 e todo p € B, ndo cumprindo, pois, a condi¢do de con-
tiguidade.

Deduzimos, dai, que podem apresentar-se quatro situacoes distintas
para um corte (4; B), no campo racional-

1.2 — Erxiste um numero racional, vy, nao classificado

Entéo, os nurheros da classe A sao todos os nlmeros racionais me-
nores que y; & os nimeros da classe B sdo todos os numeros racionais
maiores que vy.

Dizemos, nesse caso, que o numero y define o corte (4; B) e, reci-
procamente, que o corte (4; B) define o numero vy.

28 — Existe, na classe A, um numero racional, a, maior que qual-
quer outro numero dessa classe, isto é, a € o mdxrimo da
classe A

Nesse caso, a classe 4 é formada por todos os numeros racionais
ndo maiores que a e a classe B — que néo possui minimo — é formada
por todos os numercs racionais maiores que o.

Dizemos, agora, que o numero o define o corte e que, reciproca-
mente, o corte define o numero o.

3.2 — Euxiste, na classe B, um niumero racional, 3, menor que qual-
quer outro numero dessa classe, isto é, § é o minimo da
classe B.

Nesse caso, a classe B, € formada por todos os numeros racionais
ndo menores que p e a classe 4 — que nao possui maximo — é formada
pelos niimeros racionais menores gue f.

Dizemos, ainda, que o numero  define o corte e, reciprocamente,
que este ultimo define o ntimero .

42 — Todos os numeros raciongis estdo classificados, porém, a
classe A ndo possui mdximo e a classe B n@o possui minimo.
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Dizemos, nesse caso, que o corte (4, B) define um numero irracio-
nal p, e este numero é maior que todos os nimeros da classe A € menor
que todos os numercs da classe B.

Como vemos, os nameros irracionais podem ser definidos mediante
cortes no campo racional. Qutrossim, sabemos que o conjunto dos ni-
meros reais se obtem fazendo a unido do conjunto dos numeros racio-
nais com o conjunto dos numeros irracionais.

Entretanto, se aplicarmos o processo de cortes no campo real,
néao conseguiremos definir outros numeros, além dos racionais e dos
irracionais, vale dizer: o conjunto dos numeros reais ndo pode ser am-
pliado mediante cortes realizados no préprio conjunto

Corte de Dedekind — Se um (4; B), de classes nao vazias,
classifica todos os numeros racionais e satisfaz & condicdo de ordena-
cdo, é possivel provar que satisfaz as demais condicdes, vistas anterior-
mente, inclusive a de contiguidade. Dizemos, ainda, que o par (4; B)
representa um corte (no sentido introduzido por Dedekind), no cam-
po dos numeros racionais.

Numero fronteira ou elemento de separacio — Em qualquer das
situacdes anteriores, se » € o numero (racional ou irracional) defi-
nido pelo corte (4; B), dizemos que ¢ & o nimero fronteira ou elemento
de separacdo das classes contiguas, A e B, o qual fica caracterizado

pelas condigoes:

p=a paia todo «€

= A
~ (L
p << B, para todo B € B

1.2 Cotas e extremos de um conjunto linear

Cota de um conjunto limitado — Seja C um conjunto linear. Se
existe um ndmero real, a, tal que a < x para todo x ¢ C, dizemos que
C é um conjunto limitado inferiormente, sendo a uma cota inferior
de C.

De modo anilogo, quando existe um numero real, b, tal que b >
para todo x € C, dizemos que C é um conjunto limitado superiormente,
sendo b uma cota superior de C.

Quando C é limitado inferior e superiormente dizemos, apenas, que
C é limitado; em caso contrario, C sera dito ilimitado (ou ndo limita-
do) inferiormente, ou superiormente, ou em ambos os sentidos.

Observacdo  Se o conjunto C admite uma cota inferior, @ (superior,
b), admitir4 uma infinidade de cotas inferiores (su-
periores), representadas por todos os numeros reais
@ (oud’) taisquea’ < a (oud > b)

* * *
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Extremo superior (supremo) de um conjunto — a) Se C é um
conjunto linear ndo limitado superiormente, chama-se extremo Ssu-
perior de C ao numero impréprio - o«

Em notacéo: extr C = 4 o«

b) Se C é um conjunto linear limitado superiormente, chama-se
extremo superior de C ao ntimero real E tal que-

E.1 — 2 < E,paratodozx € C;

E 2 — Dado ¢ > 0, arbitrariamente pequeno, existe pelo menos um
namero z, € C tal que: 2, > E — &.

Em notacéo: extrC — E

Extremo inferior (infimo) de um conjunto — a) Se C é um con-
junto linear nfo limitado inferiormente, chama-se extremo inferior de
C ao numero impréprio — o.

Em notagéo- extrC = — w

b) Se C é um conjunto linear limitado inferiormente, chama-se
extremo inferior de C ao numero real e tal que:

el —zx>e paratodox ¢ C;

e.2 — Dado ¢ > 0, arbitrariamente pequeno, existe pelo menos
um numero x, ¢ Ctalque: x, <e .

Em notacéo: extrC—=e

As definicbes anteriores pressupdem a existéncia dos numeros E e
e. Todavia, ¢ necessario provar a existéncia e a unicidade de tais nu-
meros. E o que faremos a seguir

Teorema n.° 1 — Todo conjunto linear nao vazio, C, admite sem-
pre um unico extremo superior (inferior).

Demonstracdo: — Vamos considerar, apenas, o caso do extremo
superior, uma vez que o raciocinio desenvolvido se aplica, com ligeiras
modificacoes, ao caso do extremo inferior.

Assim, pois, seja C um conjunto linear ndo vazio. Se C é néo limi-
tado superiormente, o seu extremo superior, por definicéo, existe e é
unico, posto que-

extr C =4 w

Admitamos, entdo, que C seja limitado superiormente e considere-
mos as seguintes classes de numeros reais:

a) a classe 4 formada por todos os numeros reais o tais que a
relacédo o < x, seja verdadeira para um, pelo menos, elemento z, € C,;

b) a classe B formada por todos os numeros reais § tais que a
relacdo § > r seja verdadeira para todo elemento x ¢ C.
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As classes A e B, assim definidas, sdo nao vazias. De fato, sendo C
néo vazio, existe pelo menos um numero x, ¢ C; logo, existe uma infi-
nidade de numeros reais o que, satisfazendo & condi¢do o« <z, estdo
classificados em 4 (inclusive o préprio x,); outrossim, sendo C limitado
superiorniente, existe uma infinidade de nimeros reais § (cotas supe-
riores de C), tais que § > x, qualquer que seja x < C, estando esses
numeros, por isso mesmo, classificados em B.

Por outro lado, todos os numeros reais estdo classificados, posto
que, sendo & real, ou se cumpre a condicdo £ < x, para algum 2,6 C —
e nesse caso & estaria classificado em 4 — ou se cumpre a condigdo
E > x, para todo x ¢ C — o que levaria & a ser classificadoem B.

Finalmente, é 6bvio que todo o ¢ 4 é menor que todo ¢ B (con-
dicdo de ordenacio), uma vez que o < X, € f > &,, para algum x, € C.

Nessas condicoes, as duas classes consideradas determinam um cor-
te (4, B) — no sentido de Dedekind — no conjunto dos nimeros reais
e definem, pois, um numero real, E, elemento de separacido das duas
classes, caracterizado — vide relagdes (1.1) — pelo fato de ser néo
inferior a qualquer elemento da classe 4 e ndo superior a qualquer ele-
mento da classe B. Esse numero real, E, preenche as condicdes de
extremo superior, para o conjunto C.

Realmente, qualquer elemento x ¢ C, estando — como j& vimos —
classificado em 4, satisfaz a relacéo:

r<E (condicdo E.1)

Outrossim, dado ¢ > 0, arbitrariamente pequeno, existe pelo menos
um x, € Ctal que

z, > E —¢ (condicdo E.2),
pois, do contririo, para todo x € C, seria valida a relacio

< E—-e<FE - —%,
de sorte que o ntmero real £ — ¢/2 estaria classificado em B; porém,
isto é impossivel, porque o elemento de separacio das duas classes, E
(maior que E — ¢/2), deve ser menor que qualquer numero da classe
B (salvo, eventualmente, o préprio E).

Uma vez demonstrada a existéncia do extremo superior, E, para

provar que ele é tnico, imaginemos que um outro real, E’, também
pudesse ser extremo superior do conjunto C. Supondo, por exemplo,
E’ < E e tomando

resultaria a dupla desigualdade
E'<E—-e¢<E (1
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Entretanto, para esse numero ¢ fixado, existiria pelo menos um
z, € Ctalque

E—e<za, 2

N

posto que E satisfaz & condicdo E 2. Combinando (1) e (2), podemos
escrever-

E <z,

isto €, o niimero E’ néo preencheria a condicdo E 1, para ser um extremo
superior de C.

A hipétese E < E’ levaria a uma conclusdo idéntica, relativamente
ao numero E. Logo, o extremo superior de C existe e é Unico, como dese-
javamos provar

1.3 Relacoes de ordem; conjuntos dirigidos

Definicdo: Chama-se relacdo de ordem ou critério de ordenacdo
entre os elementos de um conjunto C ndo vazio, a toda relagdo que
possa ser definida para dois elementos quaisquer de C — relacéo sim-
bolizada por “z” (l1é-se: “precede a”) — que satisfagca as seguintes con-
digbes, denominadas postulados da ordem:

0 1 — Se a e b sao dois elementos de C, verifica-se uma e somente
uma das situacdes: ¢ — b,ou a = b, ou b = @;

0.2 —Searb e bnxc entdo: a »c (propriedade transitiva).

7

Um exemplo assaz conhecido é o da relacido simbolizada por <
(le-se: “menor que”), traduzindo a ordenac@o natural dos nuimeros
inteiros, ordenacdo que se estende, de imediato, aos nimeros racionais
e reais.

O conjunto C, munide de uma relacio de ordem, =, chama-se con-
junto ordenado: (C; ).

£ 6bvio que o mesmo conjunto admite mais de um critério de orde-
nacio de seus elementos. Qutrossim, a cada critério de ordenacdo, =,
corresponde um outro, denominado “critério inverso”, simbolizado por
“c” (lé-se: “segue a’), mediante a seguinte convencédo: @ o b se e
somente se b » a.

E facil constatar que a relagéo o, assim definida, satisfaz aos pos-
tulados da ordem. De fato, dados a e b pertencentes a C, aplicando o
critério = resulta, em face de 0.1, uma das situacbes: ¢ = b, a = b,
ou b » a, isto ¢, tendo em vista a definico de ¢ : @ = b, b 0 @, Ou
a ¢ b. Além disso, se @ 6 b e b ¢ ¢, podemos deduzir que b = @ € ¢ = D,
das quais tiramos, em virtude de 0.2 : ¢ = @, ou seja: a o C.

Dizemos que (C; o) esta ordenado na ordem inversa de (C; «). Por
exemplo, sendo R o conjunto dos reais, (R; <) e (R; >) estéo orde-
nados inversamente

66'7



Um conceito mais geral que o de conjunto ordenado é o conceito de-
conjunto dirigido:

Definiciao: Chama-se conjunto dirigido a todo conjunto nio vazio,‘
C = {o,B v, ...} tal que, para alguns pares de seus elementos, ests .
definida uma relacdo — simbolizada por “ =” (1é-se: “segue a”) —-
possuindo as seguintes propriedades:

Dl1—as=b e b c implicam: a = ¢

D.2 — Dados dois elementos quaisquer, a e b, pertencentes a C,
existe pelo menos um elemento ¢ € C, tal que:
c=a e c=b

Convém observar que D.1 traduz o fato de ser transitiva a relacio
= , enquanto D.2 exprime que dois elementos quaisquer de C admitem,
sempre, um Sucessor comum.

E facil constatar que todo conjunto, C, ordenado mediante a rela-
cdo =, pode ser considerado um conjunto dirigido, tomando-se como
relacdo = a inversa de » e mediante a convencio adicional de que o
ultimo elemento de C — se existir — siga a ele mesmo. De fato, a pro-
priedade 0.2 — valida para a relacdo inversa ¢ — é equivalente a
propriedade D.1. Por outro lado, dados dois elementos quaisquer, a
e b, pertencentes a C, se um deles — b, por exemplo — for o ultimo
elemento de C, existira um sucessor comum de a e b, que é o proprio b;
mas, se nem a e nem b forem o ultimo elemento de C, eles terdo um su-
cessor comum, ¢, distinto de ambos. Em qualquer situagio, pois, o satis-
faz & propriedade D.2. ‘

Seguem alguns exemplos de conjuntos dirigidos:

1) Todo conjunto infinito, C, de pontos da reta (ou do plano),
que admita um ponto de acumulacgao, &, ndo pertencente ao conjunto;
desde que os elementos de C sejam orientados na razio inversa de suas
distancias ao ponto &, isto é, z & y se e somente se [t — E| < |y — E|.

Se convencionarmos que £ = &, a condigdo £ ¢ C poderd ser dis-
pensada.

2) O conjunto dos nimeros haturais, tomando-se como relacdo =
a condicdo “é multiplo de”, vale dizer:
a2 = bseesomente se “a é multiplo de b”.

3) A familia, p (C), dos subconjuntos de um conjunto nio vazio,
C, dirigida mediante a relacio D com o significado de = .

Em todos os trés exemplos citados, pode-se ver, facilmente, que
sao preenchidas as condicées D.1 e D.2,
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1.4 Limite superior e limite inferior

Seja A = {a, B, v, ...} um conjunto dirigido e seja {u,, ug, Uy -}
um conjunto de nimeros reais, nfo necessariamente distintos, em cor-
respondéncia com os elementos a, B, v, ... do conjunto A. Esse novo
conjunto, que indicaremos abreviadamente por {u,}, fica orientado
pelos seus indices, podendo ser considerado, por isso mesmo, um novo
conjunto dirigido

Fixado um elemento o, qualquer, de A, fica bem definido o con-
junto

{ug [ 8 & a},ﬁ

formado por todos os elementos de {u,} cujos indices seguem o indice
o fixado. Como sabemos, tal conjunto possui um e um s6 extremo supe-
rior, que simbolizaremos E,, isto é-

Ey = extr {ug | 8 = of ey

Se fizermos, agora, « variar sobre A, o extremo superior E,, assim
definido, também deverd, em geral, variar. Indicaremos, entdo, por

}(Ea'aEA}

o conjunto de todos os extremos superiores obtidos mediante (1), quan-
do « varia sobre o conjunto A.

Esse novo conjunto, por sua vez, admite um e um s6 extremo infe-
rior, que, por definicio, serd chamado limite superior, L, do conjunto
{u,}, ou seja:

L=Tlim {us} =extr {Hy | @ € A} =
o]

extr {extr {us | 8 = of}

a€ A

(1.2)

]

De modo analogo, podemos definir o limite inferior, I, do conjunto
{ue }, mediante a consideragao do extremo superior do conjunto

{ea|aEA}
onde
¢ = extr {ug | f & of

ou seja.

| =lim {us} = extr {ea | & € A} =

o_zj_ (1.3)
= extr {eth’ {Uﬁ ] B & Ot}}
a€A T
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Quando se conhece, efetivamente, o conjunto A e o critério de
direcdo dos indices o, B, vy, ... pode-se suprimir a notagdo “oc = . .
Outrossim, para situagOes particulares sdo usadas notacdes espetiais;

Por exemplo, quando A coincide com o conjunto dos_ inteiros,
N=1{0,12 3, ...}, o conjunto {u,} — nesse caso, ordenado pels
relacdo < — recebe o nome de sucessdo; e as notacoes tomam a forma:

L=Hunel=limu,,
n— © n— ©
Do mesmo modo, se A coincide com os pontos do eixo real, diri-

gidos inversamente a suas distancias a um ponto fixo, &, s@o usadas as
notacoes:

L= lim v e I = lim u(x)
x— & z—

Todavia, se A possui apenas pontos a esquerda de E, modifica-se,
ligeiramente, a notacdo anterior, escrevendo-se “x — & — 0” (ou,
“x — & —”), no lugar de “x — E”. Analogamente, se A possui somente
pontos & direita E, usamos “x — £ —0” (ou, “x — E "),

Existéncia e unicidade dos limites superior e inferior — De acordo
com as definicdes (1.2) e (1.3), os limites superior e inferior envolvem,
apenas, os extremos superior e inferior de conjuntos néo vazios. Tendo
em vista que tais extremos existem, sempre, e s8o tinicos, chegamos a
seguinte conclusao, da maior importancia:

Os limites superior e inferior de um conjunto dirigido (né@o vazio)
existem, sempre, e sdo #nicos.

Teorema n.° 2 — O nimero real, L, é limite superior de um con-
junto {u,}, dirigido segundo seus indices, se e
somente se cumpre as seguintes condicoes:

Dado, arbitrariamente, o nimero ¢ > 0;

L.1 — pode determinar-se um indice 6 = & (¢) tal que, para todo
indice = 39, fique satisfeita a relagdo: ug < L + ¢

L.2 — para cada indice a existe pelo menos um indice, vy, tal que:
ye=a € u, >L—e=

Demonstracdo — Seja { u, } um conjunto dirigido segundo os
seus indices o, B, vy, ..., pertencentes ao conjunto dirigido A. Admita-
mos, inicialmente, que seja

L= HI_n“ {ua}
ag

De acordo com a definicdo de limite superior, temos:

L =extr {E, | a € A} ©)
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onde:
Eaé@{uﬂlﬂ & o ‘ @
Em virtude da igualdade (2), podemos escrever:
ug < By, para todo B & « 3)

Da mesma igualdade (2) concluidos, ainda, que, para cada indice
a, dado & > 0, arbitrariamente, existe pelo menos um indice, vy, tal que:

Uy >Ey—¢ , v & a 4)

Por outro lado, a partir da igualdade (1), podemos concluir que
L<E, , para todo « ®)
e que, para o mesmo ¢ > 0 ja fixado, existe 8 — 3 (¢) tal que & € A e
Es< L+ ¢ (6)

Agora, para demonstrar que L satisfaz & condicdo L.1, basta fazer
o = 0 = d (¢) e combinar (3) e (6), resultando:

g EBs<L+e , B& 6

Outrossim, para demonstrar que L satisfaz & condicdo L.2, basta
notar que (5) fornece:

L—e<E,— ¢
de onde, tendo em vista (4), obtemos:
uy>EBy,—e=2L—¢ , v+ a

Reciprocamente, se o niimero real L satisfaz as condicoes L.1e L.2,
para todo ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, podemos verificar que esse
numero é o limite superior do conjunto {u,}.

De fato, em virtude de L.1, podemos escrever:
Bs=extr{ug | 8 = o} SL+e
Conseqiientemente:

lim {u) = extr {Ey | @ € A} S E;< L+

[223]

Entretanto, sendo ¢ arbitrariamente pequeno, a relacdo anterior
acarreta:

lim {u,} < L )

2o
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Por outro lado, em face de L.2, para cada o € A, existe pelo menos
um v o tal que:

uy > L~ ¢

Desse modo, resulta:

Ey=extr{fug |8 = o} =L —¢
Todavia, como a relacdo acima vale para todo indice o, obtemos:

fim {ue} =extr {E, |2 €A} 2L —¢

g

ou seja, em face da arbitrariedade de ¢-

lim {ue} =L ®)
o=

Tendo em conta (7) e (8), concluimos:

iiTn— {ua} =L
(223

O teorema estd, assim, completamente demonstrado

Teorema n.° 3 — O numero real, [, é o limite inferior de ugn con-
junto {u.}, dirigido segundo seus indices, se e so-
mente se cumpre as seguintes condigoes:

Dado, a arbitrariamente, o ntimeroe¢ > 0;

1.1 — pode determinar-se um indice & = & (¢) tal que, para todo
indice p o ¥, fique satisfeita a relagdo: ug > | — ¢;

1.2 — para cada indice o, existe pelo menos um indice, y, tal que:
Yoo € u <l+4¢

Demonstragio: — A demonstracio segue um raciocinio andlogo
ao que foi desenvolvido para o teorema anterior, com as necessarias
adaptac6es. Por isso mesmo, serd omitida.

Lema n.° 1 — Qualquer que seja o conjunto dirigido {u,} — néo
vazio —, sdo validas as seguintes desigualdades:

%‘E {ua} < IiE {ua} < l?n_ {ua} < extr {ua} (1.4)

Demonstragdo: — Inicialmente, devemos notar que é verdadeira a
incluséo:

{uﬁ |8 & a € {us}, para todo a, € A
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Conseqiientemente, podemos escrever:

Eq, = extr {ug | 8 = a,} < extr {ta) (L)
e também:

ta, = extr {ug | B & o) = extr {u,}, \ ©)
para todo o, € A.

Ora, tendo em vista que

L =lim {us} = extr {E, | « € A},

o=

decorre, da relacdo (1).

L < extr {ua} (3)
Do mesmo modo, posto que

= lim fua} = o3 fea | @ € A,
=

resulta, da relagdo (2):
l = extr {ua} 4)

Agora, para demonstrar o lema, basta provar que I << L, e combinar

3) e (4).

Consideremos, pois, o, ¢, os. B facil observar que § s a. implica
B & ai. Logo, é valida a incluséo:

tug | B = agf € lug| B & aff
Conseqiientemente, temos.

Bo, = extr {ug | B & ag} Sextr {ug | 8 = a,} = B,

e
eas = extr {ug | B = apf = extr fug | B = af = eq
ou melhor
E,<E, , se a = o (5)
Cup 2= Coy , S€ Oy & g (6)

Lembrando, ainda, que o extremo inferior de um conjunto é sem-
pre menor ou igual que seu extremo superior (condicdes E.1 e e.1), re-
sulta:

| ta <E, , paratodo a € A @
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Isto posto, admitamos, contrariando a tese, que se tivesse I > L
Entéo, fixemos ¢ de modo que se tenha

—~ L

{
0 >
<e< P

de onde deduzimos

I —e> >L+e (8)

I+ L
2

Outrossim, pela definicdo de I — vide relagdes (1.3) — como ex-
tremo superior de um conjunto, existe pelo menos um indice o4, tal
que:

oy > 1 — & 9

e, analogamente, pela definicio de L — vide relagoes (1.2) —, como
extremo inferior de um conjunto, existe pelo menos um indice o, tal
que.

Bay <L+t (10)

Entao, usando D.2, se tomarmos o indice « como sucessor, a0 mes-
mo tempo, de o, e a,, devemos ter, em virtude de (5) e (6), combinadas
com (8), (9) e (10):

I+ L

€ = oy > L — € > 7

>L+t+e>E,=2E,

ou seja.
e > Eq,

0 que é absurdo, em face de (7). Por conseguinte, devemos ter I < L,
e o lema est4 completamente demonstrado

1.5 Limite de um conjunto dirigido

Pode acontecer que os limites superior e inferior, de um conjunto
dirigido, coincidam. Nesse caso, dizemos que seu valor comum, X é o
limite de {u,}, e escrevemos.

A= lim {ua] ou Ug—> N
as= &~

Teorema n.° 4 — A condicdo necessaria e suficiente para que o

conjunto dirigido {,} admita um limite finito,
\, é que, dado arbitrariamente £ > 0, possa deter-
minar-se um indice a. = a, ()

tal que

lug — N | <€, pacra todo B8 & «a
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Demonstracdo. — A condicdo é necessaria — Suponhamos que os
limites superior e inferior de {w,} sejam iguais, isto é

}\:Z:]J

e tomemos, arbitrariamente, < > 0

Entdo, em virtude de L..1 (Teorema n © 2), existe o indice & = § (¢),
tal que (com L =)).

vg <A+ e, se B &4 (1)

De modo andlogo, em virtude de / 1 (Teorema n ° 3)- existe o indice
§ =¥ (¢), tal que (com I = ).

ug >N — ¢, se f &= § (2)

Tendo em conta D.2, podemos achar o indice o, — «, (¢) satisfa-
zendo as condicles a, = O € u, & O, 0 que nos permite escrever
as relacoes (1) e (2) da seguinte forma

ug— A <re ¢ —e<ug - A, se P a,,
ou melhor, combinando as duas desigualdades
lug— M| <e, se B & q (3)

A condigdo ¢ suficiente — Suponhamos, agora, que a relacao (3)
seja. verdadeira, para ¢ > 0 arbitrariamente pequeno. Entdo, de (3),
deduzimos as relacbes

—e<ug— N o g — A<t
que, em seguida, fornecem
ug < A+ e, s [ = a
ug> N — 85 se 8 &

Vemos, pois, que 1 satisfaz as condi¢gdes L. 1 e L 2, do Teorema 2,
podendo ser tomado como limite superior, L, do conjunto { u, }; €, do
mesmo modo, A satisfaz as condigdes .1 e 1.2, do Teorema n © 3, podendo
ser tomado como limite inferior, I, do mesmo conjunto Portanto, re-
sulta

e o teorema fica inteiramente demonstrado.

1 6 Conjuntos dirigidos monétonos; conjunto cofinal

Definicdo: Um conjunto dirigido { u, ) se diz mondtono ndo de-
crescente quando B = « implica ug = wue, diz-se monétono néo cres-
cente quando f « o implica g < vy
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Teorema n.° 5 — Todo conjunto dirigido monétono admite limite,
o qual coincide com seu extremo superior — se {u, } for ndo decres-
cente — ou coincide com seu extremo inferior — se {u, } for naoc cres-
cente.

Demonstracdo — Admitamos, inicialmente, que {u, } seja néo de-
crescente. Entgo,

Ug = Us, s& B = « )
Por outro lado, sabemos que
ea = extr {ug | 8 & af @)

Nessas condicdes, em virtude de (1), todos os elementos do conjunto
{ug | 8 = o) sdo ndo inferiores a u,. Logo, mediante (2), resulta:

€q = Uy para todo « € A,
e, conseqilentemente:
l=<—a;t‘r{ea‘|aEA}>éE'{wa} 3)
Usando, agora, a relacdo (1.4), temos’
extr {ua} =L=!
Combinando (3) e (4), podemos escrever:
I >extr {ua) =L =1 #)

de onde concluimos pela existéncia do limite de { v, } — por ser
! = L = X\ — resultando, além disso:

A = lim {ua} = extr {ua}
422
A demonstracdo seria a mesma, substancialmente, se {«, } fosse
nao crescente, levando & conclusao:

A =lim {ua} = extr {ua}
o

Definigido: Seja {u, } um conjunto dirigido cujos indices perten-
cem ao conjunto dirigido A = {a, B, v, ...} e consideremos, em relacéo
a0 primeiro, o subconjunto {4, }, cujos indices pertencem ao conjunto
A = {0, B, v, ...}, subconjunto de A. ’

Dizemos que — nas hipdteses anteriores — o conjunto {u. } € co-
final com {u,} se, dado qualquer & € A, existe sempre o’ ¢ A tal que

o & o.
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Em particular, quando A = N (conjunto dos inteiros), isto é, quan-
do {u, } é uma sucessdo, o conjunto cofinal {u, } chama-se sub-
sucessao.,

Teorema n.° 6 — Se o subconjunto {«, |} é cofinal com o conjunto
dirigido {u,}, a existéncia de . = lim {«,} implica: A= lim {uy)}

Demonstragdo — Admitamos que A seja o limite do conjunto diri-
gido {u,}. Entdo, de acordo com o Tecrema n.0 4, para cada ¢ > 0, dado
arbitrariamente, existe em A o indice a, = o, (g), tal que-

e — N | < e; se a & q (1)

Entretanto, como estamos supondo {u.} cofinal com {u, } existe
o indice «, € A’ tal que o, & a,

Seja, agora, «, € A’ satisfazendo & condi¢cdo o « «,. Nessas con-
dicdes, aplicando D.1, resulta também que «' = «,, valendo, para U
a relacdo (1), ou seja’

4
lug — AN <&, s¢ a = a

Portanto, em virtude do mesmo Teorema n© 4, existe o limite de
{uar}, OU melhor

A = lim {uaf} = Jim {ua},

como se desejava provar.

1.7 Teorema de Bolzane-Cauchy

Antes de abordar esse teorema, faremos a demonstracio do seguin-
te lema:

Lema n.? 2 — Seja {u,} um conjunto dirigido segundo os seus
indices Entéo, para todo indice ¢ ¢ A, mantido fixo, é valida a se-
guinte relacdo

exir { l Uy — Ugr ! } = Ea — Cq
af, ol e o

Demonstrac¢do — De acordo com as definicdes e notacdes anterio-

res, temos:

EQZé;(—tl‘{uglﬁi—ta}

o = extr {ug | B = af

Supondo, entdo, que o = a ¢ o’ = «, resulta

b S U K By 1
Ca < Ut < Ea, (2)

Entretanto, podemos escrever a (2) sob a forma-
— B — U T Cu

677



que, combinada com a (1), fornece:
—(Bp ~ €2) S Uy — U S Ba — €
ou seja.
v — U | KBy — 24, o, & « (3)

Por outro lado, ainda tendo em conta as definicdes de E, e ¢q, dado
¢ > 0 arbitrariamente pequeno, existem os indices f’ = a e §7 & q,
tais que

ug > By — (4)

l%!m

Uge < € + -;~ (5)

Multiplicando a (5) por (— 1) e somando a nova desigualdade com
a (4), resulta:

ug — ugr > By —eq — €, (6)

ou ainda, se ¢ for suficientemente pequeno para conservar positivo o
segundo membro da (6) :

| ug — ugr | > Eq —ey—¢; B, 8 &= (7

Agora, em virtude de (3) e de (7), observamos que E, — ¢, salis-
faz as condigdes E.1 e E.2, de extremo superior, relativamente ao
conjunto {ju, — u,.~|}, conforme desejavamos provar

Teorema n.° 7 (Bolzano-Cauchy) — A condicfo necessaria e sufi-
ciente para que um conjunto dirigido, {u, }, admita limite finito é que-

— dado ¢ > 0, arbitrariamente, possa determinar-se o indice
d = o, (¢) tal que, para dois indices quaisquer, «’ € «”, cumprindo as
condicbes o’ = a, € o’ = o, Seja sempre verdadeira a relacdo-

[t ~ Uar l <e (1)

Demonstracdo. A condigdo € necessaria — De fato, admitamos
que { u, } tenha limite finito A. Entdo, de acordo com o Teorema 4,
dado & > 0 arbitrariamente, podemos achar o indice o, = a;, (¢) tal que:

!

e
[ue — 2] < e lug —A| <—, se o, a" & a

l%lm

Ny

Dali, resulta:

[ %o — U | = | (Wor = N) = (Ugr — NI

e |, e
S[léaf—kl+llta"-7\f<7+—9—,
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ou melhor:
[ e — U | < &, se a,a & q

A condicéo é suficiente — Reciprocamente, admitamos que a (1)
seja sempre verdadeira, nas condicées do enunciado. Entdo, combi-
nando essa hipétese com o lema demonstrado anteriormente, resulta-

{ 1 .
extr 1| Ue — Uar | = By, — 0o, < €,
o,

de onde tiramos

Eg < o, + ¢ (2)

Entretanto, pelas definicoes de limite superior e limite inferior, te-
mos;

L<LE, ¢ e<! (3)
Nessas condicoes, combinando (2) e (3), podemos escrever
L By Lo+ e
0 que, pela arbitrariedade de ¢, implica

L<! (4)

Outrossim, de acordo com o Lema n© 1, devemos ter, também

L>1 (5)

Finalmente, as desigualdades (4) e (5) acarretam a igualdadeﬁ?ﬁg
dois limites, istoc é* I — L = , como se desejava provar

1.8 Fungoes de variacao limitada

Seja f(x) uma funcio real definida no intervalo fechado [a, b]
e fagamos uma, qualquer decomposicao, §, desse intervalo, por meio de
pontos intermediarios, a;, a,, . , @,_;, de sorte que

6 a=aqa,<a <a< Uy < @, = b
Consideremos, agora, as diferencas
A f = fla, 1) — fa), r=10,1,2, ,n = 1

E obvio que A,f, assim definida, € o incremento da funcéo f(x),
nos extremos do intervalo parcial [a;, a;,,], da decomposicéo d

Formemos, entdo, a soma-
Ts = | fl(a) — fa,) | + flag) — fla) | + + ) = Flag—y) |
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ou, abreviadamente:

7s="% | &) W

1=0

Se fizermos, de todos os modos possiveis (em numero infinito), a
decomposicio & variar — pelo acréscimo de novos pontos ou pela mu- -
danca de suas posicoes — a soma 7; também devera variar, percorren-
do um certo conjunto de numeros reais (nao negativos), que indicare-
mos por { T, }. Esse conjunto, ndo vazio, possui um extremo superior,
indicado por V (a, b), que serd chamado variagdo total da funcéo f (x),
no intervalo {a, b].

V(a, b) = extr {T5} @

Definigdo: Dizemos que a funcéo real f (x), definida no intervalo
[a, b], é de variacfo limitada, quando sua variacdo total, V (a, b), no
referido intervalo, for um numero real finito.

Decorre, desta definicdo e da definicdo de variacldo total, que, se
f (x) for de variacdo limitada, no intervalo [a, b], fambém serd de va-
riacho limitada em qualquer subintervalo fechado, do intervalo [a, b];
posto que as somas do tipo (1), relativas ao subintervalo, ndo podem ser
maiores que as somas do mesmo tipo, relativas ao intervalo total.

Assim, tomando os pontos x e 2’ tais que ¢ < = < ¢° < b, pode-
riamos definir, do mesmo modo, as variagdes totais de f (x), nos inter-
valos parciais [a, x] e [z, =], representadas por V(a, ) e V(z, 2),
respectivamente; ficando convencionado que V(x, ') = 0, se £ = &’

Isto posto, supondo que f(x) é de variacdo limitada em [q, D], po-
demos provar, facilmente, a relagéo:

Via, &) 2 Ve, 2) + V(s ) 3)

De fato, pelas definicdes de V(a, x) e V(z, 2’), como extremos supe-
riores finitos de conjuntos nfo vazios, dado £ > 0, arbitrariamente pe-
queno, existem as decomposicdes &', do infervalo [a, z], e 3”, do inter-
valo [x, '] — em virtude de E.2 — tais que:

g &
Ty > V(a,x)~—;~ e Ty > V@) -,

onde Ty e 75 representam as somas do tipo (1), relativas as decom-
posicdes & e §”, acima citadas. Portanto, resulta:

Ty + Tor > Vg, 2) + Viz,2) — ¢ &
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Entretanto, as decomposices d e 3” podem ser combinadas para
formar a decomposicéo 3, do intervalo [a, 2’]; e indicando por T a so-
ma do tipo (1), relativa & decomposicéo 9, resulta, em face da defini¢do
de tais somas:

Ts = Ty + Tsn 6))

Outrossim, sendo V(a, ') o extremo superior (finito) das somas do
tipo (1), relativas as decomposicdes do intervalo [a, x’], temos, em vir-
tude de E.1:

Ve, 2) = Ts (6)
Combinando (4), () e (6), achamos:
Vig, ') > Ve, )+ V(z,2') — ¢
ou seja, pela arbitrariedade de ¢:

Vie, o) 2 Ve, o+ Vi 2),

conforme se desejava provar.

Obviamente, podemos considerar V (a, ) como sendo uma funcéo
real de x. Assim, a mesma relacio (3), em virtude de ser V (z, 2’) > 0,
mostra que:

Vi, )= Va); se o >0,

isto é, V (a, x) é uma funcéo real ndo decrescente.

Se introduzirmos, agora, a fungéo real
g@ =V, ) — @), M
teremos, para todo ' > x:
9@) —g@ =V, ) — Vi)~ [f@) - J@]
Porém, em vista de (3), resulta:
Ve, ') — Ve, z) = V(x, a)
e, conseqiientemente,
g@) —g@ = V) - [f@&) — @)
Todavia, é um exercicio banal, verificar que a variacao total, V(a, b),

de uma funcéo f(x), no intervalo [a, b], & néio menor que o médulo do
incremento dessa fungdo, nos extremos do intervalo. Assim:

Vg, o) 2@ —1@)|
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0 que nos permite escrever, finalmente
g@) —g@) =) —j@ |~ @ —j@ =0

Nessas condicges, g (z) é, também, uma fungdo real ndo decrescente.
Agora, tirando f(x), em (7), obtemos:

J@ =V~ g@

0 que nos permite enunciar a seguinte conclusio, da maior impor-
tancia:

I — Toda funcdo real, de variagdo limitada no intervalo fechado
[a, b1, é igual & diferenca entre duas funcdes reais, ndo decrescentes,
definidas no mesmo intervalo.

Outrossim, ainda em decorréncia das definicoes anteriores, se
(@) = fi (x) = f.(x) e f, e f, forem fungdes de variacdo limitada em
[a, b], também f(xr) serad de variacéo limitada nesse intervalo, posto
que a relagdo

,f(aH-l) - f(a) ] < | Filaiv ) — f1(a) ] + Ij.?(ai-i‘l) — fola) ,,

nesse caso, seria verdadeira para todo intervalo parcial [a, a:y.], de
qualquer decomposicdo, §, do referido intervalo.

Ora, sendo g(z) ndo decrescente em [a, b], sua variacdo total, nesse
intervalo, sera V (a, b) = g (b) —g(a), como facilmente se observa;
logo: uma funcdo, g(z), nfo decrescente no intervalo fechado [a, b], é
de variacdo limitada, nesse mesmo intervalo,

Estas duas tltimas inferéncias nos levam a outra conclusao im-
portante;

II — Se f(x) = 9:(x) — g:() represmta a diferenca de duas fun-
coes reais ndo decrescentes, no intervalo [a, bl, entdo, a funcdo f(x)
serd de variacdo limitada, nesse mesmo intervalo.

Nota: Uma funcdo f(x) pode ser continua, no intervalo fechado
[a, b], e ndo ser de variacdo limitada nesse intervalo. Reciprocamente,
uma funcéo g(z) pode ser de variacdo limitada, em [a, b], € nao ser
continua no dito intervalo.

2. A INTEGRAL DE RIEMANN

2.1 As somas de Darboux

Suponhamos que f(x) seja uma funcéo real, limitada no intervalo
finito [a, b]. Indiquemos por 3 uma decomposicdo desse intervalo, por
meio de pontos intermediérios:

§:a=0<06;<;<...<@—1<a,=b
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Seja =0, ;—a;,, Para i=0,1,%,..., n— 1, e facamos, ainda:

lmi = extr {f(x) | z € [a, az-l-l]}

M; = extr 7@ | = € o, @i+ 1]}

Entéo, as somas

n—1

ss= 20 him; ¢y
i=0
(]
n—1
S5= E h1M,' (2)
i=0 N

sdo denominadas, respectivamente, soma inferior e soma superior de
Darboux, relativas a funcao f(x), no intervalo [a, b].

Se variarmos, arbitrariamente, a decomposicdo, 8, do intervalo
[&, b] — pelo acréscimo de novos pontos ou pela mudancga de suas posi-
coes — obteremos um conjunto {s;} de somas inferiores e um con-
junto {S;} de somas superiores.

Teorema n.° 8§ — O extremo superior do conjunto {s; } € o extremo
inferior do conjunto {S;} sdo, ambos, finitos.

Demonstragdo — Posto que f(x) é limitada em [a, b], pondo

m = extr {f@) | @ € [a, 8]}

M = extr {f@) |z € [o, 0]},
resulta que os nameros m e M sao finitos. Outrossim, tendo em vista que
m<m <M, <M; paa ¢1=0,1,2,...,n—1,

qualquer que seja a decomposicdo 8, tem-se:

n—1 —1
5= & hm <M L h=M@®—a) ®)
i=0 i=0
e
n—1 n—1
Ss= X M;zZm X h=m (b—a) 4)
i1=0 i=0

Vemos, entdo, pela relacdo (3), que o conjunto {s;} é limitado
superiormente; e, pela relacdo (4), que o conjunto {S;} € limitado
inferiormente. Nessas condigdes, os extremos

I j=e-_)§.t—,1:{85} e J=?X_tr{8'6}
o

sdo, ambos, finitos, como queriamos provar.
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2.2 As integrais de Riemann-Darboux

Definicdes — Chamam-se integral superior e integral inferior (de
Riemann-Darboux) da funcgio f(x), limitada no intervalo finito [a, b],
a0 extremo inferior do conjunto {S;} e ao extremo superior do conjunto
{ss}, respectivamente,

Em notagoes:

J-; ‘/‘bf(x) dz = extr {Ss}
. 2.1
j= f (@) dz = extr {ss}

Diante do exposto, se f(x) é limitada no intervalo finito [a, b], essas
integrais existem, sempre, e sdo finitas. Outrossim, representam limites
especiais, conforme veremos a seguir.

O conjunto, { 8 }, das decomposi¢des do intervalo finito [a, b], pode
ser transformado em um conjunto dirigido, mediante a seguinte con-
vencao: a decomposicdo §” segue a decomposicido &’ se e somente se o
conjunto dos pontos que definem & estd contido no conjunto dos pontos
que definem 9",

Obviamente, o conjunto {}, assim orientado, satisfaz 2 condic¢éo
D.1, ouseja: 3 « & ed = b implicam: d” &« 3.

Por outro lado, dadas duas decomposi¢bes quaisquer, & e 8”7, se
acrescentarmos, a uma delas, os pontos, da outra, que lhe estdo fal-
tando, obteremos uma. terceira decomposicdo, 3, tal que: § = & e d « §”; .
logo, o conjunto {5} também satisfaz & condicdo D.2

Em virtude do exposto, os conjuntos { S; } e { s; }, das somas supe-
riores e inferiores, podem ser tratados, agora, como sendo conjuntos
dirigidos, uma vez que seus elementos fiquem orientados na mesma dire-
cdo dos respectivos indices.

Teorema n.° 9 — As somas superiores — de Darboux —, relativas
a funcdo f(x), formam um conjunto dirigido monétono néo crescente;
€ as somas inferiores, relativas & mesma funcdo, formam um conjunto
dirigido monétono nao decrescente.

Demonstracdo — Consideremos o conjunto {85}, das somas supe-
riores, orientado pelos seus indices. Sejam & e 3” duas decomposicdes,
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do intervalo [a, b], tais que §” =« &’; e admitamos, inicialmente, que 3"
possa, ser obtida de &’ pelo acréscimo, a esta ultima, de um tUnico ponto,
[@, Qit:]; de sorte que teremos:

[6’:a=a0<a1<a2<...<a,c<Aak+1<...<an~1<a“=b
8 a=ay <o < <oy < <Opipr < oo <O <a,=b

Mantendo as notacdes anteriores, consideremos, parai=20,1,2, .. ,
n—1:

b=t —a;, M,=exr (J@) ]z € [a;, a4 11}
e fagamos, ainda:
W= ar, — ay; My = extr {J@) | @ € [ag, a}])
W= ps — ay; M= extr {§@) | @ € [, a1}
Resultam, de imediato, as seguintes relacoes:
b= hy 4y, My< M, e Mp <M, (0

Entretanto, por definicdes, teremos:

n—1

Sy = Z h; M, 2)
i=0
k1 ’ ’ [Ty n_1

SB” = Z h’i Zl[l + h’k Mk + h;c M]c + E hi M, (3)
1=0 i=k+1!

Outrossim, em virtude das relacdes (1), podemos escrever:
B My, + iy My < (e + b)) My = by My,
0 que, em face de (2) e (3), fornece:

fo =1 n—1
Sa”< Z hilwi_l_hk]lf[k—i— z th,':Sﬁ'

=0 i=k+1

ou seja:

Spr < Sy, se 8 = ¥ 2 2)

confirmando-se, para esse caso particular, a primeira parte do teorema.

Agora, no caso mais geral em que d” possa obter-se de 3’ pelo acrés-
cimo de dois ou mais pontos, procederiamos do seguinte modo: partindo
de & e acrescentando-lne um primeiro ponto, obteriamos a decomposi-
cdo 8, ; em seguida, acrescentando um novo ponto a 97, chegariamos
3 decomposicdo 8;; ... e assim sucessivamente, até obtermos &’, pelo
acréscimo do ultimo ponto que lhe faltava.
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Obviamente, resultaria: 8 = ... = 8, = 5 & & e, em virtude
do que ja foi demonstrado:

Sﬁ" < .o Sé;’ < S&}' < S&’,

de onde concluimos que a relagdo (2.2) é geral.

A demonstracio da segunda parte do teorema segue um raciocinio
analogo, utilizando-se, em lugar dos extremos superiores, os extremos
inferiores:

m‘=_e__>¢_r{j(x) | z € [a;, a;4 11},
2::011)27""”_1

my, = extr |{f@) | 2 € [o, o},

” 14
my, = extr {f(m)'l z € [az, alc-i-l]}
e levando em conta, além disso, que
my =m, e my = my

Resultaria, finalmente:

s =8y se & e ¥ (2.3)

completando-se, dessa forma, a demonstracdo do teorema.

Coroldrio — A integral superior e a integral inferior (de Riemann-
Darboux) da funcéo f(x), limitada no intervalo finito [a, b] coincidem,
respectivamente, com o limite das somas superiores € o limite das somas
inferiores, dessa funcéo, no referido intervalo.

Demonstragdo — Em virtude do teorema que acabamos de demons-
trar e tendo em vista o Teorema n.0 5, resulta, de imediato:

/b
lim {85} = extr {85} = f j@) do o
\ .
lio {ss} = exir {ss} = f (@) do

2.3 Definicao da (R)-integral

Mantendo as notagdes ja introduzidas, voltemos a considerar as
somas superiores e inferiores da funcdo f(r), limitada no intervalo fi- °
nito [a, b].
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Qualquer que seja a decomposicio 8, desse intervalo, devemos ter
m <M, (i=0,1,2, ..., n—1); de sorte que as parcelas de s, séo,
todas, menores ou iguais que as parcelas correspondentes de S;. Por
conseguinte, a relagdo s; < S; é verdadeira para toda decomposicéo,
5, do intervalo [a, b].

Ora, se & e §” forem duas decomposicdes quaisquer do intervalo
[a, b], podemos achar uma terceira decomposigfo, 8, do mesmo inter-
valo, tal que d « & e & = &”; entdo, em face do Teorema n.° 9, resulta:

sy <85 e Sy < Spr

e tendo em vista que s; << S5, obtemos, finalmente:

sy < Sgr; sendo & e & quaisquer (2.5)

Em decorréncia do exposto, retomando os conjuntos {s;} e {85},
os respectivos limites — sempre existentes — cumprem a condicgfo:

lim tea < lim {85 (1)

Portanto, lembrando o corolario acima demonstrado, podemos es-
crever:

b /b
j=/f(x)dx</ J@) de=J )

O caso mais importante ocorre quando os dois limites, referidos
em (1), coincidem. Nesse caso, resulta j = J, e o valor comum das duas
integrais de (2), representado por

/abf(x) dw

recebe o nome de integral de Riemann — ou R-integral — da funcéo
f(z), limitada no intervalo finito [a, b]. Dizemos, entdo, que a funcgio
f (z) é R-integrdvel em [a, b].

Quando se deseja deixar bem claro que a funcio f(x) estd sendo
integrada segundo Riemann, convém preceder, do simbolo (R), o sinal
de integracdo. Podemos, assim, escrever, com o mesmo sentido dado
anteriormente:

b b b
.(R)/j(x)dx=ff(w)dx=-/ f(x) dv (2.6)
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2.4 Condigoes de integrabilidade, segundo Riemann
De acordo com a definicdo da R-integral e tendo em vista o coro-
‘ario do Teorema n.° 9, a condicio necessaria e suficiente para que f(x),
I mitada no intervalo finito [a@, D], seja R-integravel nesse intervalo, é
que
li‘Isn {ss} = li;n S5 (1)
Ora, posto que o conjunto dirigido [S;] é monétono néo cres-

cente e que

lim {85} = extr {85} =2
dado ¢ > 0, arbitrariamente, existe o indice & = & (g) tal que:
<4
Sg—>\<—2—; se & &= & (2)

Outrossim, sendo {S; } mondtono nédo decrescente, e supondo, ain-
da, que

lim {ss} = extr {ss} = \!

para e mesmo ¢ j4 fixado, existe o indice §” = 8”(¢) tal que
€ 4 '
>\—35<?; se 8 & & 3)

Tomando, agora, d,, de modo que 3, =« & e d, = &, as relacoes
(2) e (3) permanecerdc validas para todo d satisfazendo & condicio
d &« 3. Entdo, somando membro a membro as duas desigualdades,
obtemos:

Sa~sa<e; se § & § 4

Cencluimos, pois, em face de (4) e em decorréncia do Teorema n.°
4, que o conjunto dirigido {S; — s;} possui limite igual a zero, isto é:

1i§n {Ss —ss) =0 (5)

se f(x) for R-integravel em [a, b].
Todavia, a relagdo (5) pode ser escrita sob a forma

1=0
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onde as parcelas do somatoério se referem a decomposicdo 3, do intervalo
[, ], mantidos os significados dos simbolos.

As relacdes (1), (5) e (6) traduzem, substancialmente, o mesmo
fato; e qualquer uma delas pode ser tomada como condicio necessaria
e suficiente para a R-integrabilidade de f(x), no intervalo [a, b]. En-
tretanto, é mais conveniente apresentar essa condicdo sob outra forma:

Lembrando que M; — m; — o; define a oscila¢do de f(x), no inter-
tervalo parcial [a;, @;.:], da decomposicdo 3, do intervalo [a, b], pode-
mos escrever a (6) do seguinte modo:

n—1
]im {Z hiwi} = 0,

] i=20
que nos permite — usando o citado Teorema n.° 4 — enunciar a con-
dicdo de integrabilidade, segundo Riemann:
A condicéo necessaria e suficiente para que a funcéo real f(r), limi-

tada no intervalo [a, b], seja R-integravel, nesse intervalo, é que, dado
arbitrariamente ¢ > 0, exista uma decomposicio, d,, de [a, b], tal que:

n—1

§: X hw;<e; se §& g 27
=0

2.5 Propriedade da R-integral

Teorema n.° 10 — Se a funcédo real f(z) é R-integravel no intervalo
finito [a, b], entao:

/ 7 (@) dm—hm 12 hf(&)[

onde § representa uma qualquer decomposi¢cao do intervalo [a, b], pelos
pontos a=a,<0e, < .<a@,-1<@a,=b , & @ << a4, Para
1=01,2 .. n—1

Demonstracio — Dada a decomposi¢do 9§, do intervalo [a, D] e
tomando os pontos & de acordo com o enunciado, resulta que
m; < f(&) < M, para todo intervalo parcial da decomposicdo. Nessas

condicGes, tendo em vista que h; > 0, para todo indice ¢, podemos escre-
ver:

hym; < h; F(&) < by M, i1=0,1,2, , n—1

e, conseqientemente:

S hm <E m i@ < T b Mi= S M

=20 1=0 t=0
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Sendo, por hipétese, f(x) R-integravel em [a, b], temos:
b
lim {ss} = f j(@) dz = lim {85}

e como a relagdo (1) é verdadeira para toda decomposi¢do 9, conclui-
mos, forcosamente:

. n—1 b
lim {3::0 hﬂ(&)} = f j@ do

conforme queriamos provar.

Além da propriedade acima demonstrada, citaremos as seguintes,
também sob a forma de teoremas:

Teorema n.° 11 — A soma, a diferenca e o produto de funcdes R-
integraveis em [a, b] sdo funcbes R-infegraveis nesse intervalo. Além

disso:
b b b
S @ £ e o = [ rwas [ nea

(supondo existentes as integrais do segundo membro)

Teorema n.° 12 — Se a funcfo real f(x) é R-integravel em [a, b]
ef () =2k > 0 — sendo k uma constante — a funcio inversa 1/f(x)
também é R-integravel no mesmo intervalo.

Teorema n.° 13 — Toda funcio real limitada € mondétona no in-
tervalo [a, b] & R-integravel nesse intervalo.

Teorema n.° 14 —Toda funcio real de variacdo limitada no inter-
valo [a, b] é R-integravel nesse intervalo.

Teorema n.° 15 —Toda funcio real continua no intervalo [a, b]
"~ — fechado — & R-integravel nesse intervalo.

Teorema n.° 16 — Se a funcédo real f(x) é limitada e R-integravel
no intervalo [a, b], também o serd em qualquer intervalo parcial. Além
disso,sea < p < ¢ < r < b, tem-se:

»/p?f(x) dx+[rf(x) dx = jirj(x) dx

Nota: As demonstracées dos teoremas de numeros 11 a 16 sdo
facilmente encontraveis em livros de Andalise Matematica. Outrossim,
as propriedades a que se referem esses teoremas sdo meros casos par-
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ticulares de propriedades analogas, da St-integral, conforme veremos
adiante. Por tais razoes, omitiremos, aqui, as demonstragées dos refe-
ridos teoremas.

2.6 A integral de Reimann, como elemento de separacao de classes
contiguas

Dada a funcio real f(x), limitada no intervalo finito [a, b], volte-
mos a considerar o conjunto 4 = {s; } das somas inferiores e o con-
junto B = {S; } das somas superiores, relativas a essa func¢ao, no refe-
rido intervalo.

Ja vimos — relacdo (2.5) — que, para duas quaisquer decompo-
sicoes, &’ e 8”7, do intervalo [a, b], vale a desigualdade

s < Sor (L

Isto significa que as duas classes de numeros reais, 4 e B, satis-
fazem & condicio de ordenacdo, prevista no pardgrafo 1.1

by

Se admitirmos, entdo, que f(x) satisfaz & condi¢do de integrabi-
lidade, segundo Riemann — ftraduzida por qualquer das relacées (1),
(5) ou (6), apresentadas no paragrafo anterior —, isto implicard na
contiguidade das classes 4 e B, uma vez que tais classes passardo, agora,
a satisfazer a condicdo de contiguidade, prevista no referido paréagra-
fo 1.1.

Nessas condicdes, o limite comum das classes 4 = {s;} € B = {S;}
— isto é, a R-integral de f(x) — coincidira com o elemento de separa-
c8o das referidas classes.

Reciprocamente, suponhamos que 4 = {s;} e B = {S;} formam duas
classes contiguas. Ora, lembrando que sempre existem os limites

]ign {sa} = extr {sa}

lim {Sa} = extr {Sa}

5

e tendo em conta g relacdo

sy < extr {ssf < ot {85} < S
a condicdo de contiguidade das duas classes exige a igualdade dos dois
limites, acarretando que seu valor comum — isto é, a R-integral de
f(x) — coincida com o elemento de separacgao das referidas classes.
Em face do exposto, poderiamos dar a seguinte definicdo:

— Chama-se R-integral da funcéo real f(zx), limitada no intervalo
finito [a@, D], ao elemento de separacdo das classes A = {s;} €
= {8;}, quando estas classes forem contiguas.
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3. A INTEGRAL GENERALIZADA DE RIEMANN-STIELTJES

3.1 Generalizacoes dos conceitos de abscissa e de somas de Darboux

Na definicdo das somas superior e inferior, de Darboux, relativas
a funcéo real f(x), limitada no intervalo [a, b], mediante a decompo-
sicdo

§:ro=0<a; <t ... <0Op—7<a,=2»

do referido intervalo, foram introduzidas as quantidades (incrementos
de abscissas):

h,;=a,~+1—-ai; para :=0,1,2, ..., n — 1

Essas quantidades representam a amplitude dos intervalos parciais
[, @y ;] —i=0,1,2, ..., n—1 — quando se utiliza, como medida
dessa amplitude, a diferenca entre as abscissas cartesianas dos dois
pontos consecutivos que definem cada intervalo parcial.

Nada impede, entretanto, a introducao de uma nova métrica, que
generalize o conceito de abscissa. Basta utilizar, para isso, qualquer
funcdo monoétona nfo decrescente, g(xr), e medir os incrementos de
abscissas mediante a relacdo

m = g(@;+1) — g(a); i=01,2..,n—1

Evidentemente, quando tomamos g(x) = z, resulta v, = h;, e vol-
tamos, como caso particular, as abscissas cartesianas anteriormente
citadas.

Consideremos, novamente, uma funcio real, f(z), definida e limi-
tada no intervalo finito [a, b].

Em decorréncia da generalizacdo do conceito de abscissa, as somas
de Darboux, introduzidas no paragrafo 2.1, também podem ser gene-
ralizadas, dando origem, agora, &s novas somas, inferior e superior,
obtidas mediante a decomposicdo d, do intervalo [a, b]:

n—1 n—1

s = _2_:0 m; ;= E:D m; [g(aiv 1) — g(ai)]

n—1

n—1
§ = T Mini= L M lgai+s) — gla)]

onde m; e M, representam, ainda, os extremos inferior e superior, res-
pectivamente, da funcio f(x), no intervalo parcial [a@; @;1;] —
i=0,1,2,...,n—1.
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Retomemos uma decompdsigﬁo qualquer do intervalo [a, b], dada
por

é: a=fao<a1<...a,c<ak+1<...<an_1<an=b

e consideremos, ainda, o ponto a’x pertencente ao intervalo parcial
[ak; QAx+ 1] .

Um reexame das demonstragoes dadas nos paragrafos 2.1 e 2.2
revela que tais demonstracées, no que concerne as quantidade
h; = @, — a, (incrementos de abscissas cartesianas), estdo fundamen-
tadas nas duas propriedades seguintes:

8) hi>0; i=0,1,8...,n—1;
b) hk=h;c ;c,) onde h'=a§c—ak 5] h;c'=a,c+1——a§c

Ora, 0s novos inerementos de abscissas generalizadas,
. =¢ (%) — g(a;), gozam dessas mesmas propriedades, isto é:

a) w>=0; 1=0,1,2,...,n —1 — porser g(z)y monétona nio
decrescente;

b) m, = m, + n, onde u;, = g(ar) — glay) e
o= g(ak+1) - g(ak)-

Por conseguinte, aquelas demonstragdes poderiam ser reprodu-
zidas sem modificacoes nos raciocinios (bastando substituir h; por w;
nas relacbes utilizadas), quando consideramos as somas generaliza-

das s; e 8} ; permanecendo validas, portanto, para estas novas somas,

todas as propriedades, ali focalizadas, das somas de Darboux. Em par-
ticular:

S < Sy s se 8 = & 3 1)

s> sk ose 8 =¥ 3.2

ss < S3; sendo & e &’ quaisquer 3.3)
* * *

Em virtude das propriedades (3.1) e (3.2), os conjuntos dirigidos

{85} e {s’§ )} permanecem com a caracteristica de monotonia; logo, exis-
tem sempre e sdo finitos os limites:

lim {Sg‘} = extr {S;‘}

é
tim {55} = e () ®.9
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3.2 Definicao da St-integral

Tal como ocorre com as somas de Darboux, a relacdo (3.3) acarreta:

lim {s5] < lim {5} Q)

Quando esses dois limites coincidem, o seu valor comum, represen-
tado por

" '
/a ) dy(2), 2

€ chamado integral de Stieltjes — ou integral generalizada de Riemann-
Stieltjes — da funcéo f(x), no intervalo [a, b], relativamente & mé-
trica g(x).

Nesse caso, dizemos, ainda, que f(x) é St-integravel em [g, b],
segundo a métrica g(x); sendo conveniente, quando desejamos deixar
bem claro esse fato, acrescentar o simbolo (St) diante do sinal de inte-
gracdo. Por conseguinte:

b
, s [ 1) dota) = tim f} = tim {53} 3.5

Observacgoes:

la. — Se os dois limites, em (1), forem distintos, poderdo ser toma-
dos como definicbes da integral inferior e da integral superior, res-
pectivamente, da funcio f(z), segundo a métrica g (z).

2a. — Convém notar que, em (2), dg(z) nio tem o significado de
uma diferencial, mas, sim, o de um incremento, isto é:

dg(x) = Ag(x)

3a. — As definicbes de S} e s; nio dependem da hip6tese de ser
¢ (x) mondtona. Mas, se usarmos como métrica uma qualquer fungéo
g(x), limitada em [a, b], ndo subsistem, necessariamente, as proprie-
dades traduzidas pelas relacdes (3.1), (3.2) e (3.3). Todavia, embora
usando uma métrica mais geral, g (z), nada impede, em situacdes parti-
culares, a existéncia dos limites dos conjuntos dirigidos {S3} e {si}.
Nessas condicdes, serapre que ocorrer

lim {s§} = lim {3}
8 H
continuaremos dizendo que o seu valor comum representa a St-inte-

gral da funcéo f(x), no intervalo [a, b], segundo a métrica g (), mes-
mo que esta ultima fun¢do nio goze da propriedade de monotonia.
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Mais adiante veremos que a St-integral de f (z) existe, sempre que
uma das funcoes, f(x) ou g(x), for de variacio limitada e a outra for
continua, no intervalo finito [a, b].

4a. — Em virtude da observacdo anterior, daqui por diante, quando
for o caso, declararemos, textualmente, no enunciado dos teoremas,
que g(x) é monétona em [a, b]; ficando subentendido, em caso con-
trario, que se trata de uma funcio mais geral, definida nesse intervalo.

5a. — Se g(x) for monbdtona ndo decrescente, a existéncia da St-in-

tegral de f(z) acarreta a contiguidade das classes 4 = {sf} ¢ B = {S§}
e vice-versa. Portanto, tal como no caso da R-integral, podemos definir
a St-integral como sendo o elemento de separacio das classes A e B,
quando estas forem contiguas.

3.3 Condicoes de integrabilidade, segundo Stieltjes

Em ultima analise, a condic8o necessaria e suficiente para que a
funcdo real f(x), limitada no intervalo finito [a, b], seja St-inte-
gravel nesse intervalo, segundo a métrica g(x), é que:

lim {si} = lim {S§} = » (1)
[ 8

independentemente do fato de g (x) ser monétona.
Ora, supondo que isso aconteca, dado ¢ > 0 arbitrario, existe, de
acordo com o Teorema n.° 4, o indice 3, tal que:
B €
|sa—)\|<—2—,se5861 (2)
Do mesmo modo, existe o indice d, tal que:

IS?——?\|<—§-,866852 ®)

Se tomarmos, entdo, 5, = §; e §, & &,, a condicido § « 5, acarreta
8 &= e também § = 5., permanecendo validas, portanto, as duas rela-
coes (2) e (3) das quais tiramos:
(S — 5| < |SF =24+ —r|[<e, 58 &5
Nessas condicGes o mesmo Teorema n.° 4 nos diz que:
lim {S§ — s} =0 @
5
relacdo que pode ser escrita sob a forma:

lim { v oL - m) m} =0 ®)
'] 1=20
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ou, ainda, sob a forma:

n—1
lién { i}:o wi [g(as 1) — g(ai)]} =0, (6)
onde w; = M; — m, representa, como ja dissemos, a oscilacdo de f(x)
no intervalo parcial [a;, @;,,] —parai=20,1,2, ..., n—1.

" Qualquer uma das relagdes (1), (4), (5) ou (6) pode ser tomada
como condigdo necesséria e suficiente para a St-integrabilidade de f(x),
como facilmente se observa; todavia, a (6), em face do teorema citado,
permite-nos o seguinte enunciado:

A condicdo necessaria e suficiente para que a funcio real f(r),
limitada no intervalo finito [a@, b], seja St-integrével nesse intervalo,
relativamente & métrica g (), é que, dado arbitrariamente ¢ > 0, exista
uma decomposicao J,, do intervalo [a, b] tal que:

§: (3.6)

n—1
2 wilglait) —gla)]l| <e; sed & §
1=0

No caso particular em que se supde g(r) monoédtona, a condigdo
(3.6) pode ser substituida por esta outfra, equivalente

n—1
8: X wi|m|<e, se & &3, 3.6-a)
i=0

na qual, por simplicidade, representamos os incrementos de abscissas
por .

Demonstraremos, a seguir, dois teoremas que, néo obstante tradu-
zirem, apenas, condices suficientes de St-integrabilidade, apresentam
grande importancia pratica.

Teorema n.° 17 — Se, no intervalo finito [a, b], f(x) é continua e
g () € monotona, entdo, nesse intervalo, f (z) é St- integravel, segundo
a métrica g(x).

Demonstragdo — Se tivermos g(b) — g(a) = 0, g(x) serd cons-
tante em [a, b]; logo, as somas s e S serdo sempre nulas, existindo,
pois, o seu limite comum, A = 0. Assim, existir4, sendo igual a zero, a
St-integral de f(x). Admitamos, portanto, g (b) — g(a) > 0 (isto é, g(2)
monoétona nfo decrescente).

Dado ¢ > 0 arbitrariamente, tomemos

- &
T g®) — gl

Wy
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Sendo f(x) continua em [a, b], é também, ai, uniformemente con-
tinua; logo, é possivel achar uma decomposicio §,, desse intervalo, tal
que, no intervalo parcial [a;, @i4.], se tenha:

w; < w,, pata 2=20,1,2 , n—1

Como a oscilacdo de uma funcio, em qualquer intervalo, nfo pode
crescer, quando se restringe o intervalo, tomando a decomposicdo § de
modo que § = 3§, resulta.

n— 1

5 0<'E wlgleie) —9@] < L alps) ~ )=

1 =0

n—1

=w, & [9@4+) —9@]=wlgl) —g@]=ce
1 =0
ficando satisfeita, portanto, a condicdo de integrabilidade prevista em
(3.6), ou seja, f(x) é St-integravel, como desejavamos provar.

A demonstracio seria a mesma, substancialmente, se admitissemos
g(x) monoétona nio crescente, como facilmente se observa.

Teorema n.° 18 — Se, no intervalo finito [a, d], f (x) € monoétona e
g(x) é continua, entdo, nesse intervalo, f(x) é St-integravel, segundo a
métrica g(x).

Demonstracdo — Se tivermos f (b) — f(a) = 0, f(x) sera cons-
tante em [a, b], e isto, como na demonstracdo anterior, acarretara a
existéncia da St-integral de f(x), também nesse caso igual a zero. Admi-
tamos, pois, que se tenha f(b) — f(a) > 0 (isto é, f(x) monétona nao
decrescente).

Dado ¢ > 0, arbitrariamente, tomemos

e

N OO

Ora, sendo g (x) continua em [a, b], é também, af, uniformemente
continua. Portanto, podemos achar uma decomposi¢do d,, do intervalo
[a, b], tal que a oscilacdo de g (), em qualquer intervalo parcial dessa
decomposicio, seja inferior ao nimero positivo &, isto é:

{g(al+1)—g(az)f<h, pata 5207 1;2: 3 n-—1

Agora, se tomarmos a decomposicdo § de modo que § = 9, perma-
necerdo validas as desigualdades anteriores, resultando:

n—1 n—1 n

b0 'L wlglay ) — 9@l <'T wilglag) —g@] <h }f, o (D)

1 =0 i =0

onde w; — parai=20,1,2, .. ,n—1 — éa oscilacdo da funcdo f(x),
no intervalo parcial [a;, @;:].
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Entretanto, como estamos supondo f(x) monétona ndo decrescente
em {a, b], resulta:

" =10 ~ (@)

i=0

Conseqiientemente, a (1) fornece:

50 'S wiloles) — 0@l | <h O - @] = ¢

=0

estando, assim, satisfeita a condigdo de integrabilidade prevista em
(3.6), o que demonstra o teorema.

A demonstracio seria a mesma, substancialmente, se tivéssemos
f(b) — f(a) < 0 (isto &, f(xr) mondtona ndo crescente).

* * *

Condicoes mais gerais de St-integrabilidade

Os dois teoremas que acabamos de demonstrar permitem-nos abor-
dar os dois casos fundamentais de existéncia da St-integral, conforme
veremos a seguir:

Teorema n.® 17-a — Se, no intervalo finito [a, b1, f(x) é continua e
g(x) é de variacio limitada, entéo, nesse intervalo, f(z) é St-integravel,
segundo a métrica g (x).

Demonstragio — Sendo g (x) de variacio limitada em [a, b], pode
ser decomposta (vide paragrafo 1.8) na diferenca de duas funcoes, g,(x)
e g:(x), mondtonas nio decrescentes em [a, b]:

g (@) = g, (&) — ge (@)

Pelo Teorema 17, existem as St-integrais de f(x), em [a, b],
relativamente as métricas g,(z) e g.(x).

Considerando, pois, uma decomposi¢éo, §, do intervalo [a, b], po-
demos escrever, para todo indice i:

0@t — g(@) = [0 @+ 1).— 90@)] — [gs (@i v 1) — ge(ad]

Portanto, se w; é a oscilacdo de f(x) no intervalo parcial [, @],
resulta:

n—1

_Zo wifga;+ 1) — g(@)] =

§ =

=L wlns) = 0@l = T alon@0) = 0s0)]
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Conseqiientemente:

ng: wilg (@4 1) — g (@)l

gi (a'z + 1) g1 (al)]

g: w;ilgz (@4 ) — go(a)] L

Enfretanto, sendo f(x), conforme ja vimos, St-integravel em rela-
cdo a ¢;(x) e a g,(x), dado £ > 0, arbitrariamente, podemos achar uma
decomposi¢do, 3,, do intervalo [a, b], tal que, para & « J, cada uma
das parcelas (entre barras) do segundo membro de (1) seja inferior
a &/2. Nessas condicoes, obtemos:

n—1

Y owlgl@) —gl)l| <e; se 6 &4,

t=0
cumprindo-se, assim, a condicdo (3.6), que garante a St-integrabilidade
de f(x), em relagéo a g(x).

Teorema n.° 18-a — Se, no intervalo finito [a, b], f(x) € de variagio
limitada e ¢g(x) é continua, entao, nesse intervalo, f(x) & St-integra-
vel, segundo a métrica g () .

Demonstracdo — Tal como no teorema anterior, sendo f(x) de va-
riacéo limitada no intervalo {a, b], admite a decomposi¢éo:

J@) = fi(x) — fo(2),

onde f,(x) e f,(x) sdo mondtonas nio decrescentes em [a, b].

Pelo Teorema 18, existem as St-integrais de f:(x) e f.(x), rela-
fivamente a métrica g(x) .

Por outro lado, dados dois pontos quaisquer, 2’ e z”, do intervalo
[a, b], vale sempre a igualdade:

J@) — 7@ = [f@) = [ @] = [f2() — fo ()]
da qual deduzimos:

[F@) = @) < @) = £H@) |+ [ f@) = fo (@) | 1)

Portanto, considerando uma qualquer decomposicéao, 8, do intervalo
[a, b], e representando por «;, o’ e o as oscilacdes de f(x), f,(x)
e f:(x), respectivamente, no intervalo parcial [a;, a;.,], obtemos, em

conseqiiéncia de (1):
w; K wE”+w$2); para i=20,1,2, ..., n—1

Pondo, agora, 5, — g(@i+:) — g(ay), resulta:

n—1 n—

< ’(1) @ %
<Az_‘:0w¢lml\20 lmH—Zw {7 | (

n—1

_E Wi Ny

1=0
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Sendo g(x) continua no intervalo fechado [a, b], € uniformemente
continua no mesmo intervalo; logo, dado ¢ > 0 arbitrario, podemos
achar uma decomposicdo d,, desse intervalo, tal que, para todo d & 3J,,
se tenha || < &, parai =0, 1,2, ..., n—1. Nessas condicdes, resulta:

e S
2 W, Im I < € 2 Wy = £ [j](b) - fl(a)] = & kl
i=0 it =20

n—1 n—1
Z o ml<e T of = fs0) — @) = e ke
i=0 1=

Entdo, tomando ¢, = — >, a (2) fornece:
’ “= Tt @
n—1
§: | X wimi<e, se &5,
i=0

cumprindo-se, assim, a condicdo (3.6), que garante a St-integrabili-
dade de f(z), em. relacdo & métrica g (x).

3.4 Propriedades fundamentais da St-integral

a) Extensio do Teorema n.° 10

Teorema n.° 19 — Se existe a St-integral da funcfo real f (x),
limitada no intervalo finito [a, b], relativamente & métrica ¢(x), sendo,
esta Ultima, mondtona no referido intervalo —, entéo, vale a igualdade:

b a—
[ 1 ag@ = 1w {2’ Mlg(@is1) g(am}

onde, para todo indice i, A; é qualquer numero real satisfazendo a con-
dicdo m, < M < M, sendo m; e M; os extremos de f(z) no intervalo
parcial [a;, a;,,] da decomposicdo, d, do intervalo [a, b].

Demonstragdo — Dada a decomposicéo 9, do intervalo [a, b]
dra=gp<gy<a<...<g_-;<a=>0

consideremos, para cada indice i, o valor A, nas condicdes do enunciado,
isto é:

m; <N S M para 1=0,1,8, ..., n—1 0))

Voltemos a considerar os incrementos n, = ¢(@y:) — g(a;). Se
g (x) for mono6tona nao decrescente, teremos n, > 0, para todo indice i;
e se g (x) for monoétona nio crescente, teremos n; << 0, também para todo
indice 1.

Nessas condicfes, se formarmos as somas:

n—1 n—1

n—1 *
S§= 2 min o= X Nm oe S= 2, M;
i=0 =0 i=0
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resulta, para toda decomposicdo d, em virtude de (1) e das considera-
coes anteriores:

s < X5 <S5, com g(x) nio decrescente,

ou entao:

s> X5 >S5, comg(z) nio crescente.

Ora, em qualquer das situacOes acima focalizadas e em face da
arbitrariedade de 3, a hip6tese de existéncia da St-integral de f(r) im-
plica:

lim {s3} = lim {Xs} = lim {S5}
s 8 0

sendo o valor comum dos trés limites a prdpria St-integral de f(x), o
que demonstra o teorema.

Nota: Como caso particular, podemos fazer A; — f(§;), sendo &;
um ponto arbitrario do intervalo parcial [a; a:;..], posto que
m; < f(E) < M, para todo indice i. Entdo, podemos escrever, também-

b n—1
f 1(@) dg(z) = lim { I 1 @+ - g(aa]}

b) Teorema do valor médio

Teorema n.° 20 — Se a funcfo real f(x), limitada no intervalo
finito [a, b], é St-integravel nesse intervalo, segundo a métrica g(x);
e esta dltima é uma funcdo monétona em [a, b], tem-se:

b
[ 1@ a0 = 0@ - @), m<u< M 1 (3.7

onde m e M sdo os extremos de f(z) em [a, b].

Demonstracdo — Dada uma qualquer decomposicéo, 3, do inter-
valo [a, b], temos:

n—1 E n—1
5= % mm e S5= X M, ‘ ey
3 1 =0

=0

onde, para todo indice i, w, = g(@:i+:) — 9(a;), e, ademais, m; e M; séo
os extremos de f(x) no intervalo parcial [a;, @iis].

Indicando, entdo, por m e M os extremos da funcéo f(x), no inter-
valo [a, b], é verdadeira, para todo valor do indice i, a relacio:

m<m < M; <M
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Se admitirmos, agora, que g(x) é monoétona nfo decrescente, isto
implicar v, > 0, para todo i, resultando:

my Smyn < My < Moy,
e, em seguida:

mZﬂigzmimgzMiﬂigMzm 2

[ 7

Do mesmo modo, supondo que g(x) é monoétona nao crescente, isto
implicara v, < 0, para todo i, resultando:

mn; Zmyn; = Myn, = My
e, em seguida:

mZm'?Zmim?ZM-,m?MZm ®3)
Todavia, em qualquer das hipoteses, temos sempre Z = g®) — g(a),
de sorte que, de (2) e (3) combinadas com (1), deduzimos:

mlg®) — g@] < 85 <8 < M gd) — g(@)] 4)
ou entao:
mlg®) — g@)] = s5 =85 = M [gb) — g(a)] (5)

Posto que as desigualdades (4) ou (5) valem para qualquer decom-
posico, §, do intervalo [a, b], obtemos, no limite, em face da St-integra-
bilidade de f(x):

b
mlg®) — g@] < / J(@) dg(@) < M [g() — g(a)] (6
ou entdo:
b
mg®) ~ g@] = / F) dg(x) = Mg ®) — g(a)] O

Se admitissemos ser g (x) constante, ou seja, g(b) — g(a) = 0, isto
acarretaria a nulidade dos trés membros de (6) ou de (7), ficando a
tese do teorema automaticamente verificada. Descartando, pois, esta
hipétese, podemos notar o seguinte:

Sendo valida a (6) quando g(x) é ndo decrescente, isto €, quando
g(®) — g(a) > 0, a divisdo dos seus trés membros por g(b) — g(a)
nao muda os sentidos das desigualdades; entretanto, sendo valida a
(7) quando g (x) é ndo crescente, ou seja, quando g(b) —g(a) < 0, a
divisdo de seus trés membros por g(b) — g¢g(a) muda os sentidos das
desigualdades.
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Em qualquer das ultimas duas hipéteses, portanto, a (6) ou a (7)
forneceriam:

b
_/f@@@
T OEY IO

o que demonstra o teorema.

¢) Aditividade

Teorema n.° 21 — Sejam uma funcao real, f(x), limitada no inter-
valo finito [a, b], e um ponto, ¢, interior a esse intervalo. Consideremos
g (x) monoétona em [a, b]. Entdo, se existe a St-integral de f(x), em
[a@, D], segundo a métrica g(x), também existem as St-integrais de
f(x), nos intervalos parciais [a, c] e [c, b], segundo a mesma métrica,
e reciprocamente; além disso, vale a igualdade:

b c /‘b
f J(@) dg (@) = / J (@) dg(@) + J J (@) dg(@) 3 8

Demonsiragio — Seja & uma decomposicdo do intervalo [a, b]
que inclua o ponto c entre os seus pontos de divisdo. Obviamente, essa
decomposico d4 origem a uma decomposicio, §’, do intervalo [a, b]
e a uma outra decomposicéo, 3”, do intervalo [¢, b]. Do mesmo modo,
duas decomposicdes, & e §”, dos intervalos parciais [a, c] e [c, b], res-
pectivamente, podem ser combinados para formar uma decomposigio,
d, do intervalo total [a, b].

Se formarmos, entdo, as somas superiores e inferiores da funcio
f(x), relativas 3 métrica g(x), para as decomposicdes d, & e 9’ nas
condicoes acima referidas, poderemos escrever:

S = e S5=8y+ S (1)
e, mediante subtracio:
Sy — 55 = (S5 — s3) + S — 53 @

Isto posto, a existéncia da St-integral do primeiro membro de (3.8),
acarreta:

lim {S§ —s3} =0 @)
8
e como as duas parcelas do segundo membro da (2) sdo, sempre, ambas

nio negativas — se ¢ (z) é nfo decrescente — ou ambas néo positivas —
se g(x) é ndo crescente —, a (3) exige que se tenha:

lim {Sy — sy} =0 e liran (S5 — s/} = 0, (4)
)
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0 que, por sua vez, implica na existéncia das duas integrais do segundo
membro de (3.8).

Reciprocamente, a existéncia dessas duas dltimas St-integrais cita-
das acarreta as duas igualdades previstas em (4) e, em seguida, a
igualdade (3); logo, acarreta a existéncia da St-integral que figura no
primeiro membro de (3.8).

Uma vez demonstrada a existéncia das St-integrais, nas condicoes
acima referidas, a igualdade (3.8) resulta, agora, de qualquer uma das
relacbes (1), por simples passagem ao limite. Assim:

lim {5} = lim {S3 + 1im {S5} (5)

posto que, em decorréncia da parte ja demonstrada, a existéncia do
limite do primeiro membro de (1) acarreta a existéncia dos dois limites
do segundo membro, € vice-versa; entretanto, tais limites s@o as pro-
prias St-integrais referidas no enunciado do teorema, o que permite es-
crever a (5) sob a forma (3.8).

O teorema fica, assim, inteiramente demonstrado.

d) Linearidade

Teorema n.° 22 — Se existe a St-integral da funcéo f(x), limitada
no intervalo finito [a, b}, relativamente & métrica g(xr), monétona em
[a, b] —, também existe, nesse intervalo, a St-integral da funcéo k f(x),
relativamente & mesma métrica, qualquer que seja a constante k; além
disso, vale a igualdade:

b b
[0 a@ =k [ 10 we @ 9

Demonstracdo — Dada uma qualquer decomposi¢éo, 8, do intervalo
[a, b], representemos por w; e w’; as oscilagdes de f(x) e de k f(x), res-
pectivamente, no intervalo parcial [a;, @;+;], parai = 0,1, 2, ..., n—1.
Tomando, entdo, os pontos &’ e z”, arbitrariamente, no intervalo
[@;, ;4,], temos:

|kf @) —kf@)=|k]]fE@&"], 1=0,1,8 . ,n—1
Conseqlientemente, resulta:
wi-=]k]wi,‘ 1 =0,1,2,.. ,n—1

Isto posto, fazendo, como sempre, »;, = ¢ (a; 4 ;) — ¢ (¢;), Obtemos:

n—1 , n—1
T oon=lk|l X omn (1)
i=0 i=0
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Como estamos supondo f(x) St-integravel, na forma do enunciado,
a condicdo (3.6) nos diz que, dado s, > 0, arbitrariamente, podemos
achar uma decomposic¢éao 3,, do intervalo [a, b], tal que:
n—1 )

;‘,Owiml<eo, se § = 9, (2)

Portanto, supondo ¢, = —l—-Z—I— , onde ¢ continua sendo arbitraria-

mente pequeno, resulta, de (1) e de (2):

<e, se & — 8, 3)

Vemos, assim, em face da arbitrariedade de ¢, que fica satisfeita,
ainda, a condicao (3.6), para a funcdo k f(x), o que garante a St-in-
tegrabilidade desta ultima funcao, nos termos do enunciado.

Para demonstrar a segunda parte do teorema, devemos notar que
a igualdade

5L k@0 Gr) — @l =k L @@ —0@] @

onde, para todo indice i, £, € um ponto arbitrario do intervalo parcial
[ai, a;y,], € verdadeira qualquer que seja a decomposicédo, 8, do inter-
valo [a, b]. Ora, de acordo com o Teorema n.° 19, a existéncia da St-in-
tegral de k f(x) implica na existéncia do limite do primeiro membro de
(1); ao passo que a existéncia da St-integral de f(x) implica na exis-
téncia do limite do seu segundo membro. Todavia, sendo a (3) verda-
deira para toda decomposi¢do, 8, continua sendo verdadeira no limite,
0 que, ainda de acordo com o Teorema 1.2 19, nos dé:

b b
f kf(x)dg(x)=kff(m) dg (z)

conforme desejavamos provar.

Teorema n.° 23 — Se existem — para k = 1,2, ..., m — as St-inte-
grais das funcoes f;(x), limitadas no intervalo finito [a, b], relativa-
mente & métrica g (x), mondétona em [a, b] — entdo, também existe,
nesse intervalo, a St-integral da funcio f(z) = = f(x), relativamente &
mesma métrica; além disso, é valida a igualdade:

b m '
f L;Ifk (x)] d@= T fk (@) dg () (3.10)

k=1
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Demonstracdo — Consideremos uma decomposicéo, 3, do intervalo
[e,b]le —parai=0,1,2,...,n—1ek=1,2, ..., m — representemos
por o; « as oscilacoes de f(x) e de fi(x), respectivamente, no inter-
valo parcial [, a..,]. Entdo, tomando z’ e z”, arbitrariamente, nesse
intervalo parcial, podemos escrever:

lfk(xl)—fk(m”)|<wék) k=12 ...,m
e dai:
]f @) — f @) ] = \ T ji @) = T @) <
<I lfk@c') ~ fe (@) {<§w£k>
ou seja:
w < iwi’“), i=0,1,2...,n—1 (1)
k=1

Facamos, ainda, 1, = ¢(@i+:) — g(&;). Ora, em face da condicdo
(3.6), sendo f(x) St-integravel em [a, b], dado ¢ > 0, arbitrariamente,

podemos achar a decomposicdo 5" tal que:

/

n—1
5: Yio|ml<e ; se 8 & 5% — para k=1,2,...,m {2
=0

Outrossim, em virtude de (1), podemos escrever:

n—1 n—1 m ) m g1 (k)
8 Y owlm| S XL Inl X e =X X [ 7 | ®3)
i1=0 =0 =1 k=1:¢=20
Entretanto, se tomarmos d, de sorte que 5, & &, para
k=12 ..., m, as relacdes (2) serdo validas todo 9§, tal que
§ &, 0, Assim:

‘m n—1 oy
LEI '.E;wi i(lm| <me
o= 1 1=

0 que nos permite escrever a (3) sob a forma:

n—1
§: X w|ml<me , se § &3,
i=0

Finalmente, a relacdo acima, em virtude da arbitrariedade de ¢, nos
mostra que a funcéo f(z) = X fr(x) cumpre a condicdo (3.6), o que
k
garante a sua St-integrabilidade, nos termos do enunciado.
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Para demonstrar a segunda parte do teorema, devemos notar que a
igualdade

n—1

p> [ 2 fk(s»} g(as) —g@] = £
k=1 k=1

t=20

n
[

i: H@E>lglae) —9@)], @

onde, para todo indice 4, §; é um ponto arbitrario do intervalo parcial
[a;, aiy,], &€ verdadeira qualquer que seja a decomposicdo, d, do inter-
valo [a, b].

Como, por hipétese, fr(x) — para k = 1, 2, ..., m — é St-inte-
gravel, existe, pelo Teorema n.° 19, o limite de cada parcela (somatoério
em relacio a k) do segundo membro de (4); e, portanto, existe o limite,
A, desse segundo membro, sendo, pelo mesmo teorema citado,

m b
A= T f 1@ dg @)

Analogamente, por ser ¥ f;(x) St-integravel, conforme ja fict 1 pro-
vado, existe o limite, }’, do primeiro membro de (4), resultandc, pelo

citado Teorema 19:
b m
v [ £ sw]aw

Todavia, como a (4) é verdadeira para toda decomposi¢do 8, con-
tinua sendo valida no limite, isto é: L = }’; ficando, pois, demonstrado
o teorema.

Teorema n.° 24 — Se existe a St-integral da funcéo f(z), limitada
no intervalo finito [a, b], relativamente & métrica g(x), mondtona em
[@, b] —, também existe, nesse intervalo, a sua St-integral, relativa-
mente & métrica k ¢g(x), qualquer que seja a constante k; além disso,
vale a igualdade:

b b
f f@) [k g(x)]=lcf (@) dg(z) (3.11)

Demonstracdo — Dada uma qualquer decomposicéo, 3, do intervalo
[a, b], representemos por o; a oscilagdo de f(x) no intervalo parcial

[a;, a;1 1] € fagamos »; = g(a;4,) — g(a); Para i =0,1,8,...,n — 1
Ora, de acordo com a condicdo (3.6), sendo f(z) St-integravel se-

gundo a métrica g(x), dado e > 0, arbifrariamente, podemos achar a
decomposicéo 9,, do intervalo [a, b], tal que:

n—1

5 Ewil’m|<e , s& & = §,
1 =0
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de onde deduzimos:
n—1
§: Lowlkml <|kle , se § = §
i=0

Portanto, em face da arbitrariedade de ¢, f(x) satisfaz a condicéo
(3.6), que garante sua St-integrabilidade, segundo a métrica & g(x).

Para demonstrar a segunda parte do teorema, basfa notar que a
igualdade

’?g:;f(&) kgla,+) —kgla) =k ng:j(&) lg(a; + 1) — g(@)] (1)

onde &; é um ponto arbitrario do intervalo [a;, a;,,], é verdadeira para
toda decomposicdo, d, do intervalo [a, b].

Ora, de acordo com o Teorema n.C 19, a existéncia da St-integral de
f(x), segundo a métrica g(z), implica na existéncia do limite, A, do
segundo membro de (1), ou melhor:

b
v=k [ 1@

Outrossim, a existéncia, ja demonstrada, da St-integral de f(x),
segundo a métrica k g(x), implica na existéncia do limife, ¥, do pri-
meiro membro de (1), isto é:

b n "
N o= f J (@) dlk g (2)]

Todavia, sendo a (1) verdadeira para toda decomposicéo, 3, conti-
nua sendo verdadeira no limite. Assim, A = X e o teorema fica de-
monstrado.

Teorema n.° 25 — Se existem as St-integrais da funcéo f(x), limi-
tada no intervalo finito [a, b], relativamente a cada uma das métricas
g5 (x), mono6tonas em [a, b], para k = 1, 2, ..., m — também existe,
nesse intervalo, a St-integral de f(x), relativamente & métrica
g(x) = ¥ g.(x); além disso, é verdadeira a igualdade:

fa "j@) a [,ﬁ gkw] = kf / " 1) do @) 312)

DemonstracGo — Dada uma qualquer decomposi¢éo, 8, do intervalo

[a, b], representamos por o; a oscilagdo de f(x), no intervalo parcial
la;, @4 5] € facamos »®” = g, (a; 4 1) — gkr(ai) ; para: =0,1,82,. ,n—1 e

k=12 . ,m
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Sendo f(x) St-integravel, segundo a métrica g,(x), para todo k, a
condigdo (3.6) diz que, dado ¢ > 0, arbifrariamente, podemos achar a
decomposicdo s do intervalo [a, b], tal que

. N () , ® g
8 X owilm| <& ; se & &4 k=12 ...,m (1)
i=o

Se definirmos, agora, n; = ¢(¢;+1) — ¢(a), onde g(x) = X ¢, (z), PO-
k
demos escrever:

=

l m | = IE 91 (@, + D~ ]Z g1 (@) gr(a; + D — g (@)

ou seja:
i )
f‘f/ilgkgllmhl (2)

Multiplicando os dois membros de (2) por o; e somando em relacéo
a i, vem:

n—1

m n—1
Tolnl < T X ol ®)
§ =0 k=11=0

Tomando, pois, a decomposicdo 8, de modo que 35, = &, para
k=1,2,...,m, as relacdes (1) serdo todas verdadeiras para qualquer
decomposicdo & seguindo J,; isto é:

m n—1 ®)
8 Y X owilm | <me, , se & &5,

k=14i=

~ £ i
Entdo, em face de (3), e fazendo ¢, = — — onde ¢, positivo, con-
m

tinua arbitrariamente pequeno —, obtemos:
n—1 n—1
0 | T o | S X wlm| <e , se § &4,
1=20 ® i=20

Assim, a funcéo f(x) satisfaz & coﬁdigéo (3.6), com a métrica g(x),
o que garante sua St-integrabilidade, em relacéo a tal métrica.

A fim de demonstrar a segunda parte do teorema, multipliquemos
ambos 0s membros da igualdade

2) m)
mo=a"+ 20+ "

709



— valida para toda decomposicéo, d, do intervalo [a, b] — pelo extremo
superior, M,, de f(z), no intervalo parcial [a;, a:;,]; em seguida, some-
mos as novas igualdades, assim obtidas, em relacfio a i. Encontramos:

St =8+ S5+ .+ S (4)

onde S* ¢ §§ — para k = 1, 2, ..., m — representam as somas supe-
riores de f(x), em relacdo a g(x) e a gi(x), respectivamente.

A igualdade (4) sendo verdadeira para toda decomposicdo, d, do
intervalo [, b], sera verdadeira no limite; e como todos os limites
existem e representam as St-integrais referidas na tese do teorema, este
fica completamente demonstrado.

e) Monotonia

Lema n.° 3 — Sejam as funcées f(x) > 0 e g(x) monétona néo
decrescente, limitadas no intervalo finito [a, b]. Entf8o, se existe a
St-integral de f(x), nesse intervalo, relativamente & métrica g (x), tem-se

b
IRCYCEY

Demonstracdo — Dada uma qualquer decomposicio, 8, do inter-
valo [a, b] e tomando, como sempre, um ponto arbitrario, &, no inter-
valo parcial [a;, a;;,], podemos escrever:

o: ?g:;f(&) 0@+ —gd=0 (1)

posto que, em virtude das hipéteses, todas as parcelas do somatoério
580, seguramente, ndo negativas.

De acordo com o Teorema 19, a existéncia da St-integral de f(x)
implica na existéncia do limite do primeiro membro de (1), o qual, em
virtude da mesma relacdo (1), deve ser um valor ndo negativo. Como
esse limife é a propria St-integral, o lema fica demonstrado.

Teorema n.° 26 — Se as funcdes f.(x) e f.(x) sfo limitadas e St-
integraveis, no intervalo finito [a, b], relativamente & métrica g(x);

e, além disso, f, () < f2(2) e g(x) é mondtona ndo decrescente, no citado
intervalo —, entéo, é verdadeira a desigualdade

b b
f 11 @) dg@) < f f2(2) dg @)
a a
Demonstracdo — Em virtude da hipdtese e dos Teoremas n.> 22

e 23, a funcdo f,(x) — f:(x) é St-integravel em [a, b], segundo a mé-
trica g(x); e, além disso:

b b b
/ [fe(x) — f; (@] dg (@) = f Jo (@) dg (x) — fa f1(x) dg () (1
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Entretanto, ainda em face da hip6tese, temos que, para todo
r € [a,b], f:(x) — f.(x) =0; e como g(x) é mondtono nio decrescente,
nesse mesmo intervalo, resulta, em decorréncia do lema anterior:

b
f [fe(@) — f1{m)] dg(x) =0 2

De (1) e (2), deduzimos:

b b
J @ aw= f Ji(@) dg ()

de onde, por transposicdo, resulta a tese do teorema.

Teorema n.° 27 — Se existe a St-integral da funcao f(x), limitada
no intervalo finito [a, b], relativamente & métrica g (x), monétona nio
decrescente em [a, b] —, também existe, nesse intervalo, a St-integral
da funclo |f(x)|, relativamente & mesma métrica; além disso, vale a
desigualdade

b
_/ J(x) dg ()

Demonstracdo — Inicialmente, provemos que |f(x)| é St-integravel
em [a, b], segundo a métrica g(x), considerando, para isso, uma qual-
quer decomposicao, 3, do intervalo [a, b].

Se tomarmos, arbitrariamente, os pontos x’ € £” no intervalo par-
cial [a;, a;.,], serd sempre verdadeira a desigualdade

b
< f 7@ | dg(z) (313)

¢y

[1G@) ] — 1@ ] . < 'f(x') — f(@")

Por conseguinte, representando por o; € o; as oscilagdes das funcoes
f(x) e |f(x)|, respectivamente, no intervalo parcial [a;, aii:], & 1)
fornece:

w<w ; para 1=0,1,2...,n—1 (@)
Fazendo, como sempre, v, = ¢(i+1) — g(a;), e tomando, arbitra-

riamente, ¢ > 0, a condicdo de integrabilidade (3.6-a), aplicada & fun-
¢ao f(x), permite achar a decomposicéo J,, do intervalo [a, b], tal que:

n—1
8: X owlml|<e ; se 6§ 3
i=o
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Entdo, combinando (2) € (3), podemos escrever:

n—1
§: Y alml<e , se § = 4
1= 0

ou seja, a funcio |f(xr)| satisfaz, também, a condicdo (3.6-a), o que
garante sua St-integrabilidade, nos termos do enunciado.

Levando em conta, agora, a desigualdade

— i@ I<i@ <|i@]

valida para todo x ¢ [a, b], o teorema anterior fornece

‘ b b b
—f (f(x)!dg(x)</ f(-’v)dg(x)</ [ /(@) | dg ()

da qual resulta, imediatamente, a tese a demonstrar.

Observagdo — Suponhamos, ainda, no intervalo finito [a, b], g(x)
monoétona néo decrescente e f(x) St-integravel, relativamente a ¢ (x).
Consideremos, agora, a relacéo

@< Mox 116 | <1>

[+ JESR AN

que é verdadeira para todo x ¢ [a, b]. Por se tratar de uma constante,
0 segundo membro de (1) também é St-integravel, em [a, b] relativa-
mente a g(x). Entao, integrando os seus dois membros e aplicando o
Teorema n.° 26, achamos:

b
f MORAGES| ls\/lagblf(x) [1g® — g(a)]

f) Outras propriedades

Teorema n.° 28 — Se as funcées f;(x) e f,(x), limitadas no inter-
valo finito [a, b], sdo St-integraveis nesse intervalo, relativamente a
métrica g(z), monétona em [a, b] —, entdo, a funcéo f(z) = f.(z) X
X fo(x) também é St-integravel em [a, b], relativamente & mesma me-
trica.

Demonstracdo — Sendo f,(z) e f.(x) limitadas em [a, b], existe
um numero positivo, K, tal que

[Ji@) ]| <K e Jel@) | <K 1)
para todo = ¢ [a, b]
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Consideremos, entdo, uma decomposicio qualquer, 3, do intervalo
[a, b1, e tomemos dois pontos arbitrarios, ’ e z”, no intervalo parcial
[ai, a:+.]. Em face da identidade

J1@) (@) — F1@") < Jo(27) =

= f1 (@) o (") = Fo ()] + Jo (@) [F: (&) — F; (=")]

e tendo em vista as relagdes (1), podemos escrever:

| 1:() fo(2") — 1: (&) fe (&) | <

<Kj@) —f@) |+ [fe&) = fo (&) |] )
Se indicarmos, entdo, por w,w’ e
tude de (2):

as oscilacoes de f(x), fi(x)
e f.(x), respectivamente, no intervalo parcial [a; a.y,] temos em vir-

o < K@+ o) ; paua ©=0,12

oym— 1 3)
Ora posto que f,(x) e f.(x) sdo St-integraveis relativamente a g(x),
dado ¢ > 0, arbitrariamente, podemos achar as decomposicdes 5! e &%
do intervalo [a, b], tais que:

n—1
d .20 o | m| <

—gik— . ose 5 = o 4)
n—1 ]
o igowig)[ni!<_27 , se d e 8 (5)
Outrossim, em decorréncia da (3), obtemos.
n—1
P>
i=0

wilm| <K [n};‘: W |+ :g; @) | g I:I 6)

Todavia, tomando 3, de modo que §, =

6,(,” e 8, & 8&
fornecem:

., € supondo
8 & 4, serdo validas a (4) e a (5), as quais, combinadas com a (6),

n~—1
8 Zwilml<8;sea£"60
1=0

Vemos, pois, que a funcgéo f(x) = f.(x) . f.(x) cumpre a condicao
(3.6-a), ficando garantida, assim, a sua integrabilidade, nos termos do
enunciado.,

713



Teorema n.% 20 — Se a funcéo f(z), limitada no intervalo finito
[a, b], é St-integravel, nesse intervalo, relativamente & métrica g(z),
monétona em [a, b], e, além disso, |[f(x)| > k > 0 para todo z € [a, D],
entdo, a funcdo h(z) = 1/f(x) também é St-integravel, no referido
intervalo, relativamente & mesma métrica.
Demonstracdo — Consideremos uma, decoﬁlposigéo qualquer, 9, do
intervalo [a, b], e tomemos 2’ e 2”, arbitrariamente, no intervalo parcial
[a, a;,,]. Notando que

1 _j@) @)

no_ "y 1 -
h(zy — h(z") = 1 @&) J@) T @) fE@)

e lembrando que, por hipétese, | f") | > k e |f(@")| > k, resulta:

[h@) — k(") | <—]f7l,+(:v”) ~1@) | (1)

Se representarmos, agora, por «; e &; as oscilagoes de f(z) € h(x),
respectivamente, no intervalo parcial [a;, a:;.], a (1) fornece:

1 .
5,’<Ew, ; para t=20,1,2 ..,n—1
Conseqiientemente:
n——l__ ] n_-t
T owlml < g X el 2)
i=0 k=

Ora, dado ¢ > 0, arbitrariamente, a condicdo (3.6-a), aplicada a
funcéo St-integravel f(x), permite achar a decomposicio, d,, do inter-
valo {a, b], tal que:

n

1
5 X owilm|<Ek'e , se & = 8
1 =0
Todavia, em face da (2), resulta:

n~—1
§: X wlnm|<e , se & &3,
=0

mostrando gue h(x) cumpre a condicdo (3.6-a), ficando garantida, as-
sim, a sua St-integrabilidade, nos termos do enunciado.

Téorema n? 30 — Se as funcdes f;(x) e f,(x), limitadas no inter-
valo finito [a, b], sdo St-integraveis nesse intervalo, relativamente & mé-
trica g(x), monotona em [a, b), e, além disso, |f:(x)| > & > 0, para

714



todo x ¢ [a, b] —, entéo, a funcio h(z) =f.(x)/f.(x) é St-integravel
em [a, b], relativamente a mesma métrica.

Demonstracio — Pelo teorema anterior, a funcéo 1/f,(x) é St-inte-
gravel, nos termos do enunciado Conseqiientemente, e em decorréncia

do Teorema 28, a funcéo h(z) = f:(z) . também o é.

1
J? (=)
g) Continuidade da funcao integral

Admitamos que, no intervalo finito [a, b], a funcéo limitada, f(x),
tenha os extremos m e M, e seja St-integravel segundo a métrica g(x),

monétona em [a, b].
Considerando um ponto z, qualquer, do intervalo [a, b], existe tam-
bém, de acordo com o Teorema 21, a St-integral

) = f T ) dg @)

que, evidentemente representa uma funcio de seu limite superior de
integracao, x.

Ainda em decorréncia do Teorema 21 (aditividade da St-inte-
gral), o incremento de F(x) tem a expressao

o

2+ h .
P+ ) —F@) = f f(x) dg ()

que, em virtude do teorema do valor médio, pode tomar a forma.

Flx+h) —F@) =nplgle+ ) —g@)]
onde
mspus M

Supondo, agora, que, além de mondtona, g (x) é continua, o incre-
mento acima pode tornar-se arbitrariamente pequeno, quando 2 — 0.
Nessas condigges, resulta.

lim F 4+ h) = F@)

h—0

Concluimos, pois.
A funcdo integral, F(z), suposta existente, serd sempre continua,
quando f(x) for limitada e g(x), além de monotona, for continua.

h) Derivabilidade da funcae integral

Se, no intervalo finito [@, b], a func@o f(x) for continua e St-inte-
gravel relativamente 3 métrica ¢(x), monétona no mesmo intervalo;
e se, além disso, a funcéo g(x) admitir, em [a, b], derivada finita —,
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1

entéo, no referido intervalo, a funcéo integral, ¥ (z), serd também de-
rivavel.

De fato, seja F(x) definida como anteriormente e consideremos o
seu incremento

z-+h
F(:B-%-h)—F(x)=f J (@) dg (z)

Pelo teorema do valor médio, resulta
Flath)—F@=ulg+h) —g@]; m<psM 1
onde, mais precisamente, p é um valor situado entre os extremos m’ e
M, da funcdo f(x), no intervalo [z, x 4 h]. Entretanto, como f(x) é
continua nesse intervalo, assume, ai, todos os valores situados entre m’

e M’, ou seja, existe £ € [x, x + k], tal que f(E) = p. Nessas condigdes, a
(1) toma a forma:

Fla+h) —F@ =Ff®lgl+ ) — g@)] r<ESe+h
ou ainda:

F@+ h) — F()
h

glx 4 h) — g(@)
A

= f{ - eLESe+h

Agora, se fizermos k — 0, teremos § — z. Todavia, pela continui-
dade de f(x), resulta que lim f(E) = f(x) e assim, em face da existéncia
da derivada de g (x), obtemos, no limite:

Fiiz) =J(@) g (@

conforme haviamos declarado inicialmente.

i) Integracao por partes

Com o fim de deduzir a férmula de integracdo por partes, adaptada
ao caso da St-integral, faremos uso de duas propriedades que represen-
tam uma extensdo do Teorema 17 e que traduziremos, também, sob
a forma de teoremas.

Teorema n.° 31 — Se f(z) é uma funcgho real continua e g(x) é
uma, funcio de variacdo limitada no intervalo finito [a, b] —, entéo,
é verdadeira a igualdade:

b ne \
[ 1@ a6 = tin {'T 16 1]
a 8 li=o0
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onde, para qualquer decomposicdo do intervalo [a, b1 —d:

a=ay<a; <ag. .<a,—; <a,=>b-— e para todo indice i, tem-se:

no=glae) —gl@) e a;<ESat

Demonstragdo — Sendo g (x) de variagfo limitada em [a, b], pode-
mos por:

g(x) = g:(x) —g:(x)

com ¢,(x) e g,(x) monétonas ndo decrescentes em [a, b]. Outrossim,
em virtude dos Teoremas n. 17 e 17-a, existem as St-integrais de
f(x), relativamente a g(x), a g:(x) e a g:(x).

Fazendo, entfo, o = g, (@40 —g:(@) e 1 =ge(aiys) — gela),
obtemos, qualquer que seja a decomposiciio 3, do intervalo [a, b]:

{1
no= 0 — 2 ¢))

Multiplicando ambos os membros da (1) pelo extremo superior, M;,
da funcfo f(z), no intervalo parcial [a;, @i:] € somando, achamos:

n—1i

n—1 o 01 )
X Mimi= X Min’ — X Miw
1= 0 t=0 Q= 0

igualdade que, no limite, fornece:

b b &
f f@) dg(x) = _/ 7 (@) dg;(x) — f J (@) dge (@) @

uma vez que existem, seguramente, as trés integrais acima.

Por outro lado, multiplicando ambos os membros da (1) por f(E) —
sendo ¢; < §; < Qi1 — € somando, encontramos:

£ e m = ng;f &) 2" - ng:; 1&) 7@ -

1 =0

Passando ao limite e aplicando o Teorema 19 aos somatdrios do
segundo membro, achamos: ’

n—1 b b
lié‘ﬂ {,Z:oj(&) m} = [ (@) dg; () — ./(/: F () dge () 4

Agora, combinando (2) e (4), resulta a tese do teorema.
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Teorema n.° 32 — Se f(x) é uma funcdo real de variacdo limitada
e 9(x) é uma funcio real continua, no intervalo finito [a, b] —, entéo,
é verdadeira a igualdade

b . ”
S0 a0 = im {'E 0]

onde, para qualquer decomposi¢do do intervalo [a, b] —
dra=a,<a, <0.. <a,-;<a,=>b—e para todo indice i, tem-se:
m=gis) —g@) e & < &< gy

Demonstra¢cdo — Para demonstrar o teorema, procuremos provar,
inicialmente, que:

lign {ng; [M; — f(&)] m} = 0 L

onde M, E; e w; conservam os significados ja conhecidos.

Representando, pois, por o; a oscilacio de f(x), no intervalo parcial
[, aii ], resulta: -

O0<M;, ~ft)<w, ; para ¢=012.. ,n—1

Conseqiientemente:

T =@ | < E M-I | < T aln] @

'

Todavia, sendo f(x) de variagdo limitada em [a, b], admite a de-
composicao

F@ = f,@) ~ J.(®)

onde f,(x) e f,(x) sdo mondtonas ndo decrescentes em [a, b]. Além
disso, representando por o) e o as oscilagGes de fi(x) e fi(x), res-
pectivamente, no intervalo parcial [a;, @;+.], sabemos que — vide de-
monstragéo do Teorema 18-a — & verdadeira a relagéo:

0 <P+ o ; para +=0,1,8,. ,n—1

da qual deduzimos:
n—1 n—1 ) n— 1 (2)1
_gowi["h‘lg gawi ‘ﬂil"*‘vgowi T ®3)

Desde que a estamos supondo continua no intervalo fechado [a, b],
a funcédo ¢g(x) é, af, uniformemente continua. Portanto, dado &, > 0,
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arbitrariamente pequeno, é possivel achar a-decomposicao 3,, do inter-
valo [a, b], tal que |n| < &, parai =0, 1, 2, ..., n—1. Entéo, para todo

5 = &, a (3) fornece:

n—1

n—1 n—1 n—1 n—1
Z Wy I 7 { < Z w1(31) € + Z ‘-’-’1(32) € = & [ z wf'l) + 2 wgz)] (4)
1 =0 =0 =0 i=0 i=0

Entretanto, por serem f;(x) e f;(x) mondtonas néo decrescentes,
temos:

n—1 n—1
L o' =50 i@ =tk e T o =710 =10 =k
de sorte que a (4) se reduz a

n—-

1
wi | mi| < e (ks + ky) ®)

i=0

Combinando (2) com.(5) e fazendo ¢, = —(-lc—i—lc) onde ¢ continua
1 2,
arbitrariamente pequeno, obtemos, finalmente.

d: <e ; se 6 = §,

T - @)

0 que demonstra a relacdo (1).

Agora, lembrando que existe a St-integral de f(x), relativamente a
g(x), da citada relacdo (1) deduzimos:

n—1 n—1 b
lim { x f&) Mz} = lim {.Z M; m} = / I (@) dg (»)
) i=0 & i=0 a

ficando demonstrado o teorema.
* * *

Estamos em condigdes, agora, de deduzir a anunciada férmula de
integracdo por partes:

Sejam as funcGes reais f(x) e g(x), limitadas no intervalo finito
[a¢, b], e admitamos a existéncia, no dito intervalo, da St-integral de
cada uma delas, quando tomamos, como métrica, a outra. Isto ocorre,
seguramente, em qualquer um dos seguintes casos: f(r) é continua e
g(x) é de variacio limitada, em [a, b]; ou, ac contrario, f(x) é de va-
riagdo limitada e g(x) é continua, no citado intervalo.

Supondo, entdo, que estamos diante de um desses casos, considere-
mos a decomposicéio do intervalo [a, b], dada por:

8: a=ay<a; << .. <@-y<a,=0>
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Em cada intervalo parcial [a;, a@...], tomemos os pontos §; e {; e
formemos as somas:

Fs

It

T 1) s s) — 9(a)]

V=0

Gs

It

n}—:I g (&) [f (@it ) — F(a)]

t=0

Se fizermos, agora, para maior simplicidade, f(a;)) = fi e g(a)) = g.
e tomarmos, em particular, os pontos §; e ;; de sorte que se tenha
E = @4 € §, = a, — para todo valor do indice ¢ — as somas F; e G;
assumem as formas:

Fs = j1lgi— g0l + Jelge — g + .. + Fu 00 — Gus]

Gs = go [f: “,fo] t g llfe—Ffd+ o+ Goor [fo = fu-d

Somando, membro a membro, essas duas igualdades, obtemos, apos
todas as simplificagdes:

Fs 4+ G5 = fogy — fogo = F(0) » g (b) — f(a) + g(a) 1)

Sendo a (1) verdadeira para toda decomposicdo, d, do intervalo
[a, b], continua valida no limite. Entretanto, em face das hipdteses
iniciais e em virtude dos Teoremas ns. 31 e 32, temos.

b b
lim {Fs) = f i@ dg@ e lim 1G5} = f g (@) df (x)

Por conseguinte, a (1) fornece:

b b
ff(x)dg(fv)+f g(@)df(x) = f(b) +g(b) ~fla)+ g(a)

resultando, dai, a férmula de integragdo por partes:

@

fa " @) do @) = [f(:o) : g(o:):r / "y @ dfe) (3 15)

3.5 Relacies entre a R-integral e a St-integral

J& vimos que a R-integral da funcfo f(x), limitada no intervalo
finito [a, b], é um caso particular da St-integral dessa funco, no mesmo
intervalo, quando se utiliza a métrica g(xr) = x, monétona crescente
em [a,b].
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Entretanto, h4 outros casos interessantes, relacionando as duas
integrais, quando existentes, conforme veremos a seguir.

Teorema n.° 33 — Seja f(x) uma funcgdo limitada no intervalo
finito [a, b], e St-integravel, nesse intervalo, relativamente & métrica
g (z), monétona em [a, b]. Entéo, se g (x) possui derivada finita e, além
disso, f(z) e ¢’ (z) sdo R-integraveis em [a, b], é verdadeira a igualdade

b ‘b
(81) / f@) dg (@) = (R) /a f@) g (@) do

Demonstracdo — Consideremos uma decomposi¢io qualquer, 8, do
intervalo [a, b], definida por:

§: a=a << < <Gy <a=">

Posto que g (x) possui derivada finita em [a, bl, o teorema dos acrés-
cimos finitos nos d&, para i = 10,1, 2, ..., n—1:
gla,+) —g@) =g @& (@, —a)=9gEh

onde
a;<E < Aigr
Nessas condigGes, resulta:

n—

J@ o) @] = 1@ ¢ @ 0

i=0

Como, por hipétese, f(x) e ¢g’'(xr) sdo R-integraveis em [a, D], a
funcéo f(z) . ¢’(x), de acordo com o Teorema n.° 11, também o é. Alem
disso, aplicando o Teorema 10, obtemos:

n—1 b
lim, {EO f& g & hi} = (R) /a J(@) ¢ () dv

Por outro lado, de acordo com o Teorema n.° 19, existe, também, o
limite do primeiro membro de (1), ou melhor:

n—1 b
lim { z f@&) lglars) — g(ai)]} = (89 /ﬂ (@) dg (2)

& i=0

Entretanto, sendo a (1) verdadeira para toda decomposicéo 3, con-
tinua verdadeira no limite, isto é:

b b
(80) f f(@) dg(@) = (B) / f@) g @) do

como queriamos provar.
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Um caso mais geral que o anterior se obtem substituindo a con- .
dico de g(x) possuir derivada finita, pela condicdo (mais fraca) de -
ser a R-integral de uma funcéo o(x), ndo necessariamente continua.
Dai, o seguinte teorema:

Teorema n.° 34 — Seja f(x) uma funcéo limitada no intervalo finito
[a, bl, e St-integravel, nesse intervalo, relativamente & meétrica g(z),
monétona em [a, b], e definida mediante a R-integral

§<x>=/za<s)ds i wcla bl

onde o(s) é uma funcdo limitada — continua ou descontinua — no
mesmo intervalo [a, b]. Entdo, se f(x) for R-integravel em [q, b], a
seguinte igualdade serd verdadeira:

b b
(80) f j (@) dg (@) = (B) _/ §(@) alz) dx

Demonstracdo — Consideremos uma qualquer decomposi¢do, 8, do
intervalo [a, b], dada por:’

8§ 1 oa=gy<a;<ay< .<an_1<a«n=b

Em face da propriedade aditiva e do teorema do valor médio —
validos para a R-integral — podemos escrever, sucessivamente:

‘ai4 1
g(az-l-l)_g(ai) = / a(@)dy , para i=0,1,2 .., n—1

e, em seguida:

gy 1) —g(a) = Bl — @) = w b, W
7:=0? 1}'9» ) n—1

onde, para cada indice i, p; € um numero real situado entre os extremos
da funcio a(r) no intervalo parcial [a;, a;..].

Multiplicando ambos os membros de cada igualdade (1) por f(E;) —
sendo @; < E; < a,,; — e somando em relacdo a i, vem:

5: FE) 0@ — 0@ = T FE wh @

=0
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Ora, sendo f(x) St-integravel relativamente a g (), existe, de acor-
do com o Teorema 19, o limite do primeiro membro de (2), ou me-
lhor:

n— b
li;n { Zl T [ga, 4+ — g(a,)]} = (89 [ J(2) dg (x)

i=0 )

Conseqiientemente, a (2) sendo verdadeira para toda decomposi-
cao d, do intervalo [a, b], existe também o limite do seu segundo mem-
bro, isto é:

"> .
(St) / f) dg(x) = Hclsn { Zl T(&) w, h,} 3)
a 1=0

Se provarmos, entdo, que o segundo membro de (3) € a R-integral
de f(x)a(x), o teorema ficara demonstrado

Para isso, consideremos a seguinte relacado, sempre verdadeira, qual-
quer que seja a decomposicdo, 3, do intervalo {a, b]

n—1

T (o) — S b | <L Tal®) = w176 1A @)

1=0

Por hipotese, as funcoes o(x) e f(z) sdo limitadas em [, b]. Indi-
quemos, pois, por M, e m, os extremos de a(z), no referido intervalo, e
tomemos K > 0 tal que |[f(z)| < K, para todo x € [a, D].

Ora, a condi¢io de R-integrabilidade, aplicada & fungéio o (), exige
que, dados &, > 0 e o, > 0, arbitrariamente pequenos, seja possivel achar
uma decomposicio, 8, do intervalo [a, b], tal que: a soma das ampli-
tudes de todos os intervalos parciais, onde a oscilagdo de a(x) supera
w,, € inferior a ¢,.

Assim, tomemos a decomposicdo d,, do intervalo [a, b], nas condi-
cdes anteriores. Entfo, podemos desdobrar o segundo membro de (4)
em dois somatorios, isto é:

T fale) — il 5@ b | Ewlt) i [ 1SE) D+
+ ]Z Lo (E) = me |+ 1S | e )

onde o somatério sobre j envolve todos os intervalos parciais em que a
oscilacdo de «(x) é ndo superior a w, e 0 somatorio sobre k abrange todos
os intervalos parciais em que a oscilacio de a(x) supera w,. Em outros
termos:

jolg) ~p, ] Sw, , para todo; , ¢ 2 h. <eg,
k
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Lembrando, ainda, que |f(¢)| <K e |f(&) ] < K , para todoj

ou todo k; e notando que | «(&) — w, | < M, —m, , para todo k, a (5)
nos permite escrever:

n—1

T (e —ml fE b | <wpKG—a) + M, —m) Ke (6)

i=0

Desde que a (6) permanece verdadeira para toda decomposico, 3,
tal que § « 3,; e definindo w, € & de modo que

€ _ €

0= TRG—a) ¢ o= P00, ~m)K

onde ¢ > 0 ainda é arbitrariamente pequeno, a mesma (6) nos da, fi-
nalmente:

5 lni [a(&)—m]f(&)hl'<s; se & = &

1
i=0

de onde conecluimos:

li;n {ng; la (&) — w) F(&) b } =0
ou, ainda:

lim ("}:1 a(€) f (&) h,-} = lim {
[ 0 8 i

i=

— 1

L Hi F&) hi} @)
Ora, sendo, por hipofese, a(x) e f(z) R-integraveis em [a, b], o

mesmo acontece com a funcio f(z).a(x). Porfanto, em face do Teorema

10, o limite do primeiro membro de (7) é a R-integral desta funcéo,
resultando

b n—1
(R) f @) al@)de = liam { Z:.o wi f (&) hi}

0 que completa a demonstracdo do teorema.

4. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Sabemos que, na pratica, o calculo da R-integral se faz utilizando
as chamadas funcdes primitivas, ao invés de se pesquisar o limite co-
mum das somas superior e inferior, de Darboux.

Do mesmo modo, nas suas aplicacoes praticas, o calculo da St-inte-
gral raramente é feito utilizando-se a sua definicdo, posto que esse
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calculo direto, mesmo em se tratando de fungGes bem simples, pode re-
velar-se assaz laborioso, quando néo impossivel

Na verdade, procura-se conduzir o célculo da St-integral ao calculo
de uma ou mais R-integrais, levando em conta o seu relacionamento.

Outrossim, as propriedades da St-integral, traduzidas nos diversos
teoremas que vimos de demonstrar, jogam um papel importante na sim-
plificacdo dos calculos e procedimentos que devam ser utilizados.

Daremos, a seguir, uns poucos exemplos praticos, mais a titulo de
ilustracdo que com outros objetivos

Ex. n.° 1 — Dada uma decomposicdo, §, do intervalo finito [ea, b],
chama-se norma, v, dessa decomposi¢cdo, & amplitude méxima do con-
junto de seus intervalos parciais.

Podemos comprovar, mediante exemplos, que, ainda quando g(x)
é¢ monoétona nao decrescente, pode haver sucessdes convergentes, de
somas da forma

S =2 5 s ) — g(a)

T=0

quando a norma, v, tende a zero, sem que, todavia, exista a St-integral

b
f J(x) dg (2)

Para demonstra-lo, consideremos, no intervalo [— 1, 1], as fun-
¢cOes assim definidas

j{x) = sen I
® . =

J) =1 1, se x>0

Tomemos a decomposicdo de norma v, do intervalo [—1, 1], dada
por:

—1 = qy <a; < ag < <dU,—; <aq, =1

de modo que o ponto z = 0 ndo coincida com nenhum dos pontos de
divisdo. Assim, existe o indice k¥ — sendo 0 < k < n — tal que’

a, <0 e Qg >0
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Formenos, agora, a soma Sv, relativa a tal decomposi¢éo:

P

S =" @) gl —ga)

=0

Em virtude das hipéteses, podemos escrever.

1=0,1,2, ,k—1,k+1, ,n—-1

Il
>
&

g(a, + 1) - .(/(at)
ga 1) —glay) = 1
Portanto, Sy ficara reduzida a

S, = fla,) = sen —— (1)
aj

Limitando-nos, apenas, as decomposicdes desse tipo, para que a
norma, v, tenda a zero, é suficiente que se faca a; tender a zero (pela
esquerda), a;,, tender a zero (pela direita) e que se mantenha

v < Oxyr — Ok,

Isto posto, seja &;, &z X5, ., T, .. UmMa sucessdo de numeros
reais negativas, tal que-

limz, =0

7n— ©

Se fizermos, entdo, a;, = ,, teremos, também

lima, =lme, =0

n— ®© n—

Supondo, ainda, que fazemos a;., tender a zero (pela direita) de
qualquer forma ¢ mantemos sempre v <X @i, — 0, resulta:

limv =0

n— ®

e ainda, em face de (1)

. . m
lim S, = lim sen —

y— 0 n-— © Ty

Ora, sabemos que, para qualquer z, = 0, vale a relagio

— 1 < sen
Ty
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de sorte que, pela escolha adequada da sucessfo &, &,, &5, . ., podemos
obter

P s
lim sen = [
n— T
sendo L um numero arbitrario do intervalo [—1, 1]. *

De fato, seja A um arco (medido em radianos) tal que

™

<A<—§ eque — sen A = L, com —1 < L < 1

z
2

Consideremos a sucessdo {X,}, de numeros negativos, assim de-
finida

™

x,,=~m,' n=1 23,
Entéao, vemos que limx, =0 ,
€ como
sen_i = sen[— (A + 2n7)] = —sen{d + 2nw) = —send = L

n

resulta, para tal sucessio:

lim S, = lim sen I =7

v— 0 n— Tn

b
Concluimos, pois, que a St-integral / f(x) dg(x) nao existe, posto
que, se existisse, §, ndo poderia tender para um limite arbitrario.

Ex. n.? 2 — Dada a funcéo
F(x)=(St)/ ddi+1) , 0K <2
!

onde [t] representa a parte inteira de ¢ e e indica a base dos loga-
ritmos neperianos, calcular F(I = 0).

Solucggo:

Observando que a funcdo f(f) = e é continua e que as funcées
g: &) = teg,(t) = [t] sdo monoétonas nio decrescentes, os Teoremas
n.%. 18 e 25 permitem-nos escrever:

F(x) = (SY) fle(t) dg, (&) + (S0) fle(t) dge () ey
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uma vez que existem, seguramente, as integrais do segundo membro
de (1).
Por outro lado, notando que g; (¢) = 1, o Teorema n.° 33 fornece.

(89 fl xf(t) dg; () = (R) fl FO g1 () dt = (R) [ e dt =[]
ou seja
(S fj FOdg, () = e —e 2

Para calcular a segunda integral, em (1), consideraremos dois ca-
50S8.

1.0 caso: x <« 1. Entao, em decorréncia da aditividade da St-inte-
gral (Teorema n.° 21), temos:

(S0 f 10 dgs ) = — (1) f ¢ dll

Agora, tomemos a decomposicéo, §, do intervalo [z, 1], dada por:
v=1l <l <t< <l <bL=1,

e formemos a soma superior, S3, da funcéo f(?), relativamente a g,(%);
obtemos:

n—1 .
S5=— X geltis) — gL,
=0

posto que o extremo superior de f(¢), no intervalo genérico [f, t;;.], €
M; =f(t,.,) =e:+: Entretanto, é facil constatar que.

0,1,2 . ,n-—2

i

]0, para ¢
92(t1+1> - g2<f1> = [t,,.}_ 1] - [[1] =

ll, para t =n —{
Nessas condicoes, resulta, para qualquer &

Sf=—e"=—¢

e dai:

1 T
lim {85 = — (80) f e dlt] = (S0 /1 JO) dgo() = — e (3)

v

728



2.0 caso: ¢ > 1. Entéo:

s f 10 a0 = @ [ ¢y

Todavia, para qualquer decomposicéo, §, do intervalo [1, ] — sen-
dol <z < 2 — temos:

golliv ) —get) = [tixJ—{t] =0, para +=0,1,2, .., n—1

0 que acarreta, para todo §: Sj = 0. Nessas condigdes:

lim (5} = (59 / "= S f 1) dgs(®) = 0 @

Combinando (2) e (3) — para x < 1 — ou combinando (2) e (4) —
para r >1 — obtemos, em face de (1):

" — %, se z<1
F(z) =
€ —e, se x>1

Portanto:

lim F@)=F{I -0 =—¢ ¢ lim Fl=FI+0) =0

z—1— z— 1+

Esses resultados mostram que F(x) € descontinua no ponto x = 1.
Porém, como F (1) = 0, vemos, também, que F(x) é continua & direita,
no referido ponto.

Ex. n.° 3 — Calcular a St-integral
f (2® 4 1) d[z]
(4]

Posto que f(x) = 2* + 1 é uma funcdo continua e g(z) = [z] é
uma funcio mondtona nido decrescente, no intervalo [0, 5], a St-inte-
gral em pauta existe. Portanto, de acordo com o Teorema 21, ela
também existe em qualquer subintervalo do intervalo considerado.

Tomemos, entdo, um nimero ¢ > 0, suficientemente pequeno. £ fa-
cil constatar que nos intervalos parciais [0,¢] e [k +¢, (K + 1 — e] —
sendok = 0,1, 2, 3, 4 — a funcio g(x) € constante, de sorte que, em tais
intervalos, a St-integral é nula. Nessas condicdes, aplicando a proprie-
dade aditiva (Teorema 21), podemos escrever:

Solucéo:

k+e I3
<x"+z)d[w}+f @+ 1) dlz] ()

k—e 6—¢

[ @t nam= %
0 k=1
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Calculemos, pois, inicialmente, a St-integral no intervalo genérico
[k —e k+e] — k=1,2,3 4 —. Para isso, consideremos a se-
guinte decomposicio:

d: k-—ewa0<a1<a2< PN <an_1<an=k+8
Admitamos, agora, que o ponto x = k pertenca ao intervalo parcial

[@;, 4;,,], da decomposicio 3, podendo, eventualmente, coincidir com o
extremo ;. ; desse intervalo. Entéo, formemos a soma

To="E 16 @) ~ gl = 'L 1@

onde, de um modo geral, &; é um ponto arbitrario do intervalo [, @.].

Se tomarmos, em particular, &, = k, a referida soma ficara redu-
zida

X = &) n; =1k

posto que, sendo g (x) constante nos intervalos [@;, 0.y.] onde i 5 j, isto
implica v, = 0; ao passo que, quando i = j, obtemos:

n=gjp) —gl)=k—~k—-1=1

Aplicando, agora, o Teorema n.° 19, achamos:

t+e
lim {Zs} = A @ + 1) dla] = § (o) = K* + 1 @

Para calcular a dltima integral que figura em (1), facamos a de-
composicéo

5 b—e=0< <A< ..Uy <=0

Tomando, em particular, £, _; = @, = 6, vemos que, por ser »; = 0,
para 1% n—1 e n,—,= 1, a s0ma correspondente

= niI FED) m

1= 0

fica reduzida a f(a.) = f(5). Portanto, usando novamente o Teorema
19, achamos:

lim {Xs} = /:5 %+ 1) dz] = 6°+ 1 3)

]
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Combinando (2) e (3), tendo em vista, (1), podemos escrever:

s 5
'[ (* + 1) dlz] = x (k*+ 1) = 60

Ex. n.° 4 — Calcular a St-integral
+1
f zd|z|
-1

De acordo com a propriedade aditiva da St-integral, podemos es-

Crever.
+1 0 +1
(St)[j xd]x[=(St)[1xd|x|+(St)[ rd|x]

Entretanto, se z < 0, temos |z] = — z; esez > 0, temos |z | = =
Portanto, resulta:

+1 0 1
(St)[z xd|xl=—(St)>[1xdx+(St)h[ z dx (1)

Para ambas as integrais do segundo membro de (1), podemos fazer
f(z) =zeg(x) = g, com g’'(x) — 1. Nessas condicOes, o Teorema 33
fornece:

Solucéo:

Finalmente, em virtude de (1):

(St)[jl zd|z]=1

Ex. n.° 5 — Se, sobre um segmento [a, b], h4 uma distribuicéo con-
tinua e uniforme de carga, além de um ndmero finito de cargas isoladas,
a distribuicio total de carga, no segmento [a, ], € uma fun¢ido descon-
tinua, g(x).

Mostre que o momento de ordem k, dessa distribuicdo, relativa-
mente & origem, é dado pela St-integral

b
fa f@ dg(@),
onde f(x) = x*.
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Solugéo:

Sejam x;, X, T3, . ., Tn as abscissas dos pontos em que se situam
as cargas isoladas qi, Qs Qs, ..., Qu, respectivamente,

O momento, de ordem k, da carga isolada g;, é dado por =z} ¢, por-
tanto, o momento, de ordem k, de todas as cargas isoladas pode ser
representada pelo somatorio

hia i
E T g,
1= 1

Por outro lado, sendo A a densidade linear de carga, da distribuicdo
continua, devemos ter: ’

dq
—— 22 A O = T
o dg = N da

Assim, o momento de ordem k, da carga elementar dg, suposta con-
centrada no ponto z, é dado por x*dq = A z* dx; de sorte que o momento,
de ordem k, da distribuicio continua de carga, pode ser expresso pela

R-integral
b
f A2t da

Indicando, pois, por M; o momento, de ordem k, da distribuicéo
total de carga, podemos escrever:

b e
Mk—:(R)[ At de+ % af g (1
o {0

Se fizermos, entdo, f(x) = 2" ¢ gl&) =1 o + }.53 q:, & facil consta-
T €T
tar que:

b
My, = (S f j (@) dg @) @

De fato, usando o Teorema n.° 25, podemos escrever-

b b . b
(89 f (@) dg@) = (St) / 2Pl @)+ (80)] f patdl X Q’f] 3

L]

Tendo em vista que 2% e A — derivada de A & — sfo funcdes R-inte-
grdveis, o Teorema 33 fornece:

b
(St) f ’ 2 d(\2) = (R) f A 2t de 4)
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Para calcular a segunda integral do segundo membro de (3), deve-

mos notar que — vide ex. n.0 3 — dado ¢ > 0 suficientemente pequeno a
referida integral é nula em todo intervalo da forma [x; + ¢, Zirz — €],

pois, nesses intervalos, X 4 € constante. Portanto, basta calcular

<z

aquela integral nos intervalos da forma [x; — &, x; + €].
Fazendo a decomposi¢do dada por
$1—8=a0<a1<a2<. <C(”_1<an=_’lti+g

e supondo que o ponto x; pertence ao intervalo parcial [a;, @;.:], o mes-
mo raciocinio desenvolvido no citado ex. n.° 3 nos da:

xit+ €
(St)f a;kd[z qiiI:xﬁ”ql; 1=1,2,...,m
ri— € ns

Conseqiientemente, a segunda integral do segundo membro da (3)
se reduz ao somatoério

m I
2 Ty g,
v =1

Levando este ultimo resultado na (3), juntamente com o obtido em
(4) e tendo em vista (1), achamos, finalmente

b
s [ 1@ g =,

Ex. n.° 6 — Calcular a St-integral

f5 [2] d(®~+ 1)
0

Fazendo f(x) — [z] e g(x) = z* - 1, vemos que f(x) € mondtona
ndo decrescente (logo, de variagdo limitada) e g(x) é continua. Nessas
condicbes — de acordo com os Teoremas 17-a e 18-a — existem as St-in-
tegrais de f(x) em relacdo a g(x) € de g(x) em relacdo a f(x) .

Aplicando, entdo, a férmula de integracéio por partes, obtemos:

Solucéo.

() f "l At 4 1) = [m o + 1)]'2 - f " 1) dla]

Vemos, de imediato, que

[[x} @+ J)]Z = 180
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Por outro lado, o ex. n© 3 nos da:

f5 @+ 1) dz] =

Conseqiientemente, temos:

(89 f ] d@® 4+ 1) = 70

Ex. n.° 7 — Calcular a St-integral do ex. n.? 6, desdobrando-a em
R-.ntegrais.
Solucao:

Notando que a funcéo f(r) = [z] s6 apresenta descontinuidades
nos pontos isolados 1, 2, 3, 4 e 5; e que a funcédo g(x) — 2* 4+ 1 tem
para derivada g¢’(x) == 2z, concluimos que f(r) e g¢'(xr) sdo R-inte-
graveis Entéo, aplicando o Teorema 33, vem:

(St)f ] d@® 4+ 1) = (R)/ z]a do

Por outro lado, sendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos es-
crever:

i+1—¢
(R) f ]z dz = lim Z (R) 2[x]x du

e>01=0 it e

Todavia, no intervalo [{ 4+ ¢, ¢ - I — £] a funcao f(xr) = [z] se
reduz ao inteiro i. Portanto:

i+ 1—e 1 1—e x? it+i1-—-¢
(R) 2]z dz = (R) Zix de = S [—2{‘

i+ e vt g 1+ e
ou seja:
1+ 1—¢
(R) 2xlede =4 +1) 1 —2%9

i+e

e dai:
1 —¢ ’
m (R) 2[c)x de = 2" 4+ 4
g—0 14 €

Conseqiientemente, podemos escrever:

(St)f ] d@’ + 1) = (R)f )z de = Z‘, (@40 =70

resultado que confirma o anterior,
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1. INTRODUCAO

1.1 A utilizacio de informacoes sobre estatisticas vitais seria a base
ideal para o conhecimento efetivo dos niveis e padroes da mortalidade

NOTA: As autoras fazem parte da equipe técnica do Centro Biasilelro de Estudos Demograficos
do IBGE
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e fecundidade. Como no Brasil o sistema de estatisticas vitais é bas-
tante deficiente, estimativas de mortalidade e fecundidade sdo obtidas,
indiretamente, pelo emprego de metodologias fundamentadas em dados
censitarios.

Em trabalho anterior, apresentado pelo CBED?, os autores dis-
correram sobre a dificuldade de se conhecer os niveis efetivos dos indi-
cadores demograficos, em virtude de diferentes resultados obtidos em
conseqiiéncia.:

a) da aplicacdo de diversas metodologias;
b) da utilizacdo de processos de correcdo na estrutura etaria;

c) dos erros de enumeragdo ou de ambos (b € c).

1.2 O objetivo do presente trabalho é apresentar a dificuldade de se
conhecer os niveis efetivos da mortalidade no periodo 60/70, conside-
rando-se os diferentes resultados encontrados, mediante a utilizacio da
mesma metodologia. A que foi empregada neste estudo é proposta pelo
Manual IV da ONU e foi aplicada as populacdes presente e residente e,
dentro de cada uma, aos resultados preliminares e definitivos.

2. METODOLOGIA

A metodologia adotada utiliza, unicamente, como fonte de informa-
¢80, os dados censitarios, sendo que as informactes basicas necessirias
a0 objetivo especifico do presente trabalho se apresentam discriminadas
segundo o sexo e grupos qiiingiienais de idade.

A estimativa é baseada nos dados dos censos de 1960 e 1970, e foi
necessario realizar algumas correcdoes para suprir as dificuldades en-
contradas. Como, em 1960, a partir dos 30 anos, a populacio residente
se apresenta dividida em grupos decenais de idade, aplicaram-se as pro-
porcoes de cada grupo qiiinqiienal dentro do grupo decenal da popu-
lac8o presente, para subdividi-la em grupos qiiingiienais. O mesmo ocor-
re com as populagdes residente e presente nos resultados preliminares
do censo de 1970, e usaram-se as propor¢oes de cada grupo qiiinqgiie-
nal dentro do grupo decenal verificadas nos resultados definitivos das
respectivas populacdes.

Em 1960, tem-se apenas os resultados preliminares (amostra de
aproximadamente 1,27% da populagdo e dos domicilios), que foram
usados em ambos 0S Casos.

A populacido de idade ignorada foi abandonada.

1 IRWIN, Richard & SPIELMAN, Evelyn. Introdugcdo & andlise das estimaiivas de indicadores
demogrdficos obtidas atiavés de diversas metodologias — Brasil 1940/1970 Apresentado
no Encontro Brasileiro de Estudos Populacionais, IBGE, 29 jul/3 ago 1974, Rio de
Janeito (GB)
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A metodologia empregada é, a seguir, sumariamente descrita:

— Projeta-se para 1970 a populacgéo observada em 1960, por grupos
gliingiienais de idade, segundo diferentes niveis de mortalidade das ta-
buas modelo “Oeste”. Tem-se portanto em 1970 a populacido sobrevi-
vente, de 10 anos e mais (segundo os diferentes niveis de mortalidade),
da populaclo de 0 anos e mais em 1960.

— Acumula-se, de baixo para cima, a populacéo observada em 1970
e as projetadas para 1970.

— Determina-ge, por interpolacio linear, o nivel de mortalidade
que produza uma populacdo projetada para 1970 igual & populacdo
observada em 1970,

— Seleciona-se o nivel mediano entre os nove primeiros niveis encon-
trados, e, por interpolagéo linear nas tdbuas modelo “Oeste”, obtém-se a
esperanca de vida ao nascimento correspondente aquele nivel

No anexo é apresentada, como ilustracido da metodologia, uma apli-
cacdo & populacdo presente masculina (resultados preliminares).

3. RESULTADOS

Na Tabela seguinte s8o apresentadas as estimativas de ¢, obtidas.

TABELA 1
ESTIMATIVA DE e. PARA O PERfODO 60/70

cAo POPULACAO
NT

SEXO RE E PRESENTE

RESULTADOS | RESULTADOS | RESULTADOS | RESULTADOS
PRELIMINARES| DEFINITIVOS [PRELIMINARES| DEFINITIVOS

Homens . 59,07 55,66 56,35 53,55
Mutheres 62,45 60,13 61,43 57,40

Como podemos observar, as estimativas obtidas apresentam uma
variac8o, para o sexo masculino, de até 5,52 anos (ou seja 10%), quan-
do utilizamos como informacdes basicas as populacdes residente (re-
sultados preliminares) e presente (resultados definitivos). Para a po-
pulacdo feminina, essa variagéo foi de 5,05 anos (ou seja 8,8%).

Comparando-se as estimativas obtidas a partir dos resultados pre-
liminares, podemos observar que para o sexo masculino a variacdo €
mais acentuada (2,72 anos ou 4,83%) do que para o feminino (1,02
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anos ou 1,66%). Ja para as estimativas obtidas a partir dos resulta-
dos definitivos observa-se uma maior diferenca para o sexo feminino
(2,73 anos ou 4,76%) do que no sexo masculino (2,11 anos ou 3,94%) .

4. CONCLUSOES

Os resultados obtidos através o emprego de uma mesma metodo-
logia apresentada no Manual IV das Nag¢des Unidas — as populacdes pre-
sente e residente, resultados definitivos e preliminares, mostram que
uma pequena variagdo nos dados basicos conduz a estimativas da espe-
ranga de vida ao nascimento bastante distintas. Este fato fica patente
ao se considerar as estimativas para as populacoes presente e residente
pois, dado que para o Brasil como um todo, as populagdes presente
e residente, a rigor, devem ser praticamente iguais, uma vez que a popu-
lagdo presente é formada pelos moradores presentes e ndo moradores
presentes, enquanto a populacio residente é formada pelos moradores
presentes e moradores ausentes e que, portanto, deveriam conduzir a
estimativas de e, bastante proximas.

Nota-se, assim, que a técnica utilizada € suscetivel a pequenas va-
riacdes na populagéo, como foi visto no caso das populagdes presente e
residente, que embora sendo praticamente iguais, apresentaram, quan-
do do calculo de e,, resultados bem diferentes. Portanto, torna-se ne-
cessario um certo cuidado no uso da técnica empregada, uma vez que
o resultado encontrado é utilizado em politicas de planejamento econd-
mico e social e que trard implicacdes, dependendo do resultado daquela
variavel, na formulacio dos objetivos das politicas do planejamento.
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ANEXO

TABELA I

BRASIL: POPULACAO PRESENTE (RESULTADOS PRELIMINARES)
HOMENS — 1960

i R O 3 M 3 TTVTON
G R]I)IEOS POPULACAO RAZOES DECENAIS DE SOBREVIVENCIA
T M 1960
IDADE .
Nivel 15 Nivel 17 Nivel 19 Nivel 13

0O+ 5 5 712 395 00,9462 0,9617 0,9756 0,9281
5 10 5 158 864 0,9718 0,9785 0,9848 (,9642
10 - 15 4 287 220 0,9644 00,9723 0,9797 0,9556
15 - 20 3 445 715 0,9532 0,9635 0,9733 0,9418
20 - 25 2 963 688 0,9456 0,9580 0,9695 0,9320
25 = 30 2 521 689 0,9378 0,9520 0,9652 0,9223
30 35 2 254 181 0,9253 0,9415 0,9567 0,9077
35 - 40 1 955 652 0,9066 0,9246 0,9420 0,8873
40 - 45 1 652 516 0,8793 (),8989 0,9183 0,8587
45 - 50 1399 968 0,8394 0,8607 0,8820 0,8178
50 + 55 1123 775 0,7822 01,8052 0,8288 10,7592
55 60 827 679 0,7022 0,7273 0,7533 0,6776
60 - 65 728 135 0,5966 0,6228 0,6504 0,5713
65 = 70 396 121 0,4645 0,4899 0,5171 0,4402
70 e mais 529 773 0,2004 0,2149 0,2314 0,1874

1ONTE: Anudiio Demogidfico da ONU — 1969

TABELA II

BRASIL® POPULACAO PRESENTE (RESULTADOS PRELIMINARES)
HOMENS — 1970

POPULACAO PROJETADA

GRUPOS POPULACAO (ACUMULADA) SEGUNDO NIVEL
DE EM 1970 DIFERENTES NIVEIS DE DE
IDADE (ACUMU- AMORTALIDADLE MORTA-
LADA) LIDADIS
Nivel 15 Nivel 17 Nivel 19
10 +— 15 32 113 239 31 676 567 32 158 960 32 621 549 16,8104
5~ 20 26 299 482 26 271 499 26 665 350 27 048 536 15,1421
20 t+ 25 21 417 685 21 258 115 21 617 402 21 968 087 15,8883
25 - 30 17 419 250 17 123 520 17 448 938 17 767 898 16,8175
30 35 14 252 091 13 839 064 14 128 992 14 414 184 17,8633
35 1 40 11 486 225 11 036 601 11 289 779 11 540 888 18,5646
40 | 45 9 015 187 8 671 761 8 889 131 9 106 954 18,1574
45 50 6 761 932 6 585 967 6 766 820 6 950 379 16,9459
50 - b5 4 994 361 4 812 973 4 958 624 5 108 155 17,4780
55 1= 60 3 408 449 3 359 916 3 473 177 3 590 650 -
60 65 2 330 843 2 184 783 2 268 225 2 355 878 -
65 + 70 1 406 994 1 305 766 1 363 361 1 424 493 -
70+ 75 788 454 724 570 761 390 801 002 -
75 + 80 399 570 200 165 307 908 327 423
80 e mais 203 978 106 167 113 848 122 589

FONTE: Censo Demogiédfico — Brasil — 1970
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1. INTRODUCAO

O propésito deste ensaio é apresentar algumas idéias sobre o pro-
blema do bem-estar e a desigualdade na distribuicdo de renda com
base nestas opinides fazer uma pequena apologia aos indices de desi-
gualdade em geral e, em particular, ao indice de Gini'. A motivacdo
para este procedimento fundamenta-se no fato de que se tem criticado
muito os indicadores da desigualdade da distribuicdo de renda pela

1 Deve-se entender como indice de desigualdade, a tentativa de resumir em um unico indicador
a situacio da desigualdade de 1enda N#o se pretende dizer que estudos da situacido
da distribuicio de renda s6 devam ser feitos através de indices de desigualdade Existem
varios métodos aglternativos de se abordar os problemas de distiibuicio de 1enda, por exem-
plo, atiavés da distiibuicdo decilica ou de métodos giaficos, que podem iluminar com
mais detalhes do gue um indice sintético

R bras Estat , Rio de Janeiro, 36 (144) : 743-752, out /dez 1975



pouca informacfio que oferecem sobre o bem-estar. Grande parte da
insatisfacdo com as medidas de desigualdade deve-se, em primeiro lu-
gar, ao fato de se esperar de um indice muito mais informagdes do que
ele realmente tem condicdo de dar; em segundo lugar, pela falta de um
conhecimento mais aprofundado do significado e das propriedades de
cada indice.

O problema da mensuracao do grau de desigualdade deve ser en-
carado com mais seriedade peles pesquisadores pois é anterior a qual-
quer outra manifestacdo a respeito das condigdes da distribuicio de
renda.

E preciso esclarecer que muitos indicadores de desigualdade, ape-
sar de terem seus nomes ligados a grandes pesquisadores da situacao
da distribuicdo da renda, sdo medidas adequadas para qualquer atri-
buto, tendo por isso uma validade que nio pode ser ameacada pela
incapacidade destes indices em fornecer informacodes vinculadas a um
atributo especifico, como é o caso da Renda.

Néo se deve esquecer que a conotacio de bem-estar que advém de
um indicador de desigualdade de renda surge em funcdo do atributo
renda. Deve-se estar alerta para este fato a fim de que n#o se rejeite
um indice de desigualdade pelas dificuldades introduzidas pelo atributo
ao qual se refere, pois, como medidas de desigualdade, todos os indices
apresentam suas vantagens e desvantagens.

2. BEM-ESTAR E DESIGUALDADE NA DISTRIBUICAO DE RENDA

O proposito desta parte é apresentar algumas opiniées sobre o
profolema do bem-estar e a desigualdade na distribuicdo de renda. Pre-
tende-se lancar algumas idéias incipientes sobre que tipo de informa-
¢cdo a respeito do bem-estar (da maneira como sera qualificado) se -
pode obter através do calculo dos indices de desigualdade da distri-
buicdo da renda,

Para os eccnomistas o problema do bem-estar é relativamente com-
plicado porque bem-estar é um conceito que envolve uma pesada carga
de subjetivismo. Qualquer tentativa de se formular uma defini¢do do
conceito nos levaria a afirmacdes de carater ético. Estas afirmagoes de
carater ético sBo comumente chamadas de juizos de valor. Sio avalia-
coes cujo apoio 16gico ndo se baseia no raciocinio positivo.

Apesar desta dificuldade, na pratica, as vezes, 0os economistas sem
muita preocupacio tedrica usam o termo bem-estar sem qualifica-lo
antecipadamente. Em verdade, o termo usado sempre tem uma con-
cepcdo subjetiva nfo explicita. Apesar desta falta de preocupagdo com
o termo, pode-se entender bem-estar como o resultado obtido pelo aten-
dimento de necessidades individuais, quaisquer que elas sejam. Pode-se
dizer que um individuo possui bem-estar se ele tem condicbes de obter
a satisfacfio de um certo conjunto de necessidades. As vezes, pode-se
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referir as necessidades que sfo mais importantes para sua existéncia
e para sua manutencio do dia a dia. Pode-se admitir que houve um
aumento de bem-estar quando as condi¢oes de atendimento das neces-
sidades forem melhoradas quantitativa ou qualitativamente ou de am-
bas as maneiras. Entdo pode-se dizer que houve um aumento quantita-
tivo quando, apesar de as condices de atendimento néo se modifica-
rem, o numero de necessidades satisfeitas aumentarem ou por inclusio
de novas necessidades ou por satisfacdo de necessidades até entdo néo
atendidas. Pode-se, assim conceber como sendo um aumento qualitativo
do bem-estar quando apesar da gama de necessidades atendidas ou
satisfeitas permanecerem as mesmas, houver uma modificacdo da ma-
neira como este atendimento é feito, tal que as pessoas se sintfam mais
satisfeitas. Enfim, em regra, o que deve acontecer na pratica quando ha
mudancas do bem-estar é um misto de mudancas qualitativas e quan-
titativas, advindas ora pela oferta de outros bens ora pela mudanca da
qualidade dos bens anteriores ou ambas as situagoes.

Apesar da aparente coeréncia deste ponto de vista néo se pode ne-
gar que também é um conceito arbitrario, devendo, no entanto, se apro-
ximar daquilo que talvez muitos entendam como bem-estar ou mudan-
cas de bem-estar Se o conceito é bom ou ruim nao é posto em discusséo.
O problema é que é preciso gualificar um conceito para poder usa-lo. E
acredito que este conceito preenche os requisitos necessarios para os
objetivos colimados nesta monografia.

Nao ha duvida que existem varios fatores fora a renda individual,
como por exemplo, o nascer do dia, o ar que respiramos, a temperatura
ambiente, a existéncia de outros individuos (e mesmo a renda dos
outros individuos), o pagamento em espécie, a colheita de frutos in
natura, etc .. E plausivel admitir-se que o bem-estar é condicionado
por um numero grande de fatores. Entre estes fatores destaca-se a renda
como um dos principais, oferecendo condicoes de atendimento de neces-
sidades outras, que néo seja a necessidade pela prépria renda.

Na sociedade moderna, enfretanto, uma grande parte das neces-
sidades é satisfeita através do uso da renda monetaria. Isto em funcéo
do grau de dependéncia que existe nestas sociedades, onde os individuos
procuram atender a maior parte de suas necessidades indiretamente,
através da prestacdo de servicos em troca de uma retribuicdo em renda
monetaria. Renda essa que ird Ihe fornecer as condicoes de atendimento
de um grande numero de necessidades.

No caso das sociedades menos desenvolvidas 2, onde a monetariza-
¢cao ainda nfo atingiu um grau de desenvolvimentc malor, alguns se-
tores da economia ndo recompensam a prestacio de servicos totalmente
com renda monetaria. E o caso do setor primério dessas sociedades,
em que grande parte das necessidades sdo condicionadas por fatores
outros que ndo a renda monetaria. Além disso esses fatores, atendem a

4 K necessdlio lembiar que aqul estou considerando uma economia tipo capltalista baseada
no trabalho assalariado onde o glau de monetarizagio funcionaria como um indicador
da 1elevancia da 1enda pessoal como elemento do bem-estar
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maior parte das necessidades que um individuo pode ter. Contudo,’
nos outros dois setores, secundério e terciario, a renda monetéaria ainda
é um fator crucial como condicionador da satisfacio das necessidades

individuais. Basta perguntar quais as necessidades que poderdo ser

satisfeitas por um individuo que trabalha na industria automobilistica
se ele néo receber nenhuma remuneragdo? Quais as necessidades que

um comerciario pode satisfazer quando ndo recebe o salario? O paga-
mento em espécie nem sempre funciona ja que os individuos traba-

lham em setores cuja producdo quase sempre é constituida de bens que

néo podem ser consumidos por eles.

Enfim, apesar da arbitrariedade do conceito de bem-estar aqui
apresentado, é plausivel introduzir-se a renda como um dos principais
fatores que propiciam aos individuos a satisfacéo de suas necessidades.
Néo podemos afirmar que a renda representa o bem-estar do individuo
pois ela € somente um dos fatores que possibilitam aos individuos satis-
fazerem certas necessidades. Mas uma parcela do bem-estar é satisfeita
pela renda. E quanto mais desenvolvido economicamente o pais, maior
parcela do bem-estar individual esta dependente da renda monetaria
individual.

Tendo em mente estas idéias n&o se pode desvincular a renda mo-
netaria do bem-estar, principalmente quando o pais estd se desenvol-
vendo, pois, cada vez mais, o bem-estar na populacéo depende da renda
monetaria recebidas. '

Portanto, quando se estuda o grau de concentracio da renda atra-
vés de um indice como o de Gini, em verdade, estamos estudando o
grau de concentragdo do bem-estar que as rendas permitem obter atra-
ves das necessidades que elas permitem satisfazer. Assim, fazendo-se a
hipétese de que o bem-estar é diretamente proporcional & renda, quan-
do medimos o grau de concentragdo da renda, estamos indiretamente
medindo o grau de concentracgdo do bem-estar. Os indicadores do grau
de concentracdo nao foram idealizados para medir o valor absoluto do
bem-estar e nem mesmo da renda. Entretanto, o fato dos indices de
desigualdade ndo terem grande significancia como indicadores do au-
mento ou diminuicdo do bem-estar, em termos absolutos, nio ¢ mo-
tivo para rejeita-los j4 que representam indices resumos para medir
o grau de desigualdade de qualquer atributo, podendo servir como um
indicador do grau de concentracdo do bem-estar que depende da renda
individual,

3 Assim, 0 bem-estar é umsa funcfo da Renda Individual, ou seja:

dB
By = F(R), ﬁ >0

Neste caso a rends representaria todos os bens que o individuo 1 pode comprar com &
Renda Ri:. Isto & se ha um acréscimo de renda necessariamente deve haver um
aumento do bem-estar Trata-se de uma hipétese simplificadora, pois estd se 1eferindo a
uma parte do bem-estar, condicionada pelo fator renda. '‘E a hip6tese torna-se mals
atraente & medida que os individuos dependem apenas de sua renda para obter
bem-estar O bem-estar do individuo pode depender da renda dos outros individuos
indicando Inveja ou satisfagio o que faz, respectivamente, diminuir ou aumentar
o bem-estar com o aumento da renda dos outros individuos (R;) Ou seja:

B dB B
Bi=F(Ri, ), G2->0, 52L >0 o IX

¥ <o
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Com base nesta qualificacdo do conceito de bem-estar e apesar de
se concordar que os indices de desigualdade de renda néo podem
indicar aumento ou diminuicdo do bem-estar parece estar claro que
estes indices podem dar uma indicacdo do que estd acontecendo com
o grau de concentracio do bem-estar quando se faz a hipdtese sim-
plificadora de que o bem-estar é diretamente proporcional & renda. Ou
seja, quando um indice de desigualdade de renda aumenta poder-se-ia
interpretar como uma piora na distribuicéo de bem-estar apesar de néo
se poder afirmar se o bem-estar aumentou, diminuiu ou permaneceu
constante. Além do mais isto sé6 é possivel para uma parcela do bem-
estar que é condicionada pela renda. Mas néo deixa de ser uma infor-
macao importante a respeito do bem-estar individual.

3. EM DEFESA DE UM INDICADOR DE DESIGUALDADE

Nesta parte pretende-se fazer uma répida defesa do uso do indice
de Gini em particular, e, em geral, de todos os indicadores de desigual-
dade de renda ja que todos eles apresentam suas vantagens e desvan-
tagens, devendo ser escolhido em funcao dos propésitos da pesquisa e
das facilidades de computacéo disponiveis.

A incapacidade dos indices de desigualdade darem informacoes
sobre o aumento ou diminuicdo do nivel de bem-estar é geral. Esta
relacionada com qualquer tipo de indice usado, seja ele indice de Gini,
Pareto, Theil, Varidncia dos Logaritmos, etc.t. No entanto, a carga
de critica tem recaido mais fortemente sobre o indice de Gini. E as
criticas chegaram a tal ponto de se transformar em refrdo dizer que
medir a desigualdade usando o indice de Gini é ineficiente. Portanto,
parece oportuno fazer algumas consideracoes sobre este instrumento de
medida que, dada a sua popularidade e a falta de compreenséo do seu
verdadeiro significado e de sua verdadeira utilidade, tem sido motivo
de chacota entre economistas. Grande parte das criticas baseia-se na
falta de compreensdo por parte dos usudrios do significado e utilidade
do indice em questfo. £ como se criticassem o Barémetro pela sua in-
capacidade de medir a temperatura ambiente e tentassem se desfazer
dele sem refletir sobre a sua verdadeira utilidade. O mesmo parece se
passar com o indice de Gini.

Alguns economistas mais esclarecidos apresentam objecdes ao in-
dice de Gini pela sua ambigiiidade tdo decantada entre os que o conhe-
cem mais de perto. A ambigiiidade 5 surge quando se tem duas curvas

1 Para uma discussio rapida das medidas de desigualdade, com as vantagens e desvantagens
de cada uma recomenda-se o trabalho COSTA, Ramonaval A Medidas de Desigualdade
de Renda que possui uma bibliografia relativamente amplae sobre os varios indices

5 Sobre & ambigiiidade que surge no caso do cruzamento de duas curvas de Lorenz vide
BOWMAN, Mary J. A Graphical analysis of Personal Income Distributhn in _the
United States In: IRWIN, Richaid D Readings in the Theory of Income Distribution.
Inc. reprinted october 1963
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de Lorenz que se cortam e apresentam a mesma 4rea de desigualdade,
como ilustra o grafico que segue:
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Acredito que esta ambigiiidade.s6 tem sentido quando se pretende
obter dele uma informacdo diferente do grau de desigualdade. Se nos
restringirmos as informacdes que o indice tem capacidade para for-
necer, a idéia de ambigiiidade perde sua forca e a qualidade do indice,
como medida de desigualdade, nao fica tdo afetada, no caso em que as
areas OAB e OAB’ sdo iguais.

A idéia da ambigiiidade surge pelo fato de nfo se conseguir esta-
belecer uma relacéo biunivoca entre o valor do indice de Gini e a curva
de Lorenz ¢, Nestas circunsténcias caracteriza-se uma situacio na qual
um mesmo valor do indice de Gini representaria ambiguamente dife-
rentes situacdes do bem-estar (quando se tenfa dar uma conotacéo de
bem-estar a uma medida de desigualdade) pois, apesar da igualdade
das areas, ndo se pode esquecer que a cada curva correspondem condi-
¢Oes econémicas diferentes. Mas quanto ao mesmo grau de desigualdade
em condi¢Oes econdmicas diferentes néo parece haver muito problema,
pois se trata de um evento perfeitamente possivel. Pode-se afirmar que
nesta situacdo o indice nao melhora a informacao sugerida pela curva
de Lorenz. Portanto, a idéia de ambigiiidade s6 seria levantada se fosse
feita a vinculacdo de indice de desigualdade com o nivel de bem-estar
fato negado acima.

Mesmo quando se tenta ampliar a gama de informacdes que estéo
contidas num indice de desigualdade, fazendo-se a hipdtese simplifi-

¢ Apesar de existirem outros métodos graficos tentando descrever uma distribuicdo de renda a
curvse de Lorenz, mesmo escondendo mais informacdes do que fornece, é a mais
utilizada podendo ser assimilada, sem muitas dificuldades analiticas A mensagem €
muito clara apesar da existéncia de algumas ambigiiidades nos casos discutidos no
texto Para um melhor conhecimento da curva de Lorenz e sua origem veja-se o artigo
de LORENZ, M O. Methods of measuring the conceniration of wealth. Washington,
D.C., American Statistical Association June 1905 (New Series, n° 70). Veja-se também
BOWMAN, Mary J. A graphical analysis of personal income distribution in the United
States. In: IRWIN, Richard D Readings in the Theory of Income Distribution Inc
reprinted october 1963
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cadora de gue a renda seria considerada como um indicador do bem-
estar, situacio esta em que o indice de Gini poderia ser entendido tam-
bém como um indicador do grau de desigualdade de distribuicdo do bem-
estar. Também neste caso a idéia de ambigiiidade perderia um pouco a
sua forca ja que é possivel admitir duas situagdes onde o bem-estar
é nitidamente diferente, porém o bem-estar individual (representado
neste caso pela renda) seria distribuido com o mesmo grau de desi-
gualdade.

Uma vez diminuido o impacto da critica feita ao indice em termos
da ambigliidade que surge por ocasifio das curvas de Lorenz se cruza-
rem, gerando areas iguais, e considerando-se que grande parte das im-
perfeicbes da medida de Gini como um indicador do grau de desigual-
dade de renda, sio comuns aos demais indices conhecidos, pois nédo se
tem nenhum indice perfeito (todos eles nos déo aproximacoes), seria
interessante ressaltar algumas das caracteristicas que fazem do indice
de Gini um indicador do grau de desigualdade de renda, operacional e
eficiente como medida de desigualdade.

Pode-se enunciar, pelo menos, trés vantagens relevantes do indice
de Gini como medida de desigualdade. A primeira é a independéncia da
forma da distribuicdo. Ndo € preciso ter uma distribuicdo de renda
de uma determinada forma para se poder utilizar esta medida. Isto é,
a medida dispensa qualquer ajustamento de fungdes. O que nédo acon-
tece com os indicadores derivados de uma funcéo de Pareto e Log-Nor-
mal.

A segunda é o seu significado vinculado & curva de Lorenz, con-
siderada como o melhor resumo sobre a situacdo da desigualdade de
renda que se pode obter até o momento. O significado do indice de
Gini pode ser apresentado como uma razio entre areas de desigual-
dade, a desigualdade existente sobre o méximo de desigualdade teorica-
mente possivel. E este fato podera ser rapidamente visualizado através
do grafico que segue:
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onde OAB = maximo de desigualdade que se pode admitir (quando um
unico individuo possui toda a renda), OAB’ = a desigualdade existente,
OA = perfeita igualdade ou desigualdade zero. Podendo-se representar
o indice de Gini pela seguinte férmula:

OAB _ Desigualdade existente
OAB Mdxima desigualdade

G:

Trata-se, portanto, de indice de facil compreensio e esta fadado a se
popularizar pela sua simplicidade. Percebe-se que se trata de uma ra-
za0, 0 que justifica chamé-lo de RAZAO DE CONCENTRACAO (concen-
tration ratio), deixando o nome de indice de Gini (Gini index) para
um outro coeficiente formulado por Conrado Gini com caracteristicas
diferentes deste que ora discutimos 7.

A terceira vantagem da razdo é a relativa facilidade de céalculo
quando comparada com os demais indices como Pareto, Theil, Variin-
cia de Logaritmos. Deve-se lembrar que o indice de Pareto envolve ajus-
tamento de uma funcfo aos dados, ao passo que os dois Ultimos (Theil
e Variéncia dos Logaritmos) necessitam céalculo de logaritmo, que apesar
de ser ficil envolve uma, certa especializacdo ... Mesmo as nocdes que
norteiam a execucéo do indice sdo mais simples e accessiveis, nio
necessitando conhecimento da teoria da informacio, como é o
caso do indice de Theil, nem o entendimento do significado de uma va-
ridncia para melhor entender a informacgdo contida na varidncia dos
logaritmos. N&o se pode negar que também é possivel dar uma certa
sofisticacdo ao significado da razdo de concentracdo de Gini, mas que
€ dispensavel j& que sua verséo mais simples é suficiente para demons-
trar o seu significado.

Recentemente, o professor Joseph L. Gastwirth procurou contor-

nar algumas criticas comumente dirigidas & razio de conecentracfo,
superando o problema tdo conhecido de subestimacio deste coeficiente
através da introducéo de dois limites, um inferior e outro superior. Ou
seja, construindo um intervalo dentro do qual o valor do coeficiente
deverd estars. O trabalho também apresenta solugbes que permitem
utilizar a razdo de concentracéo, mesmo quando se deparam com va-
lores negativos de renda. Este trabalho vem como um reforco as demais
propriedades do indice. Com esta contribui¢@o o professor Gastwirth deu

¥ Trata-se de um indice que apresenta certas caracteristicas semelhantes ao indice de Pareto
no que se iefere as variaveis e método de obtencéo Pode ser apresentado na seguinte’
forma: Log N = log p -+ & log Az, onde N é a populacfio com renda x ou mais, P é uma
constante, 4x é a renda acumulada dos que ganham mais que x Sendo que 8§ é o
coeficiente de Gini. Este coeficiente é mais sensivel que o indice de Pareto, denunciado
com mails propriedade as diferencas de desigualdade de renda Apesar de ser fécil
o seu calculo néo foi amplamente divulgado como € o caso do indice de Pareto B
encontrado em poucos trabalhos Veja-se o artigo de Mary J Bowman ja referido an-
teriotmente

8 Para uma explicacdo rapida do intervalo para a Raz#o de Concentragio de Gini, veja-se
COSTA, Ramonaval A. Medidas de Desigualdade de renda, pagina 18 O trabalho origi-
nal é de GASTWIRTH, Joseph L The Estimation of the Lorenz Curve and Gini index
Review of Economics and Statistics, Cambridge, Mass , 54(3) aug 1972
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um grande apoio as opinides de um conhecido entusiasta da razdo de
concentracao de Gini, o professor J. Morgan, que em 1968 fez a seguinte
declaracdo “The Gini index is the best single measure of inequality”®.

4. CONCLUSOES

Houve neste trabalho uma tentativa de ressaltar que as me-
didas de desigualdade de renda, apesar de ndo poderem apresentar
evidéncias sobre 0 aumento ou diminuicdo do bem-estar, podem, pelo
menos, sob hipéteses simplificadoras especiais, serem interpretadas
como indicadores do grau de desigualdade da distribuicfo do bem-estar,
ou melhor, de uma parcela do bem-estar.
™ Em seguida foi dada uma atencdo especial & razio de concentra-
cdo de Gini em funcfo das criticas que se tem presenciado em semi-
narios, leituras de jornais e revistas, aulas e em conversas informais
com técnicos de varias especialidades, sobre a ineficiéncia de tal me-
dida O primeiro objetivo foi defender um instrumento que por suas
qualidades, suas vantagens e mormente sua simplicidade ndo deve deixar
de ser usado O segundo objetivo foi chamar atencéo para o fato de que
as medidas de desigualdade (Razdo de Concentracéo, Theil, Variancia
dos Logaritmos, Pareto, etc) devem ser usadas com um minimo de
conhecimento a respeito do seu verdadeiro significado e de suas pro-
priedades.

Espero, com o que foi dito neste ensaio, poder contribuir marginal-
mente para que as discussoes, sobre os problemas do grau de concen-
tracio de renda se facam sem ser preciso apelar para as deficiéncias
desta ou daquela medida com o fim de desmerecer evidéncias de au-
mento da desigualdade de renda que porventura possa ocorrer €m
qualquer palis.

3 Vide MORGAN, J The Anatomy of Income Distiibution Review of Economics and Statistic,
Cambiidge, Mais, 1962
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RESENHA BIBLIOGRAFICA

SINGER, Paul. Curso de In-
troducdo o Economia Poli-
tica. Rio de Janeiro, Forense
Universitaria, 1975

A originalidade no método de
abordagem da matéria é, sem du-
vida, o principal mérito desse livro
de Paul Singer. Seu Curso de In-
troduclo a Economia Politica par-
te da comparacdo de dois corpos
tedricos existentes — o marginalis-
ta — keynesiano e o marxista —
procurando destacar contrastes,
acertos e erros nas contribuigoes
dessas correntes, para o entendi-
mento da organizacdo econdmica
capitalista. A abordagem resultan-
te é antidogmaética por definicéo,
o que destaca esse livro dentre os
livros didaticos de economia que,
em sua maior parte, apresentam
teorias e conceitos de uma deter-
minada corrente como verdades
absolutas.

A escolha dos temas conside-
rados como fundamentais para a
descricao € o entendimento da eco-
nomia capitalista, assim como das
teorias e autores, néo é, entretan-

to, como salienta o préprio autor,
no primeiro capitulo, uma escolha
isenta de posicdo ideolégica. Se-
gundo Singer, todo o debate tedri-
co apresentado estd ligado as di-
vergéncias e lutas de nosso tempo
e ele salienta essa ligacao constan-
temente no decorrer do livro, en-
caminhando o leitor a debates
atuais como a intervencéo do Esta-
do nas economias capitalistas, a
internacionalizacdo do capital, os
problemas da sociedade de consu-
mo e outros mais.

O livro resultou de uma série
de aulas dadas em 1968 no Tea-
tro de Arena em Sido Paulo. Por
isso seu tom é de exposicio oral
0 que, por um lado, torna sua lej-
tura bastante interessante e viva,
mas que por outro, tende a dificul-
tar a sua adog@o como livro-texto,
sem o acompanhamento por outros
livros em que os conceitos econd-
micos estejam definidos de modo
mais preciso. Além disso a apre-
sentacdo de bibliografia se restrin-
ge ao corpo do texto, nfo havendo
um indice bibliografico onde o alu-

R bras Estat , Rio de Janeiro 36 (144) : 753-763, out /dez 1975



no possa facilmente se orientar
para consultas posteriores.

Singer n&o analisa como se
deu o surgimento de cada uma das
duas teorias em estudo e ndo sa-
lienta que a jungdo marginalista
— keynesiana — & uma opcéo sua,
ora expde argumentos de uma, ora
de outra, o que pode dar ao leitor
a impressdo de que existe um cor-
po tedrico homogéneo marginalista
keynesiano. Um capitulo introdu-
torio sobre as condicdes histéricas
que motivaram o surgimento de
cada uma das teorias assim como
a exposicdo sucinta de suas dife-
rengas poderia permitir ao leitor
uma melhor apreciagéo das teorias,
principalmente no que diz respeito
& keynesiana.

Inicialmente, Singer conceitua
valor-utilidade e valor-trabalho e
através dessas definicbes béasicas
a cada uma das teorias, antecipa
a dicotomia existente entre elas
na explicacdo da atividade econd-
mica.

Ele salienta que a definicdo de
valor marginalista parte do rela-
cionamento entre os homens e a
natureza visando atender necessi-
dades que sdo fundamentalmente
subjetivas. Como conseqiiéncia, to-
da a teoria marginalista partira
sempre da andlise do comporta-
mento de um agente econdmico
(familia, empresa, etc.) para o
qual se supde uma racionalidade
de aclo de forma que a teoria pos-
sa ser construida.

A teoria marxista parte da re-
lagao que se estabelece entre os ho-
mens visando a producgéo e o con-
ceito de valor depende do tempo
de trabalho produtivo que os indi-
viduos gastam na atividade eco-
némica. Esta definicdo antecipa o
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interesse marxista na geracgdo e
apropriaciio do excedente. -

Singer enfatiza também o fato
de que a teorja do valor-trabalho
¢ “essencialmente macroecondmi-
ca e s se preocupa com a €Cono-
mia como um todo e a um prazo
relativamente longo” (pag. 21),
devendo incorporar conhecimentos
que tenham surgido da teoria mar-
ginalista que se preocupa mais
com o curto prazo € com a opera-
cionalidade.

O autor aborda em seguida, a
reparticdo da renda, tema sobre o
qual as duas correntes tem diver-
géncias profundas. A escola mar-
ginalista explica a distribuic@o de
renda através da posse e da remu-
neracdo devida a cada um dos fa-
tores de producao (terra, trabalho,
capital e capital monetario). A
posse ela ndo se propde a explicar,
enquanto que a remuneracao é de-
terminada tecnicamente através da
contribuicdo que cada fator d4 ao
produto. Tal afirmacio da teoria
marginalista, segundo Singer, “in-
duz a quem a estuda a supor que
sempre ha justica na reparticdo”
(pag. 39).

Na exposicdo da teoria marxis-
ta da reparticio da renda, o autor
salienta que a divisdo do excedente
entre remuneracio do trabalho e
mais valia oscila entre um limite
minimo para os trabalhadores,
qual seja o seu custo de reprodu-
cdo e um maximo que é tal que
mantenha o excedente necessario
para os elementos improdutivos e o
processo de acumulagéo de capital.
E que esta divisio se estabelece ndo
a nivel técnico ou econdmico mas
sim através da luta de classes.



Quanto ao excedente econo-
mico, Singer contrasta sua defini-
cdo pela teoria keynesiana e pela
teoria marxista, isto é, a poupanca
e & mais valia. A poupanca é enca-
rada como o rendimento néo con-
sumido que serd tanto maior quan-
to maior for o nivel de renda. O au-
tor salienta que a partir dessa 1l-
tima hipétese uma maior concen-
tracdo de renda pode ser uma poli-
tica eficaz de aumento de poupan-
ca. Ao colocar este raciocinio
como uma conseqliéncia da teoria
keynesiana Singer ignora a adver-
téncia de Keynes de que “a dis-
tribuicéo de rendimentos num sen-
tido favoravel & propensdo a con-
sumir podenr acelerar grandemen-
te o crescimento do capital”

Na teoria marxista, o exce-
dente também tende a crescer atra-
vés da producdo de mais valia ab-
soluta (acréscimo do produto so-
cial em horas trabalhadas sem
aumento da remuneracido do tra-
balho) ou da producdo de mais
valia relativa (aumento mais que
proporcional do produto social do
que da remuneracdo do trabalho
possibilitado pela evolucio da tec-
nologia) No entanto, qualquer
das formas de producado de mais
valia, pressupde um aumento do
capital constante empregado (ma-
térias-primas e desgaste de equipa-
mentos e instalacoes). Esse fato
levou Marx a supor que, embora o
excedente crescesse com o tempo,
a taxa de lucro (relacdo mais va-
lia produto social) decresceria. Es-
sa hipdtese é importante em sua
teoria dos ciclos econdmicos e néo
se verificou na pratica. Singer
apresenta duas explicacOes prova-
veis para a manutencéo da taxa de
lucro, uma baseada no fato do ca-

pital constante ser medido em ho-
ras de trabalho que também fo-
ram afetadas por modificacdo de
produtividade e ouftra baseada na
mudang¢a do capitalismo concor-
rencial para o monopolista (Swee-
zy e Baran)

Para os teéricos marxistas a
acumulacdo na economia capita-
lista se d& sempre ciclicamente. Na
visdo de Marx, esses ciclos eram
causados pelo esgotamento do exér-
cito industrial de reserva que for-
cava para cima a remuneracao do
trabalho e para baixo a taxa de
lucros e a acumulacgdo, gerando
com isso uma crise. Esta seria su-
perada através de inovagdes tecno-
logicas poupadoras de mao-de-
obra, as quais tornariam parte dos
equipamentos obsoletos e restitui-
riam o exército industrial de re-
serva invertindo desse modo o pro-
cesso. Para Rosa de Luxemburgo,
é a falta de demanda que se consti-
tui num entrave a acumulacao pro-
vocando a crise

Na andlise keynesiana o volu-
me de excedente ou poupanca, é
determinado como residuo (renda
ou receita nao consumida) enquan-
to que o volume do investimento é
decidido pela comparagéo entre a
eficiéneia marginal de cada inves-
timento e a taxa de juros. Assim
nada garante a sua igualdade a
priori. Singer afirma que “o que
a analise de Keynes tenta mostrar
é que o sistema capitalista possui
um mecanismo bastante complexo,
porém bem flexivel, funcionando
sobretudo através do mercado de
capitais e das instituicées finan-
ceiras que faz com que nunca a
acumulacio seja por muito tempo
diferente do excedente” (pag. 61).
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Expde entéo as principais maneiras
de se atingir o equilibrio e a con-
cluséo de que nada obriga que esse
equilibrio seja a um nivel de ren-
da tal que haja pleno emprego. A
intervencdo do governo é entéo su-
gerida, para levar o nivel de renda
0 mais préximo possivel do de ple-
no emprego, seja através de redu-
¢ao da taxa de juros, de inversdes
plblicas ou de expansdo monetaria
(capitulo 7).

A preocupacdo de Singer em
analisar as crises do capitalismo, o
papel estabilizador do Estado e os
novos problemas que dai advém
prossegue nos capitulos sobre cré-
dito e nivel de emprego. O autor ex-
poe os conceitos de equilibrio mo-
netario keynesiano. Conclui que o
governo pode estimular a atividade
econdmica através da expanséio
monetéria mas adverte que Keynes
ja afirmava que “numa economia
capitalista, ndo planificada, este
esquema néo é tdo simples nem téo
légico como foi descrito. Porque
quando caminhamos de uma, situa-
céo de desemprego e de capacida-
de ociosa para um aumento da ca-
pacidade produtiva, podem surgir
pontos de estrangulamento” (pag.
109). Esta parece ser uma adver-
téncia que a maioria dos livros-tex-
tos se furta a fazer mas que para
Singer tem uma importancia parti-
cular pois reforca sua tese de que:
“embora o governo tenha poder
para condicionar o fluxo econdémi-
co, ha forcas que ele ndo pode con-
trolar, que fazem com que de fato
os ciclos de inflacéo e deflacdo, de
pleno emprego e desemprego, de
crise, depresséo e ascenséo se ve-
rifiquem, embora agora muito de-
pendentes da politica econdmica
do governo”.
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No capitulo sobre “Nivel de
Emprego” Singer reforca sua tese.
sobre o poder limitado do governo
em evitar as crises e depressdes
através da analise dos estrangula-
mentos, usando para tal a divisdo
da economia em departamentos de-
finida por Marx. Estuda também
o processo de destruicdo criadora
descrito por Schumpeter e de in-
troducdo de novos produtos no
mercado como ativadores da de-
manda no sistema capitalista
atual. Salienta que tais fenémenos
reforcam o carater ciclico do cres-
cimento capitalista pois s6 a ex-
pansdo da procura justifica os al-
tos investimentos necessarios &
maioria dos projetos atuais.

O problema da concentracao
industrial e seu relacionamento
com os ciclos da economia capi-
talista é estudado através da ana-
lise de Marx. A fase de expansao
do ciclo se caracterizaria, segundo
ele, por uma acumulacdo intensa
por parte das firmas enquanto que
a de depressdo, pela concentracéo

— “expropriacdo de um capitalis-

ta por outro capitalista”.

A expansdo da concentracao a
nivel mundial também é abordada
via discusséo da contradicdo entre
associacbes de monopo6lios a nivel
internacional e Estados nacionais.
O autor, abordando esse tema via
uma polémica do inicio do século,
se omite em estuda-lo como um
problema atual do capitalismo.

Neste capitulo, o autor- expée
também as teorias recentes de Gal-
braith e de Baran e Sweezy sobre
as mudancas ocorridas no capita-
lismo. S&@o levantadas discussoes



sobre a nhecessidade de planeja-
mento, a nova iteracido estado-in-
dustria, a criacdo de procuras ar-
tificiais (publicidade, obsolecéncia,
gastos bélicos) e outros temas bas-
tante atuais.

No capitulo 9, Singer descreve
a evolugdo do capitalismo e defende
a tese de que este € um modo de
producio que esgotou seu papel
histérico na medida em que es-
taria impedindo que a automacio
“libertasse 0 homem do encargo de
prover pelo seu préprio esforco di-
reto os meios para o seu sustento”.

A argumentacio quanto a este
ponto ndo é bem conduzida ja que
o autor coloca a falta de justifica-
tiva do capitalista para auferir lu-
Cros numa economia automatiza-
da, como o principal empecilho 3
automaco. Ndo aborda o proble-
ma do desemprego € das mudan-
cas radicais que seriam exigidas
para que a sociedade pudesse pro-
ver seu sustento indiretamente.

Quanto ao Comércio Interna-
cional, Singer apresenta uma evo-
lucdo histérica das teorias classi-
cas (Adam Smith e Ricardo) e
marxista (Teoria da Troca Desi-
gual). Fixa-se sobretudo na nova
divisio mundial de trabalho que
estd resultando da transferéncia
de capitais a nivel mundial. Singer
néo acredita que a penetracéo das
multinacionais possa eliminar o
“gap” entre os paises desenvolvi-
dos e subdesenvolvidos: “Néo ha
duvida de que o influxo de inver-
s6es das multinacionais em paises
como o Brasil, por exemplo, acele-
ra o processo de industrializacdo,
mas também o freia na medida em
que tais inversdes reforcam o mo-

nopolio tecnolégico das nacdes ja
industrializadas. As multinacio-
nais transferem as subsidiarias
apenas o ‘“know-how” pronto, con-
tinuando o desenvolvimento de
inovacgdes tecnolégicas a ser atri-
buiclo exclusiva das matrizes. Em-
bora fosse possivel aos paises em
desenvolvimento romper esta rela-
cdo de dependéncia do grande ca-
pital internacional, pois o ‘“know-
how” também pode ser comprado
sem se entregar o mercado interno
as subsidiarias das multinacionais,
o fato é que esta possibilidade nun-
ca se concretiza. A razdo basica €
politica: um processo de desenvol-
vimento auténomo teria que ser
realizado com participacdo predo-
minante de empresas estatais, ja
que s6 o Estado seria capaz de mo-
bilizar e concentrar os recursos de
capital necessarios. Face as alter-
nativas de se ver subordinada a um
Estado empresario ou ao grande
capital internacional, as classes do-
minantes dos paises em desenvolvi-
mento tém consistentemente pre-
ferido a segunda, ainda que esta
implique na manutencéo do atraso
relativo destes pafises”. Assim ele
define sua posicao no debate sobre
estatizacdo e multinacionais.

Sobre as contribuicoes pos-
keynesianas & analise do subdesen-
volvimento, Singer salienta que “a
mais valiosa contribuicdo, de um
certo carater cientifico é aquela
que nasce da propria pratica, ou se-
ja, a estratégia de desenvolvimen-
to” (pag. 164). Néo analisa, entre-
tanto, essas contribuictes via ex-
posicdo de planos e politicas eco-
némicas adotadas no Brasil ou em
outros paises.
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Finalmente, sdo analisados os
problemas da Economia Planifica-
da em que decisGes politicas tem
que ser tomadas quanto a opcéo
entre consumo futuro e atual as
formas de consumo (carro X me-
trd), a reparticdo de renda (incen-
tivos materiais X morais) aos pre-
¢os (administrados ou nfo) e a
gestlo de empresas (auténomas X
centralizada). O autor compara as
opcoes feitas a nivel de alguns pai-
ses de economia planificada e suas
provaveis conseqiiéncias.

Através dessa exposicdo de al-
gum dos tépicos abordados pelo
autor, fica claro o fato que o livro

z

é antidogmatico na apresentacio
das teorias econdmicas existentes.
Isto vai permitir ao leitor uma vi-
s&o mais abrangente da teoria eco-
noémica do que usualmente teria
através de outros ftextos. Nas con-
clusOes e observacdes que deriva a
partir das exposicoes da teoria, en-
tretanto, Singer ¢ fundamental-
mente ideolégico o que pode se
constituir num interessante apelo
ao debate para uns e numa posi-
eao anticientifica para outros.

Sonia Izhaki

Economista

SINOPSE ESTATISTICA DO BRASIL

O IBGE, através de sua Dire-
toria. Técnica, vem de colocar a
disposicio de homens de indus-
tria, investidores, 6rgéos de plane-
jamento publico e particular, e aos
estudiosos em geral, o quarto vo-
lume de SINOPSE ESTATISTICA
DO BRASIL, que corresponde ao
ano de 1975,

Referida publicacdo, que a par-
tir deste nimero sera editada bie-
nalmente, nos anos impares, con-
tém um elenco de dados seleciona-
dos e antecipa a divulgacéo da ma-
téria que, com maior amplitude,

serg apresentada no préximo nu-
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mero do ANUARIO ESTATISTICO
DO BRASIL.

Em SINOPSE, s@o apresenta-
das as seguintes Situagdes do Pais:

Fisica — Caracterizagdo do terri-
tério e recursos naturais; Demo-
grdifica — Estado e movimento da
populacéo; Econdémica — Silvicul-
tura, pesca, agropecuaria, indus-
tria, coméreio, transportes, comu-
nicagoes, mercado monetario e fi-
nanceiro, consumo, e contas nacio-
nais; Social — Habitacao, traba-
l1ho, saude, associativismo e coope-
rativismo; Cultural — Ensino e
cultura; Administrativa e Politica
— Diviséo territorial, financas pu-
blicas e representagdo politica,
através de graficos, tabelas, mapas,
fotos — a maioria a cores, e tex-
tos elucidativos, todos elaborados
de forma a oferecer o maior nu-
mero possivel de informagoes esta-
tisticas que permitem retratar,
conscienciosamente, o que repre-
sentamos como nacdo que se de-

senvolve aceleradamente.

A apresentacdo de cada “Si-
tuacdo” é precedida de texto anali-
tico, que envolve um estudo com-
pleto do item abordado, com ana-
lises percentuais da situacio pre-
sente, dados retrospectivos e com-

parativos, previsdo de evolugdo fu-

tura, de forma a capacitar seu am-
plo conhecimento. Assim é, que em
Demografia, entre outros textos hé
um — Projecdo da populagdo bra-
sileira por idade e sexro — 1970-
2000 — que nos permite saber que °
no ano 2000 a populacdo do Brasil
estara entre 200 a 220 milhdes de
habitantes, e que a vida média se-
ra de 71,68 anos para os homens
e de 75,44 para as mulheres.

Os textos analiticos em nume-
ro de dezessete, sdo: Caracteriza-
cao do territério, Brasil — Decis e
Centros de gravidade da populacéo
e da area; Aglomeracdes urbanas;
Aspectos demograficos das areas
metropolitanas brasileiras; Proje-
cdo da populagdo brasileira por
idade e sexo, Economia brasileira;
Agropecuaria; Industria extrativa
de produtos minerais; Industria si-
derurgica, Petréleo e derivados;
Energia elétrica; Comércio exte-
rior; Precos, salarios e servigos na
agricultura; Moeda e crédito; Mer-
cado de capitais; Balanco de paga-
mentos e cAmbio e Financas da
Uniao.

SINOPSE ESTATISTICA, com
suas 430 paginas, se constitui, pois,
num interessante e valioso com-
péndio, indispensavel ao conheci-
mento dos variados setores das ati-

vidades brasileiras.
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REGISTRO CIVIL DO BRASIL

O IBGE, por sua Diretoria
Técnica, acaba de divulgar o vo-
lume REGISTRO CIVIL DO BRA-
SIL — 1974, relativo aos resultados
preliminares do registro civil das
pessoas naturais, ocorrido em todo
o Pais, no ano de 1974.

Referida publicacio discrimi-
na, em suas intimeras tabelas, o
nuamero de registros de nascimen-
tos — naseidos vivos e nascidos
mortos, casamentos e 6bitos, inclu-
sive por trimestre, os quais sfo
apresentados por: Unidades da Fe-
deracdo, Municipios das Capitais,

Municipios de 100.000 habitantes
e mais — exceto os das Capitais,
Areas Metropolitanas, ¢ da tofali- .
dade dos Municipios brasileiros,

O trabalho do Centro Brasi-
leiro de Estudos Demograficos —
CBED, que integra a Superinten-
déncia de Pesquisas e Desenvolvi-
mento, foi baseado nas informa-
coes prestadas pelos respectivos
cartorios, e traduz parte do em-
penho em que estd empregado o
IBGE, objetivando a producéo de
estatisticas confidveis no respecti-
vo setor.

MOVIMENTO BANCARIO DO BRASIL

Obedecendo j& a nova Pa-
dronizacdo da Contabilidade Ban-
caria, instituida pelo Conselho
Monetario Nacional, o Centro de
Informacdes Econdmico-Fiscais da
Secretaria da Receita Federal, do
Ministério da Fazenda, distribuiu
o Boletim do MOVIMENTO BAN-
CARIO DO BRASIL — 1973/74.

A publicacdo em apreco da no-
va forma de apresentacio as apu-
racoes do movimento bancario do
Pais, diseriminando os bancos ofi-
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ciais federais (Banco do Brasil, da
Amazbdnia, e do Nordeste do Bra-
sil), oficiais estaduais e privados,
incluidos nestes ultimos os saldos-
dos bancos estrangeiros. O Bole-
tim contém, ainda, quadro de-
monstrativo do nimero de estabe-
lecimentos bancarios existentes, se-
gundo sua categoria e Unidades
Federadas.

Trata-se de publicacdd opor-
tuna, que atende aos usuarios de
estatisticas do movimento banca-
rio.



OS RECURSOS NATURAIS E O PLANEJAMENTO

Com o volume “Os Recursos
Naturais e o Planejamento”, re-
centemente lancado, de autoria de
Paulo de Assis Ribeiro, o IBGE,
através de sua Diretoria Técnica,
inicia a série de estudos sobre re-
cursos naturais e meio-ambiente,
que visa dotar os setores de plane-
jamento econbémico brasileiro, com
vistas & integracio econdmica re-
gional, de dados adequados, que
melhor os orientem na respectiva
programacao.

Assim € que publicara estudos
consisos e breves, claros e con-
cretos, cobrindo eventuais defici-
éncias editoriais, com trabalhos
originais, reedigoes oportunas e
tradugoes adequadas, promovendo
a difuséo de conhecimentos sobre
recursos naturais e meio-ambien-
te e, por conseqiiéncia, abordar
problemas decorrentes do mau uso
daqueles e da condicdo adminis-
trativa destes, oferecendo, tam-
bém, contribui¢des que atendam a
demanda de uma classe da socie-
dade situada nos limites de forma-
cao pré-académica, servindo con-
tudo e também a faixa universita-
ria

A série ora iniciada, recebe a
denominacio de Paulo de Assis Ri-
beiro como homenagem do IBGE
a um dos mais preocupados estu-
diosos dos diferentes aspectos —

PAULO 'DEASSIS RIBEIRO

OS BRECURSOS
- NATURAISEO
PLANEJANMENTO

invesligacdo, ensino, metodologia,
legislacdo, divulgacgdo, sistematiza-
¢do — inerentes aos recursos na-
turais e préprios do meio-ambien-
te. Engenheiro, economista, educa-
dor, planejador, consultor, executor
e diretor, Paulo de Assis Ribeiro,
ha pouco falecido, foi o primeiro
titular da Superintendéncia de Re-
do
IBGE, tendo tido pleno interesse

cursos Naturais (Supren),
na organizacdo de um sistema de
levantamento de dados e elabora-
céo de informagcdes quanto a ocor-
réncia, distribuicdo e freqiiéncia
dos bens essenciais, reconhecidos
como renovaveis uns, esgotaveis
outros, € auto-renovaveis tantos

mais.
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ANUARIO ESTATISTICO DA INDUSTRIA
SIDERURGICA BRASILEIRA — 1975

O Instituto Brasileiro de Side-
rurgia acaba de distribuir o seu
ANUARIO DA INDUSTRIA SIDE-
RURGICA BRASILEIRA — 1975,
que enfoca com riqueza de deta-
Ihes, através de tabelas e graficos
representativos, a matéria que en-
volve.

O Anuadrio, que é apresentado
em inglés e portugués, discrimina
as séries de producéo, vendas, im-
portacdes, exportagdes € consumo
aparente de produtos siderturgicos,
abrangendo o periodo de 1964 a
1974.

Contém o mesmo, além dos da-
dos provenientes de 6rgaos gover-
namentais e outras entidades —
notadamente os de comércio exte-
rior e indices conjunturais — a
relacio dos nomes e enderecos das
principais industrias siderdrgicas,

seus principais produtos e o mapa
siderurgico devidamente atuali-
zado.

Destaca-se, ainda, o fato de
pela primeira vez serem apresenta-
dos os resultados do Estudo do
Mercado Brasileiro de Ac¢o, que
apesar de sua forma sucinta, per-
mite delinear o perfil esperado do
mercado, nos proximos anos.

O Instituto procura, assim,
com a referida publicacdo que con-
tém informacOes econdmicas e es-
tatisticas que permitem avaliar a
posicdo da siderurgia brasileira
dentro do panorama econdémico na-
cional e internacional, oferecer
subsidios ao parque siderurgico,
orgdos governamentais e privados,
bem como aos demais setores en-
gajados no processo de desenvol-
vimento econdémico do Pais.

ESTATISTICA PORTUARIA — 1974

Compreendendo o levantamen-
to de dados no periodo de 1955 a
1974, o Departamento Nacional de
Portos e Vias Navegaveis do Minis-
tério dos Transportes, publicou a
sua oitava “Estatistica Portuéria
— 19747

Neste volume sdo apresenta-
dos: regime de exploracéo dos por-
tos, .movimento comerci.l, movi-
mento de mercadorias (importagdo
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e exportacio), renda das taxas e
despesas de exploracio cometcial €
respectivos graficos dos principais
portos brasileiros.

E apresentado, ainda, o movi-
mento geral em toneladas de cada
um dos portos, graficos relativos &
importacdo e exportacéo, quadros
especificos de importacio e de ex-
portacido segundo as navegacoes de
longo curso e de cabotagem (nesta
incluindo-se as navegacdes fluvial,



lacustre e de alto mar), inclusive
o movimento de embarcagcoes.

Neste numero estd incluido
mais um “quadro demonstrativo do
movimento de embarcacoes segun-
do a TLR (ftonelagem liquida de
registro), a TPB (tonelagem de

porte bruto) e o maijor calado no
porto”.

A Estatistica Portudria —
1974 apresenta, pois, um reposito-
rio de dados acerca dos portos, do
movimento portuario e das embar-
cacoes, aos interessados neste as-
sunto.

ANUARIO ESTATISTICO DA BORRACHA

A Superintendéncia da Borra-
cha, o6rgéo da esfera do Ministério
da Industria e do Comércio, distri-
buiu o seu Anuério Estatistico —
mercado nacional, ano 8, nimero
15, correspondente ao periodo de
janeiro-dezembro de 1974.

Referida publicagdo néo s6
analisa o mercado nacional da bor-
racha, como, através de graficos,
tabelas e textos elucidativos apre-
senta toda a movimentacdo da
borracha — producéo, exportacio,
estoque e consumo —, com oS res-
pectivos valores, inclusive dados
retrospectivos,

Trata da producdo da borra-
cha vegetal por Unidade da Fede-

racao, Microrregides Homogéneas e
Municipios; e envolve, ainda, a pro-
ducdo, vendas, exportacdo, consu-
mo e estoques de borrachas sinté-
ticas brasileiras.

Relaciona também a producéo
de pneumaticos e cémaras-de-ar,
indices comparativos de precos de
borracha vegetal, borracha sinté-
tica e oferta global no periodo de
1964-1974.

O “Anuério” em foco € uma
publicacdo interessante e 1til, pois
que estuda o movimento da borra-
cha nos setores de produgéo, in-
dtstria e comércio, com riqueza de
detalhes.

Todas as publicacées do IBGE, inclusive as
referentes as notas insertas nesta Revista, poderdo
ser adquiridas na sede da Instituicdo, a Avenida
Franklin Roosevelt, 146 — loja, Rio de Janeiro —
RJ, ou nas respectivas Delegacias de Estatistica, nas
demais Unidades da Federacdo
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Noticidrio

ESTRUTURA ORGANIZACIONAL DO IBGE

A Fundacio Instituto Brasilei-
ro de Geografia e Estatistica —
IBGE, em face de seu novo Estatu-
to, aprovado pelo Decreto n® ....
76.664, de 24 de novembro de 1975,
passa a ter a seguinte estrutura
organizacional (Art. 13):

I — Orgéos Colegiados

a) Conselho Curador

b) Conselho Técnico
II — Administracéo Superior

a) Presidente

b) Diretor-Geral

IIT — Assessoramento Superior

a) Gabinete da Presidéncia

b) Assessoria de Planejamento e
Projetos Especiais

¢} Procuradoria-Geral

d) Assessoria de Seguranca e In-
formacses

e) Inspetoria

IV — Diretorias

a) Diretoria Técnica

a.1l) Superintendéncia de Esta-
tisticas Primérias
Superintendéncia de Estu-
dos Geograficos e Socio-Eco-
némicos

Superintendéncia de Recur-
sos Naturais e Meio-Ambi-
ente

a 2)

a.3)

b) Diretoria de Geodésia e Car-

tografia.

b.1) Superintendéncia de Geodé-
sia

b.2) Superintendéncia de Carto-
grafia

e) Diretoria de Administragéo

¢ 1) Superintendéncia de Recur-
sos Humanos

¢.2) Superintendéncia de Patri-
monio e Servicos Gerats

¢ 3) Superintendéncia de Orca-
mento e Financas

d) Diretoria de Formaglo e
Aperfeicoamento de Pessoal

d 1) Superintendéncia de Ensino

R bras Estet , Rio de Janeho, 36 (144} 1 764-768, out /dez 1875



d.2) Superintendéncia de Aper-
feigoamento

d 3) Biblioteca Central

e) Diretoria de Informatica

e.1) Superintendéncia de Siste-
mas

Superintendéncia de Pro-
ducéo

e 2)

f) Diretoria de Divulgacio
f.1) Centro Editorial
£.2) Centro de Servicos Graficos

V — Unidades Regionais

a) Eseritério do IBGE no Dis-
trito Federal

b) Delegacias

b.1) Agéncias

¢) Divisdes de Levantamentos Ge-
odésicos

O Conselho Curador (Art. 17)
compoe-se de cinco (5) membros:

I — 1 (um) representante do
Gabinete Civil da Presidéncia da
Republica;

II — 1 (um) representante da
Secretaria de Planejamento da Pre-
sidéncia da Republica,

III — 1 (um) representante do
Ministério da Fazenda,

IV — 1 (um) representante
do Banco Central do Brasil,

V — 1 (um) representante do
Conselho Nacional de Desenvolvi-
mento Cientifico e Tecnolégico —
CNPgq.

O Conselho Técnico (Art. 22)
compde-se de vinte e cinco (25)

membros, sendo um (1) de cada
uma das entidades a seguir:

I — Gabinete Civil da Presi-
déncia da Republica;

II — Gabinete Militar da Pre-
sidéncia da Republica,

TIT —- Secretaria Geral do Con-
selho de Seguranca Nacional ....
(CSN);

IV — Servico Nacional de In-
formagdes (SNI),

V — Secretaria de Planeja-
mento da Presidéncia da Republica
(SEPLAN);

VI — Estado Maior das For-
cas Armadas (EMFA);

VII — Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tec-
nolégico (CNPq);

VIII — Minigtério das Rela-
coes Exteriores (MRE);

IX - Ministério do Exército
(MEx),

X — Ministério da Marinha
(MM),

XI — Ministério da Aercnau-
tica (MAer);

XII — Instituto de Planeja-
mento Bconbdmico e Social
(IPEA);

......

XIII — Financiadora de Estu-
dos e Projetos (FINEP);

X1V — Banco Nacional do De-
senvolvimento Econbmico ........
(BNDE};

XV — Confederacdo Nacional
da Industria (CNI);
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XVI — Confederacdo Nacio-
nal do Comércio (CNC);

XVII — Confederagao Nacio-
nal da Agricultura (CNA);

O Presidente, o Diretor-Geral e
todos os Diretores do IBGE séo
membros natos do Conselho (§
1.9),

REUNIAO PREPARATORIA DOS
CENSOS ECONOMICOS DE 1975

Realizou-se, na Escola Nacio-
nal de Ciéncias Estatisticas —
ENCE, no perfodo de 14 a 16 de ou-
tubro, a Reunido Preparatoéria dos
Censos Econdmicos de 1975, com a
presenca de cerca de duzentos Re-
presentantes de Entidades Gover-
namentais, Confederacdes da In-
dustria e do Comeércio e altos exe-
cutivos da iniciativa privada.

A Reunido teve por finalidade
a conciliacdo de interesses entre os
produtores e os usudrios das esta-
tisticas econbémicas, com vistas a
elaboracéo do plano definitivo das
pesquisas dos Censos de 1975.

A primeira sessdo técnica, rea-
lizada no dia 14, teve a presidén-
cia do Secretario de Planejamento
do Estado do Maranhdo, Dr. Ed-
milson Francisco dos Reis Duarte,
tendo sido apresentadas contribui-
coes dos Institutos de Planejamen-
to Econdmico e Social (IPEA/
INEPES), Departamento de Estu-
dos Econdémicos do Nordeste
(ETENE), Secretaria de Planeja-
mento do Estado de Sdo Paulo, Mi-
nistério da Industria e do Comér-
cio, Secretaria-Geral do Ministério
das Minas e Energia (ELETRO-
BRAS e CESP), Conselho de De-
senvolvimento Comercial e Banco
Central do Brasil.
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A segunda sessao Técnica teve
a presidéncia do Chefe do Depar-
tamento Econémico do Banco do
Brasil, Dr, Edésio Fernandes Fer-
reira, enquanto que a terceira foi
presidida pelo Dr. Luiz Zottmann,
representante do IPLAN/IPEA.
Ambas foram realizadas no dia 15
e nelas apresentadas contribuicoes
das seguintes entidades: Ministé-
rio do Interior, Empresa Brasileira
de Planejamento de Transporte —
GEIPOT, Secretaria-Geral do Mi-
nistério das Minas e Energia (ELE-
TOBRAS e CESP), Sindicato da In-
dustria da Construcéo Civil, Insti-
tuto de Planejamento Econdmico
e Social (IPEA/INPES), Banco
Central do Brasil, Instituto de Res-
seguros do Brasil, Assessoria Es-
pecial (CDE) da Secretaria de Pla-
nejamento da Presidéncia da Re-
publica, Secretaria de Planejamen-
to, Ciéncias e Tecnologia do Esta-
do da Bahia, Estado-Maior da Ar-
mada, Superintendéncia de Desen-
volvimento do Nordeste e Minis-
tério da Saude.

No ultimo dia, a exemplo do
ocorrido no anterior, os trabalhos
foram desenvolvidos em duas ses-
sOes. A primeira teve a presidéncia
do Dr. Ruy Miller Paiva, represen-



tante do INPES/IPEA e a segun-
da a presidéncia do Prof. Isaac
Kerstenetzky, Presidente do IBGE.

No decorrer dessas sessoes fo-
ram apresentadas contribuicoes
das seguintes entidades. Servico
Federal de Processamento de Da-
dos (SERPRO), Superintendéncia
de Desenvolvimento do Nordeste
(SUDENE), Telecomunicacoes Bra-
sileiras S A. (TELEBRAS), Insti-
tuto de Pesquisas Econdémico-So-
ciais e Informéatica (IPEI), Sub-

secretaria de Planejamento e Orca-
mento (SUPLAN/CFP — Ministé-
rio da Agricultura) e FAO-SU-
PLAN, Conselho Nacional de De-
senvolvimento Cientifico € Tecno-
logico (CNPq), Secretaria de Pla-
nejamento da Presidéncia da
Republica. (SEPLAN), Secretaria
de Economia e Planejamento do
Estado de Sao Paulo, Fundacgio
Servicos de Saude Publica do Mi-
nistério da Satde e Banco do Nor-
deste do Brasil.

COMISSOES REGIONAIS E MUNICIPAIS DE
ESTATISTICAS AGROPECUARIAS

O Centro Brasileiro de Esta-
tisticas Agropecuérias — CBEA do
IBGE incumbiu o Grupo de Coor-
denagdo de Estatisticas Agrope-
cuarias (GCEA) de constituir Co-
missées Regionais e Municipais,
formadas, na medida do possivel,
de representantes locais dos 6rgéos
que compdem o Grupo Estadual,
visando estabelecer uma estrutura
bésica permanente de informacéao.

A Comissdo Municipal de Es-
tatisticas  Agropecuarias  (CO-
MEA), é coordenada pelo represen-
tante local de érgdo que participe
do GCEA ou, na sua falta, por pes-
soa escolhida pelo presidente desse
orgao.

As reunioes da COMEA se da-
rao nos meses de marco, junho, se-
tembro e dezembro, quando prepa-
rardo os formuldrios a serem envi-

ados ao Coordenador da Comissdo
Regional, até o dia 20 de cada um
dos citados meses.

A Comiss@o Regional de Esta-
tisticas Agropecuarias, instalada
em cada municipio-sede de Agén-
cia de coleta do IBGE, com juris-
dicao nos municipios que a com-
pbem, sera coordenada pelo Chefe
da Agéncia de Coleta. Referida Co-
missdo reunir-se-4& mensalmente,
para avaliar as informacgdes das
Comissées Municipais (COMEA),
e prestar ao GCEA informacoes so-
bre as condicBes climéaticas ocorri-
das, bem como incidéncia de pra-
gas e moléstias que afetarem as es-
timativas de dados, comercializa-
¢ao dos insumos e produtos, € suas
disponibilidades, precos correntes e
intencdo de plantio para a safra
seguinte.
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