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MENSAGEM DO
PRESIDENTE GARRASTAZU MEDICI
AOS IBGEANOS

Com o objetivo de ressaltar- o prioridade que o
Govérno Federal confere ao Censo de 1970 e ao mesmo
tempo salientar a alta expressao de civismo de que

se reveste a operacdo censitdria, o Presidente
Garrastazu Médici encaminhou aos servidores da
Fundagdo IBGE a seguinte mensagem, lida por ocasiao
da solenidade de posse do névo Presidente da
instituicdo, professor Isaac Kerstenetzky.

“Realiza o pais, cada dez anos, amplo levantamento
de suas caracteristicas economicas e sociais. Em 1970,
com o novo censo, ndo se trata somente de
dimensionar a populacdo brasileira, que jd deve
superar os 90 milhoes de habitantes, mas de realizar
exame. aprofundado de como a nacdo evoluiu nos
ultimos dez anos, com vistas ao seu
desenvolvimento na década de 70.

A grande tarefa a ser realicada pelo Censo Geral

da Nacdo Brasileira envolve responsabilidade de
diversas instituicoes e do préprio povo.

A Fundacdo IBGE, com o concurso dos 6rgdos nacionais

R, bras. Estat., Rio de Janeiro, 31(121) :3-4, jan./mar. 1970



de planejamento, cumprird programd-lo e
executd-lo. Mas o éxito da operagdo censitdria,
essencial ao conhecimento da realidade brasileira,
dependerd da fidelidade das informagbes gque
foram prestadas pelos cidaddos, chefes de familias e
pelos responsdveis por unidades econdomicas, na
indistria, na agriculturae e nos servigcos em geral.
Do sucesso do VIII Recenseamento Geral do Pais
dependerd a possibilidade de se aperfeigcoar
continuamente o planejamento econbémico e social,
através de melhor conhecimento de nossa realidade.
O Govérno Federal confere a mais alta prioridade ao
Censc de 1970 e espera que todos os servidores da
Fundacgi@o IBGE, convocados para néle cooperar,
déem o mdximo de seus esforcos a fim de que se
obtenha a mecessdria retribuicdo dos

investimentos que serdo realizados. E para que

se tenha um retrato fiel do Brasil de hoje, permitindo
melhor definir os rumos do progresso econdmico

e social dos prérimos anos”.



GIORGIO MORTARA

A COMPOSICAO POR SEXO E IDADE DAS
POPULACOES LATINO-AMERICANAS E
SUAS RECENTES VARIACOES

SUMARIO: 1. Esclarecimentos preliminares. — 2. Composicio
por sexro. — 3. Composicio por idede. — 4. Pro-
porcdo da populacdo em idade econdémicamente ativa.
— 5. Composicdo por idade, segundo o sexo. — 6.
Consideracoes finais. :

1. A publicacdo dos resultados pormenorizados dos censos demograficos
realizados em 1560 e nos primeiros anos seguintes, torna possivel uma primeira
visdo das variagbes ocorridas na composigdo das populacdes latino-americanas
no decénio anterior a ésses censos. No presente estudo, serdo ligeiramente exa-
minadas as caracteristicas dessa composicio, com referéncia ao sexo e & idade
dos habitantes. Ao lado dos dados disponiveis para dezesseis paises da Ameérica
Latina, serdo expostos os dados correspondentes para o Canadd e os Estados
Unidos, para melhor evidenciar as caracteristicas dos primeiros.

L

2, No gue diz respeito ao sexo, gquase tédas as populacdes latino-america-
nas aqui consideradas apresentam composicées bastante equilibradas, com dife-
rencas relativamente pequenas entre o contingente masculino e o feminino. Nos
censos de 1960 ou anos seguintes, somente na Jamaica se verifica, principalmente
em conseqiiéncia de intensa emigracio, uma proporcio masculina anormalmente
baixa (480 por 1000 habitantes); nos demais quinze paises, a proporcio cor-
respondente varia entre 490 por 1000 no Chile e 508 por 1000 na Venezuela, pais
de imigracio. Nos censos de 1850 ou anos préximos, a proporgio masculina
atingia 489 por 1000 na Jamaica, variando nos demais paises entre 491 no
Chile e 512 na Argentina, também pais de imigracdo?®.

As variacGes das proporgdes dos sexos entre o pentltimo e o UGltimo censo
foram, em geral, pequenas; a maior delas verificou-se na Argentina, onde a
proporcio dos homens desceu de 512 por 1000 habitantes em 1947 para 502 em
1860. O sentido das variacbes nao apresenta uniformidade; a proporcac mas-
culina aumentou em oito paises, diminuiu em sete (para um outro, o Uruguai,
faltam dados referentes a 1950 ou anos proximos, ndo tendo sido efetuado
nenhum censo naguele periocdo).

No Canadi e nos Estados Unidos, verificaram-se leves variacdes, mantendo-
-se a proporc¢do dos homens um pouco superior & das mulheres no primeiro
pails ¢ um pouco inferior no segundo (onde, porém, os dados censitirios nio
incluem numerosos militares e civis, na maior parte homens, que se achavam
no exterior em demorada auséncia).

1 (s dados brutos, sObre o0s quals foram calculadas as proporgdes expostas referentes aos
anos 1960 e seguintes, constam do Annuaire Démographique das NACOES UNIDAS, de 1963, ¢ da
América em Cifras, 1963, vol. II, do INSTITUTCO INTERAMERICANQ DE ESTATISTICA.

As proporgdes referentes a 1950 ou anos préximos foram tiradas da monografia do autor,
Caracteristicas LDemogrdficas dos Paises Americanos, publicada pelo mesmo Instituto em 1962,

R. bras. Estat., Rio de Janeiro, 31(121) :5-12, jan./mar. 1970



Dados comparativos para os diverses paises constam da fabela I
TaseLa I

COMPOSICAC PROPORCIONAL POR SEXO DE ALGUMAS
POPULACOES AMERICANAS

EM 1000 EM 1 000
PAIS PENULTIMO] HABITANTES | ULTIMO HABITANTES
CENSO CENSO
Homens [Mulheres Homens [Mulberes
Canadd.. PN 1951 506 494 1961 505 495
Estados Umdas ......... 1950 497 503 1960 493 507
Costa Riea............. 1950 499 501 1963 501 499
El Salvador............ 1950 495 505 1961 402 508
Honduras,.ooovevveensn 1950 501 499 1961 498 502
Jamaicea. .. ...ooiiiiia 1953 489 511 1060 480 320
Méieo. ..ouner i 1950 492 508 1960 499 501
NicarAgul. ... covverrnen 1950 492 508 1963 405 505
Panama. . .............. 1950 509 401 1960 507 493
Pérto Rico..o.oovvvnn. - 1950 502 498 1960 495 505
Repudblicana Domxmcana 1850 501 499 1960 505 495
Argentina,......ovuvann 1947 512 483 1960 502 498
Brasil.....ooiviiinnans 1950 498 502 1960 499 501
Chile.........ovennnens 1952 491 509 1060 490 510
Equador.........0ooueen 19050 498 502 1962 502 498
Pertt..viiniicnnnenann 1040 494 506 1661 497 503
Urogual..oooovien oot A e - 1963 497 503
Venezuela. .....o.vveeen 1850 507 493 1961 508 492
£ * *

3. A composicio por idade da maior parte das populactes latino-america-
nas aqui consideradas apresenta as caracteristicas tipicas dos pailses com eleva-
da natalidade e rapido incremento demografico, isto &, alta proporgio de
criancas e de adolescentes e baixa proporcio de velhos. 86 na Argentina e no
Uruguali, paises de natalidade relativamente baixa, o tipo da composigio por
idade fica muito diferente, como se vé pelos dados da tabela IL

A percentagem do grupo de idade de 0 a 14 anos — que na fase atual
mals adiantada da evolucBo demografica, representada pela Suécia, desce para
22 — excede 40 em treze paises latino-americanos (todos os nove da América
Central e guatro dg Meridional), alcancando os maximos de 48,35 na Nicaridgua
e de 47,82 em Honduras. No Brasxl ascende a 42,77; no México, a 44,39, Pode
ser considerada pertencente ac mesmo tipo a percentagem de 39,63, verificada
no Chile, Afastam-se fortemente désse tipo a Argentina, com a percentagem
de 29,87, e o Uruguai, com a de 28,00; ambas até inferiores &s verificadas nos
Es’r;ados Unidos e no Canada onde a natahdade se manteve relatxvamente ele-
vada no decénlo anterior aos ultimos censos.

Em doze dos treze paises com percentagens de habitantes em idades de 0
a 14 anos superiores a 40, segundo o Gitimo censo, as proporgbes déste grupo
sdo maiores do gque as verificadas no censo anterior, como se pode ver pelas
diferencas expostas na tabela III. Somente em Pdrto Rico se observa uma li-
geira diminuicdo, em correlacdo com a gqueda da natalidade. Entre os demais
paises, o Chile marca sensivel aumento., Em varios casos, 05 aumentos siao
consideraveis (4 7,22 em Honduras, -+ 5,07 na Nicaragua, - 4,76 em Costa
Rica ete.). Seu fator principal ¢ a ampliacfio progressiva das novas geragoes,
dependente do rapido incremento demografico e do nivel constantemente ele-
vado da natalidade, acompanhados em varios paises pela diminuicio da morta-
lidade na inféncia. O analogo aumento verificado no Canada e nos Estados
Unidos depende em parte consideravel da alta da natalidade ocorrida depois da
segunda guerra mundial. Na Argentina, verificou-se sensivel diminuicdo, de
1947 a 1961, na proporcio das idades de 0 a 14 anos, em correlacdo com a dimi-
nuicdo da nalalidade. Para o Urugual, falta a possibilidade de comparacgio
retrospectiva.,



A percentagem do grupo de idade de 65 anos e mais — que no tipo malis
evoluido, representado pela Suécia, atinge 12 — é muito baixa no tipo predo-
minante na América Latina, ficando, segundo o ultimo censo, abaixo de 4 em
onze dos dezesseis paises com minimos de 2,44 em Honduras e 2,777 na Vene-
zuela. Ascende a 2,83 no Brasil e a 3,43 no México. Em dois outros paises (Chile,
4,30, e Jamaica, 4,33) fica pouco superior a 4. Atinge niveis menos baixos na
Argentina, 5,18; em PoOrte Rico, 5,20; e no Uruguai, 7,81; esta tltima percen-
tagem, embora inferior 4 dos Estados Unidos, excede levemente a do Canada.

O envelhecimento de geracdes cada vez mais numerosas e a diminuicio
da mortalidade dos adultos contribuiram, provavelmente, para aumentar a per-~
centagem do grupo de idade de 65 anos e mais em onze dos quinze paises latino-
-americanos para os quais se dispde de dados comparativos de dois censos re-
centes. Os malores aumentos verificaram-se em Porto Rico, -+ 1,33, ¢ na Ar-
gentina, 4 1,26 (também por repercussic da diminuicdo da percentagem das
idades mais mécas, causada pela descida da natalidade, em ambos os paises, e
da emigracio de adultos, no primeiro). Ficou inalterada a percentagem déste
grupo de idade na Nicardgua; diminuiu em irés paises de elevada natalidade,
entre os quais a maior diminuicdo, — 1,53, ocorreu em Honduras. No Canadi,
houve pequena diminuicdo; nos Estados Unidos, nitido aumento.

Tasera II
COMPOSICAO PROPORCIONAL DA POPULACAO POR
GRANDES GRUPOS DE IDADE
PERCENTAGEM DOS HABITANTES
PAIS ANO EM IDADES DE ANOS TOTAL
0al4 15 a 39 | 40 a 64 | G5 e mais

Canadd............... 1961 | 3395 34,02 23,50 7,63 100
Estados Unidos....... 1960 31,11 33,08 26,58 9,23 100
Costa Riea........... 1963 47,63 34,74 14,43 3,20 100
El Salvador.......... 1961 44 .83 36,55 15,39 3,23 100
Honduras............. 1961 47,82 36,02 13,72 2,44 100
Jamaica. . ... 1560 41,156 35,09 19,43 4,33 100
México.....ovvvvnnn. 1960 44 39 37,23 14,95 3,43 100
Nicardgug............ 1963 48,35 35,62 13,27 2,86 100
Panamd.............. 1960 43,19 36,96 16,23 3,62 100
Porto Rico........... 1960 42,70 34,56 17,54 5,20 100
Republica Dominicana. 1960 44,60 38,90 13,60 2,90 100
Argentina............. 1961* 29,87 40,06 24,89 5,18 100
Brasil.............. .. 1960 42,77 38,60 15,80 2,83 100
Chile...vveennnee.a... | 1960 39,63 37,60 18,47 4,30 100
Equador......cvv..... 1962 45,11 36,64 14,99 3,26 100
Peru,....ooooiiinln 1961 43,33 37,60 15,28 3,79 100
Urugush, ..o ooenn.. .. 1963 28,00 37,20 26,99 7,81 100
Venezuela............ 1961 44,80 37,14 15,29 2,77 100

* Estimativa oficial,

Entre o pentltimo e ¢ (ltimo censo, a percentagem das idades de 15 a 39
anos diminuiu em todos os quinze paises latino-americanos para os quais se
dispde de dados comparativos; as maiores diminuictes verificaram-se em Costa
Rica, — 4,60; na Jamaica — 3,82; e na Nicardgua, — 3,80. Houve diminuicio
também no Canadi e nos Estados Unidos.

A percentagem do grupo de 40 a 64 anos — que na Suécia estd proxima
de 33 — ¢ muito baixa, segundo o 1ultimo censo, na maior parte dos paises
latino-americanos aqui considerados, n&o atingindo 18 em doze déles e descendo
até os minimos de 13,27 na Nicaragua, de 13,60 na Republica Dominicana e
de 13,72 em Honduras. Ascende a 15,80 no Brasil e a 14,95 no México, Percen-
tagens um pouco superiores ac limite especificado acima, mas ainda inferiores
a 20, verificam-se no Chile e na Jamaica. Nitidamente maiores sio as percen-
tagens observadas na Argentina, 24,89, e no Uruguai, 26,99, excedendo ambos a



do Canadd e 3 segunda também a dos Bstados Unidos.

Entre o pentltimo e o ultimo censo, a percentagem déste grupe diminuiu
em dez dos quinze paises latino-americanos para os quais se dispde de dados
comparativos (diminuiglo méaxima em Honduras, -— 3,36) ; aumeniou em cinco
{aymento maximo em PoOrto Rico, 4 2,44). No Canadd e nos Estados Unidos
verificaram-se ligeiras diminuicgdes.

Tagera IIT

VARIACOES DAS PERCENTAGENS, NA POPULACAO, DOS GRANDES GRUPOS
DE IDADE, ENTRE O PENULTIMO E O OLTIMC CENSO *

VARIACAO DA PERCENTAGEM DOS
PATS HABITTANTES EM IDADES DE ANOS
0a l4 15 a 39 40 a 64 65 e mais
Canadd..........ovovvnnnn. 4 3,61 — 3,05 —  {,43 -~ {,13
Estados Unidos............ -+ 4,25 - 4,82 — 0,52 -+ 1,08
Costa Rica................ -4 4,78 — 480 — 0,47 -+ 4,31
El Salvador............... -4 3,67 — 3,38 — 0,58 4= 0,27
Honduras.............v.... 4+ 7,22 — 2,33 — 3,36 ~ 1,53
Jamaiea.. ..o oL, - 3.20 -— 3,82 + 0,24 -+ 0,38
MERICN . s enr i cr e 4 2,61 — 1,34 — 1,34 + 0,07
Nicardgua......ooovevvnn., - 5,07 — 8,30 — 1,27 0,00
Panamé....oooveenninan... -+ 1,59 — 2,49 “+ 0,58 4+ 637
Porto Rico.......ooouuntn. -— 0,51 ~ 3,26 + 2,44 + 1,33
Repiblica Dominicana, ..... -+ 0,09 -— 0,08 — 0,08 + 0,07
Argentina.................. — (3,99 — 2,47 + 2,20 4 1,26
Brasil........cooooiii it + 0,91 — 1,75 4+ 0,45 + 0,38
Chile....oooen i it 4 2,27 — 2,10 — (3,48 “+ 3,31
Equador.........ooov et 4+ 2,65 — 1,65 — 0,71 — 029
Pert.ueeneennrnnnnnennn. + 1,24 — 0,42 — 0,33 — 0,49
Venezueln. . .............. -+ 2,83 — 2,65 — 0,30 4+ 0,12

*  As datas dos censes constam da tabela I (para a Argentina estimativa de 1961 e censo de 1947).

As percentagens verificadas no penGitimo censo podem ser ealeuladas subtraindo-se o8 dades desta tabela
dos correspondentes da tabela IL

® % &

4. Uma caracteristica, especialmente importante do ponto de vista eco-
ndémico, de tipo de composicio por idade predominante nas populacgdes da Amé-
rica Latina consiste na baixa proporcio das idades que frazem as malores con-
tribuicbes para a alividade econdmica. Enguanto na Suécia a percentagem dos
habitantes de 15 a 64 anos, na populacio total, atinge 66, em treze dos dezesseis
paises latino-americanos aqui considerados fica inferior a 55, segundo o ultimo
censo {(vejam-se os dados na tabela IV), descendo até minimos de 48,78 na Ni-
carigua e de 49,17 em Costa Rica. No Brasil atinge 54,40; no México, 52,18,
Sobe um pouco acima do limite acirmaa referido no Chile; torna-se bem maior
no Urugual, 64,19, e na Argenting, 64,95, onde excede largamente as proprias
percentagens do Canadéd e dos BEstados Unidos.

A comparacio entre os resultados dos dois Gltimos censos efetuada na ta-
bela IV, mostra que, em todos os quinze paises latino-americanos para os guails
se dispbe de dados comparativos, a percentagem da populacio em idade eco-
nomicamente ativa diminuiu; em alguns casos, fortemente (— 5,69 em Hon-
duras, — 5,07 em Costa Rica e na Nicaragua). Houve diminuicio também nc¢
Canadid e nos Estados Unidos, atinginde — 5,34 neste Gltimo pais.

Em nove paises latino-americanos, esta diminuicio corresponde, como nos
Estados Unidos, ao simuitaneo aumento das proporcdes do grupo infantil-adoles-
cente e do grupo senil; em quatro, como no Canada, ao aumento da primeira;
e em dois (Argentina e Porto Rico) ao da segunda.



J4 baixa nos anos préximos de 1950, a proporcio da populacio nas idades
mals aptas para o exereicic da atividade econdmica ficou ainda menor em 1980
e anos seguintes, nos paises latino-americancs. Bste aspecto desfavorivel da
composi¢do da populacdo merece ser objetivo de atenciio e de acio dos governos,
cujo politica econdmica precisa ser acompanhada e defendida por rma politica
demografica idénea para facilitar o &xito dos esforgos gue visam a dar impulso
20 progresso da producdo e ao melhoramento do nivel de vida.

TaBELA IV

DISCRIMINACAO PROPORCIONAL DA POPULACAQO SEGUNDO IDADES
ECONOMICAMENTE PASSIVAS OU ATIVAS

PERCENTAGEM DA POPULACAC EM IDADES
PAIS De 0 a 14 anos ¢ de
65 anos e mais De 15 & 64 anos
1050* 1960 1950* 1960*
Canadb.....coovoooernnn.. 38,10 41,58 61,90 58,42
Estados Unidos............ 35,00 40,34 65,00 59,66
Costa Riea............0 .. 45,76 50,83 54,24 49,17
El Salvador............... 44,12 48,06 55,88 51,04
Honduras. . ............... 44,57 50,26 55,43 49,74
Jamaica. .................. 41,90 45,48 58,10 54,59
Méxieo..o.....oo il 45,14 47,82 54,86 52,18
NiCAtAZUR. .o .o e, 46,14 51,21 53,86 48,79
Panamd................... 44 85 46,31 55,15 53,19
Porto Rico................ 47,08 47,90 52,92 52,10
Reptblica Dominicana...... 47,34 47,50 52,66 52,50
Argenting.................. 34,78 35,05 65,22 64,95
Brasilo.....oooooooen . 44,30 45,60 55,70 54,40
Chile............oooviuitt 41,35 43,93 58,65 56,07
Bquador. ..o.ovr v, 46,01 48,37 53,99 51,63
Peru...o.....oo i il 46,37 47,12 33,63 52,88
Uruguai,.................. e 35,81 . 64,19
Venezuela. . ............... 44,62 47,57 55,38 52,43

* Ou anos proximos (as datas constam da tables I; para a Argentina, estimativa de 1061).

* % %

5. Para concluir a anédlise da composiciio por idade das populagdes latino-
-americanas, torna-se conveniente examinar como difere esta composicio nos
dois sexos, segundo os censos de 1960 e anos seguintes 2.

A percentagem do grupo de idade de 0 2 14 anos é menor entre as mulheres
do que entre os homens em treze dos guatorze paises latino-americanos 3 consi-
derados na tabela V, e sdmente no Panaméa um pouco maior. ¥ menor, também,
no Canada e nos Estados Unidos, principalmente em virtude da menor mortali-
dade feminina, que repercute nas percentagens dos grupos de idade seguintes,
elevando-as. Em alguns casos, talvez, contribuam para diminuir a percentagem
aparente de criangas e adolescentes, entre as mulheres, as declaracdes de idades
superiores &s efetivas feifas por mogas ja préximas da idade final do grupo.

A percentagem do grupo de idade de 15 a 39 anos é, aparentemente, maior
entre as mulheres do que entre os homens em treze dos quatorze paises latino-
-americanos; na Venezuela {(que recebeu numerosos imigrantes, na maioria
homens), é sensivelmente menor. Contribuem, em varios paises, para a aparente
maijor percentagem feminina as declarac¢des de idades inferiores as efetivag feitas
por mulheres ja em idade madura. No Brasil, por exemplo, o niimero das mulheres

2 Excluem-se da anilise os dados para a Replublica Dominicang (constantes da tabela V),
gque, spresentandc & mesms composichio proporcional para ambos o5 sSexos, parecem ter sido
apurados ou estimados para ¢ conjunto da populacéo,

¥ Quatorze, ndo se computando & Republica Dominicana pels razio esclarecida na nota
anterior,
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declaradas em idades de 15 a 39 anos excede em 735 mil o dos homens, enguanto
o numero das mulheres declaradas em idade de 40 a 64 anos fiea inferior de
300 mil ao dos homens. No primeiro grupo, haveria 1060 mulheres para 1000
homens; no segundo, apenas 947 para 1000, contra tdda verossimilhanga. No
Canadé e nos Estados Unidos, a percentagem do grupo de 15 a 39 anos € leve-
mente maior entre as mulheres do que entre os homens; mas nestes paises —
como, alids na Argentina e em alguns ocutros paises latino-americanos “erros de
rejuvenescimento”, assinalados acima, parecem ser relativamente rarcs, nfo al-
terando sensivelmente a composicdo por idade da populagho feminina apurada
1108 CEnsOoS.

A percentagem do grupo de 40 a 64 anos é, aparentemente, menor enfre as
mulheres do que entre os homens em oito dos quatorze paises latino-americanos;
maior, em Seis. Em alguns casocs, as percentagens aparentes na populagdo femi~
nina ficam inferiores as efetivas por efeito dos erros de rejuvenescimento ocor-
ridos nas declaracoes de idade. No Canada e nos Estados Unidos, as percentagens
déste grupo referentes aos dois sexos diferem pouco entre si, sendo levemente
major no primeiro pais a masculina e no segundo a feminina.

A percentagem do grupo de idade de 65 anos e mais ¢ major na populacido
feminina do gue na masculina em ireze dos guatorze paises latino-americanos;
somente em Costa Rica é menor. A diferenca predominante (que se verifica
também no Canadi, e, mais acentuada, nos Estados Unidoes) depende principal-
mente da menor mortalidade femininga nas idades adultas e senis.

TaRerLas V

COMPQSICAO PROPORCIONAL DA POPULACAO POR GRANDES GRUPOS
DE IDADE, SEGUNDO O SEXO *

{continua)

PERCENTAGEM DOS HABITANTES
PATS SEXO (EM_IDADES DE_ANOS — _ _| moTaL

08 l4 15 a 39 40 a 64 |65 e mais
Canad oo H 3435 | 3477 | 2357 7,31 100
M 33,55 35,06 23,44 7,95 100
Estados Unidos. . ... H 32,111  33,02| 2638 8,49 100
; M 30,14 33,14 26,77 9,05 100
Costa Rica. ... .. ... H 47,08 | 3418 | 1452 3,32 100
M 47,29 35,29 14,34 3,08 100
£l Salvador. .. .. ... H 4639 | 3532| 1532 2,97 100
M 43,31 37,74 15,45 3,50 100
Honduras. . ... ...... H 4386 | 3506 | 1372 2,36 100
M 46,77 36,97 13,73 2,53 100
Jamaica. con e, H 43,00 33,48 19,83 3,69 100
M 39,44 36,59 19,05 4,92 160
MéExieo. oo { H 45,40 36,36 14,92 3,32 100
: M 43,39 38,10 14,97 3,54 100
NICATAZUS v evrn { H 5014 | 3427 | 13,03 2,56 100
M 46,60 36,75 13,51 3,14 100
Panamé. . ...\ { H 43,01 | 3666 | 1673 3,60 100
M 43,37 37,26 15,71 3,66 100
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(continuacio)

PERCENTAGEM DOS HABITANTES

PATS SEX0 EM IDADES DE ANOS TOTAL
Oa 14 152 39 | 40 a 64 [ 65 e mais
Pérto Rico........ .. { H 43,67 33,08 18,08 5,17 100
M 41,74 36,02 17,01 5,23 100
Republica Dominicana{ & 44,60 38,90 13,60 2,90 100
M 44,60 38,90 13,60 2,90 100
Argenting,........... { H +29,90 39,81 25,32 4,97 100
h 29,84 40,32 24.45 5,39 100
Brosil............... { H 43,371 37,60 1625 2,78 100
M 42,16 39,61 15,35 2,88 100
Chileweoonnno. . { H 40,64 37,11 18,35 3,90 100
38,67 38,07 18,59 4,67 100
Equador............. { H 46,11 35,83 15,04 3,02 100
44,10 37,46 14,93 3,61 100
POt e e { H 4415 37,51 15,00 3,34 100
M 42,51 37,69 15,57 4,23 100
Venezuela........... { H 45,03 37,31 15,41 2,25 100
M 44,56 36,98 15,17 3,29 100
* Nas datas constantes da tabela II.
* £ J *

6. Os censos demograficos dos paises latino-americanos nfo atingem, em
geral, um grau de precisio comparavel com o alcangado em paises eurcpeus
com organizacdes estatisticas aperfeicoadas no curso de uma longa experiéncia
e com populacdes mais cultas e mais conscientes dos deveres civicos. Verificam-
-se amiade omissdes na contagem dos habitantes; nfoc faltam as duplas conta-
gens; e em alguns casos, por motivos de prestigio local ou de interésse pessoal
dos agentes recenseadores, figuram como existentes individuos ou familias que
de fato nfo existem. Nas declarag¢bes do seXo parecem ser raros os erros; muito
freqiientes, pelo contrario, nas declaracdes da idade, que, pelas falhas do re-
gistro dos nascimentos, em muitos casos néo podem ser controladas e retifica-
das. Alids, amidde os proprios recenseados ignoram a sua idade exata ou as
de pessoas da sua familia, de modo que, nas declaracdes de idade feitas por
éles, ou nas estimativas dos agentes censitarios, prevalecem as idades multiplas
de 10, de 5 e de 2, dando indicio do cardter aproximativo das indicagdes. Acres-
centam-se aos erros involuntarios os voluntarios, como os de rejuvenescimento,
j4 lembrados, e os “de envelhecimento”, eausados por vaidade senil, guando nio
dependentes simplesmente da ignorincia.

Apesar de tddas essas imperfeicGes, os dados dos censos 1960 e anos seguin-
tes sho suficientes para mostrar as prineipais caracteristicas da composicio por
idade das populacdes latino-americanas. Eventuais retificacbes dos dados ja
apurados e ulteriores apuracdes da composicdo por idade segundo o estado con-
jugal, o lugar de nascimento, e outras circunstanecias individuais, poderio per-
mitir novas e mais aprofundadas analises do assunto.

Na maior parte da América Latina, as caracteristicas da composicdo por
idade continuam sendo as tipicas dos paises de elevada natalidade e rapido
incremente demografico natural, isto é: proporcao muito elevada de criancas e
adolescentes, proporcido muito baixa de velhos, e propor¢do baixa dos habitantes
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nas idades mais aptas para o exercicio da atividade econdémica (a relativa abun-
dénecia dos habitantes na primeira metade déste infervalo de idade n#io chegan-
do a compensar a acentuada escassez dos na segunda metade). A proporg¢ido do
grupo das idades infantis e adolescentes, j4 elevada em t6rno de 1950, se tornou
ainda malor em guase iodos os paises no decénio seguinte, em virtude princi-
palmente da diminuicdo da mortalidade na infancia.

Destacam-se fortemente désse tipo predominante as composicdes por idade
das populacdes da Argentina e do Uruguai, que se acham numa fase mais adian-
tada da evolucio demografica, caracterizada por niveis reduzidos da natalidade,
_da mortalidade e da faxa de incremento nabural. Nesfes paises € muilc menor
do que nos do primeiro tipo a propor¢io das idades infantis e adolescentes,
maior g das idades senis, ¢ maior, também, a das idades mails aptas para a
exercicio da atividade econdmica.

No momento atual, em que a maior parte dos paises latino-americanos esta
enfrentando graves dificuldades, nio devem ser esquecidos, entre os fatores que
podem ajudar ou retardar o progresso econdmico, 0S cOnexos com a situacéo
demografica, que deveriam constituir o objetivo de cuidadosa observagéo, de
constante consideracido e, eventualmente, de prudente acdo governamental, vi-
sando a modifica-los no sentido mais conveniente para o desenvolvimento eco-
nbémico e social e para a elevacfo do nivel de vida.



OSWALDO IORIO

INTRODUCAO A TEORIA DA
PROGRAMACAO LINEAR

A Programacio Linear (PL) encontra sua finalidade no estude dos pro-
blemas de decisio. As solucfes désses problemas expressam-ge em geral sob
variadas formas. Faz-se entao mister optar-se por uma delas. Essa escolha,
todavia, nio se processa de modo inteiramente livre. Terd de submeter-se ao
critério de otimizacdo que for adotado para a resolugdo do problema considerado
e, as }i.mitagées que lhe sfo impostas pelos recursos disponiveis na unidade
econdmica.

O eguacionamento de um problema segundo a técnica da Programagio
Linear exige que se defina o objetivo a atingir, que se conhecam as disponibi-
lidades dos fatdres de producho atinentes ao caso e, bem assim, as restricbes
q;xe 0s cercam, sejam elas de nabureza econdmica, tecnoldgica, administrativa,
ete.

O objetivo a atingir consiste em maximizar uma medida de eficiéncia, como
o lucre na exploracio de uma atividade, a rentabilidade na alocacio de recursos,
a produtividade do trabalho, ete., ou, em minimizar uma medida ineficaz ou
dispendiosa, como a capacidade ociosa de equipamentos € instalacbes, custos
operacionais e financeiros, ste.

Uma vez que os problemas afetos a essa téenica prendem-ge sempre A es-
cassez de recursos e 4 methor maneira de utiliza-los, deixa a mesma de ter
atilidade nos casos em que inexistam restrigbes & consecuglo do objetivo coli~
mado. J4 nos casos opostos, quando subsistem condigdes limitativas, costumam
ssses problemas oferecer um grande numero de solucbes alternadas, de modo
gue a escolha de uma em particular, fica sempre na dependéncia do conjunto
de restricdes e do objetivo a ser alcancado.

A PROGRAMACAOC MATEMATICA

Do ponte de vista matematico, pode-se considerar 2 Programaciio Linear
como ums téenica aplicavel a problemas que requerem a determinacio de ma-
ximos e minimos condicionados. O caleulo diferencial, como se sabe, soluciona
problemas de mesma natureza. Entretanto, as quantidades a maximizar ou mi-
nimizar se estabelecem como funcdes continuas de varidveis independentes, com
derivadas de 1.0 e 2.0 gran, também continuas, Na Programacio Linear ag quan-
tidades o otimizar se estabelecem como funcOes lineares independentes e se
sujeitam a um sistems de desigualdade, também lineares, constituidas em térmos
dessas variaveis.

Na matematica classica, costuma-se recorrer 3 técnica dos multiplicadores
indeterminados de Lagrange pars resolver um problema de maximo ou minimo
condicionado. Em geral, num problema désse tipo procura-se determinar os
valores

A Xps coneees Xn
que otimizam & funcio diferenciavel

f(‘xl, X

R. brgs. Estet., Rio de Janeiro, _3_5(121) :13-48, jan./mar. 1970
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sujeita as condigdes subsisidi4rias, também diferencidveis,

g.l(xl, Ko o oo xn)=O
gz(xl, Xp g nreee , x1=0
qr(xl’ X5y connnn s Xn)=0

denominadas multiplicadores de Lagrange, de modo a obter outra funcdo au-
xiliar com (n + r) varidveis:
F . = L. + AN
(xl,xz, ""xn’)‘i’\?' ,Xr ) ?(xi,xz, ,xn) XIQI(XI’XZ‘_

x,) +\292(x4, Xy Xl +X g, 0%y o Xp s x,)

sendo que os pontos

(xl’xZ' ey xn)

onde se verificam os maximos ou minimos condicionadosdevem satisfazer as
condigdes:

OF .o : OF .o; 9F .0, - O0F .g..... OF -0

= *

. . F
(5)(1 éxz d x "C)?\l ’ "o Xe

valendo dizer gque nesses ponios as derivadas parciais da funcdo auxiliar devem
anular-se.

A técnica dos multiplicadores fornece uma condicio de 1.2 ordem para a
maximizacio ou minimizag¢do. Todavia, as condicdes de 2.2 ordem exigem manipu-
lacho algo incémoda. Além disso, aguela téenica sdmente identifica os maximos
ou minimos locais, nada informando a respeito dos maximos ou minimos globais,
gue sdo os de interésse da programacdo linear. A técnica dos multiplicadores
indeterminados pressupde, ademais, que todas as restricbes a que estdo sujeitas
as variaveis do problema possam exprimir-se por meio de equacgdes, e ndo por
intermédio de desigualdade. Nio considera, outrossim, a possibilidade de de-~
terminadas variaveis néo poderem assumir valéres negativos, dai a necessidade
de se recorrer & técnica da PL, a fim de obviar os citados inconvenientes.

Em resumo, pois, visa a Pro_gzjamagéo Linear a otimizar uma funcio linear,
denominada funcao-objetivo, sujeita a um sistema de equacdes e ou desigual-
dades do 1.0 grau, cujas variaveis, em regra, costumam ser ndo-negativas.

FORMA FUNDAMENTAL

Os prchlemas de Programacao Linear sfo em geral convertidos & forma
fundamental, segundo a qual,
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a) a funclo-gbjetivo deva ser minimizada;

) as restricoes sejam expressas por equacles, com segundos membros po-
sitivos; e

¢} as varidveis sejam nfoc-negativas.

Analiticamente, um problema de PL assim se apresenifa:

Min Z = cix,{l— c2x2+ PR X

sujeita as restrigbes subsididrias:

+ =
TR TLE R o Xa T Yy
e x +a_ x_ + ... .,...+0_ x = b
21 4 2e 2 Z2n n 2
Gm1xl+ﬂm2);2-}- ........... +O X = bm
xj_>..0 (j= 1,2, ...y 0}

onde os A, b: € ¢; $30 constantes conhecidas; m<n e X; as varifveis que otimi-
zam a funcio-objetivo, cujos valéres devem ser determinados. Os ¢ sio demno-
minados coeficientes de custo.

Vale observar que pelo fato de se estabelecer a funclo-objetivo em térmos
de minimizaciio, o problema apresentado sob a forma fundamental ndo perde em
generalidade. No caso de se tratar de uma funclo a maXimizar basta trocar os
sinais de todos os seus térmos para converté-la & forma fundamental.

Também nio se perde em generalidade quando se estabelecem as restrigdes
do problems, scb a forma de equacgdes, em vez de desigualdades. Para transformar
estas ultimas & forma fundamental é suficiente introduzir no 1.° membro de
cada uma delas umsa varigvel nfo-negativa, denominada variivel auxiliar, fa-
zendo-a preceder do sinal correspondente. Assim, no caso de vir a restricdo
expressa por uma desigualdade do tipo

0 x +a x 4+ . + < b

(1] 42x2 T G{n xn“ 4
ou do tipo

) + x“ T i ~

Gﬁ ¥ 012 2+”""'“+%n xn*‘bi

bastars introduzir o variavel auxiliar X’ precedida do sinal “mais” no 1.2 caso,
ou do sinal “menos” no 2.° para reduzi-las & forma fundamental.

Todavia, se uma ou mais varidvels do problemas, dadas as suas caracteristicas,
puderem assumir valéres negativos, para equaciona-lo sob a forma fundamental
basta escrever as variiveis como a diferenca de dois numeros nao-negativos noe
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sistema considerado. Assim, se em virtude da natureza do problemsa, nfo for
imposta nenhums restricio de sinal & varidvel x,, por exemplo, procede-se da
seguinte maneira:

onde

Se x > x: entdio x,>0; se \: < x: segue-se que x;<0; se x: - x;' , entdo
. ’ ?
x = 0. Portanto, x,, dependendo da magnitude de x e x| pode ter qualquer
sinal.
Finalmente, se na formulacio original do problema o térmo constante do

2.0 membro de uma equacio I6r negativo, serid suficiente multiplicar ambos os
membros dessa equacio por “menos 17, para transforma-la & forma fundamental.

REDUCAO A FORMA FUNDAMENTAL

Considere~se a seguinte funclo-objetivo:

Max, 2 = —
2Xi+ )t2 3x3

sujeita as condicles

2)({"4" 612"'8){ -

5 =
X, ~ > -
I 3x2 Z ~5
frat oxyy 8
> =z
onde x,= 0 x3= 0

e % sem restricio de sinal, podendo assumir valéres positivo, negativo ou

nulo.

A fim de reduzir o problema proposto & forma fundamental devem ser efe-
tuadas as seguintes operages:

a) eserever a funcio-objetivo em térmos de minimizacio;

b} mulfiplicar ambos os membros da 22 restricio por “menos 1" para
tornar positiva a constante do 2.° membro;

¢) introduzir varidveis auxiliares nas 2.2 ¢ 3.2 restricles para transformé-
-las em igualdades;

d) substituir x por x - x,
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Procedendo-se dessa forma, obter-se-a:

Min 2 = _ 2{x X"} _x+ 3x
i i 2

sujeita as condigdes

2{x - x') + - -
% xi) 6x2 8):3 -9
-x‘i +x’;+3x'2+ + %4 - 5
4 + — —
* x3 xs =8
v . oS
xi——-O, xim_{}

RESTRICOES A LINEARIDADE

A hipétese da linearidade nos problemas de Programacfo Linear nem sem-
pre encontra na pratica exata correspondéncia. Basta ver, por exemplo, o que
ocorre com a producdo realizada por determinada maguina. Se ela gasta m mi-
nutos para produzir uma peca B, ¢ tempo total reguerido para as duas pecas
& dado por m -+ n minutos.

Ora, no caso de se tratar de uma Unica méquina, &sse resultado sdmente
serd valido se o tempo dispendido para adapta-la & produgiio da pega B, depois
de produzida a peca A, for nulo ou desprezivel. Nao o sendo, a aditividade ficars
prejudicada, sobretudo se, em vez de duas, férem 8, 10 ou mais pegas distintas.

Do mesmo modo se verifica que se & maguina consome m minutos para
produzir uma peca A, a hipétese da linearidade implica em admitir que a
producio de r unidades exigira mr minutos. Essa proporcionalidade, todavia, nio
& rigorosamente exata no curso do tempo, em t2rmos praticos. A diferenca, no
entanto, n&o é de molde a afetar sensivelmente os resultados esperados. Costu-
ma-~se, por isso, admiti-la semn mailores preccupagdes na grande maioria das
vézes.

J4 o mesmo nio sucede com a questio relativa ao lucro proveniente da
venda dessas pecas. Nos tipos de problemas solucionados pela Programacio Li-
near admite-se, em regra, que o luero total da venda de um produto seja
diretamente proporcional ao numero de unidades vendidas. Essa proporcido nem
sempre se observa, seja em virtude de descontos concedidos aos compradores
em funcfo da gquantidade adquirida, seja em razio da quantidade produzida
e da correspondente economia de escala.

A gespeito dessas restricbes, costuma-se recorrer & Programagho Linear para
solucionar problemas cujas varidvels nfo cbedecam rigorosamente a variagbes

proporcionals, 4 menos que elas sejam de ordem tal gue possam vir a afetar
os resultados obtidos.

DESENVOLVIMENTO DAS OPERAQOES

J& se deixou assinalado antes gue o cbjetive de um problema de Progra-
macio Linear é sempre representado por uma funcdo de 1.° grau. As equagles
e desigualdades que exprimem as restricdes de natureza econdmica, tecnolégica,
ete. relativas ao problema considerado sfo, também, lineares.

Existindo uvma perfeita identidade entre o nfimero de varidveis e o namero
de equacdes, a solucdo do problema serd dado pela matemdtica claggica, me-
diante a resoluciio do sistema assim formado. Nesse caso, sendo Unica a solucéo,
nio tem sentido pretender-se maximizar ou minimizar a funcio-objetivo. Entre~
tanto, quando o ntmero de varidveis supera o de equacles, isto é, quando o
sistema se torna indeterminade cabe & Programacfo Linear obter a solucéio étima
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do p}joblema, vale dizer, aguela gue proporciona o maior ou o _menor valor da
funcio-obietivo, respeitadas as resfricSes estruturais e a condigio de naoc-nega-
tividade imposta as variaveis.

O processo de soluglo geral consiste em examinar o conjunto de solugles
factiveis {as que satisfazem 3as equacbes e desigusldades e¢ & condigdo de nao-
-negatividade) partindo-se de uma soluglo basica, na qual se substitui sucessi-
vamente cada uma tas variiveis até obter-se a solucio dtima. A aludida solu-
¢do basica ¢ obtida mediante a transformacio do sistema indeterminado em
sistema determinado. Para isso, iguala-se a zero um nGmero de varijveis, de-
terminado pela diferenga entre ¢ ntimero destas e o de equacghes.

Assim, por exemplo, se o sistema contém 3 equacbes e 5 variavels, uma
soluciio basica inicial se obtém anulando duas quaisquer dessas variaveis, de
modo & consiituir-se um sistemaz deferminado; no caso, de 3 equacgbes e 3
incognitas. Sendo 5 as varidveis, grupadas 3 a 3, nada menos de 10 sistemas
determinados poderdo ser formados. Das 10 solucdes basicas assim constituidas,
eliminam-se as gue contém varidvels com valdres negativos na resolugfo final
dos sistemas. Dentre as restantes, isto é, dentre as solucdes béasicas factiveis
extraem-se aguelas gue proporcionam o valor miximo ou minimo da fungdo-
-objetivo. As solugles assim obtidas correspondem as solucbes dtimas do pro-
blema considerado.

Com o fim de ilustrar 8sse aspecto, considere-se a seguinte func¢fo-objetivo:

Max. Z = G,Sxﬁ + x

sujeita as condicles

x1+x2+ Xz = 4
-G,ﬁxi +52 -i-x4 =2

% = %, +x5:2

x, 20 {(i=14,2,5,45)

Sendo 5 o numero de varidveis e 3 o nimero de eguacdes, 10 sistemas de
3 equacdes com 3 incdgnitas podem ser constituidos, fazendo-se em cada sistema
duas variaveis iguais a zero. No quadro a seguir acham-ge indicadas as 10 so-
Iucdes basicas relativas aos 10 sistemas e os respectivos valdres assumidos pela
fungdo-objetivo.

. SOLUCOES DOS SISTEMAS
VARIAVEIS

1 2 3 4 i1 6 7 8 10
% 0 0 0 0 4 4 2 1,3 3 8
x* 0 4 2 -2 0 0 0 2,7 1 6
x3 4 g 2 8 8 0 2 ¢ -1
x* 2 —2 G 4 4 0 3 G 2,5 G
x8 2 6 4 0 —2 —2 0 3,3 0 ¢

Valor de Z 0 4 2 —2 3,2 3,2 1,6 3,7 3,4 12,4

Conforme se verifica, apenas 5 sistemas apresentam solugBes com t6das as
varidveis positivas: os de numeros 1, 3, 7, 8 e 9. Os demais sistemas deixam
de ser considerados na pesquisa da solugdo 6tima do problema, pois contém
varidveis com valdres negativos. A de n.° 8 representa a solugdo procurada, em vir-
tude de ser, dentre as solucbes bésicas factiveis, a que apresenta o malior valor
da funcio-objetivo. Os valdres das varidveis figuram na coluna correspondente,
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No exemplo considerado a soluclo otima fol tnica. Ha ‘casos, porém, que o
problema comporta duas oun mais solugdes oOtimas diferentes. Também poderd
acontecer que tdodas as solucdes se expressem por valéres negativos das varia-
veis, ou por valdres ndo-negativos, mas capazes de produzir um valor infinito
para a func@o-chjelive. BEm ambos os casos, as solugles obtidas nfo serviriam
ao problema.

Em certos tipos de preoblemas pode a funcfo-objetivo tornar-se arbitraria-
mente grande, n2o assumindo Z um valor finito. Diz-se que a soluclo é ilimitada,
Por ouffo lado, nem todo problema de Programacio Linear tem solugho basica
factivel, em virtude de serem inconsistentes as resirictes gue compdem o sistema
de equaches e desigualdades. As vézes, a despeito de serem consistentes as res-
tricdes estruturais do problema, ainda assim nfo subsiste solugho basica factivel,
pois pode acontecer gue nem todos os pontes gue satisfagam as restrigdes aten-
dam 24 condicio de ndo-negatividade. Vale notar, finalmente, gue embora os
problemas de Programacio Linear tenham, em geral, um nimero infinito de
solughes, existe sdmente um ntmero finito de solugdes basicas factivels,

PROCESSOS PRODUTIVOS. RECURSOS DISPONIVEIS. NiIVEIS OTIMOS

Lidando a Programacio Linear com processos que objetivam colimar nivéis
6timos de producdo, o problema decisério a respeito da utilizagfo, proporciona-
lidade e substituicdo de cada processc assemelha-se ao gue sucede na economia
classica em relacho aos fatdres de produciio. Devido a essa identidade de pro-
posito e & sua efetiva participagdo no planejamento de atividades especificas
da ciédneia econdmica, consagrou-se a Programacio Linear como um instrumento
pritico de extraordiniria importincia para o desenvolvimento dos negdcios, so-
bretudo guando se pretende estabelecer planos de produgfo onde predomina
a escassez de fatdres. Encontra-se assim a unidade econdémica diante do pro-
blema de estabelecer o seu programa de producio, cabendo a técnica indicar a
distribuicio dos recursos existentes para que sejam atingides o8 niveis 6timos
dos processos produtivos.

Segundo Dorfman, obedece a Programacio Linear aos seguintes pressupos-
tos basicos:

19 As oportunidades produtivas de uma economia ou unidade econdmica
definem-se pelos recursos e pelos processos produtives de gue dispde.
As quantidades de alguns dos recursos s@o finitas, bem como o niumero
de processos produtivos disponiveis;

2,9y Qualquer processo produtivo pode empregar-se a um nivel positivo
compativel com a oferta de recursos disponiveis. O consumo de recursos
e a obtencio de produtos é proporcional ao nivel em que se desenvolve
0 Processo;

32) Pode-se empregar simultineamente varios processos produtives median-
te 0 adequado emprégo de recursos. Se isto se realiza, o consumo de
cada recurso é igual & soma das quantidades consumidas em cada um
dos processos empregados, e, anhlogamente, a produciio total € a soma
de cads um dos difos processos.

Com base nesses pressupostos pode-se confinar ¢ problema do estabeleci-
mento de um programa de producgdo & escolha dos processes produtivos e do
nivel em gue devem ser utilizados.

Do ponto de vista matematico, a sua formulac¢do se desenvolve identificando

o programa de producio T, & totalidade dos processos produtivos Py, Ps, ... ..., Pr
utilizados pela unidade econdmica.

Nessas condicbes, se P se emprega 2o nivel X, P: ao nivel X5 .......... , Px
a0 nivel X., entio; )

ficando o programa completamente definido pelo vetor das infensidades dos
processos, isto é, por C
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Um processo produtivo também fica completamente definido quando se
mantém a um nivel unitario, como ocorre, por exemplo, com o processo E;, que,
simbolicamente, pode ser expresso por

E;={e o _........... a b, b .........0b)
} o2 jm L j2 in
onge A, Biz, cvecireenaa- am correspondem as guantidades consumidas em cada
fator € by, D1z, +ocvvvinnnn b;. as quantidades produzidas.

Diante disso, os fatores e produtos do programa de producdo T podem ex-
pressar-se em térmos do correspondente vetor de intensidade X. Pagamos:

i jont (G‘,I 0‘2 ...... Gim b;i bi2"“'bim}§ (i = 1;2....4,>’k}

e seja 7 2 guaniidade consumida do primeiro fator, z. a do segundo, zx & de
fator de ordem m. Tem-se, entao:

Zi = Gﬂxi +a21x2 .a-...u...,...,_,.c,k‘1 x,
Z =qa X PR T
2 %% Tt TR
zm:; Gimx‘l +a2mx2 +, . + Ukmxk
Designando por
A= (Gii Bimeeninnnns cim}

F“A -
A
11 712 e ‘&‘Ik
A A
20 T2 a caieienn AZk
A =
mi ME  ie v Amk
enido: Z = AX

expressa os fatéres requeridos pelo programa de produgdo, onde

Se existirem us unidades do primeiro recurso disponivel, u. do segundo,
etc., & se escrevermons
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resulta que a limitacio de recursos pode expressar-se pela condigio de gue
todo programa de producio deve satisfazer & desigualdade:

A x{u

Relativamente & produgéo, o tratamento é andlogo:

Y=lyg vy ¥, !
= {b

B ( i1 biZ" bm

8:(81 82..“......‘.8")

onde y representa a quantidade produzida de cada produto, de modo que para
os fatbres ocorre a igualdade

Y=8X

Consegilentemente, a medids da desejabilidade de um programa de produ-
¢do ¢ uma funcho, £ (X), do vetor de intensidades dos processos. Assim, o pro-
blema bésico da Programacio Linear se reduz s achar o vetor da intensidade X
a0 qual corresponde a maior medida accessivel de desejabilidade, £ (X), sujeito
as restriges:

a) a de nenhum processo pode utilizar-se a um nivel negativo;
b) a de gque nio se pade utilizar mais recursos do gue os disponivels, ou

seja, respectivamente:
X > 0
AX < u
O PROBLEMA GERAL DA PROGRAMACAO LINEAR

O problems geral da Programacgio Linear pede ser equacionado de tal sorte
que a suga resolugio consista em determinar um vetor X, Xs, ...... , X} que forne
maxima ou minima a funcio linear:

- Ceaen e R 2T P RN
Z = c‘1 X1+c2x2 + X +cn LI (L

designads funcho-ohjetivo cu funciio-econdbmica, sujeita &s condicdes lineares:

Uy Xy ¥ 012x2+....,+aﬁ X+ ... +940%, =< by

a X + Q X “Foeotqa X * w ow

21 4T 0% aXjFroto . < b,

et e e e e s (2)
O;‘SX3+ a'2x2+~---+o!£xj+- '+°inxn it b‘

.....

0301 =1s25..0n) (3
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onde 0s a4, by € ¢y slo constantes conhecidas, m<n e X, as variaveis cujos
valfres que otimizam a funcfe (1) devam ser determinados,

fisse mesmo problemsa geral é suscetivel de apresentar-se sob a segunite
formsg abreviada:

N
Max. ou Min, 2 = Z €} X 4)
i=1
n
Z"i;";-‘fbi (i=1.2,..,m (5)
=1
% 29 (i =1,2,..0) (6)
ou, usando notagic matricial,
Z = CX D
onde

é o vetor-linha ¢ X o velor-coluna

X :{xi, XZ, . ,,xn}

Introduzindo para as expressdes (2) os vetores-coluna

_— [~ -
a0

1 043 a’ln b;]
a a b
21 2i 2n 2
Pi prend Gii Foeoe o= Pj = 0;} $x v ¥ Pn o Gfﬁ 3. & ¥ PQ = bi
G‘ * - *
-m§1~ Omij Qmn bm
L. . »n 4 o
podemos escrever:
>
Pirg + Ppxp + et Bix, bee k Bx = Px, =P, 8

=1

e, completando as condicdes,

9
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As soluces basicas sfio, pois, aguelas que satisfazem &s restrigbes expres-
sas em (2), estabelecendo-se n — m variaveis ignais a zero e resolvendo-se
o sistema para as restantes m varidveis, As solugbes basicas factiveis sio aque-
las gue satisfazem (2) & (4). As solucles Otimas s@o as solucOes basicas factiveis
que otimizem a funclo-objetive dada em (1). Denomina-se base & colecdo de m
varidveis que na construcio de uma solugiio béasica nfo sejam iguais a zero.

METODO DE RESOLUCAC DOS PROBLEMAS

As desigualdades contidas em (2) podem ser facilmente transformadas em
igusldades mediante a introducfio de varldveis auxiliares v.., ndo-negativas,
tais gue

.y -+ = b, .
%% T Xneg =5 ti=1,2,...,m

a que corresponde ¢ sistema

041 xi + 012 x2 L PR *adjxi + a..+01n L -i—xm_1 = b1
;i’lxi at;x;;— .,‘.-i:‘u‘jxj S cv;‘f':; nX + Xoep = b (10
c;mlx; + me’z-;: s ‘;mj;;:" ..t omnxn + Xiam ™ hn: |
Adotemos uma solucfic bésica ial como,
X = (x,, xz,‘. P cee,0) (11

b

isto &, um vetor de ordem m <4 n com m componentes ndo-nulas e as demais n
nulas, satisfazendo A condiclo x» = 0 para 1 = 1, 2, ..., m. O sistema (10) €
constituido de m. equagles com m < n variavels.

Em face de (8), temos:

m
L, -—
Pixi-t- 92!2+’vn+’?ixi+ v e mem:: ?;:1 Pixi - PO {12}
com ¢ valor
Zo-_—.ci x1+c2x2~4~ rar b ci xl'%'o-»cmxm: ci L9 {13)

para a funcio-objetivo dada em (7), onde os c: 880 os coeficientes de custo
e Z, o valor correspondente a uma solu¢fio particular.
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Os m vetores P01 = 1, 2, ..., §, ..., m) constituem uma base no espago
m-dimensional; os n demais vetores Pi (3 = 1, 2, ..., n}, supostos linearmente
independentes * podem ger eXpresscs como wme combinagdo linear dagueles m
vebores, ou seja,

b
=B x, 4+ Px, ~ee. ¥ Px .= Px. . (19
Pi= BT e m'mj ‘Zt i

para i = 1, 2, ..., nn onde os coeficientes X, s8o calculados mediante inversie
da mairiz guadradas formada pelos = velores gue constituem a base.

De modo andlogo, obtém-se:

"
+L.. FC x i:Z & %, {15}
momp =y i.‘

Z. . =¢ %, +c x .
i }

1k 22}

Experimentemos, agora, uma nova solugio basiea intreduzindo um dos ve-
tores P; nio considerados na base primitiva, Seja Paa ésse vetor. Sua expres-
sd0, em virtude de (14) ¢ dada por

P .
mir= 1%y medt B gt . R B (18)

Multipliguemos ambos os membros de (18) por 4, guantidade escalar posi-
tiva, e passemos Pna para o outro membro:

GP‘i xi,mﬂ* é;!‘-'zxa;n,}M +... tOPx G%\ﬂ me O amn

mmt|

Subtraiamos o produto acima obtido, da expressfo desenvolvida em (12);
resulta,

Pe z{xi— &x,}’m*‘i §F§ Foaw Folxg— Exm,m-t—‘.t 18, *+ 8%”4

ou
m .
Po = ?;; (p = Oxg meg 1Py * By 1
O vetor
t
¥ ...{22“ E}xi,m-i-iv“" X~ axm,méﬁ &) {19}
* Um conjunte de vetores As, A ..., Am ¢ lincarments dependente se existem esca-

lares A1, nem todos nulos, tals gue

pEY.-Y 4 FEY T B AmfAm = o
S ossa expressit puder ser satisfeita sOments para ko= ke = . , = km = 0 entfic o comjunto
da vetores serd linearmente independente,

Uma tase no espago medimensional é definida gomo qualgquer conjunto de = pontos linear-
mente independentes. R
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¢ uma nova solucdo do problema, e, se todos os elementos de (19) forem ndo-
-negativos, estaremos diante de uma solucdo basica factivel, assim conside-
rada aquela que satisfaz &4s condigdes estabelecidas em (2) e (3). Entido, o
vetor X', cujas m componentes sio

U, =
i %X P - Bx i,m+1 (200

pertencerd ac conjunto de solugGes, desde gue satisfeitas as seguintes condicBes:

8> 0, xi_exi’mﬂgo.,,__ ;xm_exm‘m+120 (21)
Xi Xm
ou seja 6>0;8 < —— 1 ¢ 7 0 < (22)
*m+1 *m+1
ou, ainda, sob forma mais genérica,
Xi ) 0
@ <min _____ para i,mt > (23)

i
X,
i, m¥

Examinemos, a seguir, a variacdo do vetor X’ em relacio a 4, através dos
trés casos abaixo: :

1° ¢as0: para ¢ — 0, a expressic (20) proporcionaria U, = X: o gue mostra
a coincidéncia de X° com a solucdo bésica dada em (11).

29 caso: para

Y] Omi X . e
< miln { i 4 "i,m+1>
xi,m#-i

as desigualdades
6>0e x; ~ Ox{ e

se verificam. A equacfo (18) dard uma solucfio basica factivel.

3.9 caso: para

. X .
e:eo:.-m_m{ !
i ' Xigm+l
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pelo menos uma das componentes de X’ se anula, como acontece
com aguelas de ordem i, tais que

X/ x; =
i xr,m+1 0

No presente caso, desaparece do 2.° membro de (18) o vetor P: por se anular
o respectivo coeficiente, ao mesmo tempo que se introduz Pu.. Admitamos gue
o elemento considerado seja ¢ primeiro, isto &,

X, %
8 =min = 24

Xigmi *om+1

o gue origina a seguinte solucho basica factivel:

Po = (xp = Ga%5 g 1P + von + (xp~ eo"m,m%'i 1N +0.P (25}
P =P x! -
ol ° PR SRR P S A Xmaq (26)
onde x :xi-.aox;,m*i {i :.—,2‘3,_.*’{3}
e xm+3 :so

Pode ocorrer gue em determinada etapa do céleuic todos o8 Xiw. Sejam néo-
~positivos. Esse fato tornara impossivel selecionar um ¢ positivoe capaz de eliminar
pelo menos um dos vetores Py, Ps, ..., Px da base. O problems considerado nao
terd uma soclucho finita.

No caso em exame, partindo-se da solucfio basica dada em (11), & gual cor-
respondiam os vetores Py, Pe, ..., Pn obteve-se outra solugdo com ¢ vetor Puu
gue nio figurava na primeira.

Resta agors saber se a introducio désse vetor conduz a uma solugio melhor
do que a inicialmente estabelecida em (12). Em virtude de (18), o funcional
linear * que se deseja otimizar (por hipdétese, maximizar) &

m .
7 = Z (xi*—ex; i)ciiaci 27}
i=1

onde substituimos m-1 por j. Apresentando-a sob outra forma,
m
Z:Z' gixﬁte&:i ~Zcixii] 28)
i=1
fazendo, como em (15)

m
7 =2 o x. 29)

* Tm funeional linear £{X) 4 uma funcio real definide de tal wodo que para oads
vetor X == Ak -+ w1, £(X) = f(AK . yr) == Af(K) .} vI{r) para todos os vetores k e r e todos
({;g) escal(%x}'es e A funcio-objetivo dada em (1) é um funcional linear para o8 x que satisfazem

e .
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e, tendo em vista a (13), resulta:

Z =12 + 8{c, -2 ou Z=2 "’6(2,—(:_) {30)
o J J o ] 1

equacdo que permite examinar o efeito da modificag¢do introduzida. Assim, se
X,zzey, forcosamente Z22Z., o que mostra néo ter havido melhoria com a intro-
ducdo do ndvo vetor, pois o valor do funcional linear nfo sofreu nenhum acrés-
cimo. Por outro lado, a condi¢do Z;<e; assegura melhor solugao, Quanto a esta
condicdo, hé dois casos a considerar. O primeiro ocorre guando todos 0s Xi; rela-
tivamente ao vetor P; sfo nulos ou negativos. O maximo nesse casoc nio existe.

O segundo prende-se ao fato de gue pode existir pelo menos um x,; positivo,
bastando tomar

& = min 1. x..>0

v —

X”

para se obter nova solugdo.

Assim, ao menor valor de Z; — ¢y corresponderd o maior aumento possivel
da funcao-objetivo. Esse valor serve para designar o vetor P, que deveri integrar
a base. Selecionando a linha ¢ para a gqual

90 =Xillsi>0

é minimo, pode-setransformar a soluco basica em outra de malor valor.

Esta série de operacGes se realiza sucessivamente até desaparecer a condicio
Z; — ¢y < 0, quando entdo o funcional tera atingido o maximo. Em relacio
a Z; e ¢y, trés casos podem ocorrer.

10 caso: 4 j =¢;=0 para todo indice j.

A funcio-objetivo atinge o maximo.
2.9 caso: Z} -¢y <0 para o indice j, sendo todos os X3 < 0.
O valor do funcional é infinito. O problema n#o admite solucio.
3.0 caso: Zi - ci<0 para o indice j, existindo, porém, um indice i, tal que
Xij >0

A solucdo pode ser melhorada, tomando-se

© = min "i‘/"ij
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Mediante sucessivas iteracBes, e tendo em vista gue o numero de solucles
basicas é finito, necessariamente recair-se-4 no 1.° ou 2.2 casos. B possivel, tam-
bém, gue no inicio ou durante o desenvolvimento das operagles surja uma
solugcdo gue contenha apenas m — k varidveis posifivas (kK > 0), em vez de m
variaveis, Nesse caso, diz-se que a solucdo é degenerada, em contraposi¢io
as demais solugles em que k = 0, denominadas solugdes simples,

O METODO SIMPLEX

Consideremos os n vetores abaixo:

P Py

. ¥ f"l‘ r pt*l"i""? F;nv,..y F‘, £ ..ngp (31}

; IR 'S

dos guais os » primeires unitarios, dispostos de modo a formar u'a matriz uni-
taria de ordem m.

Tomando ésses vetores comg base, podemos escrever:

8 = (Pi‘g qu‘.«ﬁp‘,_iqprg pr_‘_i‘.‘.., Pm) :Im (32)

ou seja, de acdérdo com a notacdio utilizada,

BX P(} (33

34

onde = (xl' xz'l IR ) xr.iﬂ xr L) x(“‘"l . ",xm} (34
e x. =0

i

Premultiplicando ambos os membros de (33) por B, resulta:

x=8 ., P ‘ (35)

g, uma vez gue

X =P (36)

Dispondo os elementos constitutives do problema de acoérdo com uma certa
ordem, obtém-se o Quadro Simplex, apresentado a seguir, onde, em conexis com
as equacgdes originais, X = bi & Xy = Ay, parai=1,2,....mej=12, ..., 0.

Nesse Quadro, os ¢; correspondem aos coeficientes de cus.o da funglo-ob-
jetivo, & os ¢, aos coeficientes do custo correspondente aos vetores P, que inte-
gram a base,
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QOs valdres de Z, e 4, s&o dados, respectivamente, pelas equaghes (13) e (15),
abaixo reproduzidas:

’ m
zo:ic.‘ X, it Z.-‘:Zc.x--

: i -

izl 1

convindo notar gue, para os vetores integrantes da base, existe sempre a con-
dlgﬁo Zy — ¢; = 0.

Se todos os coeficientes Z; — ¢; = Q para j = 1, 2, ..., n a soluclo

X = (x1, Xoe .8 xm} = (b,l s bsyteeny bm}

serd uma soluciio basica factivel e o valor correspondente da funcio-objetivo
serd dado por Z..

Desde gue exista pelo menos um coeficiente Z; — ¢; < 0, & solugéo é susce-
tivel de ser melhorada. A nova base deverd ser constituida dos m—1 vetores da
base original e integrada por outro vetor que desta n#o fazia parte.

O vetor a ser introduzido é aguéle que corresponde ao menor valor 4; — ¢
(maior valor negativo), isto €,

in{Z. —c.)
min'stl i

ou, em ¢ase de haver mais de um vetor de igual valor, ¢ que correspondsr ao
velor de mals baixo indice ].

Admitamos que

min {2, - ¢;} =2, - ¢, L0
; /

ou seja, que o vetor Px deva ser introduzido na base. Para decidir a respeito do
vetor que deva ser substituido devemos calcular, de acbérdo com 3 equacdo (24),

6, = min _____'E__‘.x >0

Deixando de lado o caso em que todo Xu < 0, por ser infinito o valor do
funcional, vamos supor que pelo menos um Xu > 0, tal que

li

B = min; (37)

X ik rk

o que significa que o vetor P, deve ser eliminado da base.
A solugdo basica inicial

Ppv Povevea Poqe Broo Ragqyeens By (38)
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dada em (32) sera, pois, substituida por esta outra

Pﬂ' PZ" e pﬁ-l 9 Pr+11 Pm 3 Pk (39)

onde o vetor P. cedeu lugar a P

Expressando os vetores P, em térmos da base inicial, tendo em vista as
equaches (12) e (14), decorre

Py = PpXg* -es + PrXed oot Pr¥e (40
= 41
Pk“' %x1k+"‘+ Prxrk+ P memk {41)
- 4, .+ Px (42
Pj"" P’LX’1]+ "‘+Prxr1 P m mj
o que permite retirar de (41) o valor de P::
P = 1 (P~ Pyx,,~
r Lo k 1*x FonXmi! 43)
o qual, substituido em (40), acarreta, sucessivamente,
P =P 1 P P, P p
0 = Pxgt oot Xy X (P Pyxgqy— wro = mEmk) Foeeet Faxem
rk
P -3 xt’ xf xf
L X eyt P - - e & -
o = A" kK Pi — *k P - %ot X
rk rk rk
% Xf Xr
PO:P‘I(X”I“ - x‘lk) + e Pl ) +ooo + P Ix o LI (44}
rk *rk Xrk

ou, substituindo as expressdes contidas dentro dos parénteses, respectivamente,

' [
por x| o xk, x'

P P ¢ N ¢ “re !
o Qx'l o+ + kak + + mem (45)

a que corresponde a nova solugfio

— ) . H . s 3
X = {x,, »» L qu) {48}
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Do mesmo modo, substituindo (43) em (42), obiém-se a expressio de cada P,
em térmos desta base, conforme se indica & seguir:

1
P = Px .+ + x P ~P ~ aae = L]
i 115 ri ( K 1%k memk> M * memi
x
1k
X . X, 1 X
L £l fj
= P, {x, = ey, + .., +P + et P {x - x .} 40
Pi P‘£ x"!i " xsk) k{ " } m mi mk
Tk rk rk

donde, finalmente, substituindo as expressbes deniro dos parénteses por

1

X4 . X!, '
1, “ki. *mj,
respectivamente, veny:

# oaae P, b e b P xt (48}
k ki m mj

z e x o ,,.4C x+ ., +Cx (49)
o 14 ror mm
e
Z, =c¢cx + , ., +cx + . txec (50)
} 1 1i trj mmj
podemos eserever:
2k=C1x1k+,_,+crxrk+ A (51)

Tirando o valor de c. em (51) e substituindo em (50}, resulfa:

o= . x4
Z, oqxgp Fea. FOxE+ ko (52>

Subtraindo ¢; de ambos o3 membros, tem-se:

» — — 1 N s .
Zi c. "C'lxlj+"'+ckxki+“'+°mxm; i
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Substituindo os X'i; pelos seus valdres, obtém-se:

21w .= ¢, ( _ x!'i Xri X
j j_ 1 xi} M . Xik }"‘.’_1— Ck( " k) + ‘?’Cm(xmi"
r r

r]
rk

LS

L

X

Efetuadas as operaches indicadas e grupando os térmos convenientemente,
obtém-se:

2t -c = {c x, + .+ } i { +, , + } "
e g IR 2 A S C - e % A o v - -
i i 14 mmj koo 1 1k m mk X cj

rk rk

Segundo as equacdes (50) e (51) a expressdo acima reduz-se a

X_ . X _ -
z;»cizziwck—ﬂ«-zk——‘i—w - ¢}
*rk * ek
%

{53}

[ - -t - -t
Zi .= L, j (Zk A ) "
rk

Analogamente, obtém-se:
s ¥
Zi= oyxg ¥ Fopxg ta. Fopxy

e, mediante substituicho e reagrupamento dos térmos, chegs-se ac seguinie
resultado:

X
4

)

X ek

2,=2,-1z —¢ 54

A fim de se obter nova solugio, cada elemento do Quadro Simplex inicial
devera ser calculado mediante a aplicacio das férmulas de transformagéo, abaixo’
indicadas:

obtidas em (47}, o que conduz 2o Quadro Simplex n® 2.

O Método Simplex consiste, em ultima analise, em pesquisar soluces cada
vez melhores partindo-se de uma soluglio béasica gualquer, tomada arbitraria-
mente. Esta solucio, em geral, é constituida pelos vetores que correspondem &s
varidveis auxiliares (e também A&s variaveis artificials) introduzidas no sistema
de desigualdades formado pelas restricbes do problema.
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Vale notar que nos desenvolvimentos anteriores objetiva-se maximizar de-
terminada funcdo linear. Diante de um caso de minimizacio faz-se necessario
trocar os sinais dos coeficientes de custo antes de proceder-se na conformidade
do exposto. Evidentemente, também sera licito conse.var os sinais da funclo-
-objetivo a minimizar, desde que se inverta o sentido das desigualdades dos
coeficientes simples Z; — c¢;. Nesse caso, prevaleceriam as seguintes condigdes:

18) Um minimo seria obtido se Z; — ¢; < 0, para todo j;

22) O vetor a ser introduzido na base deveria corresponder agquele cujo
coeficiente simplex apresentasse o malor valor positivo;

3.2) O vetor a ser eliminado da base seria, igualmente, aguéle que cor-
respondesse ao menor guociente positive dado por X;/Xi, onde k re-
presenta o vetor a ser introduzido.

QUADRO SIMPLEX NP 1

Solucdo bdsica inicial

] Pl - cq c2 Gy Cm Cm+i N L Cy Cn -

N PNFal Pel Pal -l P | | P | Pmet L d Pil o Pu || Pa |Gemim s/mis
cy Py | x4 b) 0 [} O %y mey Y TN /ID o x4n] Mo/ Mk

2 {F2)%o 91 ° O I %ameq |- X4 bl %yl o] Pan] Tzo/ %k

¢ P (Xo] © o | ... 11 LRI LT L )nm/x,kza,
m (Pm [*mo] © o f o S *momed | *mil Qrg/ cee [ Xman | *me” *mk

z - 2z ¢ —

i o [ c2 c( Cm Zm-r'} 23 Zk . Zn

Zi=¢il = Zo| © 0 o - O | Znef 4 Z]_cj - e, 25 % -

QUADRO SIMPLEX N©° 2

c] F'i - c1 c2 €, cm Cmﬂ e C; Ck Sy
c.
H Pi Po p1 PZ P '.Pr - Pm Pm+1 “ae Pi “oe Pm s Pn
. . s .
<y & %0 1 ] L a Xy md cee ) Xy e | O cen 4 q
g ‘ ! . \J .. . '
e 1P Yo |0 |1 X2r 0 X2, oH ¥z 0 “2n
z P *ro | g o VR I T UURR RPN .5 S IO ot s T NS 7 S EUUUR e, N
_k k %ok Xek ek ®ex ek Arx
¢ P x! fe] [s] ‘e <! .. 1 x! v <. PN I's} e ¥
m m m+Q mr my m+] mj mn
Zy - 1 Z ey c2 £ N T A R A kA
—_ v L. -+ - LI R e '»
Zj ¢‘.j - ZO [¢] 0 Zr LA REE o] Zm+] WEREE Zj cj o] zh -,
= *i =0 x *
i TRy — el %) pare Py =t
*rk *rk
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A FORMA CANONICA

Consideremos novamente o sistema:

a + .. t =b
11517 %22 %n *n 1
Op%g T %22%2 *rr T = %2
............ (55)
mi 1? Im2"2 + "’+°mn n - bm
onde n>m Xgy Xpr =ev 5 Xy as varidveis,
Seja
c1x1+c2x2+...+cnxn‘=2 (56)
a funcio-objetivo a minimizar, e
xj.?o (j:'l, 2’,.,7n) (57}

a condicdo de nido-negatividade imposta as variaveis.

Os a..4 b, = ; i=
‘}, i e cj (' _1*2’..:,"" 3—1,2,-“,“)

sao constantes dadas.

Rearranjando (55) e (56) de modo a escrevé-las sob a forma candnica,
obtém-se:

X +q « s M =b!

4 1,mel *mep T oo T 04, % =Py

X + o ool x =bl

2 02,mtl Xmpg T ooeoF 05, X =Pp
U . . e (58)

xm+ur;\,m+i XmppF st oh = b:n

1 N [
Cm,H Xm+1"’ cresee O X, :Z"‘ZQ

. .
onde Z, 6 uma constante e %4 , 2 ,..-+ "  a base do sistema.

Os coeficientes ¢, sio denominados coeficientes de custos relativos.
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Na forma candnica, os coeficientes das varidveis bisicas sfo nulos, exceto
um déles gue é igual & unidade, o que implica dizer que as varidvels basicas

sfio vetores unitdrios. Para a base %11 %5y Xy DA forma candnica, as varidveis

% x i
milt Ymaz v vt g %,

880 nulas, Por ésse motivo, as coordenadas do ponto extremo *sio dadas por:

X, T b, i=1,2,...,m
X, =0 i m¢1,m+2(.¢., m 9
¢ o valor da funcic-objetivo, por Z — Z., donde
Z = Z (60)
Como a base é factivel, devemos ter b’ = 0 para i = 12, ... m. A fim de

melhorar a solucio torna-se necessirio atingir um ponto extremo adjacente, cujo
valor de % seja menor do que Z.. A indicagfio é fornecida pelos coeficientes ¢/’
da forma candnica.

Seja x, > 0 uma varidvel nfo-basica (na forma candnica as variaveis
nio-basicas sfoc nulas). Nesse caso, duas modificacbes devem ser feitas com
a introducfio de X, a saber:

a) nos valdres das varigveis basicas, de modo 3 satisfazer as equagbes;
b} no valor da funcido-objetivo.

Nio sabemos, todavia, se Z aumentars ou se diminuira, pdsto que a alteracdo
incida de duas formas: umsa causada pela mudanca nos valdres das varidvels
e putra motivada pelo fate de ser atribuido um valor positive a X..

Uma vez gue a forma candnica (58) expressa a funcdo-objetive em térmos
de varidveis nao-basicas, a parte da mudanca em Z provocada pela mudanga
nos valdéres das variaveis béasicas nfo aparece explicitamente em (58), mas €
incluida no coeficiente cs'.

Assim, ¢ fornece diretamenie a modificacio liquida em Z para ums uni-
dade de X.. Nesse coeficiente incluem-se os efeitos de quaisquer ajustamentos
que devem ser feitos no sistema pelo fato de atribuir-se um valor nao-nulo a Xo.
Como Z se torna .

2=Z 4cuiy
0 $ S5

3 indicacio para passar de um ponto exiremo a oufro torna-se agora evidente.
Se ¢’ < 0, atribuindo-se um valor positivo a x:. reduzir-se-4 Z; se ¢’ > 0,
com X, > 0, aumentar-se-a4 o valor de Z.

&« Ponto extremo (de wrs conjunto convexe} € um penie do conjunte que nio ests sdbre
qualguer segmento que ligs dois pontos do conjunto. Conjunto convexo & um conjunio de
pontos tais gue todo ponto do segmento que liga dois pontos do conjunfo é também um
elemento do conjunto.
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Admitamos gue ¢’. < 0. Nesse caso, passamos de um vértice do conjunto
convexo para outro, decrescendo o valor de Z & medida que x%. aumenta. Seu
valor maximo atribuivel é dado pela forma candnica.

A seguir se transcreve o sistema (58), com a coluna X, explicitada e trans-
posta para o 2.° membro:

x 1) ' —_ | )
1 04 met*meg ¥ oot On¥n by =044 %
X +al X+ +0] =b' —a!
2 2,m¥l m+l ®2n*n b2 %2s %

t t - -—
Xm +Gm,m+1xm+i +oeee ko X = b aL X

¢! .x veo ¥C' % =12 -¢! -
m+f ‘m+i + m n s¥s Zo

Como X. & a Tnica varidvel ndo-basica que admitimos ser diferente de
zero, verifica-se que as varigveis basicas e a funcio-objetivo tém a seguinte
dependéncia funcional de Xs:

x, =b' —-o' x (i=1,2, cocq m (62)
Z =2Z +c'x (63)
s 3

Sendo, por hipétese, ¢’ < 0, o valor de 2 diminuird com o aumento de
X,, Mas, guando X, aumenta, algunmas variaveis também aumentam, enguanto
outras se reduzem ou permanecem inalteradas. Todavia, ndo & licito as varia-
veis tornarem-se negativas, pols, para elas, &’ > 0, devendo-se ter:

b; - O‘is % 20
b
ou xS s 0! > 0 (64)
alt
is

Esta condicdo impde limites superiores a X. para diferentes i. Se X. deve
satisfazer a condicdo dada em (64) para todo i, entdo X. nio poderd exceder
o menor désses limites superiores.

Seja i = r o valor de ¢ para o qual a razdo (64) é a menor; entdo,

mox x = min - (65)
a.»0 o a'
is

sendo esta a indicacdo procurada.

Se X, tomar seu valor maximo na forma dada em (65), entdo X. serd
reduzido a zero. Isto significa que se torna possivel remover X. da base e intro~
duzir x., realizando-se a passagem do ponto extremo original para um ponto
adjacente, onde Z serd melhor do que antes.

Resta agora transformar as eguagles & forma candnica da nova base.

Para 6sse efeito, voltamos & forma canénica anterior, explicitando X e X.
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X + a) X + ...+ Q, + ...+ gl = b
1 Lo+l mbd 1s%s 1 tn*n bj
X i X +...+qa/! TS = b}
2 92 meimst 9% T %2n% = B3
X + a! + o t ' = bt {66}

r romed *med tofxgtatar g, =0
+ 1 - * s )
Xm ¥ Ommet¥meg + oo ot Omg¥g bk ap xS by

PR L.+ etx ket =T -2

m+l m+l s $ non 0

A fim de obter nova forma candnica faz-se necessirio transformar essas
equacdes de modo a reduzir X, & um vefor unitiric. Essa ifransformacio se
obtém dividindo-se a linha r-ésima por &', eliminando-se X, de t6das as outras
equacdes e da funcio-objetive. Deve-se usar a.. como elemento “pivot”.

PESQUISA DA SOLUCAC

Fica-se, entfo, em condigdes de repetir o processe, passando-se de um ponto
extremo para outro ponto adjacente, no qual Z seja cada vez menor. Cada
passagem conduz a uma nova solucio, mals proxima da solugdo otima do pro-
blema.

Quando, numa determinada iteracdo, deixar de existir ¢’; negativo ter-se-4
atingido o objetivo, valendo dizer que os demais pontos extremos n&o assegurem
valor inferior a Z. Cumpre notar gue o ponto extremo representativo da so-
luciio otima, nem sempre constitul a Gnica solugho, podendo pertencer a um
conjunto de pontos oOtimos, e, nesse caso, varias serfio as solugbes Otimas do
problema,

Se ¢ > 0 se verifica para t6das as varidveis nfo-basicas, entio o ponto
otimo & Gnico. Se ¢y’ = 0 para umsa ou mals varidveis nfo-bésicas, a soluciio ob-
tida nfo serd a Unica. Existem outras que proporcionam o mesmo valor & fun-~
cao~objetivo. Os pontos 6timos correspondentes podem ser identificados mediante
a introducdo, na base 6tima, de variiveis nfo-bésicas, cujos ¢ = 0. O pro-
cesso terming quando todos os ¢’ = 0.

Foi admitida no desenvolvimento do processo a existéncia de pelo menos
um a's positivo. Entretanto, se em alguma iteracio, todos os a'i« < 0, & solucio
torna-se ilimitada. Pode ser visto de (62) e (63) que é possivel aumentar in-
definidamente x. sem violar a factibilidade. Entdo, tornando maximo X: = oo,
ter-se-a Zwmi = — co O gue caracteriza aguéle tipo de solugdo.

A variavel gue deve entrar na base com o fim de melhorar a sclugho ¢
aguela em que ¢ se apresenta com o malor valor negativo. Assim, s é deter-
minado por

€s =min ¢ (67)

significando isto que se deve passar de um ponto extremo a outro que fornega
o malor decréscimo de Z.

Obtida uma solucio basica factivel, o processo iterativo para se obter a
solucdo o6tima, assim se desenvolve:
1) identifica-se o menor coeficiente de custo relativo c.':
a) se ¢’ = 0 a solucgo é 6tima;
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b) se e’ < 0 inspeciona-se a coluna s de coeficientes
a’s e assinalam-se aguéles em que & > 00
B se todos 08 8’ £ 0 2 solugho € 6tima e ilimitada;
b se alguns a’ > 0 formam-se as razbes b’:/a’ss para &' > 0.

2) determina-se o i para o qual a razdo acima f0r a menor (seja tste
igual a 7};

3) usa-Se &% como elemento “pivet”, a fim de obter a forma candnica
correspondente 3 nova base, na qual X, foi substituido por x., de modo
a transformé-~lo em vebor unitério.

EXEMPLO DE APLICACAO

Consideremos o seguinte sistema, no gual a fungfo-objetive deva ser ma-
ximizada: -

X,i‘!"?xaf 10
Mt o2 = 6

xg*—zxz:&.i

2x,} + xe = 7 (max}
¥ 20y x >0
4 2

. Transformando as desigusaldades em igualdades por intermédio das varia-
veis auxiliares Xs, X Xs e X e trocando os sinais da funclo-objetivo para redu-~
zi~la & forma padrio, obtém-se:

x,1+x2+x3 =40
xi*’ L +x4 = &
Xq =X, +x g = 2 68
X4 -2%gp + xg = 1
-2y - = Z {min}

1 *2

Observe-se que as variaveis auxiliares constituem uma solugfo basica fac-
tivel:

As varigveis X e X. correspondem, no caso, as varidvels n#o-basicas, razéo
pela gual sfo igualadas a zero.

Note-se, também, que as equacdes j& se acham sob a forma candnica, por-
guanto as varidveis basicas sfio vetores unitarios e os coeficientes de custo re-
lativo correspondentes &s varidveis basieas X, X, X e X 830 todos nulos.
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Todavia, sendo negativos os coeficientes de custo relativo para as varidveis
nfo-basicas.

2 solucio dada pelas varidvels artificiais nfo é 6tima.

O coeticiente de maior valor negativo é ¢x = — 2, ou seja, s = 1. Nessas
condices, para melhorar a solugdo inicial deve-se introduzir na base a va-
ridvel X, = X

Formando as razdes b'i/a’is, obtém-sze:

b r — 40y b/ = &+ bl/al 2+ bt v~
379 =105 B0 =03 B0 =23% % 1

donde se verifica. que o ultimo quociente é o menor de todos, Correspondendo
8le 4 quarta equacdo do sistems, tem-se que r = &

Assim, deve-se introduzir na base a variavel x e retirar a varidvel Xs, pois
esta é a varidvel nao basica que figura na guarta equacfo (a que apresentou a
menor razéo positival.

O elemento “pivot” é 8’1, = &% = 2’ = 1, dado pela infersegic da linha 4

com a coluna 1 do sistema de equagoes (88). Utilizando ésse elemento para
transformar a coluna X em vetor unitario, resulfa:

4o+ x3 =g
3xp + g -5
+ - =
K "5 == 89)
T2 +xg=1
- 5x, 2= -2 42
sendo a base, agora,
x,}:‘} 1X3T9 1%, =5 X1
A solugio obtida, entretanto, ndo & otima, visto que ¢ = - 5. Logo, § = 2.

Formando novamente as razdes, tem-se:

by / o4, =9/4; by /0y, = 5/3 by /05,= 171
nio sendo valida a razio by/a’® por ser &' = — 2.

O menor quociente corresponde & 3.2 equaglio de (69), de modo que r = 3.

Consegitentemente, deve ser introduzida na base X. = X € retirada a va-
riavel % gue figura na 3.% equagho.

O elemento “pivot” é a’s = 1, intersecdo da linha 3 com'a coluna 2.
Transformando a coluna da varidvel x. em vetor unitirio, resulta:
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. Xp+ + X5~ xe:=1 (70)
X4 +2 Xg ~oxg = 3
-3 = —-Z4+7
5x5 X Z
sendo a base Xl“:” ToX, =1 ;,3&5 3 yi4“"*'-"2
ainda desta feita nio-otima, em virtude de ser ¢ = — 3. Logo, 5 = 6.

Calculando as razbes em que ais > 0, temos:
b] /ajg =53 ; bh/ a3, =2/2

de modo que, sendo a ultima razdio a menor das duas, r = 2. '
Utilizando como “pivot” a’s = 2, resulia:

x3-1,5x4+0,5xs = 2
G,5x4 - 2,0x5+ xg = i
Xo + 0,5;(4 - 0,5:5 = P (71
xi + D.5x4 + O,Sx5 =
1,5%, + 0,5xg = w2+ 10
sendo Xy =4y x, =2 xy=2 & x =1

Nio existindo nenhum coeficiente de custo negativo, a solugBo obtida ¢
6tima. O valor da funcio-objetivo € dado por

0=~ 2+40 ou Z =10

em virtude de serem nulas as varidveis nfo-bésicas X: & X

Convém notar gue, no exemplo, a solugdo otima € Gnica, j& gue para todas
as variaveis nio-bésicas se verifica a condiglo ¢’y > 0.

Se ¢’; = 0 pelo menos para uma das varifveis n#o-bisicas, & solugio ob-
tida continuaria a ser 6tima, porém nio seria tunica.

VARIAVEIS ARTIFICIALS

£ sempre possivel obter uma solucdo basica factivel mediante simples ins-
pecdo guando os segundos membros das desigualdades que compdem o sistema
forem todos positivos e os sinals das desigualdades obedecerem ao tipo “me-



41

nores do que”. Nesse caso, as varidveis auxiliares que férem introduzidas no
sistema para transformar as desigualdades em igualdades fornecerdo uma base
factivel, porquanto constituem um conjunto de vetores unitarios.

Quando, porém, os segundos membros das desigualdades forem positivos e
algumas ou tddas as restricdes obedecerem ao tipo “maiores do gque”, a solugdo
basica nfo podera ser obtida por inspecéo. Recorre-se, sntéo, s j& mencionadas
varidveis artificiais. Antes, porém, converte-se o sistema & forma padrio tro-
cando-se, onde necessario, os sinais de ambos os membros das desigualdades,
de modo que by = 0 para todo i. A seguir, introduzem-se as varidveis artificiais

KXo, Xo¥2, ..., Xmm fOrmando-se o seguinte sistema:
a a =
“Xd -]-032)(2-1- oL ¥ 1nxn.,. xn+1 b1
0% *ppRpt - FOX, F X, Fb,
e (72)
+ -
9 ‘lxi “nd2* * %an’n +Kn+m bm

As variavels artificiais s@o introduzidas apenas com a finalidade de cons-
tituir uma soluclo basica factivel. Por é&sse motivo, no cursc das operagoes,
devem ser eliminadas do sistema. Tem-se, pois,

xn+i=bi i=z1,2,..,m %)
xl=o i=1,2, Lo B

A FORMA INFACTIVEL

Para se proceder & eliminacfo das variaveis artificlais introduzidas no sis-
tema comeca-se por minimizar a forma infactivel 'W, assim definida:

xn+1+ xn+2+ X =W (74)

depois minimiza-se a funglo-objetivo original. Denomina-se Fase I & primeira
operacdo e Fase II, 4 segunda.

Com a introduc¢fo da forma infactivel forma-se um névo sistema, repre-
sentado por (72) e (74), a seguir reproduzido:

011x1+012x2+.,.+01nx + % =b

n n+¥l 1

G ¥ %22t o %enin * a2 =b,
Sg*a T Ot o ¥ O + Xnpen =b
xn+1+xn+2+ st Xeem =W

O sistema, no entanto, ndo estd na forma candnica. Com efeito, as varia-
veis que serviriam de base
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x40 x R
ntl’ Tne2” ' xnfm)

ndo foram eliminadas da formsa infactivel, que, no caso, representa a fung¢éo-
objetivo.

A fim de elimini-las, efetuam-se as seguintes operagdes:
13) somam-se, membro a membro, as equacdes do sistema (72);

22) sybtrai-se da forma infactivel a soma obtida na forma do item an-
terior.

Obtém-se, entfo, para a 1.2 operagho:

m m m m
xiiz:;’i1+ ngfiZ“' st xn‘zzicin+xn+1+xn+2+”'+ Xosm = 2] b{
e para a 2.2,
n m m
- Zu- - X Zo. ~ = Za~ ::W-gib- 76
Moy i g% im i (76

O sistema formado por (72) e (76), abaixo indicado, esta agora na forma
canodnica desejada:

+ =b
QMX‘I +042 X5 4+ .... * O’lnxn *n.ﬂ ‘ A
+ =b
021 Xq + 022X2 -+ + 02“ xn xn+2 2
an
Gu¥ t 92 * ot Omdn Them o sby
m
-xif o ;Q—X;gic*iz‘ s ""ni in =W"‘?;_-1b
i=] i=1 i= :

NOVAMENTE O METODO SIMPLEX

Pode-se agora aplicar o Método Simplex para minimizar 'W. Se minW =< 0,
torna-se impossivel obter uma solugho factivel de (72), na qual as variiveis
artificiais sejam nulas. Se minW = 0, entdo tédas as variaveis artificiais foram
reduzidas a zero, pois, sendo W a soma de variaveis nao-negativas, para que
o resultado seja nulo é necessiaric gque eada um de seus térmos seja também
nulo.

Os coeficlentes de custo relativo associado & funcdo-objetivo provisg')ria (74)
serdo denotados por d’;, para distingui-los dos ¢’y que correspondem a funcéo
-objetivo propriamente dita.

No final da Fase I, todos os d’s = 0 e W = 0. Nessa ocasifio podem ser
dispensadas as varidveis para as quais &; > 0, pois o interésse recai sdmente
em bases factiveis do problema original. Qualquer basé gue contenha uma ou
mais dessas variaveis artificiais com valéres diferentes de zero nfo pode ser
factivel porque W > 0, 0 que indica infactibilidade.

Se minW = 0 no fim da Fase I, entio existe solugho factivel. ¥ impossivel
aumentar W durante a Fase II, pois as Unicas varigveis disponiveis nesta Fase
sio as que mantém W = § (varidveis cujos d’; = 0 no fim da Fase I).

A Pase II se inicia substituindo a funcdoc W pela funcio Z, eliminando
desta as variaveis que figuram na base no fim da Fase L

A disposicdo tabular dos coeficientes a.;, e ¢; e das constantes by, na formsa
a seguir indicada, di origem 20 Quadro Simplex n° 3. Se a base inicial for
constituida somente de variaveis artificiais ter-se-4 Xua, X, ...y Ko COM VA~
l6res bs, b ..., ba respectivamente. Se contiver apenas variaveis estruturais
(inclusive variaveis auxiliares) a linha W nio serd utilizada, nem a Fase I,
conseqiientemente.
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QUADRO SIMPLEX N.© 3

varidveis varidveis
estruturgls ar tificiais
Base | Valdres } Xq  Xp ... Xp o Ko Xaoeooeo Xntm
L) b1 a Ao Y 4 Qo ... o
LW bz G539 Ogp--e G 0 4 e , o}
xn+m bm am‘i Oz %mn o o 1
4 o] (:1 2 h 0 Q . o]
- W —Z.bi —ch ”2052“'):0311 o o - 0

Cada iteracho requer s transformagho da antiga forma canénica em nova
forma. Utiliza-se 8’ como elemento “pivot”, de modo a tornar unitérios os
vetores da base. Essa transformacdo € realizada pelas formulas:

X, =b* —g' p i
} i is 1 PAT
X =bh .
8 r/ars

Os coeficientes a'; * podem Ser exXpressos pela relagdo:

*
a*” =gt —a' .a /a' P
[} i} is ri rs

enquanto os novos coeficientes de custo relative sfo dados por

¥ = et a0 fo?
i i s rj rs

e o novo valor da funcio-objetivo, por

* 3 E) 4+
z —-ZO* Cst br /Qrs

EXEMPLO DE APLICACAO N° 1

Consideremos ¢ seguinte sistema:

>
4:41 +1Ox2 = 12
~2x) - 20, & - 4
2% +4xy = Z {Min}

x4 >Q; x2>—0
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Transformando o 2.2 membro da 2.2 desigualdade em valor positivo; intro-
duzindo as varidveis auxiliares Xs e X. para iransformar as desiguaidades em
igualdades, e as varidveis artificiais x: e % para obter uma soln¢do basica fac-
tivel, resulta o ndvo sistema, ja adicionado da correspondente forma infactivel
Xs b Ko o= W,

4’5 H0x2-x3 *xg =142

2;(,i + 2x2 ~Xg trg = 4

x"ix$ + Axy =7 {Min}
x5+x6’ =W

xi, "‘2’*‘3*"4*’%”‘62 O

A fim de converté-lo & forma candnica, somam-se, membro a membro, as
duas primeiras igualdades (portadoras de variavels artificiais) e subtrai-se o
total obtide da forma infactivel, Para a linha W, resulta:

-»Sx,I ~12x2\» ¥z o+ %y =W - 16

assuminde o sistems a forma:

X, - =
4 % +’10X2 x3 + xa 12
2x4+ 2*2 % + Xg = 4
2x§ + 4x2 = Z {Min)

]

ou, finalmente, transpondo Z e W para o 1.° membro:

4x1+10x2-x3 +x5 S o= qp
2x1~r 2::2 —-%4 +xe = 4
in + dxy —Z = 0
—lei ~42x2+ x3$ x‘; -W =16

o gue da origem go seguinte gquadro inicial:

Bose |vesres | M 2 3 %4 ¥s5 %
*g 12 4 10 -1 0 1 O
*8 4 2 2 0 -t 0 1

-2 ) 2 4 0 0 0 O

—-W -16 -6 ~12 4 -1 0 0
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Existindo varidvels artificiais no sistema, a 1% providéncia consiste em
eliming-~las, para o gue basta minimizar a forma infactivel (Fase I).

Como se verifica, os coeficientes de custo relativo da fungfo-objetive pro-
visoria sfo dados por:

gt = .8 59:-2; d’t’l;é*: ;d: =04t =0
1 19y =8 g a1 %7% %

Nic sendo todos os d' = 0 a solugio ndo é 6tima. O malor valor negativo

désses coeficientes de custo corresponde a ot =di =-— 142 Isto significa gque
4

s = 2, ou seja, que a soluclo pode ser methorada, introduzindo-se na base a
variavel xo.

Para determinar a varidvel que deverd sair da base torna-se necessario

& 1 /a :
calcular gs razdes b} /ol ot >0:

pt ot o= = . o -
) ©jp T12/0=4,2 4 by fay =asz=2

. Sendo a 12 razio a menor das duas (i = 1), deverd sair da base & va-
rigvel correspondente & 12 equagho, ou seja, X% O elemento “pivot” é

(infersegfio da linha 1 com a coluna 2).

a Aplicando-se as férmulas de fransformacfio, obtém-ze os seguintes resul-
tados:

Base | Valbres Y2 %3 % Ys e
Xp 6/5 °/s 1 -4/10 0 4/10 ©
X 6 8/s &5 o0 1/5 -1 -1/5 1
-2 —24/5 2/5 © 2/ 0O -2/5 O
- W -85 [~.&5 0 .4/5 186/ O
Desta feita, d's = d% = — 6/5. As razdes indicam:

b} /°§2 =(6/5}/{2/5) = 3, b‘2 /a:?l = (B/5}/{6/3) = 1,33

de modo gue i == 2. Portanto, devera entrar na base a variavel % e salr X, que
& o variavel correspondente a 2% equacglo.
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Mediante as férmulas de transformaciio obtém-se os resultados indicados

a seguir, encerrando-se a Fase I, pois, W=20 e d}ﬁ o

Base Vaidres X{ Xz Xz X4 X5 Xg
Xy 2/3 o 1 -i/6 1/3 4/6-1/3
Xy a/3 4 0 1/6-5/6-1/6 5/8

-z | -18/3 0 0 1/3 1/3-1/3-1/3

- W 0

(=}

o] o] o 1 1

A Fase II deveria iniciar-se sem as varidveis arfificiais X e X. Mas, sendo
todos os ¢’; = 0, torna-se desnecessdrio o seu emprégo.

A solucdo otima é dada, entdio, por % = 4/3 e X2 = 2/8, assumindo a fun-
cio-objetivo o valor — Z = — 16/3, ou seja, Z == 16/3,

EXEMPLO DE APLICACAO NY° 2

Seja o sistema:

4%4 + 5Xy £24
lei = 4’(22 '16
2%y +ax, = Z { Max.}
‘xd, xa?'.O

Introduzindo as varidveis auxiliares X, e X:. ¢ a variavel artificial X, bem
como a forma infactivel, resulta:

ax + 6xp t X3 = 24
8xg — 4%y —3t g = 18

_in...d-xz = — Z {(Min}
xg = W

Reduzindo o sistema & forma canonica (subtraindo da forma infactivel
apenas & 2.2 restricio por ser a fnica gue contém varidvel artificial), tem-se:

4xy + X5t X3 = 24

gx,l»4x2 - g+ Xg = 16
-»2x1..4x2 = _ Z {(Min}
~ 8y +4xp + x4 =W_ 16

Xy Xoy %31 Kg xSZO
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ou, finalmente:
4xq + 6xp +X3 = 24
8xy ~ ¥y  -x4+x5 =16
-2x,1 - 4Xq +Z=0

~8x; + 4xp *Xg ~-w =16

donde o seguinte desenvolvimento:

FASE I
Base valdres | x4 ' Xy %y Xg g Observagdes
% 24 4 & 1 0 0 dé =8
Xg 16 8 .4 o -1 1 s=4i, r=58
z 0 | -2 -4 0 0 0
- W ~16 -8 4 0 4 0
L j6 0 8 4 472 ~-4/2 dé= -5
%4 2 4 ~1/2 O -4/8 4/8 ) s=2; r=3
y4 4 0 -5 0 —1/4 1/4
- 0 0 Q 0O 0 1
FASE II
X5 2 0 4 478 4746
*4 3 1 0 4716 =3/32
z 14 0 0 5/8 4718

Sendo todos os ¢’y = 0 & solugio é 4tima, assumindo a fungBo-objetive o
valor Z = 14, com as varidvels X = 3 e x2 = 2,

EXEMPLO DE APLICAGCAO N©° 3

Consideremos o seguinte sistema:

X, + 2‘2 = 10
x4 + %5 é S
Xy~ %y é 2
Xy — 2%y < 1
2%, + % = Z {Max}
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ou, depois de introduzidas as variaveis auxiliares:

Xyt 2%+ x4 =40

X41+ X5 + x4 =B

Xq ™ Xp +x5 = 2

xi—-sz + Xg =4
—2xy = %, +2Z= 0 (Min)

fase 11
Base| Valdres x4 th Xz X4 Xy Xg | Observagdes
xz| 10 1+ 2 4 0 0 0 leo=-2
*a 6 4 b 8] 4 o] ] s =1; r=4
Xl - 2 1 -1 G O 4 0
*ef 4 1 -2 0 0 o1
z 8] -2 -1 O e O 0
13 9 0 4 1 o] ¢ -1 cé =~ 5
Xy 5 O 3 O 4 o -1 s= 2;r=3
*g 1 o] -4 Q O 1 ~4 .
x4 1 14 -z 0 0 e 1
z 2 O -5 O O 0 O
x| 5 ) 0 1 o -4 3 e < -3
x| 2 o o 0 1 -3 2 |s=6,r=2
L1 o 1 o 0o -1 =
2
xyl 3 1 o 0o 0 2 -1
Tz 7 SR AR R =3
Xz 0 o 1 =3/2 1/2 0 { ¢,>0
Xg 1 o] O 172 -3/2 4
Xy 2 O 4 0 1/2 -4/2 0O
X4 4 4 O O 172 172 O
Z 40 8} O O 3/2 172 O

A solugiio é 6tima, pois todos os ¢’; > 0, ¢ Unica, uma vez que para as
variaveis héasicas se verifica a condicdo ¢ = 0.

A solucdo é dada por,

xg=drx,=2ix =2y x =1 e Z=40
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Professor Emérito da Universidade de S8c Paulo

A PROFISSAO DE ESTATISTICO

Em 1944, como decorréncia de entendimentos havidos entre o IBGE, a
Universidade de S3o Paulo, e o Bscritéric de Coordenaglo de Negéelos Inter-
_Americanos dos Estados Unidos da América, o autor do presente trabalho fol
designade para, durante a permanéncia de um ano nos EU.A, estudar, me-
diante pesquisas, o problema da formagio do estatistico. O resultado désses
trabalhos foi publicado sob o titulo Staiistical Teaching in the Western Hemis-
phere, para circulagio restrita entre os participantes das Conferéncias Esta-
tisticas Internacionais, que se reuniram em Washington, D.C., em setembro de
1947. Excertos désse trabalho, traduzidos para o espanhol, foram publicados
na revista Estadistica, érgio do Instituto Inter-Americano de Estatistica.

Simultaneamente descritivo & normativo, tal estudo dos processos de for-
magio do estatistico, niio poderia deixar de lado os requisitos impostos pela
prefissio de estatistico. Fol principalmente com ésse intuite que o autor, além
de suas observaches pessoais e diretas das institui¢es de ensino norfe-ameri-
canas e da leitura das respostas ac inquérito dirigido aos paises da América,
manteve conferéncias com diversas personalidades proeminentes do mundo uni-
versitario e técnico dos Estados Unidos, tais como Rulon (Harvard), Thurstone
e Holzinger (Chicago), Helen Walker (Columbia), e, muito particularmente,
W. Edwards Deming (Bureau of the Census e Universidade de Nova York),
sem falar em véarias outras.

Ora, desde o inicio de tais estudos, admitiu-se que era oSbviamente neces-
sirio basear as metas da formacfo escolar do estatistico, nos requisitos impos-
tos pelo exercicio da profissio de estatistico. No entanto se admitirmos, pelo
menos provisdriamente, que estatistico é todo profissional permanentemente
empenhado em tarefas de natureze estatistica, quer porque os processos gue éle
emprega sao estatisticos, quer porque o trabalho gue éle desempenha tem por
fim fornecer material e base para a andlise estatistica, veremos de imediato,
que s profissio de estatistico, longe de una e homogénea, comporta niveis e tipos
muito diferentes uns dos oufros. Estad claro que, ent®o, deverfio existir varios
niveis e tipos de cursos de formagio de estatistico profissional.

Os tipos (gue implicam em nivel) de estatisticos podem ser classificados
do seguinte modo, com denominacdes convencionais que, ao tempo da publi-
cacio do frabalho acima referido, foram geralmente aceifos:

1. Estatisticos matemdticos, ou tedricos, sfo profissionais de alto saber e capa-
cidade que, j& como clentistas puros, j& como consultores de servigos de esta-
tistica, estdo habilitados para a formulagio de novas teorias e téenicas exigidas
para o trabalho dos demais escaldes de estatisticos, e para assisti-los no desen-
volvimento de suas tarefas, sempre gue necessario, baseados em seu conheci-
mento matematico especializado. A formacfo déles deve ser feita em cursos de
Estatistica, pertencentes a universidades, ou em escolas autdnomas, mas de

R. bras. Esfat., Rio de Janeiro, §_1(121} +48-51, jan./mar. 1870
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nivel universitario. Na Suécia, na Franca, e em algumas universidades norte-
-americanas, isso é feito em “Institutos de Estatistica”; na Itdlia e na Espanha,
em “Faculdades de ciéneias estatisticas, demograficas e atuariais”; no Brasil, em
Escolas de Estatistica autdénomas. Por outro lado, ésse € o tipo de estatatistico
gue, mediante especializagio (mestrado, doutoramento), fornece professores de
estatistica superior, enquantc gue no simples nivel de bacharelado capacita para
o ensino da Estatistica em nivel elementar e médio. Quanto a é&stes, no en-
tanto, temos algo mais que dizer, logo em seguida.

2. Estatisticos Analistas sic os profissionais que possuem tanto um conheci-
mento adequado de estatistica superior, como um bom conhecimento de uma
ciéneia para cujo desenvolvimento sio necessirios os processos estatisbicos. Eles
devem ser capazes, ante um problema cientifico especifico, de planejar a coleta
de dados necessarios & sua soluclo, ou, conforme ¢ caso, de planejar e delinsar
os necessarios experimentos; ser capazes de aplicar as férmulas 6timas de es-
timacho, analisando, enfim os dados obtidos. Estd visto que, dessas operacdes,
faz parte a previsio de seu custo fotal para a precisfo exigida nos resultados.

Nas universidades européias, norte-americanas e brasileiras, via de regra,
existe estudo de Estatistica, nos préprios cursos de formacgho profissional e cul-
tural. Ela faz parte, por exemplo, dos curriculos de formacéo de agronomaos,
" médicos, psicélogos, cientistas sociais, economistas, etc. O que se aprende de
Estatistica em tais cursos nfo é contudo suficiente para formar um estatistico
analista dentro dos respectivos campos cientificos. Para tanto, serd necessario
um complemento de cultura estatistica tedrica e aplicada, fornecida por um
curso de cérca de dois anos, lecionado num departamento, instituto ou facul-
dade de estatistica. Na realizacio de seus trabalhos, o estatisiico analista tera,
freqiientemente de recorrer ao aconselhamento de um estatistico matematico.
Por outro lado o estatistico analista, assim formado, pode encarregar-se de mi~
nistrar cursos introdutérios de Estatistica, nas escolas de formaclc de profis-
sionais como os acima citados, levando-se em conta a sua especialidade cienti~
fica.

3. Estalisticos Administrativos sio todos aguéles que, em diversos niveis ¢ tipos
de ocupacdo, trabalham nos servigos oficials de coleta, apuracfo e apresentagho
de dados, e mais comumente referentes & totalidade da populacio de um pais,
ou de uma sua circunscricko administrativa. Dentro desta terceira categoria,
podemos distinguir os seguintes tipos:

3.1. Supervisores Estatisticos, que s&c os técnicos gue possuem uma forma-
¢io média ou elementar dos métodos estatisticos, bem como conhecimento e
experiéncia das técnicas de processamento dos dados estatisticos. Devem ser
pessoas de cultura superior, tal como a fornecida pelos cursos universitirios de
cibneias socials, ou de ciénecias scondmicas, excefo para o chefe da divisio de
estatisticas vitais, gue deve ser um diplomado em medieina, ou em higiene e
safide publica. A éles compete colaborar na estruturacfo e realizagho dos pro-
gramas de coleta dos dados, orientar, dirigir e supervisionar os varios passos do
levantamento estatistico, da critica dos dados e da sua sintetizaglio tabular e
grafica. Diversamentfe dos outros dois tipos de estatisticos, éstes devem ser pes-
soas que tenham a capacidade de lidar com um numerosc pessoal subalterno. A
esta categoria pertencem o diretor geral do servico e os diretores das principais
divisbes, O primeiro, além da tarefa bécniex, exerce um papel altamente poli-
tico: éle planeja, em largos iragos, o programa geral das atividades do servigo,
e defende os interésses materiais déste perante o poder executivo, Como ja foi
dito, muito mais acima, éle necessita de assessoramento técnico de estatisticos
matematicos e analistas.
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3.2. Em seguida ao tipo acima descrito, vem todo um corpo variegado de
auxiliares, que podem ser: 1.2 Recenseadores ou entrevistadores; 2.° Especialis-
tas em apuracdo mecinica, compreendendo codificadores, perfuradores, verifi-
cadores, operadores de mdaguinas separadoras e tabuladoras, programadores e
operadores de computadoras eletronicas; 3.° Desenhistas.

Para éste fipo 3.2, geralmente néo existem cursos de nivel universitéria,
nem me parece que éles sejam necessarios. As fabricas de mdaquinas apurado-
ras e computadoras fregiientemente mantém cursos de cunho altamente pra-
tico. Existem, ainda, duas outras solugbes para a habilifacio do pessoal déste
tipo:

1.9 Os cursos de habilitacdo em servico (in-service i{raining courses). 2° Og
cursos de habilitacdo fora do servigo (after-hour training courses). Os primeiros
s80 realizados durante o horario de expediente e visam ao aperfeicoamento do
tuncionario no servigo que éle j4 estd executando, preenchendo as lacunas gue
éle ainda apresenta. Os segundos, realizados fora do horirio de expediente, e
por conta e risco do funcionério, visam a capacita-lo a uma promocéo. O fate
désses cursos ndo serem de nivel universitirio, nao significa que éles néo
possam ser ministrados por umsa universidade. Ha, por exemplo, universidades
que possuem uma excelente instalagdo de computadoras eletrénicas, cujos en-
carregados podem perfeitamente ministrar cursos tedrico-praticos de compu-
tacdo. Os cursos de aperfeigoamento fora do servico devem ser lecionados &
noite, em local de facil acesso (centro da cidade), de preferéncia a de dia,
no campus da universidade, geralmente construido na zona periférica.

Parece-me que as consideracdes acima confirmam o que foi dito logo a
prineipio, a saber, que a profissdo de estatistico, longe de una e homogéneaq,
comporta niveis e tipos muitlo diferentes uns dos ouiros, o gue exige, eviden-
temente, niveis e tipos de formacio muito diferentes também. Esta concluséo
repercute imediatamente nas exigénecias legais para o exercicio da, ou melhor
das profissGes de estatistico. O contrario importaria em, ora, exigir de menos
para a formaciio dos mais altos escaldes; ora, exigir demals para a dos malis
modestos.



RUBENS PORTO

ANALISE DE DISTRIBUICAO DA
MAO-DE-OBRA QUALIFICADA NUM PAiS
EM VIAS DE DESENVOLVIMENTO *

Profissionais de Nivel Superior no Brasil

Nossa contribuiciio, para a Conferéncia Regional Latino-Americana de Po-
pulaciio, se consubstancia no estudo de um térmo referente & letra b, do item 4,
do programa cientifico da referida conferéncia.

Procuramos elaborar um quadroe completo da situacho atual da méo-de-
-obra gqualificada, no Brasil, e sua distribuicho por Unidades da Federaglo e
por municipios.

Concentramos nosss atencio sdbre 9 (nove) profissbes gue atuam mais
diferentemente sdbre o processo do desenvolvimento econdmico e social, ou se-
jam: advogados, agréonomos, arquitetos, dentistas, economistas, engenheiros, far-
macéuticos, médicos e veterindrios. Como se vé, excluimos de nosso campo de
pesquisa, os professres dos diversos niveis de ensino, cuja aclo para o desen-
volvimento &, de certo modo, indireta, de vez que voltada para a preparacio
de possiveis agentes do desenvolvimento.

I — DADOS E INFERE&NCIAS
A)  Profissionais de nivel superior no Broasil

1 — De acérdo com os dados gue apuramos, os profissionais de nivel superior
existentes no Brasil distribuem-se pelas seguintes profissbes:

Advogados .....ieieiiiiaianaan 65731
MEQICOS .. vviniinennrenanenn 47 250
Engenheiros ......... Ceeaean .. 386380
Dentisias .. ..oviinniaienens ... 268611
Economistas .......cooiieiiinen 15691
Farmacéuticos ................ 14026
AOTONOMOS < iviiiennnancnnnns 10480
Arguilelos ......occvivienianis 8945
Veterindrios ......... e ... 2960

num total geral de
230 074 profissionais

2 — Em distribuicio percentual, temos:

Advogados .......c..oeiieen vee. 28,6%
MEQICOS v iiiininninnns vees 205%
EngenReir0s ...cceevrinasnn .. 18)7%
Dentistas .....ccievnnvneannies 11,6%
Economistds .............. ver. 68%
Farmacéulicos ...........» eee. 81%
Agrénomos ..... N ... 45%
Arquitetos ..... Cirerinitieiies 39%
Veterindrios ........... veeere.  1,3%

« fste trabalho é um resumo do estudo “Pesguisa de Profissionais de Nivel Superior no
Hrasil”,

R. bras. Estat., Rio de Janeiro, 31(121) :52-59, jan./mar. 1970
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3 — Pareceu-nos Interessante juntar os diversos grupos profissionais que tém
entre si uma certa analogia, reduzindo-os a um nhmerc menor de classes
mais amplas, de modo a poder sentir melhor a situacio;, uma vez gue
— gomo ja antes o salienfamos — uma multiplicidade grande impede uma
apreensiio mais clara do conjunto.

Teremos, entdo, nesta nossa tentativa de classificacgio:

Médicos, farmacéuticos e den-

tistas ... ... . iiin cee... 87887
ddvogados e economistas ...... 81422
Engenheiros, oarguitetos, agro-

nomos e veterindrios . . . 60765

4 — Nz base {(que ¢, como dissemos, um tanto discutivel e arbitraria) dessa
classificacfo, poderemos, entio, dizer que

perto de 90 mil profissionais
(médicos, dentistas, farmacéuticos) cuidariam da

saide do homem;
que,
cérea de 80 mil

estudam 08 seus interdsses

juridicos e econdmicos;
e que
cérea de 60 mil

dedicam-se a tarefas especificamente produtivas.

5 — Entre ésses Wltimos, é curioso observar

que
apenas 13 mil

i
{os agronomos e os veterindrios) empregam 2 sua atividade em tarefas
que tém a ver diretamente com a vida dos campos.
Para um pais que se dizia “essencialmente agricola” e no qual, e vamos
crer no juizo dos nossos primeiros cronistas, “a terra, guerendo-a aprovei-
tar, dar-se-4 nela tudo”, ésse nimero tho modesto, que néo representa

nem
6%

do total, espanta e surpreende.
i
Dos dados 3té aqui apresentados, j4 nos é licito tirar nossa primeire
inferéncia relativa ac casc brasileiro, a qual, como as demais inferéncias
que os elementos estatisticos nos sugerem, poderdo servir de hipdteses para
o estude da situacdo de oulros paises em condicdes semelhantes as do
Brasil.

O que chama a atencio imediatamente, nos dados esiatisticos apre-
sentados, é a enorme escassés de mdo-de-obra qualificada.

Para torna-la mais expressiva, apresentamos num Quadro resumo (I):

a) o numero dos profissionals das 9 profissdes existentes nas diversas
unidades federadas do pais;

b} os totais respectivos para todo ¢ pais;

¢) os totais gerais de profissionais em cada Estado ou Territério —
e em cada Regido em que se divide o Brasil.
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Quapro 1
PROFISSIONAIS DE NiVEL SUPERIOR
BRASIL — 1968
- . PROFISSIONAIS
REGIOES FISIOGRAFICAS B z’}%’}%ﬁfi
UNIDADES DA FEDERAGAO Advo- | Aged- |“Arqui~'! Den- | Beono- | Enge- } Farma- Mé- YVete_:—'l *
gados | nomos | lebos tistas | mistas | nheiros | cbuticos | dieos |rindrios
NORTE
Ronddnia. ..ooooiinniianennaniss i 4 1 B 4 20 3 i3 2 85
F L N .. 11 22 1 18 8 11 5 24 3 103
. 375 46 5 97 137 102 42 145 16 965
2 3 — 4 _— — 1 & 4 26
814 184 9 312 286 670 219 881 421 3277
16 8 - 13 5 36 [ 25 1 110
1237 267 18 157 450 839 278 90 68 } 4510
NORDESTE
Maranhiio. . 373 67 10 182 30 24 108 204 27 1 1014
Piaui.... . 233 83 5 180 12 76 100 182 18 87¢
irc7 - S .. . 1435 851 g 522 4085 212 356 818 42 1 4 58
Rio Grande do Norte e 397 112 14 253 63 151 200 355 12§ 1557
Paraiba 538 127 11 333 18 255 143 602 24 2 151
Pernambuco, . 2 681 810 350 913 524 1087 524§ 2 811 286 | 9§ 906
Alagoas 831 a3 18 211 85 180 39 328 22 1758
Fernando de Noronha,........... o — e - — — - —_ - —
TOTAL. .o 6488 | 1883 4187 25741 1218 19350 1484 540 431 | 21 809
LESTE
BErEipe. e ng 75 5 88 109 54 59 145 13 761
Bahin. .o oiicricoienaiaanaenas 1745 410 221 849 3151 1239 308§ 2144 9% 1 7323
Minas Gerais.......ovvnreriianns 6 091 869 410§ 3 622 R44 ] 3508 | 2457 | 433 525 | 22 751
Bspirito Santo........ ... ...l 923 110 17 314 59 246 120 455 361 22%4
Rio de Janeive............oa0 2 860 205 148 1348 8 1a37 488 1 2 783 182 | 8 630
Grgnabars. ..o 14070 2184 4981 ) 3488 39671 9433 167413 083 82 | 5 2162
TOTAL. ....cviviini i 72702| 28531 5081 9674 | 5378 15807 | 5101 | 22 915 910 | 95 201
8]UL
80 Paulo........oooieen o, r7sal 11930 2435 8168 5237 [ 11803 ] 403811015 564 | 62 331
Parand, . .....oiiiiiiins i 4279 353 164 | 1554 616 1 1 949 786 | 2179 194 | 12 373
Santa Catarina. ... s 868 192 30 556 250 278 308 611 81 3177
Rio Grande do Sul........... ... 40051 404 a4 2332 23151 5123 ] 1154 3 HV 471 121 345
26882 | 6062 | 3232 (12630 8418 | 19153 | 6286 | 16 148 | 1314 | 99 216
464 118 17 359 ke 134 173 318 651 1686
2 038 180 14 687 102 398 579 831 128 ¥ 4 958
838 107 85 230 49 313 147 788 L 41 2684
3 442 405 127} 1278 229 838 899 | 1877 237 ] 9338
TOTAL GEBAL......... 65731 110480 | B 045 | 26 611 | 15601 1 38 380 | 14 026 | 47 250 | 2 960 {230 074

FONTE: Trabalbo realizade para o CETRHMU. (Fundagiio Getdlio Vargas)

E evidente que a primeira condigdo para um pais se desenvolver € a plena
utilizacio de seus préprics recursos humanos. B os dados estatisticos revelam
que_o grande drama de um pais em desenvolvimento é o fato de n@o conseguir
sendo uma baixissima valorizacio désses recursos. A situacfo é devida, prin-
cipalmente, a um conhecimento imperfeito dos mesmos, pela inexisténcia de um
cadastramento sistematico; e, em segundo lugar, & inexisténcia de estruturas
capazes de absorver os recursos potenciais conhecidos.

B). Numero de habitanies por profissional

O guadro seguinte da uma idéia da relacdo entre o nymero de habitantes
por profissional, segundo os diversos Estados e Regldes da Federagio; bem como
em cada Unidade Federada, o numero de municipios nos quais existem profis-
sionais das varias profissSes e o de municipios gue no os possuem.
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NGMERO DE MUNICIPIOS, POPULACAO, MUNICIPIOS SERVIDOS E
HABITANTES POR PROFISSIONAL, SEGUNDO AS REGIOES
FISIOGRAFICAS E UNIDADES DA FEDERACAO

{continua)
MUNICIPIOS SERVIDOS E O NOMERO DE HABITANTES
POR PROFISSTONAL
Advogados Agrénomos Arguitetos
- PO-
REGICES c o
) MU- | PU- { Municipios Nig- | Municipios No- | Muricipios N
FISIOGRAFICAS NI | l4- Ni- | mero Nt~ | mero Nit- | mero
E UNIDADES DA f. | CAO mero | de mero | de mero | de
FEDERACAO PIO8 ‘;}%ﬂo de | hab. de | hab. de | hab.
ab.) pro- | por | . . pro- | por .| pro- | por
Pro- | Néio | fis | pro- | Pro-7( Ndo | fis- | pro- |'Pro- | N0 | g pro-
vidos | pro- | sio~ | {fis- | vidos | pro- | sio- { fis- | vidos | PTO ! gio. | Fig-
vidos | nais | sio- vidos | nais | sie- vidos | ngis | sion
{Total)] ' nal (Total})} nal (Tetal){ nal
(1 000) (1 600) (1 000)
NORTE
ol 107 2] — 190 6,0 2f - 4 26,0 1 1 1f 17,0
7 195 2 5 1 180 4 3 22 9,0 1 & 1} 1950
44 882 7 371 375 2,3 b 39 46 19,0 1 43 5] 176,0
2 39 1 1 2l 190 1 1 3 14,6} — 2l — -
Pare. coiernniinns 831 1879)  22] 6] 814 23 16} 68 184 10,0 i 82 9 2008
AMADA. o oev i 5{ 102 i 4 18 63 1 4 8l 13.0] — Bl o— ] —
TOTAL...oeveeeerenn. 3} 3204 35 08| 12370 28 28 115 267] 120! 4 w9 16| 2000
NORDESTE
Marath®o. v, 120} 3 2731 48] 81} 373 87 20 108t 67 49,0 gl 17l 1w 370
Piatal. oo t4) 1376) 230 91 28 e 0] 104 63 220 4 w3l 5] omp
[0 v T 142¢ 3 751 51 911 1 435 2,6 55 87 651 5,7 2 140 9 414,06
Rio CGrande do Norte...... 10f 1257y 17p 183] 397l 30l 22! sl w3l 110 7l us! 14! sep
Paratha. ..o rnn 170; 2 179 28 1420 538 40 21 148 127 170 1 169 11} 2000
Pernambueo............... 164] 4 570 65| 99y 2661 17 66| 98] 80| 58 41 160)  350] 13,0
Alagoas........ooieiiin s 941 1 371 26 68 831 16 16 78 683} 22,0 3 91 191 7220
TOTAL. ...... .....ce.. 963{17 758] 258, 705] 6 468 2,8 210; 7530 1883 94 ] 848] 418] 42,5
LESTE
Bergipe....ovoveiiiiin 4 827 2 651 213 3.8 13 61 50 11,0 1 VE] 6| 165,0
Bahig.......oooiiiininn, 3361 6 759 121 2151 1 745 3.9 85 251 410; 18,5 1£ 3241 2211 21,0
Minag Gerais. ..........,.. 722411 404 2801 433 6 081 20 18t 541 8661 13,0 3 6921 410! 289
Espirito Santo............ 531 1 812 38 150 923 1.9 31 22 1107 184 H 48 171 107,0
Rio de Janeiro............ 631 4 318 55 8| 2 660, 1,6 43 20{ 205 21,0 2 43 147 290
Guanabara. . ............ 11403 1}~ {18 070 0.3 18— 11184 3.4 Wo— {4261 8,9
TOTAL.........ovvuet 1 243)28 148]) 513] 736[27 702 1,00 354] 895] 2 853) 10,0 6¢| 1 180{ 5 061 57
SUL
8do Paulo........... ..., 871115 909 282  290)17 732 0,9 208) 2741 2 193 7.0 6( 512{ 2 345 6,8
Parand................... 277} 6 670} 132] 145 4 279 1,5 73} 204  633F 10,0 91 268y 184] 440
Santa Catarina............ 1950 2 5031 62{ 1337 7866] 29 72| 128 192] 135 ¢l 18] 30] 86,0
Rio Grande do Sul........ 232{ 6 308 142 907 4 005 1,5 109 123( 2 024 3.1 3 2021 694 9,0
FOTAL..........ooo0Lo 1 27631 748, 618; ©5B)26 882 l,é 552! 724} 5 082 €2 108; 1168} 3 323 94
CENTRO-OESTE
Mato Grosso 841 1 262 28 85 464 2.7 28 58 18] 107 4 84 171 7O
Goids............ 2221 2 586 76 1461 2 039] ‘1,2 42{, 180 180) 144 3 219 14} 1850
Distrito Federal 11 348 1} e 939 0,4 1p 107 3.2 i - 96 3,6
TOTAL. ................ 307} 4 196] 108 201 3 442 1.2 681 238; 405 100 8] 299 127} 330
TOTAL GERAL...... 3 938158 786 1 530 2 409(65 731 1,3) 1 213 2 725{10 480, 8,2{ 204| 3 734} 8 934 4.5

FONTE: CETRHU: (Fundagiio Getlilio Vargas).
OBSERVAQSO: O Territérioc de Fernando de Noronha, nfie foi pesquisade.
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Quapro II

NUMERO DE MUNICIPIOS, POPULAGAO, MUNICIPIOS SERVIDOS E

HABITANTES POR PROFISSIONAL, SEGUNDO AS REGIOES

FISIOGRAFICAS E UNIDADES DA FEDERACAQ (continuacfio)

MUNICIPIOS SERVIDOS E O NUMERO DE HABITANTES
POR PROFISSIONAL
Dentistas Beonomistas Eugenheiros
. PO- - -

REGIGES PU. | Municipios . Na- Na- | Municipios Né~
FISIOGRAFICAS TA- N- | mmerg Nii- { mero Nii~ | mero

¥ UNIDADES DA CAO md“"’ de mero | de mero { de
FEDEBRACAO 3 11000 € 1§ had. de | hab. de | hab.

hab.) N ‘;T"’ por pro- § por pro- | por

Pro- pn: s | pro- fise | pro- | pro- tis- | pro-

vidos | pidos | nuts | L sio- | fis~ | yidas sio- | fis-

by ts §iow nais | sio- nais | sio-

(Totall] paj {Totali nal {Total)yy nal
(1 000), (1 000) (1 000y

NORTE

al 107 2 — 13 8,0 4 7.0 1 20 50
7F 198 4 3 18 10 st 240 1 Ul 1o
41 882 18 28 97 9,0 137 8,4 3 102 8.8

21 39 1 1 4 10,0 - — — et —
21 1 878 34 491 212 8.4 296 8.0 1 ¥t 28
5 102 4 1 3 80 5 20,8 1 38! 28
1431 3 204 61 821 457 7.0 450 7,0 16 439 34
1281 3 278 33 981 1824 200 4 351 840 5 241 136,0
1141 1 378§ 40 74 8 88 1 121 1150 3 1890
142} 3 731 72 79 522 7.0 T 405, 9,0 21 2121 170
150 1 257 34 118) 253 50 5 63] 20,0 10 151 8,0
17 2 179 48 124F 333 £5 4 118 180 7 235 &5
164} 4 870 94 701 913 5,0 12 524 87 33 1027 4,5

941 1 371 25 69} 21 6,4 6 55 250 10 190 70
TOTAL ..ol 863{17 758] 344] 618§ 2 5H4 7.8 1 218 1480 85 1 49385 82
7l say] 2] sy 88] 9 108] 7.8 5 5] 150
338} 6 759 185 mn 849 7.8 315] 214 41 1 239 5,4
s 720111 404 5431 1804 3 622 3.1 447 135 198 3 508 3.2
Bspirito Santo............ 53t 1.812 48 4 313 5,7 5% 340 20 246 74
Rio de Janeiro 63] 4 318 60 311343 3,2 841 51,0 45 1037 4,2
Guanabara. .. ..., ... i 4 0311 i — 13 458 1,2 3 967 1,0 1 g 433 0.4
TOTAL......coovvn s 240129 48] B40i 408} 9 674 34 §378] 541 310 15 607 .2

SUL
S0 Paulo, . ... 572{15 909 451 121 § 168 1,9 5 237 3,0f 209 11 803 14
Parand. ... sveineeniiens 277§ 6 67C) 213 643 1 554 4.3 616} 11,0 56 1 948 3,4
Santa Catariva......o..o.. 195] 2 593) 130 83l 588 4.8 258, 103 43 el 83
Rio Grande do Sul........ 2321 6 306; 216 .16} 2 352 2.8 2 318 2,7 110 5 123 1.2
TOTAL ... ... eets 1 276131 478 1 010 288}12 630 28 8 418 37 418 1% 153 1.8
CENTRO-OESTE

Mato Grosso.....ooivnvnnn 88f 1262 88 o 854 35 & 371 340 1§ 138 a8
2221 2 586, 163 59] 687 3.7 7 102 250 23 398 8,5
1 348 1~ 230, 1,6 1 a6 3,8 1 313 1,1
307 4 1961 229 781 1.278] 33 228 180 Kid BB} 50
3 938i85 786] 3 484] 1 45426 611 3.2 5 691 55 879 38 380 2,2

FONTE: CETRHU (Fundagio Getilio Vargas).

OBSERVACAO: O Territdric de Fernando de Noranha ndo foi pesquisado.
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Quanro II

NOMERO DE MUNICIPIOS, POPULACAO, MUNICIPIOS SERVIDOS E
HABITANTES POR PROFISSIONAL, SEGUNDO AS REGIOES

FISIOGRAFICAS E UNIDADES DA FEDERACAO (conclusio)

MUNICIPIOS SERVIDOS E O NUMERO DE HABITANTES
POR PROFISSIONAL

Farmacéuticos Médicos Veterinfrios
. PO-

REGIOES i X -

. 3 MU- | PU- { Municipios i | N~ | Municipios Nd- | Municipios Ni-
FISIOGRAFICAS | 1. | TA- o | mero | —————e! N | mero Ni- | mero

E UNIDADES DA ¢i- | CAD do de mero | de mero | de
FEDERACAO PIOS (ﬁ {t))()(} pro- | hab. de | hab. de | hab.

ab.) o fis- por ” pro- por = pro- por

Pro- Nzo sils- pro- 4 Pro. Nio fis- | pro- [ pro. Nio | fis. | pro-

vidos | P b nais b fise Jvidos | B 1 sio- | fis- | idos | PRO7 ] sio- | fis

vidos (Tota) sio- vidos | naig | sio- |V vidos | pais | cio-

nal (Total)] 1l (Total)] nal
(1 000) (1 000) (1 000)

NORTE

Rondénia. .. 2 107 2 - 3 350 2t~ 19 6,0 A o~ 2; 5390
195 3 4 51 390 4 3 24 84 1 % 3} B850

44 882 4 40 421 21,0 10, 34 145 6,0 2 42 18] 55,0

2 39 1 1 11 38,0 1 1 6 6,5 1 1 41 10,0

831 1 879 14 881 219 85 25 581 381 3,0 il 77 421 450

& 102 2 3 61 17,0 3 2 25 4,0 1 4 1] 102,0

143} 3 204 26 17} 276 129 45 98 800 3.5 130 130 88 47,0
NORDESTE

Maranhfo. . ...... ... .. 120} 3 273 220 1077 108] 309 32 971 204] 180 50 124 27) 1210
Piaui,........ . 114} 1 376 23 o1} 100] 14,0 22 92{ 192 7,0 70 W7 18 76,0
1421 3 731 53 2] 3501 1L0 61 81} 918 4,0 13 129 42] 89,0
150§ 1 257 34 118f 200 6,9 26; 124} 353 3,5 7y 143 121 104,0
1701 2 178 271 143] 143] 150 45 125 002 3.8 07 180 24] 910
164f 4 570 60 104] 524 8,7 a1 73] 2 811 1,6 41} 123) 286) 160
94 1 471 17 77 39] 35,0 29 65] 328 4.0 12 82 22) 62,0

963j17 759] 236 727{ 1464] 120 306, 65715410 33 95| 868f 431 410

74 82r 14 60 591 140 21 53] 145 57 4 70 13 64,0
336] 7 659 87) 249 302[ 22,0{ 172{ 164} 2 144 3.2 271 309 98] 69,0

Minas Gerais......o...... 722111 404 525 1974 2 457 4.6] 358] 3641 4 335 2.8 1181 603y B25) 220

Espirite Santo............ 53} 1812 35 18 120 1,5 44 9 545 3.9 18 37 30 69,0

Rio de Janciro............ 43§ 4 316 52 11 489 8.8 62 1] 2 783 1,5 39 24 1821 24,0

Guanabara............. .. 1} 4 03t 1 — 11674 2,4 1 — 13033 063 1 — 82¢ 650

TOTAL.....ovvveennnn, 1248§28 194 7141 6535|5101 57 58] 591l22 9150  1,3] 206| 1 0431 oM} 320
SUL

S&o Paulo...........oee 572|115 909 450 122] 4 038 4,01 397 175101 151 1,5 1041  468] 564) 28,0

271} 6 870f 185 921 785 8,5 198, 791 2 179 3,0 51 2261 1¢4] 340
195 2 593 103 921 30% 83} 112 83 611 4,2 41 154 851 30,5
2321 6 306] 163 691 1 154 551 209 23] 3 207 1,8 991  133] 471] 134

TOTAL........oovennns 1 275{31 748} 901 375 6 288 50 916 360{16 148, 2,0{ 285 981} 1 314} AP
CENTRO-OESTE
Mato Grosso.............. 841 1 262 45 39 178 7.3 39 54f 318 39 17 a7 65 195
GOIAS. . oceeai i 2221 2 586 141 8if B79] 44 78] 1447 831 3,0 24 198 128 208
Distrito Federal........... 1 348 1] - 147 2,3 1 - 728 05 1 - 44 8,0
TOTAL ............... 3g7) 4 198 187) 120] 899 471 118 189y 1877y 22 421 268) 237, 177
TOTAL GERAL...... 3 938]85 786| 2 064) 1 874[14 026 6,0 2 043 1 89547 250 1.8; 661} 3 287; 2 980] 28,0

FONTE: CETRHU. (Fundagio Getilio Vargas).
OBSERVAQAO: O Territério de Fernando de Noronha, nie foi pesquisada.
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A segunda inferéncia a gque nos conduzem os dados coletados é a ma dis-
tribuicic dos escassos recursos profissionais existentes.

Salta aos othos a concentracio désses recursos nas regides mals favorecidas,
chegando mesmo, por vézes, a uma subutilizacio dos mesmos por pletora, como
& o caso da concentracio dos médicos na Guanabara.

A mesma impressio se confirma gquande a analise estatistica desce & exa-
minar o problema numa escala municipal. Apresentamos os resultados de nossa
pesquisa relacionande o nUmero de habitantes por profissional em todos os
municipios brasileiros que, em 1967, tinham mais de 20.000 habitantes.

Dentro da propria unidade municipal, a pesquisa revelou a existéncia de um
fendmenc que, por um neologismo seméntico, chamamos de “capitalizagdo” de
profissionais de nivel superior. Queremos com o térmo significar a forte atracio
que as capitais exercem sObre ésses profissionals, em detrimento das pequenas
cidades e das areas rurais. E o que resulta mais claramente do guadro seguinte:

Quapro III

DISTRIBUICAQ DE PROFISSIONAIS SEGUNDO AS UNIDADES DA FEDERACAO
E LOCALIZACAO NA CAPITAL DA RESPECTIVA UNIDADE

PROFISSIONAIS
UNIDADES DA FEDERAQAO o Caital
Na Capital R
Total da Unidade % sdbre o tofal

Bondinis. .o s 8% 71 83,6
Acre... ..., 103 2 70,8
Armazonas. , 965 900 93,5
Roraima, .., . 20 20 100,0
Pard......... 3 227 2 041 91,1
Amapd.... ... . 110 104 94,5
Maranhio. ... 1014 78 87,7
Plani......... JU 879 518 58,8
Coard. ... oo 4 544 3 543 78,0
Rio Grande do Norte 1 857 1172 75,3
Arafbo. ..o 2 151 1240 57,7
Pernambuco. . 9 906 8 400 85,8
TOAS. .. ... 1 758 1441 82,0
Sergipe.. ... .. 761 814 88,7
Bahia...... ... 7 323 4 904 7,0
Minas Gerais... 22 751 10 786 47,8
Bspirito Santo.. 2 974 1 251 54,9
Rio de Janeiro.. 8 930 3 250 39,4
Guanabara. ... .. 53 182 53 162 1000
Sio Pauln.... 53 321 37 796 60,7
Parand......... 12 373 7 830 61,7
Santa Catarina 3177 953 29,9
Rio Grande do Sul 21 345 12 744 59,5
Mato Grosso.........,..... 1 686 473 28,2
Gofds........... 4 958 3 300 66,7
Distrito Federal 2 694 2 694 100,0
BRASH. {TOTALY. ... ... 230 074 180 943 69,7

A ms3 distribuiciio dos recursos nio aparece apenas no sentido geogréfico de
concentracbes em Areas privilegiadas. Ela se revela também no sentide propria-
mente profissional. Queremos chamar a alencio para a inadeguagdo enlre
distribuicio profissional da mio-de-obra gualificada e as exigéncias do desen-
volvimento. & evidente uma excessiva concentragiio no setor da advocacia, em
ecomparacdo com a caréneia nos setores mals diretamente relacionados com &
ciéncia e a tecnologia. E clara também a desproporgio entre a profissio prin-
cipal e as profissbes, diriamos, subsidiarias, como é o caso, por exemplo, entre
medicina e enfermagem.

II — FATORES CONDICIONANTES

Nao fixamos aqui nossa atencio sobre os fatdres que condicionam a primeira
inferéncia resultante da pesguisa, em sua exata dimensfio numérica, ou seia, a
escassez de mao-de~obra de nivel superior. A bem dizer, ndo se trata, nesse
caso, de um fator que atue sébre o desenvolvimento, mas de um dos indices
mais expressivos do proprio subdesenvolvimento,
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Convergimos mals nossa atencio para a segunda inferéncia estatistica re-
velada pela nossa pesquisa, ou seja, a ma distribuicfo dos recursos escassos da
mao-de-obra qualificada.

A ma4 distribuicdo geogrifica € condicionada, em grande parte, pela impossi-
bilidade em que se encontram as Areas menos favorecidas para fixar mao-de-
-obra de nivel superior. A referida impo