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!.Introdução 

CURVA DE LORENZ E 1NDICE DE GINI 

PARA DISTRmUIÇÕES DE RENDA 

J~ Paulo Q. Carneiro - mGE / ENCE 

Jorge Luiz Rangei Costa- CIDE 

Uma dada distribuição de renda pode ser encarada como q.ualquer outra distribuição 

de frequência. Como ~al, podem-se aplicar a ela as medidas tradicionais de locação e 

de dispersão, ~ais como média, mediana,desvio padrão, diferença in~er-quariílica,eic. No , 

entanto, para distribuições de renda, tornou-se tradicional medir sua concentração aira.vés 

do chamado mdke de Gini, principalmente por causa de sua in~ação geotmnrica, 

relacionada ~ tamMm tradkional curva de Lonas. O objetivo deslas notas é esclarecer, 

a nlvel de exposição, alguns aspectos ma~máticoe do IIIIIUD*o e apJká..b a dados do Bruil 
e do Rio de Janeiro. 

Ao estudar di!tribuiçõe! de frequência ou de probabilidade, uma atitude po88Ível é 

tratar separadamente os casos "discreto" e "contínuo". Mais elegante ainda seria um 

tratamento unificado, através da integral de Stieltjes.Em face,porém, do nível do presente 

wxio e da simplicidade dos modelos e dos casos apreciados, optou-se por faaer a abordagem 

teórica somente no caso contínuo,utilizando apenas integral de Riemann. Na realidade, 

vamoe supor que todas as funções utilizadas são continuamente diferenciáveis exceto no 

máximo em um número finito de pontos, e, nestes pontos, possuem limites laterais finitos. 

O leitor versado em integral de Stieltjes poderá constatar que um tratamento análogo 

valeria para o caso geral. Mais adiante, alguns parágrafos são dedicados ao importante 

faio de que as disiribuições de renda que se encontram na prática provêm de um número 
finito de obserwções e aparecem grupadas por classes. 
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2. A Diferença mMia 

Para uma função de densidade de probabilidade f, talvez as medidas de dispersão 

maia populares eejam o desvio padrão t1, cujo quadrado (a variância) é definido com~: 

J_
+oo 

a2 = -oo (z -p)2 J(x)dx . (1) 

e o desvio médio 

6t = f: '"- plf(r:)dr: 
(2) I 

Nessas duas fórmulas, p = J=: x /( x )ti% é a média da distribuição. 

Procurando medidas que não dependam dos afastamentos em relação a um valor 

central, mas somente das diferenças entre os próprios valores observados, somos levados a 

introduzir os análogos: 

J_
+oo J_+oo 

FfJ = -oo -oo (z- y)2 /(z)J(y)dydz (3) 

J_
+oo J_+oo 

â = -oo -oo lz -ylf(z)f(y)dydz (4) 

A fórmula (3) não traz muito de novo em relação a (1) , já que se verifica facilmente 

que ~ = 20'~ , utilizando as definições e o fato de que J!: f(x)dz == J. . 

Já a medida de dispel'8áo ~ , chamada diferença m&lia, tem uma imponância 

especial e entrará na própria definição do índice de Gini. Para expressá-la sem utilizar 

valor abeoluto, decompõe-se a iniegral "inierior" em: 

1~ J.+oo 
-ca (z- fl)f(z)f(y)dy + :r (y- z)/(z)f(y)dy 

onde a segunda parcela, por sua vez, pode ser escrita como 

~-~-f_ 
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Com isio,chega-se à expressão equivalenie para ~: 

f_+oo ~-~ 
d = 2 -oo -oo (z -y)f(y)f(z)dydz (5) 

3. Dlstrlbultões de Renda 
. . 

Uma dJstribuição de Nnda tem, evidentemente, a peculiaridade de que sua função de 
densidade de probabilidade /(z) é nula para z <O , o que se:rá suposto de agora por 
dianie. Na prática, ela iambém será nula para valores acima de uma certa renda máxima; ' 

como, porém, quer-se deixar lugar para modelos um pouco mais gerais (Pareto,lognor
mal,etc. ),esta condição não aerá CODSiderada uma hip6ieee. Com eMeB preeeupoetoe e maia 

os da Introdução, a função de distribuição F associada a I, definida por F(z) = J: I 
é tal que F(O) =O e F'(z) = /(z) , exceto no mWIDo em um número fini\o de 
pontos. Além disto, a média p será positiva, exceto em casos triviais, e aqui será sempre 

suposta >O. 
'Thdo isto permite deduzir duas outras expressões útais para. ~. Em prilooiro lugar, 

para z fixo, pondo u = x -y, dv = f(y)dy, e integrando por partes: 

Levando esie resultado em (5), e trocando, em seguida, a ordem de in~egração, vem: 

~ r+oo r~ 
2 =)o )o f(x}F(y}dydx 

r+oo J.+oo 
= )o , /(z)F(JJ)dzdJJ 

r+oo J.+oo =)o F(JI) , f(x)dxdy 

r+oo 
=)o F(y)(l- F(y}) dy 

Portanto: 
r+oo 

â = 2 )o F(x) (1- F(x)) dz {6) 
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uma expressão que não utiliza integral dupla. 

Analogamente, fazendo , em (6), u = F(z) (1 - F(z)) , dtJ = dz , e integrando 

por partes, chega-se a: 

4. O :fndlce de Glni 

Na expressão (7), como F(z) < 1 , então F(z) - i S l . Portanto: 

Segue-ee que 

O número 

À 1 r+oo 11 
7 ~ 2 }o z/(z)dz = 2 

0<-2Â <1 - p-

~ 
G=-2p 

(7) 

(8) 

é, por definição, o lndke de Glni da distribuição. Ao dividir Â pelo dobro da média, 
o índice de Gini relativiza a düerença média, tal como faz o coeficiente de variac;ão com o 

desvio padrão. Porém o coeficiente de variação não tem a propriedade agradável de et~~ta.r 

entre O e 1 . 

5. A Curva de Loreu 

Desde Lorenz (1905), tornou-se habitual, para distribuições de renda, construir uma 

curva através de pontos (p,, q,) , onde P• representa a proporção de indivíduos que 

poesuem renda inferior a um certo valor r, , enquanto qi é a proporção da renda io\al 

possuída por esses indivíduos, sendo r, < ... < rn . É a chamada curva de Lorens. 

No caao contínuo, esse procedimento equivale ao eeguinte: imagine-se que I seja a 

função de densidade de probabilidade associada a uma distribuição de renda, isto é, J;2 I 
mede a probabilidade de que a renda de um indivíduo esteja entre Zt e 2:2 • Neste caao, 

a proporção da renda total possuida pelas pessoas com renda < z é dada por: 

• z _ r: 'l(t)dt 
( ) - j'foo tf{t)dt 
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Levando em conta que o denominador é a n*üa p da distribuição, isio é, a renda 

média geral da população, pode-se escrever: 

t(f) = - tf(t)dt 1 /.111: 
p o 

Como F'{:r) =/(:r) >O e ~(:r) = ~e!jzl >O , as funções F e 4> são ambas 

crescentes, e portanto inversíveis, no intervalo [a; w] , onde a e w são as rendas mfnima. 

e máxima, ou w = +oo , no caso de modelos sem renda máxim.a. 

Considerando f em [a; w) como um parâmetro, então a curva v= L(u) dada petas' 
equações paramétricas 

{ 

u =F( f) 

"= •(f) 
é a curva de Lorenz 8880Ciada à distribuição definida por f. Como v = () ( F-1 ( u)) , 

vê-se que L = ~o F-1 , e como u e v variam entre O e 1 , a curva se encontra dentro 

do quadrado unitário. 

Examinemos as derivadas. 

dv _ dvfdx _ +'(:r) _ z/(z)/p _ :r 
0 du - dufdx - F'(r) - /(z) - p > 

já que %>O. Logo a curva de Lorenz é esiritamente creacenie. 

dv 
tPv d( iiU) / dx ]j_p_ 
du2 = dufdz = f(z) > 0 

para a < f < w . Logo a curva de Lorenz é convexa e portanto o gráfico está sempre 

abaixo da secante v = u e acima de suas tangentes. 

6. A Discrepância máxima 

Para cada O < u < 1 a düerença u - v = u - L( u) = g( u) mede a distância 

vertical entre a reta v= ·u e a curva de Lorenz. Como g'(u) = 1- f , vê-ee que 

g'(u) >O para z < p e g'(u) <O para z > p. Portanto g(u) é máxima para 

r = p , e, neste pomto, fu. = 1 , isto é, a tangenie à curva de Lorenz é paralela à reta 



t1 = u . lsio significa que quando se diJ: " os u% mais pobres possuem tt% da renda 

total", a maior diferença u - v ocorrerá quando se estiver referindo ~ueles que ganham 

até a renda média da distribuição. 

O número 6 = F(p)- t(p) , valor máximo de g(u) , é chamado discrepância 
·. máxima. 

A discrepância máxima é também uma medida de dispersão relativa, já que: 

6 = !.!_ 
2p (9) I 

onde 6t é o desvio médio da distribuição, definido em (2). Isto se demonstra imediata

mente, decompondo a integral da definição (2) em: 

(" r+oo 6t =}o (p- z)/(z)dz + }, (z- p)/(z)dz. 

Em seguida, observa-se que : 

!., r+oo /.+oo 
0 

(z- p)/(z)dz + }, (z- p)/(z)dz = 
0 

(z- p)/(z)dz =O 

concluindo-se pois que Ôt = 2 JÓ(P- z)/(z)dz. 

Por outro lado, pelaz~ definições de F e t , 

6 = F(p)- t(p) =.!. f" (p- z)/(z)dz = 
2
ÔJ • 

P}o P 

7. Interpretações Geométricas 

A Figura 1 apresenta, no plano uv , uma curva de Lorenz v = L( u) , com as 

propriedades geométricas deduzidas no parágrafo 5. 
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Sejam então: 

v 

1 

/ 
/ 

/ 

o 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

u 

Figura 1 - Curva de Loreu 

S =área da região definida por. O~ u ~ 1; L(u) ~v~ u . 

A= J0
1 udv =área da região definida por: O< v< I; O< u < L-1(v) . 

B = J: vdu = área da região definida por: O< u < 1; O< v S L(u) . 

a = metade da área do quadrado o ~ u ~ 1; o ~ v ~ 1 . 

Tem-se claramente S = A - O = O - B , de onde se conclui que 

Como u = F(z) 
então: 

v= ~(z) du = /(z)dz 

28 = - (zF(z) - p~(z)) /(z)dz I /.+oo 
p o 

=;f"' (• f /{v)dp-f v/(rl) /(z)dz 

1 /.+oo/.s à = - (z -y)/(y)dyf(z)dz = -
2 

= G 
p o o p 
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pelas f6nnulas (5) e (8). 

Portanto, o índice de Gini tem como interpretação geom~trica o dobro da área da 

região compreendida entre a curva de Lorenz e a bissetriz v = u . Esta interpretação, 

muito usada no estudo de dlstribuic;ões de renda, permite verificar graficamente o fato, já 

demonstrado analiticamente, de que o índice de Gini está entre O e 1 , já que a área S 

não pode ultrapassar a metade da área do quadrado, isto é, 1/2 . 

Na Figura 2, além da curva de Lorenz, está também representada a discrepância 

máxima 6 , pelo segmento PQ . Pela convexidade da curva de Lorenz , é claro que a área 

S acima referida está entre a área do triângulo OPR e a área do paralelogramo ORVT. 

Esta última é igual a PQ X 1 = 6 e também igual ao dobro da área do triângulo. 

Segue-se que ~ < S < 6 e portanto que: 

(10) 

uma desigualdade útil, quando for fácil calcular a discrepância máxima. Além disto, es~a 

f6rmula, uülizando (8) e (9), dá também uma relação interessante entre a düerença média 

e o desvio médio, a saber: 

(11) 

É claro que estas fórmulas podem ser deduzidas analiticamente, mas é notável a 

facilidade com que se as deduz geometricamente. 
v 

l _________ ______ R 

u 

T 

Figura 2 - Discrepância Máxima 
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8. Curva de LoreDS, 1adic:e de Ciai e Outru Carac:terfatic:u para algumu 

distribuições 

O Quadro 1 apreBenta a curva de Lorenz, o índice de Gini e outru caraciermticu 

das principais distribuições teóricas de renda. Na realidade; a distribuição "potência" não 

é encontrada usualmente neste contexto, mas ela foi colocada aqui por permitir algumas 
especul~ interessantes. 

Obeerve-ee que: 

(a) Podem-se obter índices de Gini tão próximos de zero quanto se desejar, na dis

tribuição uniforme, fazendo b ~ a , ou na distribuição lognormal, fazendo u ~ O. 

Nesses casos, a curva de Lorenz aproxima-se da reta v = u . Na realidade, pode-se 

obter o índice de Gini exatamente igual a zero com a distribuição "concentrada" definida 

por F(z) = 1 para z = a e F(z) = O para z ~ a , mas, para isto, seria 

nece!l5ário utilizar integral de Siieltjee. N aiuralmente,esie modelo corresponderia ao caso 

em que todos os indivíduos da população teriam a mesma renda, ou saja, traduziria a mais 

perfeita homogeneidade. 

(b) Podem-se obter índices de Gini tão próximos de I quanto se desejar, na distribuic;ão 

de Parei<>, fuendo p ~ 1 + , ou na distribuição lognormal, fazendo u ~ +oo . Nestes 

casos, a curva de Lorenz aproxima-se da reta 11 = O . 

(c) As seguintes três distribuições : uniforme com b = 2a , Pareio com p = 5 

e potência com p = 4 , têm o mesmo índice de Gini (e as duas últimas, a mesma 
discrepância máxima). No entanio são completamente diversá8 em te11110e de distribuição 

de renda, como se pode ver em um gráfico da função de densidade de cada uma delas. Isto 
mostra como o índice de Gini ou a discrepância máxima devem ser utilizados com cuidado. 

A dedução das fórmulas do Quadro 1 é, de um modo geral, imediata, a partir das 

fórmulas apresentadas anteriormente ( no caso do índice de Gini, aconselha-se usar a 

fórmula (6)). A exceção fica por conta da lognormal, que é tratada no Apêndice. 
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Quadro I 
CUJ'Ya de Lorcmz, 1nciice de Gini e ouiraa caracierísiicaa 

para algumas distribuições 

Uniforme Exnonencia.l fareto Potência Lognorma.l 

/(z) J±o ce-cz ~ GZ 
pz;,-1 ~e-t( Joc:-e )2 

'I 

Intervalo 
fora do ~u&J 

/(•)• 
[a; 6) [o; +oo[ [a; +oo[ [o; 6) ]o; +oo[ 

Condições o~a<b c>O p>l p>l a>O a>O t>O 

Cuna de (·-Cin.1.+2GU •+ wlogtu 
r-1 tt!. N(N-1(•) -a) Loren1L(u) 1-tull • 11 

Média ill ! p!ra phb &'+'i-
2 c: 

Coeficiente ~._G .jef12 -l 1 J 
J,(~+2) de variação O-Fi Jp(p-2) 

lndice 1~ 1 ~ 2p~l 2N(~) -1 de Glni 3 +a 2 2p-l 

Diacreplncia 1 6-cs ! (~-l}P-1 e.' 2N{~)- J. ... ~ .... i i+• • p• (p+l)•+l 

Obe.l: Nas equações das curvas de Loreu, w = 1- u. 

Obs.2: O coeficiente de variacão da Pareto só existe para p > 2 . 
2 

Obs.3: Na lognormal, N(z) = No,t {z) = ~ J~aa e-Ç-dt. 

9. Cotas para o Índice de Glnl com Dados Grnpados 

Quando se considera, na prática, uma distribuição de renda, os dados aparecem gru

pados em classes. O grupamento pode ser um "dado", por exemplo, numa tabela de uma 

publicação, ou pode ser arbitrado pelo pesquisador, se ele estiver confeccionando uma tab

ulação a pariir de dados individuais. Aqui vai ser considerado o primeiro caso. De qualquer 

modo, o fato de se gruparem os dados em classes evidentemente mascara o índice de Gini. 

lO 
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que é uma medida de dispersão. O que vai ser mostrado agora é que: se a Nnda média 

(ou, equivalentemente, a renda total) de cada classe for conhecida, e se se supuser que 08 

dados provêm de uma distribuição não especificada, porém de forma que a curva de Lorenz 

tenha as propriedades apresentadas no parágrafo 5, particularmente a convexidade, então 
é poesível determinar uma cota inferior e uma cota superior para o índice de Gini, a partir 

dos dados empíricos. Os exemplos do parágrafo 12 darão uma idéia de quão estreitas são 

essas cotas. As fórmulas podem ser deduzidas de modo puramente analítico, como em [1], 
mas aqui serão obtidas geometricamente. 

Sejam então: 

O = ro < r1 < ... < rn 08 limites das classes de Nnda; 

Pt = m1mero de pessoas com renda em [rs-t; rs[, para i= I, ... , n 

Pn+t =número de pessoas com renda > rn 

P = E~:11 Pi = total de pessoas 

~~ Pi -
u; = L.Jtp• =proporção de pessoas com renda. <r; , para i= 1, . .. , n + 1 

Uo =O 

1-'n =renda média das pessoas com renda em [ri-t; ri[ , para i= 1, ... , n 

l'n+ 1 = renda média das pessoas com renda > r n 

(Para facilitar o tratamento da última classe, será criada uma renda fictícia máxima 

r n+ 1 , determinada por alguma. hipótese compatível com a. renda média da classe aberta, 

por exemplo, rn+t = 2JJn+t- rn ). 

Pil'i =renda da classe (ri-ti ri( , para i= 1, .. . , n + 1 

R = E::1
1 

Pil'i = renda total 

tJi = Jc Í:;=t p;J-1; = proporção da renda total possuída pelas pessoas com 

renda < ri , para i= 1, . . . , n + 1 . 

A Figura 3 mostra os pontos provenientes da distribuição empírica e a curva de Lorenz 

associada. Pelo parágrafo 1 e pela convexidade da curva de Lorenz, uma cota inferior G 1 

11 
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para o índice de Gini é dada pelo dobro da área da figura formada pela reta v = u e 

pela poligonal que une os pontos (Ui; v;) . Logo: 

n+l 

Gr = 1- L(ui- Ui-tHVi + Vi-d 
••1 

(12) 

Levando em conta o significado de Ui e Vi , a fórmula também pode ser e8Crita: 

(13) 

v 

1 ---------------

Vj ------

v· J-1 --

o 1 u 

Figura 3 • Cota interior para o Gini 

4 Ainda. pela. convexida.de, uma. cota. superior para. o índice de Gini será dada. pelo dobro 

da área da figura formada pela reta v=u e pelas tangentes à curva de Lorenz nos pontos 

(ui; Vi) • Na. realidade, essa. cota. superior Gs pode ser escrita. como Gs = Gr + D, 

onde D é o dobro da soma das áreas dos triângulos indicados na Figura 4, formados pelos 

pontos ( Ui-1; Vi-l) , (Ui; Vi) e ( Üi; Vi) , onde ( üt; ii;) é o ponto de interseção das tangentes 

à curva de Lorenz nos pontos ( Ui-1 ; Vi-1) e (Ui; Vi) • 

12 
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1 

V• 
I 

v· I 
v. 

1-1 

Figura 4 - Cota superior para o Glnl 

A inclinação da tangente à curva de Lorenz em (Ui; Vi) é dada por ~ , para u = Ui. 

P , l '._..f. 5 t JhL *- F-l(u) d ~n+l , orem, pe o para.~uuo , em-se que Tu = IA = IA , on e p = L.ti=l PiPi e 

a média da distribuição, isto é, a renda média total, e F acumula as pessoas. Logo, a 

inclinação procurada é F-~(u;) = ~ . 
As duas tangentes consecutivas têm, portanto, equações: 

f't-1 ( ) 
V - Vi-l = - U - Ui-I p 

r· 
V- Vi= ..1.(u- Ui) 

p 

Resolvendo o sistema e levando em conta as expressões de Ui e Vi ,obtêm-se para o 

ponto de interseção: 

onde 

Üi = (1- ai)Ui-t + a,u, 
Vi = (1 - fJi)Vi-1 + fJiVi 

Finalmente, o dobro da área s, do triângulo em questão pode ser calculado pela 

conhecida fórmula do determinante, isto é: 

13 



Ou seja: 

Portanto: 

(14) 

A conclusão é que o índice de Gini G se situa entre os valores: 

(15) 

dados pelas fórmulas (13) e (14) . 

10. Interpretação da Cota Interior para o lndice de Glni 

Frequentemente a fórmula (12) é apresentada como sendo "a fórmula" do índice de 

Gini para dados grupados. No entanto, como ficou claro no parágrafo 9, ela fornece apenas 

uma cota. inferior para o índice. 

Cabe aqui a questão: fixadas, como no início do parágrafo 9, as classes de renda 

definidas pelos r• , os números de pessoas Pi e as rendas médias /Ji de cada classe, existe 
uma situação correspondente a G r ? 

Como o índice de Gini é uma medida de dispersão, é natural que ele seja mínimo na 

situação de maior uniformidade, isio é, quando as Pi pessoas com renda entre r,_1 e r, 
tiverem todas renda igual a Pi . Vejamos que isto de fato ocorre, em um certo sentido. 
Para tanto, vamos ter que nos afastar do caso contínuo. 

Consideremos então a distribuição discreta correspondente ao caso em que, para cada 

i= 1, · · ·, n + 1 , haja Pi pe88088 com renda Pi • As f6rmulM {4) e {5} são, na realidade, 

casos particulares (no caso contínuo) das fórmulas mais gerais: 

li= i:"" lz- yldF(!I)dF(z) 

~ = 2 f_~ lz- vldF(y)dF(x) 

onde as integrais devem ser entendidas como integrais de Riemann·Stieltjes. 

14 
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Thaduzindo a fórmula (17) para o caso discreto em quesião, levando em conta a 

definição (8), observando que Pi-t < Pi , e que p = ~ , obtêm-se, para o índice 
de Gini GD: 

(18) 

Por outro lado: 

n+l n+l 

PR = EPi E PiPi 
•=1 ,1=1 

n+l n+t 

=E Pfp· +E EP•P.;(Pi + P.;) 
t=l t=l J<t 

a última passagem vindo de (13) e (18). 

Daí se conclui que G D = G 1 . 

Resumindo: dada uma distribuição do tipo contínuo, da qual se conhecem os dados 

apenas em um grupamento em classes fixado, isto é, não se conhece a sua distribuição 

dentro das classes, então a fórmula (13) fornece o menor valor poeaível para o índice de 

Gini, e este valor equivale à hipótese de que dentro das classes todas as pessoas têm a 

mesma renda. 

11. Interpretação da Cota Superior para o Índice de Glni 

Imaginemos agora a situação em que as Pi pessoas com renda no intervalo [r1-1; r,[ 

estejam distribuídas de forma que fliPi pessoas tenham renda ri-1 , enquanto (1- Pi)Pi 
tenham renda ,., -E , onde O < E < ,., - ,.,_1 e O < /3• < 1 . Isto é, um conjunto 

de pessoas concentra a renda ri-1 e as restantes concentram a renda r,-! , "próxima" 

de r, . Vamos mostrar que o índice de Gini Gc , correspondente a. essa. situação, tende à. 

cota superior G s , quando l ~ O . 

ló 



Em primeiro lugar, para que a renda média dessas pessoas permaneça igual a P• , é 

necessário que: 

Daí se deduz que 

e que: 
I 

(19) 

Para calcular, por uma fórmula análoga à (18), o índice dG Gini G(. correspondGnt9 

ao caso descrito, é preciso observar que há agora 2n + 2 valores de renda Bt , com 

k = O, · · · , 2n + 1 , de tal forma que, para 
'
·-o ... n· -' ' . 

As frequências absolutas associadas a esses valores de renda são Qk , com 

k = O, • • • , 2n + 1 , de modo que, para j = O, · • · , n : 

. 'hi = Pi+lPi+l 

CJ2i+1 = (1- P;+t)P;+t 

É de notar também que, quando f ~ O : 

Além disto: 

2n+l n n 

(20) 

~ q~;BI: = ~(IJ2j82j +IJ2i+l82j+l) = ~Pi+l (fJ;+Ir; + {1- fJ;+l)(r.;+l -t:)) = 
n 

= EPi+tP;+t =R 
,1=0 

16 



Logo: 

(21) 

Examinemos agora llmt:-o G ( . 
Na. fórmula. (21), para. um valor fixado de /c= 2j , com j =O,···, n , o somatório 

interno fica: 

i =E 'hi (92i-2(s2;- B2i-2) + iJ2i-t (s2;- B2i-t)) 
•=1 

Utilizando u expJ'e!B3ee (20) e (19) , verifica-se que, quando € ~O ,esta soma iende 
a: 

1 E a;+•Pi+1 (aiPi(ri- ri-1) + (1- ai)Pi(r;- ri)) 
,=1 

1 =E a;+tPi+tPi(r; -pi) 
•=1 

Portanto essas parcelas contribuem para lim(-o G( , com o valor: 

(22) 

Por outro lado, para um valor ímpar de k = 2j + 1 , com j = O, · · · , n , o somatório 
interno em (21) fica: 

(qoq~(•k- ao)+ qtqk(Bk- at)) + ... + (q~-:sq~(Bk- 'k-a) + qk-2qk(Bk- 'k-2)) + 
+ Q~-1Qk(8k- Bk-1) = 

i 
EQ2j+l (Q2.:-2(82j+l- a2.:-2) +Q2a-t(B2j+l- B2&-1n +Q2;ll2i+t(B2j+l- s2;) (23) 
•=• 
Quando (~O , a última parcela de (23), a saber, Q'Jitl2i+t (B'Ji+t - B'J.i) , tende a: 

llj+1Pi+1(1- a;+dPi+1(ri+t- r;) 

=llj+l (1- a;+dn+l (rj+l -r;) 

17 



Então, estas parcelas contribuem para l..imt-o c,_ 'com o valor: 

1 n 
p R 2: c:r;+t (1 - a;+t )f11+ 1 (r;+t -r;) 

1=0 

Finalmente, ainda por (19) e (20) , as outras parcelas de (23) tendem a: 
j 

Í:(l - c:r;+dPi+l (c:r,p,(ri+t - ri-d +(I ....: ai)Pi(r.;+t - ri)) 
•=1 
i 

= Í:(l- c:r;+t)Pi+tPi(ri+t- Pi) 
•=1 

Portanto essas parcelas contribuem para Iimt-o G, , com o valor: 

Em suma: lim, .... o G, = (22) + (24) + (25) . 

Porém, associando (22) com (25) e utilizando (19), obtém-se: 

l n i 
. PR ~~Pi+tPs (a;+t(r;- Ps) + {1- a;+t)(r;+t- Pi)) 

1 n ; 

= PR Í:Í:PiPi+dPi+t -pi) 
J=O•=l 

em virtude de {18) . 

(24) 

(25) 

Por outro lado, utilizando (19) e o fato de que Pp =R , verifica-se que a fórmula 

(25) é idêntica à (14) . A conclusão é que·: 

lim G(. = G1 + D = Gs 
(-+0 

Resumindo (em termos informais) : a cota superior Gs para o índice de Gini cor

responde à situação limite em que, em cada classe de renda, as rendas das pessoas se 

concentram em dois grupos: um com a renda mínima da classe e outro com uma renda 

"arbitrariamente próxima" da renda mínima da classe seguinte. 
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12. Exemplos 

Para efeito de ilustração, foram tomados os dados de rendimento das pessoas com 

rendimento, investigados pelo ffiGE na Pesquisa Nacional por Amostra de DomicÜios · 

PNAD, para o Blã8il e o &tado do Rio de Janeiro, nos anos de 198-f, 1986 e 1986. As 

classes são as fixadas pela própria publicação do ffiGE e os rendimentos médios de cada 

classe são dados da pesquisa. Para efeito de cálculo do fndice de Gini, foi atribuída à oi~ 

aberta um limite superior igual à diferença entre o dobro da média e o limite inferior da 

classe. Com os dados constantes das Tabelas 2, 3 e 4,foram calculadas as cotas inferior e 

superior para o fndice de Gini, apresentadas na Tabela 1. 

Gr 
Gs 

Tabela I 

Cotas Inferior e Superior para o Índice de Gini 

Brasil e Rio de Janeiro • 1984, 1985 e 1986 

Brasil-84 Bra:!Jil·85 Brasil-86 RJ-84 RJ-85 

0,5756 0,5877 0,5776 0,5608 0,5818 
0,5919 0,6039 0,5935 0,5766 0,5972 

Fonte:Dados das Tabelas 2, 3 e 4. 
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RJ-86 

0,5737 
0,5891 



Tabela 2 
Pessoas Ocupadas e Rendimento Médio 

Segundo Classes de Rendimento - 1984 

BrMil 

Classes 
(em salários 

mÍnim011) 

o, o 1- o, 5 
o, 51- 1, o 
1,01-2,0 
2, o 1- 3,0 
3, o 1- 5,0 
ó,O f- 10,0 
10,01- 20,0 

20,0 ou mais 

Classes 
(em aiUárioa 

mfnim011) 

o, o 1-0,5 
o, 51- 1, o 
I, O 1- 2,0 
2, o 1- 3,0 
3,01-5,0 
5,01- 10,0 
10,0 ~ 20,0 

20,0 ou mais 

Fonte: IDGE - PNAD 

Pessoas 
(ocupadas 

eom rendimento) 

5 822 120 
9 541 479 

11 932 181 
6 030 514 
5 491357 
.f 135 434 
1 731 303 

821 915 

Rio de Janeiro 

Pessoas 
(ocupadaa 

com rendimenio) 

471 456 
983 913 

1 177 709 
664 918 

-653 597 
475 572 
201 513 
104 601 

20 

Rendimento Médio 
(em_ salários 

t • ) mtn1mos 

0,2921 
0,7800 
1,3940 
2,3802 
3,7317 
6,7505 
13,3785 
31,2648 

Rendimento Médio 
(em. aalárioa 

t . ) mtn1mos 

0,2837 
0,8456 
'1 4089 
' 2,3733 

3,7576 
6,7022 
13,1712 
29,0327 



Tabela 3 

Pessoas Ocupadas e Rendimento Médio 

Segundo Classes de Rendimento • 1985 

BraBil 

Classes Pessoas Ren~ento Médio 
(em salários (ocupadas · em salários 

mfnim011) com rendimento) t . ) . mm1mo11 

o, o 1- o, 5 6 491 906 o, 2911 
0,61-1,0 9 688 267 0,8084 
1, o 1- 2, o 12 825 056 1,4293 
2, o 1- 3, o 5 945 925 2,4129 
3,0 t- 5,0 6 231902 3,8100 
5,01- 10,0 4 608 518 6,9703 
10,01- 20,0 2 006 178 13,8144 

20,0 ou mais 925 451 34,6460 

Rio de Janeiro 

Classes Pessoas Ren~to Médio 
(em aalárioa (ocupadaa em aa.liUioa 

t . ) com rendimento) mÍnimo11) mtn1mo11 

o, o 1- o, 5 518 327 0,2943 
o, 51- 1,0 1 123 553 0,8667 
1, o 1- 2, o 1 202 879 1,4488 
2, o 1- 3, o 622 362 2,4156 
3, o 1- 5, o 715 397 3,8470 
5,01- 10,0 534 810 6,9580 
10,01- 20,0 233 370 13,7260 

20.0 ou mais 125 993 32,5291 

Fonte: IBGE· PNAD 
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Tabela 4 
Pessoas Ocupadas e Rendimento Médio 

Segundo Classes de Rendimento· 1986 

Brasil 

Classes 
(em salários 

f • ) mtmmoa 

o, o~ 0,5 
O, 5 ~ 1,0 
1, o~ 2,0 
2,0 ~ 3,0 
3,0 ~ 5,0 
5,0 ~ 10,0 
10,0 ~ 20,0 

20, O ou mais 

Classes 
(em salários 

mfnimos) 

o, o r- o, 5 
o, 51- 1, o 
1,0~2,0 
2, o r- 3,0 
3, o r- 5,0 
5,0 ~ 10,0 
10,0 r- 20,0 

20,0 ou mais 

Fonte: ffiGE • PNAD 

Pessoas 
(ocupadas 

com rendimento) 

4 508 052 
9 728 471 

12 925 195 
6 845 757 
7 834 865 
5 482 568 
2 512 151 
1 223 570 

Rio de Janeiro 

Pessoas 
(ocupadas 

com rendimento) 

334 357 
1 152 212 
1 300 134 

681 473 
843 285 
547 299 
285 869 
143197 

22 

Rendimento Médio 
. (em salários 

( . ) mtntmoa 

0,3408 
0,8632 
1, 5087 
2,4776 
3,8918 
7,0373 
14, 1132 
38,1878 

Rendimento Médio 
(em salários 

mÍnimos) 

0,3420 
0,8943 
1,5274 
2,5012 
3,9067 
7,1468 
14,4838 
35,2935 
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Apêndice 

Curva de Lorenz, 1ndlce de Glnl e Discrepância Máxima 
para a Di.&tribui~ão Lognormal 

1. Curva de Lorenz 

Uma variável aleatória positiva X é lognormal de parâmetros p e a, por definição, 
quando log X for N(p, u) , isto é, normal com média p e de!Vio-padrio u . Neste C3.'50, 

a função de distribuição de probabilidades F de X é nula para x < O e vale, para 

X> 0: 

1 J_lOfs 1:.1. 2 (logx- "') F(x) = uJ'Ii -oo e-H • > dt = N11,a(logx) = No,t , 

onde N11 ,a representa a integral até x da normal N(p, u) . 

É imediato calcular que, nesse caso: 

1 /.:t (logz- p ) t(z) = p* 
0 

tf(t)dt = No,t O' -a = N11+a2,a(logz) 

onde p* é a média de X . 
Como u = F(x) = N11,u(logx) , então: 

Uma mudança de variável mostra que N11,u(z) = No,t (%;E!) e, portanto, 

N;,!(Y) = p + uNõ;l(Y) . Segue-se que: 

-1 (P + uNõf (u)- p- (J
2

) 
tJ = N11+u2,u (P + uN0,1 (u)) = No,1 ' q 

= No,t (Nõ:f(u)- u) 
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2. Discrepância máxima 

Pode-se também escrever 6 = 2-t (f) , onde : 

3. .lndice de Gini 

Pondo g( x) = toq!-IA : 

1 1'(.~) 2 F(x) = FI- e-Ç-dt 
y21r -oo 

Fixado x , escrevamos a = g( x) . Então: 

F(x)(I- F(x)) =- e-lids e-17-dt 1 la 2 J.+oo 2 

211' -oo a 
'fransforma-ee agora eeee produto de integrais em uma integral dupla: 

\ 

2""F(x)(l - F(z)) = J_a J.+oo e- '
2
Í':: dsdt = I 

-oo a 

Para transformar para coordenadas polares, uma figura ~veniente mostrará que: 

(i) Se a > O , então: 

f= f 1 J.aaael e-rfrdrd8+ f'"J.+oo e-rfrdrd8 
Jt aeosee I Jt asee(l-f) 

= ht ( .- .... ~ .. '• -.-•' >!''.) d9 + J: .-•''"!!'' '• d9 

=/,,+e- •''"Y' ,, d9- h'" e-•' "!'''dO+ 1: e-•'••y• '• dO 

25 



Fazendo 'r = J - 8 na primeira parcela e "f = 8 - J na terceira, vem: 

I= J.t e-•'tt•'' d'l- ht .-·• 'I'' • dU + J.t e_ .. ,.,., d'l 

• = 2 /. t .-_. 'I'' • dS 

I 

• 

(ii) Se o < O , então: 

I= f" J_+oo e-rfrdrdB + J.lf- J_-acoeee (f-•) e-rfrdrdB 
J t -aeec(f-•) " -aeec(f-•) 

= 1.• .- •' 'I'' • dU + !. "f ( .-•' 'I'' • - .-•'"P' •• ) dU 

= 1: .- e2 '!'' ' dS + !. "f .-•' '!·'' dS - !. "f .-•' ••p• '' d8 

Fazendo "f = r - B na primeira parcela, B - 1r na segunda, e . s; - B na 
terceira: 

(ili) Se a= O, então: 

Por outro lado, 

2 f t e- 011 'i' a 'd8 = 2 (f d(J = 1r 

lo lo 2 

A conclusão é que, para qualquer x >O, isto é, seja qual for g(x) , se tem: 

2rF(:r)(I- F(:r)) = 2/ot .-•'<•>; .. • 'd8 
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Daí segue que: 

~ /.+co 1 /.+co/. f r•(z) .. ct' - = F(x) (1 - F(z)) dx = - e- :a dOdx 
2 o 1r o o 

Trocando a ordem de integração: 

~ = .!. /.t J(O)dS 
2 I' o 

d J(B) r+co - ,2(a) tee2 'd 
on e = Jo e 2 x. 

Lembrando que g(z) = 101!-" e pondo z = g(x) secO- ucos8 1 obtém-se: 

Substituindo: 

- = -q&' cos9 e d9 a {i /.t . ,.2 ,~,2, 
2 1" o 

Fazendo asen 1J = w 1 obtém-se acosiJdiJ = dw. Como e·
2
'8'

2
' =e~ 1 e 

levando em conta o valor de p• : 
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