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1.Introducdo

Uma dada distribuigao de renda pode ser encarada como qualquer outra distribuigao
de frequéncia. Como tal, podem-se aplicar a ela as medidas tradicionais de locagio e
de dispersao, tais como média, mediana,desvio padrao, diferenca inter-quartilica,etc. No
entanto, para distribuicoes de renda, tornou-se tradicional medir sua concentragio através
do chamado i{ndice de Gini, principalmente por causa de sua interpretacio geomeétrica,
relacionada 3 também tradicional curva de Lorens. O objetivo destas notas é esclarecer,
a nivel de exposic@o, alguns aspectos matemdticos do assunto e aplicd-los a dados do Brasil
e do Rio de Janeiro.

Ao estudar distribuicées de frequéncia ou de probabilidade, uma atitude possivel é
tratar separadamente os casos “discreto” e “continuo”. Mais elegante ainda seria um
tratamento unificado, através da integral de Stieltjes.Em face,porém, do nfvel do presente
texto e da simplicidade dos modelos e dos casos apreciados, optou-se por fazer a abordagem
tedrica somente no caso contfnuo,utilizando apenas integral de Riemann. Na realidade,
vamos supor que todas as funcoes utilizadas sao continuamente diferenciaveis exceto no
mdaximo em um nimero finito de pontos, e, nestes pontos, possuem limites laterais finitos.
O leitor versado em integral de Stieltjes poderd constatar que um tratamento andlogo
valeria para o caso geral. Mais adiante, alguns paragrafos sao dedicados ao importante
fato de que as distribuicoes de renda que se encontram na prética provém de um nimero
finito de observagoes e aparecem grupadas por classes.




2. A Diferenca média

Para uma funcdo de densidade de probabilidade f , talvez as medidas de dispersao
mais populares sejam o desvio padrao ¢ , cujo quadrado (a varidncia) é definido como:

o= [le-ppseds (1
e o desvio médio
+00 :
6 = /_ o= if(@)de (2)

Nessas duas formulas, p= f:: zf(z)dz é a média da distribuigao.

Procurando medidas que nao dependam dos afastamentos em relagio a um valor
central, mas somente das diferencas entre os préprios valores observados, somos levados a
introduzir os andlogos:

e= »; [ (e - 91 f(e)t)ivds @)

8= [ [ e yifte)to)dvds Q

A f6érmula (3) ndo traz muito de novo em relacio a (1) , j& que se verifica facilmente
que FE? =203 , utilizando as definicdes e o fato de que  [*%° f(z)dz =1 .

J§ a medida de dispersdo A , chamada diferenca média, tem uma importancia
especial e entrard na propria definicao do indice de Gini. Para expressi-la sem utilizar
valor absoluto, decompoe-se a integral “interior” em:

/_ (- Sy + / " (9 -2)f(2)f(v)dy

onde a segunda parcela, por sua vez, pode ser escrita como
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Com isto,chega-se & expressao equivalente para A :

a=2 i [ =10 (e)iva )

3. DistribuicGes de Renda

Uma distribuicao de renda tem, evidentemente, a pecﬁliaridade de que sua funcdo de
densidade de probabilidade f(z) é nula para z < 0, o que serd suposto de agora por
diante. Na pritica, ela também serd nula para valores acima de uma certa renda maxima;’
como, porém, quer-se deixar lugar para modelos um pouco mais gerais  (Pareto,lognor-
mal,etc.),esta condicao nao serd considerada uma hipétese. Com esses pressupostos e mais
os da Introdugo, a fungdo de distribuicio F associadaa f, definida por F(z) =[5 f
étalque F(0) =0 e F(z) = f(z), exceto no méximo em um nimero finito de
pontos. Além disto, a média p serd positiva, exceto em casos triviais, e aqui serd sempre
suposta > 0.

Tudo isto permite deduzir duas outras expressées uteis para A . Em primeiro lugar,
para z fixo,pondo u=z-y, dv= f(y)dy, e integrando por partes:

Tz xr
A (z-9)f(y)dy = A F(y)dy
Levando este resultado em (5) , e trocando, em seguida, a ordem de integracdo, vem:
A 400 pz
7=/ [ f@F@s
+00 r+400
= [ [ 1@Fwizey

= [ R0 [ se)duay

= " Ply) (1 - P(y)) dy

Portanto:
+00
A=2 [, F(z) (1 - F(z)) dz (6)
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uma expressio que nao utiliza integral dupla.
Analogamente, fazendo , em (6), u = F(z)(1— F(z)), dv=dz, e integrando
por partes, chega-se a:

i A e (F(z) 3 %) f(z)dz ()

4. O Indice de Gini
Na expressio (7), como F(z) <1,entio F(z) - 4 < & . Portanto:

Segue-se que
A
0< 5‘-51
O ndmero
S
G—ﬂ (8)

é, por definicdo, o fndice de Gini da distribuicao. Ao dividir A pelo dobro da média,
o indice de Gini relativiza a diferenca média, tal como faz o coeficiente de variagio com o
desvio padrao. Porém o coeficiente de variagdo nio tem a propriedade agradivel de estar
enire Oe 1.

5. A Curva de Lorenz

Desde Lorens (1905), tornou-se habitual, para distribuigoes de renda, construir uma
curva através de pontos (p;,q;) , onde p; representa a proporcdo de individuos que
possuem renda inferior a um certo valor r; , enquanto ¢; é a proporgao da renda total
possuida por esses individuos, sendo ry <... < r, . £ a chamada curva de Lorens.

No caso continuo, esse procedimento equivale ao seguinte: imagine-se que [ seja a
funcdo de densidade de probabilidade associada a uma distribuicao de renda, isto é, f:" ¥
mede a probabilidade de que a renda de um individuo esteja entre z; e z; . Neste caso,
a proporcao da renda total possuida pelas pessoas com renda < z é dada por:

d(z) = _.l;‘_f(t)l

RO
4



Levando em conta que o denominador é a média u da distribuicao, isto é, a renda
média geral da populagao, pode-se escrever:

¥(z) = % L "7yt

Como F'(z)=f(z)20 e ®(z) =242 >0, asfuncies Fe ® sio ambas
crescentes, e portanto inversfveis, no intervalo [a;w], onde a e w sdo as rendas minima
e maxima, ou w = 400 , no caso de modelos sem renda maxima.

Considerando z em [s; w] como um pardmetro, entdo a curva v = /,(u) dada pelas
equagoOes paramétricas

u=F(z)
{ v=9(z)

é a curva de Lorenz associada & distribuigio definida por f. Como v = &(F-1(u)) ,
véseque L=®oF' ecomo ue vvariamentre Oe 1, acurva se encontra dentro
do quadrado unitério.
Examinemos as derivadas.
dv _dv/dz _ ¥(z) _zf(z)/p _z

du ~ dufdz ~ F(z) ~  f(z) _§>0

jaque z > 0. Logo a curva de Lorenz é estritamente crescente.

2o APz 1y
a3 = dufiz - J@) > °

para a4 <z < w. Logo a curva de Lorenz é convexa e portanto o grifico estd sempre
abaixo da secante v =14 e acima de suas tangentes.

6. A Discrepancia mixima

Paracada 0<u<1 adiferenca u—v=1u—L(y)=g(u) medea distincia

vertical entre areta v =1u e acurva de Lorenz. Como ¢'(u) = 1— £, vé-se que
g(¢)>0 para z<p e ¢(u)<0 para z>pu. Portanto g(u) é mixima para
z =4, e, neste pomto, 55 =1, isto é, a tangente 3 curva de Lorenz é paralela a reta
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v = u . Isto significa que quando se diz: “ 0s 4% mais pobres possuem v% da renda
total”, a maior diferenga u — v ocorrerd quando se estiver referindo aqueles que ganham
até a renda média da distribuigao.

O nimero & = F(u) — ®(y) , valor méximo de ¢(u) , é chamado discrepancia
mdxima .

A discrepancia madxima € também uma medida de dispersao relativa, ja que:

9).

==

onde &; é o desvio médio da distribuigao, definido em (2). Isto se demonstra imediata-
mente, decompondo a integral da definigao (2) em :

b= [ =2 + [ (e - (el
Em segmda, observa-se que :
/;“(2 i F)f(z)dz + /;‘+m(z - p)f(z)dz = /(;-!-oo(z g ﬂ)f(Z)dz Sl

concluindo-se pois que & =2 [ (4 — z)f(z)dz .
Por outro lado, pelas definicobes de Fe & ,

6= Flu)-9(p) = / “(- ) f(e)dz = =

7. Interpretacoes Geométricas

A Figura 1 apresenta, no plano uv , uma curva de Lorenz v = L(u) , com as
propriedades geométricas deduzidas no pardgrafo 5.
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Figura 1 - Curva de Lorens

Sejam entao:
S = drea da regiao definida por: 0<u<1; L(uy)Lv<u.

A= [y udv = drea da regifo definidapor: 0<v<1; 0<u<L™'(v).

B=fo'vdu=émadaregiiodeﬁMdapor: 0<u<); 0<v< Liu).
C = metade da drea do quadrado 0<u<1; 0<v<l.

Tem-se claramente S = A-C =C - B, de onde se conclui que
1 1
2S=A—B=/ udv—/ ook
0 0

Como u=F(z) v=0(z) du=f(z)dz dv=>=L{ldr,

entao:

2§ = ‘l‘ [) *® (£F(z) - pd(2)) f(2)dz
=2/ " (z [ 1was- [ yf(y)) f(z)dz
=1 [ [e-nwisriaiie =5 =
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pelas f6rmulas (5) e (8).

Portanto, o {ndice de Gini tem como interpretacdo geométrica o dobro da 4rea da
regiao compreendida entre a curva de Lorens e a bissetriz v = u . Esta interpretagao,
muito usada no estudo de distribuicdes de renda, permite verificar graficamente o fato, j4
demonstrado analiticamente, de que o ndice de Gini estd entre O e 1, ja que a drea S
nao pode ultrapassar a metade da drea do quadrado, isto é, 1/2.

Na Figura 2, além da curva de Lorenz, estd também representada a discrepancia
méxima § , pelo segmento PQ . Pela convexidade da curva de Lorenz , é claro que a drea
S acima referida estd entre a drea do tridngulo OPR e a drea do paralelogramo ORVT.
Esta dltima é ignala PQ@ x1=§ e também igual ao dobro da irea do triingulo.

Segue-se que %5356 e portanto que:
6<G<L2 (10)

uma desigualdade 1til, quando for ficil calcular a discrepancia mixima. Além disto, esta
férmula, utilizando (8) e (9), d4 também uma relagao interessante entre a diferenga média
e o desvio médio, a saber:

h <A< (11)

E claro que estas férmulas podem ser deduzidas analiticamente, mas é notével a
facilidade com que se as deduz geometricamente.

V A
| NRERCEN chy SRR Ch W —R
|
|
Q !
Vv
:
P :
|
: »>
@) 1 wu
|

Figura 2 - Discrepancia Méxima
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8. Curva de Lorens, Indice de Gini e Outras Caracteristicas para algumas
distribuictes

O Quadro 1 apresenta a curva de Lorenz, o {ndice de Gini e outras caracteristicas
das principais distribuigoes tedricas de renda. Na realidade, a distribuigao “poténcia” nao
é encontrada usualmente neste contexto, mas ela foi colocada aqui por permitir algumas
especulagoes interessantes.

Observe-se que:

(a) Podem-se obter fndices de Gini tdo préximos de zero quanto se desejar, na dis-
tribuicao uniforme, fazendo b — a , ou na distribuigao lognormal, fazendo o — 0.
Nesses casos, a curva de Lorenz aproxima-se da reta v = u . Na realidade, pode-se
obter o fndice de Gini exatamente igual a zero com a distribuicdo “concentrada” definida
por F(z)=1 para z=a e F(z)=0 para =z # a, mas, para isto, seria
necessério utilizar integral de Stieltjes. Naturalmente este modelo corresponderia ao caso
em que todos os individuos da populacao teriam a mesma renda, ou seja, traduziria a mais
perfeita homogeneidade.

(b) Podem-se obter indices de Gini tao préximos de 1 quanto se desejar, na distribuigdo
de Pareto, fazendo p — 1% | ou na distribuigao lognormal, fazendo o — +o00 . Nestes
casos, a curva de Lorenz apraxima-se dareta v=0.

(c) As seguintes trés distribuicoes : uniforme com b = 2a, Paretocom p =25
e poténcia com p = 4, tém o mesmo [ndice de Gini (e as duas ltimas, a mesma
discrepancia mixima). No entanto sdo completamente diversas em termos de distribuicao
de renda, como se pode ver em um gréafico da fun¢io de densidade de cada uma delas. Isto
mostra como o indice de Gini ou a discrepancia maxima devem ser utilizados com cuidado.

A deducdo das férmulas do Quadro 1 é, de um modo geral, imediata, a partir das
férmulas apresentadas anteriormente ( no caso do indice de Gini, aconselha-se usar a
férmula (6)). A excecdo fica por conta da lognormal, que ¢ tratada no Apéndice.
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Quadro 1
Curva de Lorens, Indice de Gini e outras caracteristicas

para algumas distribuigoes

Uniforme  Exponencial Pareto  Poténcia Lognormal
f(z) fl? ce—°% 3%3;7 9'25’7:1 ;ﬁ?e"f(_l_“ 2op )3

o [a; 0] [0;+00[  [a;+00]  [0;0] ]0; +00]

Condigdes o<a<b c>0 e 2 c>0

[Sumde  (oeledles yiwlgw 1-wF WF N(N-'(¥)-o)
Média 22t 1 2a Eb en+r

Coeficiente b=—a 1 -
devaiacio  YI¥Fe SN - b =~ RO ek

tndi i 1
de (lﬁ;i %H % 2p—1 ﬁlﬁ 2N(%) =}

. o ,
Disceepncia  1}e i e o 2R

Obs.1: Nas equagoes das curvas de Lorens, w=1-u.
Obs.2: O coeficiente de variacdo da Pareto sé existe para p > 2.

Obs.3: Nalognormal, N(z) = Nou(2) = o 2., e~ dt .

9. Cotas para o Indice de Gini com Dados Grupados

Quando se considera, na pratica, uma distribuicao de renda, os dados aparecem gru-
pados em classes. O grupamento pode ser um “dado”, por exemplo, numa tabela de uma
publicacdo, ou pode ser arbitrado pelo pesquisador, se ele estiver confeccionando uma tab-
ulagdo a partir de dados individuais. Aqui vai ser considerado o primeiro caso. De qualquer
modo, o fato de se gruparem 0s dados em classes evidentemente mascara o {ndice de Gini,
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que é uma medida de dispersdo. O que vai ser mostrado agora é que: se a renda média
(ou, equivalentemente, a renda total) de cada classe for conhecida, e se se supuser que os
dados provém de uma distribuigao nao especificada, porém de forma que a curva de Lorenz
tenha as propriedades apresentadas no paragrafo 5, particularmente a convexidade, entdo
é possivel determinar uma cota inferior e uma cota superior para o indice de Gini, a partir
dos dados empiricos. Os exemplos do pardgrafo 12 darao uma idéia de quao estreitas sao
essas cotas. As férmulas podem ser deduzidas de modo puramente analftico, como em (1],
mas aqui serao obtidas geometricamente.
Sejam entao:
O0=rop<r  <...<r, o8limites das classes de renda;

pi = nimero de pessoas com renda em [ri—i;ri[,para i=1,...,n
Pn+1 = Dnimero de pessoas com renda > Tn

P = Y724/ pi = total de pessoas

u;:z-';‘—w:proporciodepmsoascdmrenda <r;,parai=1,...,n+1
=0
pin = renda média das pessoas com renda em [rj_;;ri[ , para i=1,...,n

ln+1 = renda média das pessoas com renda > r,
(Para facilitar o tratamento da iltima classe, serd criada uma renda ficticia maxima
fn+1 , determinada por alguma hipotese compativel com a renda média da classe aberta,

por exemplo, fn41 = 2fn41 —Tn ).
pipi = renda da classe [rj_y;ri[,para i=1,...,n+1
R = Y72 pip; = renda total
% =% E;:: pjj; = proporgao da renda total possuida pelas pessoas com
renda <r;,para t=1,...,n+1.
A Figura 3 mostra os pontos provenientes da distribui¢cao empirica e a curva de Lorenz
associada. Pelo pardgrafo 7 e pela convexidade da curva de Lorenz, uma cota inferior Gy
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para o fndice de Gini é dada pelo dobro da 4rea da figura formada pelareta v=u e
pela poligonal que une os pontos (u;;v;) . Logo:

n+1
Gr=1- E(u; —ti—1)(vi + vi—y) (12)

=1

Levando em conta o significado de u; e v; , a férmula também pode ser escrita:

n+1 =1

Gr=1- ﬁlﬁ Y (Fiui+2) " pinjn;) (13)

=1 =1

»
>

U

Figura 3 - Cota inferior para o Gini

Ainda pela convexidade, uma cota superior para o indice de Gini serd dada pelo dobro
da drea da figura formada pela reta v=u e pelas tangentes a curva de Lorenz nos pontos
(ui; ;) . Na realidade, essa cota superior Gs pode ser escrita como Gs = Gy + D,
onde D é o dobro da soma das 4reas dos tridngulos indicados na Figura 4, formados pelos
pontos (ui—1;vi—1), (ui;vi)e (8;;%;),onde (8;;7;) é o ponto de intersegao das tangentes
3 curva de Lorenz nos pontos (t;—1;vi-1)e (ug; ;).
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T e o o g e i e e Y

U

Figura 4 - Cota superior para o Gini

A inclinagdo da tangente & curva de Lorenz em (u;;v;) édada por J%  para u=u.
Porém, pelo pardgrafo 5, tem-se que %— =&= ﬂ;;(ﬂ ,onde p= E?:ll pipi €
a média da distribuicdo, isto é, a renda média total, ¢ F acumula as pessoas. Logo, a
inclinagdo procurada ¢ F(4i) =&,

As duas tangentes consecutivas tém, portanto, equagoes:

V= tiog = r—';—’(u - ti—1)

v—v,-=%(u—u,-)

Resolvendo o sistema e levando em conta as expressoes de u; e v; ,obtém-se para o
ponto de intersecao:
i = (1 - a;)timy + o4

% = (1 - Bi)vi1 + fivi

— _ri—gg o B
onde ai=FZH- e fi=ZEla.

Finalmente, o dobro da drea S; do triangulo em questio pode ser calculado pela
conhecida férmula do determinante, isto é:

25i = (B = tic1) (v = vic1) = (% = viza ) (T = viz1) = (@i — Fi)(8i — tiz1) (v — viz1)

13



Ou seja:
25; = (%)29&' = ri-1)(ri — i)

pri —ri-1)

Portanto:
n+1 59
D=1 ¥ lu—ralliop 1y

¥ g —ri—-1-

=1

A conclusao é que o indice de Gini G se situa entre os valores:
G1<G<Gi+D=Gs (15)
dados pelas férmulas (13) e (14) .

10. Interpretagio da Cota Inferior para o Indice de Gini

Frequentemente a férmula (12) é apresentada como sendo “a férmula” do fndice de
Gini para dados grupados. No entanto, como ficou claro no pardgrafo 9, ela fornece apenas
uma cota inferior para o indice.

Cabe aqui a questao: fixadas, como no inicio do parigrafo 9, as classes de renda
definidas pelos r; , 0s ndmeros de pessoas p; e as rendas médias u; de cada classe, existe
uma situacao correspondente a Gy ?

Como o fndice de Gini é uma medida de dispersdo, é natural que ele seja mfnimo na
situagao de maior uniformidade, isto é, quando as p; pessoas com renda entre r;_; e r;
tiverem todas renda igual a p; . Vejamos que isto de fato ocorre, em um certo sentido.
Para tanto, vamos ter que nos afastar do caso continuo.

Consideremos entao a distribuicdo discreta correspondente ao caso em que, para cada
t=1,---,n+1, haja p; pessoas com renda p; . As férmulas (4) e (5) sdo, na realidade,
casos particulares (no caso continuo) das férmulas mais gerais:

A= [ k- sidFi)ar() (19

A=2 / |z — y|dF(y)dF (2) (17)

onde as integrais devem ser entendidas como integrais de Riemann-Stieltjes.
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Traduzindo a férmula (17) para o caso discreto em questdo, levando em conta a
definicdo (8), observando que pi—; < pi , e que p = £ , obtém-se, para o fndice
de Gini Gp :

_1_
PR

al\’Ji

ZM: ~ #5) (18)
1<

Por outro lado:

n+1

Z pi ): Piki

n+1

=Y rlmi+ E > pips(pi + )

=1 1 <s
n+1 n+1

= E pimi+ Z 2pipipi+ Y 3 pivi(pi = )

=1 1<y =1 1<y
= PR(1-G;)+ PRGp

a Gltima passagem vindo de (13) e (18).

Dai se conclui que Gp =Gy .

Resumindo: dada uma distribuigao do tipo continuo, da qual se conhecem os dados
apenas em um grupamento em classes fixado, isto é, ndo se conhece a sua distribuicdo
dentro das classes, entao a formula (13) fornece o menor valor possivel para o indice de
Gini, e este valor equivale & hipotese de que dentro das classes todas as pessoas tém a
mesma renda.

11. Interpretacio da Cota Superior para o Indice de Gini

Imaginemos agora a situacio em que a8 p; pessoas com renda no intervalo  [ri—y; i
estejam distribuidas de forma que J;p; pessoas tenham renda r;_, , enquanto (1 — f;)p;
tenham renda ri—¢,onde 0<e<ri—ri; e 0<pf;<1. Istoé um conjunto
de pessoas concentra a renda ri—; e as restantes concentram a renda r; — ¢, “préxima”
de r; . Vamos mostrar que o indice de Gini G, , correspondente a essa situacio, tende &

cota superior Gs ,quando €¢—0.
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Em primeiro lugar, para que a renda média dessas pessoas permaneca igual a p; , é
necessario que:
Bipiri—y + (1 — ﬂ;)p.-(r,- - e) = p;

Daf se deduz que f; = A=£= . Note-se que :

T = He
e ri—ficy

e que:

¢

airi—1 + (1 — ai)ri = p (19)

Para calcular, por uma férmula andloga & (18), o fndice de Gini G, correspondente
ao caso descrito, é preciso observar que hd agora 2n + 2 valores de renda s; , com
k=0,---,2n+1, de tal forma que, para 5 =0,:--,n:

82" = rj
8241 =Ty41 — €

As frequéncias absolutas associadas a esses valores de renda sdo ¢ , com
k=0,---,2n +1, de modo que, para j=0,---,n:

925 = Bi+1Pi+1
g2i+1 = (1 = Bi41)pi+1

E de notar também que, quando ¢ — 0 :

82541 = 1541 G35 = Qi41Pi+1 Q2541 — (1 — @541)pi41 (20)
Além disto:
2n+1
Z % = E(QBJ + g2j4+1) = ZPJH =P
=0 =0 =0
2n+1 n
;; Qe = z:(qzﬂz; + G25+182541) = Z;P:H (Bj+ars + (1= Biw1)(rj41 — €)) =

=) pi+ibi+1 =R
J=0

16



3n+1

1
G.=pp ; Z;Mk(sk - 8) f21)

Examinemos agora lime—o Ge .

Na f6rmula (21), para um valor fixadode k=25,com j=0,---,n, 0 somatério
interno fica: '

(90gk(8k — 80) + 910k (8K — 81)) + .. . + (qk-2Gk(8k — 8k—2) + Qk—10k(%k = k1))
J
= 02; (92i-2(82; — 62i—2) + gai-1(62; — 82i-1))
=1
Utilizando as expressoes (20) e (19) , verifica-se que, quando € — 0 ,esta soma tende

J
Zaj+lpj+l (aipi(ry — riza) + (1 — as)ps(ry — r4))
t=1

5

=Y js1pisapilrs = i)

i

Portanto essas parcelas contribuem para lim.— ¢ G¢ , com o valor:

PR O Gi+1Pisapi(rs — i) (22)

Por outro lado, para um valor fmparde k=2j+1,com j=0,---,n,0somatério
interno em (21) fica:
(90qk(8k — 80) + q1ak(8k — 81)) + - .. + (qk—3qk(8k — 8k—3) + qk—2qk (e — 8k—2)) +
+ Qk-19k(8k — 8k—1) =

J
EQ?j-H (026—2(82,‘+1 o 82:'—2) + (I2£-1(82j+1 - 82{-1)) + ¢25¢25+1 (82j+1 - 82,‘) (23)

1=1
Quando ¢ — 0, a iltima parcela de (23), a saber, ¢2;g2;+1(82;41 — 82;) , tende a :
aj+10541(1 = aj41)p541(r541 — 1)
=aj41(1 = @j41)p)41(rjs1 = 15)
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Ent3o, estas parcelas contribuem para lim¢—.o G¢ , com o valor:

PR E%H(l 0'3+1)P2+1(r:+1 X "1)

=0

Finalmente, ainda por (19) e (20) , as outras parcelas de (23) tendem a:

i
(1 = a41)pi41 (@ipi(rjer — rica) + (1 = @i)pi(rjpa — 1i))
1=1

J
= Z (1 = aj41)py+1pilryr — pi)
=1
Portanto essas parcelas contribuem para lim,.o G, , com o valor:

§ el
V2 (1 = aj41)pi+1pi(ry+1 — pi)
1=0=1

Em suma: limco G, = (22) + (24) + (25) .
Porém, associando (22) com (25) e utilizando (19), obtém-se:

1 e
PR X%ZPJ'-HP.' (aj41(ry = ps) + (1 = ajga)(rj+1 = 44))
1=01=1

L

_1_
P

o

ﬂP’J+ it-

Pipi+1(By+1 — pi)

—

=

Z pip;i(ps — #) =G
1<)

em virtude de (18) .

(24)

(25)

Por outro lado, utilizando (19) e o fato deque Pu= R , verifica-se que a férmula

(25) é idéntica & (14) . A conclusdo é que :

P_I}(I)G¢=G1+D=Gs

Resumindo (em termos informais) : a cota superior Gg para o fndice de Gini cor-

“arbitrariamente préxima” da renda minima da classe seguinte.
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responde 3 situagao limite em que, em cada classe de renda, as rendas das pessoas se
concentram em dois grupos: um com a renda mfnima da classe e outro com uma renda



12. Exemplos

Para efeito de ilustracao, foram tomados os dados de rendimento das pessoas com
rendimento, investigados pelo IBGE na Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios -
PNAD, para o Brasil e o Estado do Rio de Janeiro,. nos anos de 1984, 1985 e 1986. As
classes sao as fixadas pela prdpria publicagao do IBGE e os rendimentos médios de cada
classe s3o dados da pesquisa. Para efeito de cdlculo do indice de Gini, foi atribuida 3 classe
aberta um limite superior igual & diferenca entre o dobro da média e o limite inferior da
classe. Com os dados constantes das Tabelas 2, 3 e 4,foram calculadas as cotas inferior e
superior para o indice de Gini, apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1
Cotas Inferior e Superior para o fndice de Gini
Brasil e Rio de Janeiro - 1984, 1985 e 1986

Brasil-84 Brasil-85 Brasil-86 RJ-84 RJ-85 RJ-86

Gr 0,5756  0,5877 0,5776 0,5608 0,5818 0,5737
Gg 05919 06039 0.5935 0.5766 0,5972 0, 5891

Fonte:Dados das Tabelas 2, 3 e 4.
19



Tabela 2
Pessoas Ocupadas e Rendimento Médio
Segundo Classes de Rendimento - 1984

Brasil
Classes Pessoas Rendimento Médio

(em saldrios (ocupadas em saldrios
minimos) com rendimento) minimos)
0,0+ 0,5 5 822 120 0,2921
0,5+ 1,0 9 541 479 0, 7890
1,0F 2,0 11 932 181 1,3940
2,0+ 3,0 6 030 514 2, 3802
3,0F 5,0 5 491 357 38,7317
5,0 10,0 4 135 434 6, 75606
10,0 F 20,0 1 731 303 13,3785
20,0 ou mais 821 915 31,2648

Rio de Janeiro
Pessoas Rendimento Médio

(em saldrios (ocupadas em galdrios
minimos) com rendimento) minimos)
0,0+ 0,5 471 456 0, 2837
0,5+ 1,0 983 913 0, 8456
1,0F 2,0 1177 709 1, 4089
2,0F 3,0 664 918 2,3733
3,0F 5,0 653 597 3, 7576
5,0 10,0 475 572 6, 7022
10,0 - 20,0 201 513 13,1712
20,0 ou mais 104 601 _ 29, 0327

Fonte: IBGE - PNAD
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Tabela 3
Pessoas Ocupadas e Rendimento Médio

Segundo Classes de Rendimento - 1985

Brasil
Classes Pessoas Rendimento Médio
(em salérioa (ocupadas * (em saldrios
minimos) com rendimento) “minimos)
0,0+ 0,5 6 491 906 0,2911
0,6F 1,0 9 688 267 0, 8084
1,0F 2,0 12 825 056 1,4293
2,0+ 3,0 5 945 925 2,4129
3,0F 5,0 6 231 902 3, 8100
5,0 10,0 4 608 518 6,9703
10,0 - 20,0 2 006 178 13,8144
20,0 ou mais 925 451 34,6460
Rio de Janeiro
Classes Pessoas Rendimento Médio
(em saldrioa (ocupadas em galdrios

minimos) com rendimento) minimos)
0,0F 0,5 518 327 0,2943
0,5F1,0 1123 553 0, 8667
1,0F 2,0 1202 879 1,4488
2,0F 3,0 622 362 2,4156
3,0F 5,0 715 397 3,8470
5,0+ 10,0 534 810 6, 9580
10,0 - 20,0 233 370 13,7260
20,0 ou mais 125 993 32,5291

Fonte: IBGE - PNAD
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Tabela 4

Pessoas Ocupadas e Rendimento Médio
Segundo Classes de Rendimento - 1986
Brasil
Classes Pessoas Rendimento Médio
(em saldrios (ocupadas  (em salérios
minimos) com rendimento) minimos)
0,0+ 0,5 4 508 052 0, 3408
0,5+ 1,0 9 728 471 0, 8632 4
1,0+ 2,0 12 925 195 1,5087
2,0F 3,0 6 845 757 2,4776
3,0!—5,0 7 834 865 3,8918
50F1 5 482 568 7,0373
10,0 - 20 0 2 512 151 14,1132
20.0 ou mais 1 223 570 38, 1878
Rio de Janeiro
lasses Pessoas Rendimento Médio
(em salédrios (ocupadas em saldrios
minimos) com rendimento) minimos)
0,0+ 0,5 334 357 0, 3420
0,5F 1,0 1152 212 0, 8943
1,0F 2,0 1 300 134 1,5274
2,0F3,0 681 473 2,5012
3,0F 5,0 843 285 3, 9067
5,0F 10,0 547 299 7,1468
10,0 - 20,0 285 869 14, 4838
20,0 ou mais 143 197 35, 2935

Fonte: IBGE - PNAD
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Apéndice
Curva de Lorenz, Indice de Gini e Discrepancia Méxima
para a Distribuigio Lognormal
1. Curva de Lorenz
Uma variavel aleatéria positiva X é lognormal de parametros u e o , por definicao,
quando log X for N(u,0) , isto é, normal com média p e desvio-padrio o . Neste caso,

a funcdo de distribui¢do de probabilidades F de X é nula para z <0 e vale, para
z>0: '

logx - s
Flz) = a\}ﬁ /_ A dt = Ny llogs) = Mo ("’”’; “)

onde N, representa a integral até z da normal N(u,0) .
£ imediato calcular que, nesse caso:

fla) = o H(ETR)

o\ 2xz
pr= e‘””;‘
38 L logz — p
®(z) = 0 A tf(t)dt = No T Nyto3 0(logz)

onde p* é amédiade X .
Como = F(2) = N, o(logz) , entdo:

v=8(F!(s)) = Nytor,0 (Nz5(u))

Uma mudanga de varidvel mostra que N, o(z) = No,1(%552) e, portanto,
N;i(y) =+ 0Ng1(y) . Segue-se que:

> +0Ng1 (u) — p—o?
0= Nypor o (b +0N5} (0)) = Nos (“ - — )

= No.l (No-:ll (u) - 0’)
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2. Discrepancia mdxima

3 ” o2 2
§=F(u*) - @(u*) = Nyo(p + 5) = Nytor o + 5)
= No(3) = Noa(~3) = 2Noa(3) ~ 1

Pode-se também escrever § = 2¥(%) , onde :

¥(z) = # A “edt = Noa(s) - 5

3. Indice de Gini

Pondo g(z) = feez=s .

g

+60

9(2)
F(z) = #/_“ e dt 1-F(z) = 712_}-L(z) T dt

Fixado z, escrevamos a = g(z) . Entdo:
a +0o0
F(z)(1 - F(z)) = i/ c";'ds/ e~ dt
2T Jeoo a
Transforma-se agora esse produto de integrais em uma integral dupla:
a +00 2
% F(z)(1 - F(z)) = / / e S dodt = |
-00 Ja

.

Para transformar para coordenadas polares, uma figura c\onveniente mostrard que:
() Se a >0, entao:

& prasecd 2 x p400 2
fe= / / e~ Trdrdd + / / e~ T rdrdf
¥ Jacosec § % Jasec(é—%)

- /ﬁ. (e“’iﬂ?‘_n" —e‘“z"i"h) d0+/:e"1“5“_2"d0

5
¥ & x

=/ s dl)—/ e"l'*’hdﬂ-*-/ e T
$ 1 4
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Fazendo 4 =7 -0 naprimeiraparcelae =0 -7 na terceira, vem:
t ¥ ¥
I=/ i s d’x—/ e~ Tt 2dt9+/ gl dv
0 £ 0
* 3 2
=2/ e~ 22t 4y
0

(i) Se a <0, entao:

e / / e~ % rdrdd + / / T e
—asec(f—-x) —asec(f—x)

=/ c"ﬁ"‘iud0+/q (c‘ﬁ"‘u -c‘ﬁ“!l"_z") dé
=/ e~ 22slt g L /?e"l'ii'dO—/ife"z—"'fﬂdo
% ] T

Fazendo #4y=x-40 na primeira parcela, 06—~ na.segunda.,e%’-’-—o na

terceira :

* a® secC * o sec * o® ssc
I=/ e'—a'!ild'7+/ e‘i'l'l"'d'y—/ e“z—!lldq
0 0 3
. AR P
=2 / 224 gg
0

(iii) Se a =0, entdo:

Por outro lado,

5 f
2/ e ’do=2/ ="
0 0 2

A conclus3o é que, para qualquer z > 0, isto é, seja qual for g(z) , se tem:

% F(z)(1 - F(z)) = 2 / Tty )
0
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Daf segue que:
o ©o * 3 (2)sec? e
%:[: F(z) (1 - F(z))d =%[’ [’ e 2 194y

Trocando a ordem de integragao:

&
2

3| -

A : J(a)da-

onde J(f) = o"'°°e"1m!'£ﬂdz.

Lembrando que g(z) = !#2=4 e pondo z= g(z)sech —ocosf , obtém-se:

2 400
J(0) = ocosd st Ht e~Fdz=0\Imcosld eb+ B

+00

Substituindo:

3
é—= Zoe“/ cosf e“‘Q‘“’ ; de
2 T 0

Fazendo osen = w, obtém-se ocosfdd = dw . Como et — e , e
levando em conta o valor de p* :

= 2”"?%’ = zzvo.l(%) -1
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