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A exposicio que se segue, sobre Amostragem de Conglomerados,
constitue um desiaque do curso de Tecnologia da Amostragem do
6.9 periodo da Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas — ENCE.
Desse modo, um melhor entendimento sobre o assunto pode ser
obtido com a leitura das apostilas da parte restante do curso,
principalmente no que se refere a Amostragem Aleatéria Simples,
Amostragem Estratificada e Estimador de Raziio.

Os exemplos que ilustram as partes teéricas tém, apenas, obje-
tivo diddtico, para mostrar a escolha e o manejo das férmulas ade-
quadas a cada situacio.
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CAPITULO 1 — Amostragem de conglomerados em 1
— estagio Acl — Tamanho desigual.
Probabilidade igual de selecao.

| — DEFINICOES PRELIMINARES

1.1 — Populagio

Chama-se Populagio um conjunto finito de N elementos. Serd
representada por:

TN = {L"H L'z: LR ba\}

Cada U; ¢ ny ¢ uma unidade da populagio.

1.1.1 — Exemplos

a) Populagio de Domicilios de certa localidade,
b) Populacio de Fazendas produtoras de café de certa regido.

¢) Alunos da rede escolar estadual.

1.2 — Populagao matriz

Considere-se uma caracteristica y de my. Por exemplo, na Popu-
lacio de Domicilios, uma caracteristica é a renda familiar; na
Populagio de Fazendas produtoras de café, uma caracteristica é a
quantidade produzida; na Populagio de alunos, uma caracteristica
¢ o rendimento medido por um teste.



y associa a cada unidade U, ¢ my um nuimero real ¥; de modo
que se tem:

Up Ug ... Uy
vy v ¥
Y]' Ys L YA.'
O conjunto
T;V(y)= tYI) YS; LR | YNI

¢ a “Populagdo Matriz” gerada pela caracteristica y.

1.2.1 — Observagio
Na mesma populagio podese observar vdrias caracteristicas

N X, opRTandO] cada uma, uma populagio matriz, my (y),
J'E_\r(x), J'[)y(l),

1.8 — Pardmetros da caracteristica y

Cada caracteristica tem um conjunto de parametros cuja esti-
macio constitue o objetivo principal das técnicas de amostragem.

Entre esses pardmetros serdo particularmente considerados:

N
Total de y: = Y-} Y,

Sl

: - ¥
Média de y: = —

ia de y: ¥ N

. A k. 5
Varidncia de y: ¢ = — ¥ (¥Y; - Y)°

N g o ]
o



Ainda ¢ de interesse estimar a propor¢io das unidades de my
que pertencem a um certo nivel da caracteristica como, por exemplo,
a proporc¢io de pessoas com salirio abaixo do salirio minimo, a
proporgio de pessoas do sexo masculino, etc. ..

Observe-se que, nesse caso, ndo hid uma caracteristica gerando
uma populagdo matriz e sim, uma “contagem” das unidades de my
que pertencem a determinado nivel da caracteristica.

1.4 — Universo

Considere-se a experiéncia aleatéria de selecio de uma unidade
de ny, com determinada probabilidade de selecdo. Seja u a unidade
eventualmente selecionada. Pela caracteristica y associa-se a u uma
varidvel aleatdria que se vai representar também por y.

y é o universo associado a my.

No que se segue, y estd sempre relacionada com a selecio de
uma amostra, que ¢ uma experiéncia aleatéria; portanto, y ¢ sempre
um universo. A utilidade do conceito decorre, também, de ser y uma
varidvel aleatéria e, em certas situagdes, ser suposta com determinada
distribuigio.

1.5 — Configuracio ou Desenho da amostra

Com as técnicas de amostragem se pretende, em linhas gerais,
obter um subconjunto ou amostra de my com o objetivo de estimar
os parametros de y (ou de vdrias caracteristicas). O modo como a
amostra ¢ selecionada constitue a configura¢io ou desenho da
amostra.

A obtenc¢io das unidades da amostra pode ser conseguida sele-
cionando unidades de ny ou grupos de unidades de xy.
2 — AMOSTRAGEM DE CONGLOMERADOS

Na amostragem de conglomerados, as unidades de gy sdo, ini-

cialmente, grupadas em subconjuntos ou conglomerados. As unidades
de amostra, em vez de serem unidades de my sio os conglomerados.

9



No quadro que se segue, se mostra a defini¢io de conglomerados
para algumas populacoes.

Populagio Conglomerados
Alunos Turmas
Domicflios Quarteirdes
Fichas de cadastro Grupo ae 10 fichas
Turmas Escola

Observe-se que a turma pode ser unidade de populagdo ou um
conglomerado. Se a caracteristica é o rendimento do aluno, a turma
¢ um conglomerado; se a caracteristica é o nimero de alunos por
turma, a turma ¢ uma unidade da populacio.

3 — AMOSTRAGEM DE CONGLOMERADOS EM 1 — ESTAGIO

Suponham-se formados M conglomerados com as N unidades
de my. Selecionem-se com igual probabilidade, m desses conglomera-
dos. O conjunto das unidades de my que participam dos m conglo-
merados selecionados constitue a Amostra de Conglomerados em
I — estdgio de my. Observando a caracteristica y das unidades de
ny que estio na amostra, obtém-se a Amostra de Conglomerados em
1 — estdgio de y.

Esquematicamente, esse desenho de amostra ¢ representado do
modo que se segue.

Seja Uy a j-¢sima unidade de my no i-ésimo conglomerado C,.
Pela caracteristica y associe-se a Uy o ntiimero real Y,

Tem-se para os M conglomerados:

C; C. Cy
Uy Yiu Ue:_‘ Yo UM: YMJ'
{'IS_’ Y.!!! ['SI 5 YEI Lh.‘f! YMz
Uw, Y, Usng  Yon, Umny Yunu
Ny, Ny, ... Ny sdo, respectivamente, os tamanhos dos conglomerados

Gy, Gy, .. Cy, sendo ' N; -+ N & ... &+ Ny = N.

10



Selecionem-se m conglomerados, com probabilidade igual de
selegio. Sejam (77, Cj, ..., Cl, esses conglomerados.

! ! ’
Cy Cs G
= oy ’ S iy = = ’
/11 Y U Yo &t Yo
ol — T8 ol - - o — ot
Uie Yie Usgs 22 Ume Yoo
o, I ’ Sy ' o - =)
Ulvi  Yiwg Usve Yeni Unvy Yanz
Observe-se que C; (i = 1, 2, ... m) ¢é um acontecimento alea-

tério que decorre do processo de selegio. Eventualmente, C; pode
ser C;ou G, ... ou Gy,

CornSEqiicmemenle, s Y (i=12..mij=12,..N;)
eos N; (i = 1,2, ... m) sdo varidveis aleatérias.
A amostra de my é:
o o o !
{{ TLy: == =3 I'I;\';; ey (mf; 2 2 {'m.\'.‘..}
e a amostra de y é:

i 7t . - 4 4 |
J_Y;I} $ ey }I.\":y '''''' » le! L O }m.\«',',,l

Observe-se que o tamanho da amostra ¢:
m
o
= N;
i

sendo uma varidvel aleatdria, cujos valores dependem dos con-
glomerados selecionados. Em média, assume o valor:

A

E ‘\.'I'
R (S RN RN Bioas TR S RH
n=2K .‘E:A') m u i N = f; N sendo f; 3

fracio de amostragem de 1.9 estdgio.

Desse modo, a amostragem de conglomerados em 1 — estdgio ¢
caracterizada pelos seguintes fatos:

a) Pertencem a amostra fodas as unidades dos conglomerados
selecionados.

11



b) S6 é necessdrio listar as unidades de xy nos m conglomera-
dos selecionados para a amostra. E evidente a economia de tempo
e de custo quando se compara com a amostragem aleatéria simples
ou estratificada, nas quais sdo listadas todas as unidades de my.

¢) O tamanho da amostra ndo pode ser exatamente prefixado
tendo em vista que depende dos conglomerados selecionados.

d) Cada unidade de ny tem a mesma probabilidade de parti-
cipar da amostra, probabilidade esta representada pela fracio de

m
=

e) Conforme se verd em proximos Capitulos, sio muitas as
ocasides em que a precisio da amostragem de conglomerados ¢ infe-
rior 4 precisio da amostragem aleatéria simples. No entanto, a
vantagem que resulta da economia de tempo e de custo pode, em
certos casos, compensar a desvantagem da menor precisio.

amostragem: f;, —

Observagio — No que se segue, é freqiiente o uso da abreviacio
Acl para representar a Amostragem de Conglomerados em 1 — estd-
gio e da abreviagio Als para representar a Amostragem Aleatéria
Simples sem Reposicio.

A seguir, especificam-se, em detalhes, os parimetros jd anuncia-
dos em 1.3, adaptando a situacdo decorrente da formacio de con-
glomerados.

3.1 — Pardmetros de y

Total dey em Ci: ¥V; = ¥ Y,

Média de y em C;: ?,- = %‘-—
e .2 1 i T
Variincia de y em C;: S} = V=7 > (Yiy—Y)
avyd = j=1
M
Total de y: ¥ = ¥ Y
=]
Média de y: v Y
por unidade de 7y © N

12
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4

Média por conglomerado: ¥ =

Ly S,

Variancia de y: §% =
) N-—-1 {m i Fml

S*
ﬁ“Y"_;

Varidncia relativa: 4* =

Como resultado da selegio dos conglomerados, seguem-se
seguintes estatisticas.

3.2 — Estatisticas
Total de y em C;: ¥; = ¥ ¥

Média de y em C;: YV; = —

Varidncia de y em C}: S;

4 — TEOREMA

Um estimador ndo tendencioso de Y, total de y ¢é:

* i R S
Yae1 = ?‘ ‘FI ) &
Prova
* .M' Lo / )’.‘f i ( 1 M
= — ) = — _— }’- =
E(y'“r) m i;: E(YJ m (gj' M i§1 &
M
= 2 Y‘ =Y
i ]

as
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4.1 — Coroldrio

- = - -
Um estimador nio tendencioso de Y, média por unidade de

Ty é:
*

= = Yaa i Ll-{ o }J' S 1 L },!

YAet ‘-\__- m\r igl i 'm,ﬁ n';i‘ i
onde N = — , tamanho médio por conglomerado.

Prova
E@Wid _ Y
EGun) = i - L _

4.2 — Coroldrio

Um estimador nio tendencioso de Y, média por conglomerado ¢é:

*
- YAel

1
Yaer W

sy
- ]

Prova

Fazer como exercicio.

5 — VARIANCIA DE }-‘:”

Por definicio:
I'(y:;.—r) = E(ytm — Y)e

ou,

M m £
V(%) = E(l = Y — }y) -

m w1
J‘Iz i ! -—]2
e E[;?: Yi—-mY | =
M I, ]’
= — E Yl- - =
mg l'gi ( 1 )

14



M

=—E‘[}_" O R U B SR AN ?)]=

i - im= ] jm=]

(i #5)
<2 zalpud S %ﬁ—‘g!é (¥~ T) (¥,~T)
675
Pondo
S = .-i (Y~ P
vem,
V) = = (OF = 1) 8¢~ (m~ 1) S0
donde.
b= g A, (5
M m
5.1 — Exercicios
a) Mostrar que
V @aer) = —‘":Tm % com SF = ﬁ.& =7
b) Mostrar que
Vi) = M}Gm f com Ef— ”'_"1 2_“'1 o

]-

¢) Supor uma situacio em que caiba a formagﬁo de conglo-
merados, Definir uma caracteristica e fazer uma breve descricio do

processo de estimagio da média por unidade da populagio.



6 — TEOREMA

. o - *
Um estimador nao tendencioso de V (ya.1) é:

£
o w n o g M—m &
1 (y:‘:!’) i JI 3 ._-hr .”,
onde
se = - E (¥ — ya )
i m—1 =1 T el
Prova

Pode-se escrever:

1 m )
£ _ , = ]
= Yi— Gaa)t =
T m— 1 .-gx( y4 2

— E (Y= T) — Gaer — V) =
m— 1

i= ]

1l

—{'_ [2"‘: (Y: = ?Jg —m Gaer — ?)g]

= ol
donde,
1 m M —
E’:—-—-—[—-- ¥ X)) = 1-'-c:|=
(se) e i i;} (Y;— Y) m (y.4_ 7)
1 m(ﬂ:{ — 1) 2 M—-—m .Sf] r
§—m = 2| = 8
m— 1 [ M i M m
Portanto,
- M-m E( M-m S -
E[V W) = 7 s e V Wied)
6.1 — Exercicio
a) Mostrar que
o M-m s 1 m »
V (facr) = TR ;= -;a_:_l-.-g; (Vi — Jae)

b) Mostrar que

e M—m _f 3 1 m Y: = a
Ga = L £ com 3t L B (32~
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7 — EXEMPLO

Trata-se de avaliar o rendimento dos alunos da 1.2 série — 1.°
grau, na rede de ensino publico de certa localidade.

.

A partir da relagdo das 3 500 turmas existentes, foram preparados
conglomerados, juntando turmas de diferentes Escolas, com o obje-
tivo de grupar alunos o mais possivel diferentes no que se refere ao
rendimento (a necessidade dos conglomerados serem heterogéneos
pode ser vista no Cap. 2).

Os conglomerados foram formados com 5 turmas e, aproxi-
madamente, 150 alunos, supondo uma base de 30 alunos por turma.

H4 possibilidade de tempo e de recursos financeiros para obser-
var uma amostra de 1500 alunos.

Considerando que 77 — mN tem-se:

1500 = m 150

donde m = 10 conglomerados.

Conglomerados N.e de alunos Soma dos escores
da amostra C] N; ¥
1 162 1004,4
2 170 952,0
3 145 1015,0
4 151 830,56
7] 160 960,0
6 162 703,8
7 145 855,5
8 148 047,2
9 171 1214,1
16 178 1032,4
Soma 1592 9604,9
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M = 700
m — 10
N — 150

Estimativa do escore médio por aluno:

- T il ’ 9604,9
= —_— Y‘. = e 6 _f'
K = s .;; 10 (150) &
Estimativa da varidncia de ;Ac;:
m 1] 2
1 n (E Yi
s = s 5 g . L P A ‘;n = 14482,69
e g ]
= 1 M-m sf
V (yacr) = G B = 0,0634

Estimativa do coeficiente de variagdo de ?A,,-:

i‘@i = 0,039

Yaa

;’ (;A::J) .

8 — ESTIMACAO DE PROPORCAO

Considere-se a populagio dividida em duas classes: 4 e 4 (ndo A),
de acordo com algum atributo associado as unidades de sy.

Por exemplo, se a populagio é de domicilios,

— A4 pode ser a classe dos domicilios proprios. 4 a classe dos
nio proéprios.

— A pode ser a classe dos domicilios em que hd TV a cores.
A a classe dos domicilios sem TV a cores.

— A pode ser a classe dos domicflios em que h4 pelo menos um
carro. 4 a classe dos domicilios sem carro.

Em conseqiiéncia, se a populagdo ¢ grupada em M conglome-
rados, cada conglomerado é dividido também nas classes 4 e 4. Seja

18



A, e A; o nimero de unidades de ny em A4 e A, respectivamente, no
conglomerado ¢ (i = 1, 2, ... M).

C;

A pode assumir os valores 0, 1, 2, ... N, e se tem:

A + 4, = Ny
Donde Y; = 4, (1 = 1,2, ... M) obtem-se:

Y= % = P, propor¢do da classe 4 em C;

M M
= X = Ay
Y = = ’V = ‘EJIV = P propor¢io da classe 4 em .

Com essas substitui¢bes, torna-se fdcil achar o estimador de P
usando as expressoes dos estimadores estudados nas secgbes ante-
riores.

8.1 — Estimador ndo tendencioso de P

Das expressdes de yacs, V (aor) f’(;rm) do estimador ndo ten-

dencioso de ¥ obtem-se:

1
o=—= % A
Pact N -gr
M- It ey 1 M [ 4. p)}E
Vipso) = —5; 'X“"m‘g"nr—-f‘gf "
~ o M—m 4 im0l (_ - )
¥l = —gr— ¥=R oo §, =0 ‘_ Pact
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8.2 — Exemplo

No Exemplo 7 observou-se, também, o nimero de alunos que
fumam, obtendo-se:

Conglomerados N.? de alunos N.e de alunos
da amostra (N que fumam (A7)
1 162 50
2 170 63
3 145 47
4 151 48
b 160 68
G 162 59
7 145 36
8 148 45
) 171 71
10 178 75

Soma 1592 562

Estimativas da proporcdo de alunos que fumam

R R
=—— 3 Al=—r"— = 0375 ou 87,5
Pack =7 & 10(150) %

Estimativa da vavidncia de Py,

m ¥ =
i3 Ai) Lg\8
m R- 62)
B, g B L USRI L T 562"
a A m 10 o
&= - = 16551
m— 1 9
donde,
- i M-—m s 1 7200—10 16551
o) = —= = = = 0,000725
Vsl =2 =5 "G 0 10 bl

#f’;(p,m) = 0,0269 ou 2,69%
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9 — DIMENSIONAMENTO DA AMOSTRA
O erro de amostra do estimador 7,0 é definido por:
J?.‘lcf T ?I

Em principio, esse erro nao é conhecido, posto que se supoe
o desconhecimento de Y. No entanto, tem-se, com probabilidade 4,
que esse erro seja inferior a

d=zg \/V_(ad

onde zy ¢ o valor da normal (0; I) correspondendo a uma 4rea

central 4.

|f_f-»1d 3 YJ
Y

sendo inferior a d, = 23 v (§4.;) com probabilidade 4. d, é a pre-

cisdo relativa de %4, €+ (Ji.1) O coeficiente de variacio de 7.

O erro relativo da amostra ¢ definido por

Fixado d,, o tamanho m da amostra de conglomerados que torna

|Yaer — ¥
E

<d,

com probabilidade ¢ é obtido da igualdade:

dr = Zp 7(?.1:1)

ou,

d: =z ‘L"f“_m 1
M m

onde v, ¢ o coeficiente de variagdo entre os totais dos conglomerados
Se

e dado por =
}!




Deste modo, obtem-se para m:
M zp ve
Mdi+ 4

E usual fixar § = 0,95 (95%,) donde zy s = 1,96 = 2
donde,

M 4.
M di+ 4y

O coeficiente de variagdo dos totais, v,, pode ser obtido de pes-
quisa anterior ou de dados do Censo. Tem-se, ainda, a alternativa

e d ~ 8 :

de substituir v, por um estimador y, = —— obtido de uma amostra
Yaer

preliminar,

9.1 — Exemplo

Considere-se o Exemplo 7.

A precisdo relativa obtida com a amostra de 10 conglomerados
foi:

d, = 2 7 Fucr) = 2(0,039) = 0,078 ou 7,8%

Para achar o tamanho da amostra com precisdo relativa de 5%,
calcula-se:

-2 _ Yaar _ 14482,569

YT g T (@0l

4 M 3, o 4(200) (0,0157 3
M©05)° + 4 %5 700(0,0025) + 4(0,0157)

= 0,0157

— 24 conglomerados.

9.2 — Exercicio

Achar a expressio de m para estimar uma propor¢ao.
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9.8 — Observagao

A validade da informagdo sobre d, e sobre m, conforme Exemplo
9.1 depende de haver boa aproximagio entre s; e S7.

10 — EFICIENCIA DA Acl EM RELACAO A Als

Representando por Ef esta eficiéncia, define-se:

Ef = V@)
V (aer)

onde ¥ (y) ¢ a varidncia do estimador da média por unidade de ny na
Als e V (yi.;) a varidncia da mesma média na Acl. Observe-se que a
eficiéncia cresce a medida que ¥ (Juor) < V(%) -

= M-m 8 N—n &
Sabe-se que V(7,.,) =T.Tﬁ;e queV(y) = T
onde §* ¢ a varidncia de 9 em my, sem formacio de conglome-

— m
rados. Nessa tltima expressio, N = MN mas n — ¥ N. ¢ uma
i=1
varidvel aleatéria cujo valor depende dos conglomerados que forem
selecionados. A expectincia de n é:

m P M e
Em=E(X _-v.-) = ;—’; > N;=mN

i= ] 1=

Substituindo N por MN e n por mN em V (j) obtém-se:

k. MN<-mN & M—-m &
V(y) = =

MN mN M " aN

Fazendo as substitui¢ées em Ef vem:

M—m i
By L R R
M—m S? 82

M 4 m}T}'g

28



11 — TAMANHO DO CONGLOMERADO

O tamanho do conglomerado ndo ¢ arbitrario. Depende do
nimero de observagdes independentes. Por exemplo, suponha-se
que o objetivo de determinada pesquisa seja estimar a proporgao
de moradores da raga negra em certa localidade em que hd segre-
gacio racial. Se o conglomerado ¢ o quarteirdo e se o entrevistador
vai 2 um domicilio e é atendido por um morador da raga negra,
¢ de esperar que haja no quarteirio muitos outros da raga negra.
Desse modo, h4 poucas observacdes independentes e o quarteirido
nio ¢ um bom conglomerado.

O modo de se avaliar a maior ou menor independéncia nas
observa¢des dentro dos conglomerados ¢ com o emprego do coefi-
ciente de correlagio intraclasse.

12 — COEFICIENTE DE CORRELACAO INTRACLASSE

Foi dito na Secio 11, que o valor de N nio ¢ arbitrdrio, depen-
dendo do ntmero de observagdes independentes € que o modo de
medir esse numero é com o emprego do coeficiente de correlagio
intraclasse.

Representando por § o coeficiente de correlagio intraclasse,
defline-se:

_E¥y-V (Ya
TS

-Y) (@ # j) (12.1)

A média se extende aos valores de 7, de j e de k (sendo js£k).
Desse modo, § mede a correlagio entre pares de valores de y, em
cada conglomerado.

No que se segue, admite-se N, = N (i=1,2, ...M) permitindo
uma maior simplificacio das expressoes.

O numerador pode ser escrito do seguinte modo:
E(Yy-TF) (Ya-Y)=E(Vy-Y:+ Y- ¥) (Ya—-Y;+ ¥~ V)=
=B(Yi;— Y (Y- YO+EY ;- V) ¥i— D+ EF - P (Yo~ F O+
+E¥:-P'

24



Para a primeira parcela do segundo membro, tem-se:

B{Y 3~ ¥ o) (Vip—F )= F{L[(l IO ) [0 S ) KT o fixado}]=

E\E —~Y(F; T')]-
N(N 1) _:-_ kt; T sk ]

o]

(N -
: :I aZ j
_N_' 41!” {= -' y .N

5| 55
l_ 3 I)j:{r,, Yi—)’]=
-u[ -5

Para a segunda parcela do segundo membro, tem-se:

EY,-V)¥:—Y)=E {E{(Y:,--- Y)(¥:—-P)|C; fixado]] =
¢

sz[{Y T’J-—V—}:(} ?2)]=0
c; i

posto que 2 (Y=Y =0
J=1

Para a terceira parcela, obtém-se, de modo semelhante, o valor 0.

Para a quarta parcela, tem-se:

M o =2 11{ - I -

(V- e Byr, By
B{Y:—¥) 7 ‘g; (Y;—Y) 7 Se
Desse modo, o numerador de & é:

. r —_— 1 » 4 1 —

EIY); —P) (Ph— D] =— —;;‘— s 2 _Lm  @n
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Para o denominador de § tem-se:
E(Y;-Y)'=E IE{(Y;,- S ol ! fixmzol} =
C;

i % ﬁ (}‘i,:' - ?}2 = JM—N':.-:—I Sg (12.111)

Substituindo (12.1I) e (12.1II) em (12.I), obtém-se:

Aol Jog
M N -
e 2= (12.1V)
MN — 1 s*
MN
Em particular, para M grande:
g5
AR
32 e (12.V)

12.1 — Variagao de d

Para o melhor entendimento da participacio de d na medida

da heterogeneidade do conglomerado, considere-se a seguinte
igualdade:

M N - M N = S
T X ¥;-P'=ZX X (Yy-Y)+¥:~T]
Obtém-se
M N =~ M N = i g =
T XXu-V'=% X @;-Y)+ T NY;-Y)" (12D
1= gm=] tm] jm=]

i=]



Sabe-se que:

MN—1 i=1;j

(variincia total)

Si= — 2:(}’—?)

M=

(varidncia entre conglomerados)

Ponha-se ainda:
6= L 5
Si= 3 B8
(variancia dentro dos conglomerados)
Entio (12.VI) pode ser escrita:
MN-DS=MN-1):-8i+M-DN-§  (12.VI)

M—m :Sl
M

Em primeiro lugar, recorde-se que V (4. = de

modo que a varidncia do estimador decresce a medida que §?
decresce. De acordo com (12.VII), isso implica em S crescer, ou
seja, os conglomerados se tornaram heterogéneos. Estd, assim, jus-
tificada uma propriedade bésica dos conglomerados: a heterogenei-
dade.

Quanto a influéncia da variagio de d na maior ou menor hete-

rogeneidade do conglomerado, tem-se:

Se os conglomerados sdio homogéneos para uma determinada

caracteristica,

Sg =0
Nesse caso, de acordo com (12.VII):
MN- D8 =M-DN 5
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donde,

(M—-1)N 5

8 = — (12.VI1I)
MN -1

Por outro lado, de acordo com (12.1V) obtém-se:

.JI{ e f :q—;_s
b= T TR (12.1X)
T MN -1 g i
MN

Substituindo (12.VIII) em (12.IX) vem:

b H X 1
M- 1)-1\7 5 b
MN g

Portanto, se os conglomerados sio homogéneos, o coeficiente
de correlagdo intraclasse ¢ igual a 1.

A medida que os conglomerados se tornam heterogéneos na
caracterfstica, S5 cresce e S° decresce.

Quando §; = 0 ou seja, quando:
Y, =Y, = ... = Yy, obtémse de (12.VII):
MN—-1)8=MN-1) 8}
donde,

53 — M S§
MN -1

Substituindo em (12.VI) obtém-se:

8
5 . = — ‘M = — —— I
MN—1 ., N —1
e b,g
MN

28



Em resumo:

a) a€[~=—1—; z]
=1

b)  Valores negativos de § sio raros. Na situagio usual § é
positivo e os valores mais elevados correspondem a caracteristicas
econbmicas. Como exemplo, a renda familiar e o fato do domicilio
ser proprio ou ndo. Como muitas caracteristicas sociais sdo influen-
ciadas pelas econémicas, conclue-se que sio muitas as caracteristicas
com § positivo,

¢) Sed ¢ positivo, significa que hda homogeneidade dentro de
virios conglomerados, resultando serem poucas as observagoes inde-
pendentes. Desse modo, um nimero grande de conglomerados — N
pequeno — torna-se mais conveniente.

d) Se d ¢ negativo, significa que h4 heterogeneidade em virios
conglomerados resultando serem muitas as observagdes independen-

tes. Nesse caso poucos conglomerados — N grande — sio necessarios
para se obter a informacio desejada.

13 — EFICIENCIA DA dcl EM RELACAO A Als

A eficiéncia da Acl em relagio a Als em vez de ser estudadas
pela relagao:
NS*

Ef = ——
‘(‘:

pode ser estudada a partir do tamanho N e do coeficiente de cor-
relagdo intraclasse,

De (12.1V) obtém-se:
g__— AII— I Es RI.N_—I Sga
N M MN

ou,

MBi=M-DNS —MN-1) §°s
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Substituindo em (12.VII) vem,
(MN—-1) S =M-DNWN-D8-~-MN-1D)N-1) 8 s+
+M—-1)N S
donde,
MN-DS*=M-DN' S&-MUN-1) N-18*3s
ou,
St S

2 O [ ) (13.1)
m mN

para M grande, de modo a se supor
MN—-1=MN e M—1=M

Observe-se que:

ek Vg
m
€ que,
S? 3!
— = | (y)
mN "

varidncia do estimador de Y na Als.

donde,
V@) = V@ 1+ N -1 9

isto ¢, a variincia do estimador na AC-I é igu_al a varidncia do
estimador na ALS multiplicada pelo fator [I4- (N—1) 3]

Portanto, esse fator mede a influéncia da formagio de conglo-
merados na variancia do estimador. Daf, a denominagdo:

efeito da conglomeracio. A medida que N cresce, esse efeito
cresce se § > 0, posto que, embora § tenda a decrescer, a taxa de

crescimento de N ¢ maior que a taxa de decréscimo de J.
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Da igualdade (13.1) conclue-se que V() equivale a ¥ (y)

quando:
Se Sl
m(l+ (N — 1) 9] mN

2

ou seja, quando sdo selecionadas m [I+4 (N—I)8] conglomerados.
Nesse caso, o numero de unidades de my na amostra e

m [I4 (N—1)8] N = mN + mN (N—1I)3 ou seja, h4 um acréscimo
de mN (N—1)$ unidades em relagio a amostra aleatéria simples
sem reposigio,

14 — ESTIMAGCAO DO COEFICIENTE DE CORRELACAO
INTRACLASSE

Considere-se a expressio:

Sabe-se (Secio 6) que um estimador nio tendencioso de S? é:

- I m y—zed ] =
sf = E (Y" = ydlr!)e

m == e

_ M
Um estimador nao tendencioso de Sj = L 3 8% é:
=
"
g=— F s
m =

Um estimador nio tendencioso de S* pode ser obtido da ex-
pressio (12.VII) substituindo S e S pelos respectivos estimadores:
g MN-Dsi+M-DNE

MN — 1

31



Substituindo esses trés estimadores na expressio de § vem:

2
-2 84
\ iy —-c

o)
I

8

estimador consistente de .
15 — EXEMPLO

a) Tem-se um fichdrio de 20.000 segurados de uma Companhia
de seguros, em um plano A. O objetivo ¢ calcular, por amostragem,
a reserva técnica do plano A, com uma amostragem de conglome-
rados, probabilidade igual de selecdo.

As 20.000 fichas estdo dispostas em 400 gavetas, com 50 fichas
cada.

Considerando as gavetas como conglomerados, tem-se:
M=400
N=50
Selecionou-se uma amostra de 10 gavetas, correspondendo a

500 fichas. Nas gavetas selecionadas foram calculadas as reservas
técnicas de todas as fichas, obtendo-se:

Gavetas da Reserva Variincia das
amostra total (¥7) reservas (S;%)
1 321 25
2 170 17
3 610 30
4 405 32
i 350 35
6 155 20
7 254 40
8 328 18
8 328 18
9 652 25
10 269 35

Soma 3514 277
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Estimativa de Sﬁ

L gt 277
= — i =— =217
m .g 10

Estimativa de S:

Do quadro, obtém-se: i Y = 1484156

i=1
Para aproveitar esse valor, pode-se escrever §, do seguinte modo:

= 1 o =
= —————r T (Vi— )

(m— 1) N* =1

m ' 2
— 1 [’“ i (igl Y‘) }
"o L& T i

1 (3514)‘]
LY _ 4156 — = 11,082
5 GO [143,1.;6 5 08,

Estimativa de S?

o MEN-D)sg+WM-1)N 5!

MN — 1
_ 400049) (er,;ga —;0 SEsfﬁoJ (17,089) _ gg 90
Estimativa de ?
Lol b S e

mN i=1 10 (50)

Estimativa do coeficiente de correlagdo intraclasse

el
Il

e
11,032 — 0,55/

= 0,276
38,20 Zd
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Efeito da conglomeragdo
14+ (N—1) 6= 1+ 49(0276) = 14,52
Tamanho da amostra para dar a mesma precisio de uma Als

m (14 (N—1)8] = 10 (14,524) = 145 conglomerados

O elevado valor do efeito da conglomeragio, mostra que a
gaveta com 50 fichas ndo constitue um bom conglomerado. Seria

necessirio fazer uma subamostragem, para reduzir esse efeito
(Capftulo 4).

16 — EXERCICIO

Achar a expressio de § e do respectivo estimador, para o caso
de estimagdo de proporgio.



CAPITULO 2 — Amostragem de conglomerados em 1
— estagio — Controle da variagao de
tamanho:

Estimador de razao.

1 — INTRODUCAO
. e M—m S NS§*
Observe-se que V (y4.) = M°————— aumenta ¢ Ef = —
M m Se
diminue quando S aumenta. Mas, de acordo com a expressio:
1 M —_
8= Y;—Y)
ST =T 2 :( )

o aumento de S é tanto maior quanto mais diferentes forem os
totais dos conglomerados. E evidente que um processo ideal para
reduzir S seria tornar préximos os totais dos conglomerados. Mas
esse processo ¢ invidvel, posto que os totais nio sio conhecidos.

No entanto, os totais tendem a ser correlacionados com os tama-
nhos de modo que, quando os tamanhos crescem, os totais tendem
a crescer. Entdo, basta controlar a variagio de tamanho para
reduzir §7.

Os processos usuais de controle do tamanho sdo:

a) Usar um estimador de razio, com caracteristica auxiliar
definida pelo tamanho do conglomerado.

b) Selecionar os conglomerados da amostra com probabilidade
proporcional ao tamanho.

¢) Estratificar os conglomerados, de modo que a caracteristica
de estratificacao seja o tamanho.
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9 — ESTIMADOR DE RAZAO DE Y

Considere-se a populacio de conglomerados e duas caracteristicas
associadas: o total e o tamanho.
A média por unidade de my ¢é:

T ‘.}_:, Y, 2 Y (Dividindo numerador e denomi-
= E N TN nador por M)

Observe-se que Y pode ser entendida como a razio das médias
por conglomerado das caracteristicas. Sabe-se, pelas pmpnedades do
Estimador de Razio, que um estimador consistente R de uma
razio R ¢é obtido substituindo o numerador e o denominador pelos
respectivos estimadores nio tendenciosos.

Desse modo, um estimador consistente de Y é:

i [

— Y ) 17
m |§l — T -21
JI m a m

s N; N;
m ;;J i ?I‘

que serd representado por ?ﬂff;.

Observe-se que esse estimador s6 depende dos tamanhos dos
conglomerados da amostra e dos totais correspondentes, enquanto
que o estimador nao tendencioso também depende do conhecimento
de N, tamanho da populagio.

8 — VARIANCIA DE 3#

Recorde-se que, em uma populagio de M unidades da qual
se seleciona uma Als de m unidades, a variincia do estimador de
razdo ¢ dada por:

M—m S 2 I M { 2
‘ e S = —_—_—_——_—— Y‘- e RX,
B g St X (R

supondo m suficientemente grande para tornar desprezivel a ten-
denciosidade de R. Adaptando para y%,, obtém-se:
M—-m Sf_rl-
V) o T RN
MN m
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> 1 M -
B it Y, —PN)" =
BN Doy SRR )
i3 1 2 _{T)®
- EN(Y \7)

4 — ESTIMADOR CONSISTENTE DE V (i;_—f“)

Sabe-se, também, que um estimador consistente de ¥V (R) ¢
dado por:

=B 5%&  onde &p = E (y: — Rx)*

V(R ——
() sz m m—1 i=1

onde x; e y; sio elementos da amostra. Adaptando a V{;fc,)
obtém-se:

M —m S:g

f/(‘l_-_ﬂc) _— —_
Lo MN? m

T (Vg N) =

i=]

z N (Y _fy Ae!)

m—l =

com sp =

Se N nio ¢ conhecido, substitue-se pelo estimador ndo ten-
dencioso:

I -m
N=wZ?

5 — ESTIMADOR DE RAZAO DE Y

Considerando que Y=NY=MNY tem-se que um estimador
consistente de Y é:

5l W
vacr = MN yhe = MN =1 —
Z N,

-
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o *
5.1 — Varidncia de yyy

Para a variincia do estimador do total, tem-se:

= M-m &
VR = NV @ha) = a0 = S
5.2 — Estimador consistente de V (yy4
E imediata a expressio:
4O e M—m sy
= e
} (ydr! 1 7 =

6 — EXEMPLO

O objetivo da pesquisa ¢ estimar o consumo média semanal
por domicilio (em unidades do produto) de determinado produto
para alimentagdo.

Dispoe-se, apenas, de um mapa da localidade onde podem ser
detectados 400 quarteires, que serdo considerados como conglome-
rados. Sabe-se que existem na localidade cerca de 26.000 domicilios,
dando uma média de 65 domicilios por quarteirio.

Tenciona-se selecionar uma amostra de 650 domicilios, corres-
pondendo a 10 quarteirdes e usando um estimador de razio com
o tamanho do quarteirdio (nimero de domicilios) como caracte-
ristica auxiliar.

Quanto ao fato de serem os quarteirdes considerados conglo-
merados, convém levar em conta as consideragoes feitas na Secao 12
— Capitulo 1.
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Observe-se, ainda, a correlagio entre tamanho e total, impor-
tante para o estimador.

Quarteirdes N.° de unidades | N.° de domicilios y
da amostra consumidas (¥7) (N vi
1 230 70 3,286
2 152 52 2,923
3 250 84 2,976
4 150 54 2,778
5 192 60 3,200
6 184 60 3,067
7 198 66 3,0C0
8 270 76 3,553
9 225 7 3,041
10 145 S 2,900
Soma 1096 646 30,724
646
N=——= G
N 10 64,

L . 206154
Sp = Y NE(Yi— i) = —=

= 229,06
m—1 ;=1 9

i - e -——
M—-—m Ser _ 400 — 10 . 229,06 = 0,0058

donde V (y%,,) = —
s MN? m 400(65)* 10

5 3 ey Tl =R
Estimativa do coeficiente de variacao de Y3 :

~ =R )= V 0,0053

¥ Yaer 500 0,0236 ou 2,36%
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E interessante comparar as varidncias do estimador nio ten-
dencioso do total e do estimador de razio do total, para se observar
a reducdo decorrente de se considerar a variabilidade das médias
em vez da variabilidade dos totais.

Para o estimador nido tendencioso, tem-se:

- L 2
V aer) = M* _{_jfﬂ% com s = .

donde,

V (yier) = 400(390) ﬂ;ﬁ- = 30035772

Para o estimador de razdo, tem-se:

229 06

N Mg M —m Sfﬂ
m

V f!hm M

= 400(390) = 3573336

Portanto, V () = V (yas) 8,4

7 — ESTIMADOR DE 1 AZAO DE PROPORCAO

Das expressdes de 5., V(5. e V(i) do estimador
de razio de ¥ obtém-se:

V (pier) = Mm(M_I)‘ ( )(P Py

- M m 2
V (pler) = Wﬂﬁ_ﬁ_ -:( )(P Pict)
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7.1 — Exemplo

Considerese o Exemplo 2.1.3. Suponha-se que, além de inves-
tigar o numero de unidades consumidas do produto em cada domi-
cilio levantou-se, também, o fato do domicilio ser préprio ou nio,
obtendo-se o quadro:

" s N.* de domicflios A
Quarteirdes N.° de domicflios préprios P _’l:,_
(N9) (4%) e
1 70 25 0,357
9 52 10 0,192
3 84 36 0,429
4 hE: 15 0,278
5 60 15 0,250
6 60 18 0,300
T 66 22 ¢,333
8 76 36 0,474
0 74 30 0,405
10 50 21 0,420
Soma 646 228
228
R
g = —— = 0,363 ou 35,3
PAct 646 3%
=, _ 646
A{’: —_— = r6
10 4
- 400 — 10 ;
V Rc = ———— (),0689081 = 0,00076/
Pa) = 1000 @) ’

\'r'f’_(-;ﬂ = (0,0276 ou 276%

8 — ESTIMADOR DE RAZAO EM RELAGCAO A UMA
CARACTERISTICA QUE NAO SEJA O TAMANHO

No estimador de razio em relagio ao tamanho, usa-se o tamanho
como caracteristica auxiliar x, o que permite estimar a média de y
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por unidade da populagio. Por exemplo, estimar o numero de
mulheres por domicilio, a producio por estabelecimento da locali-
dade, etc.

No estimador de razio em relacio a uma caracteristica auxiliar x
que ndo seja o tamanho, estima-se a média de y por unidade da
caracteristica auxiliar. Por exemplo, estimar a taxa de mulheres
analfabetas, a producio por hectare, etc.

8.1 — Estimador consistente de R

A relagio desejada entre as duas caracteristicas é:

Sabe-se, conforme jd foi relembrado na Secio 2.1, que um
estimador consistente de R ¢ obtido substituindo ¥ e X por esti-
madores nio tendenciosos. Desse modo, tem-se para o estimador
consistente:

_1 m i b ’
_I o ¥ v
f;} = M imz — i=
—3x Tz
m i=1 im 1
8.2 — Varidncia de R
Repete-se a expressio dada em 3.
e M—-m Sgk '} 1 - 2
V = — e ‘l! e i — X‘,
(R) —JIX' —— com Sir =7 i}_:' (Y;— RX)
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8.8 — Estimador consistente de V (R)

4
m S, 2 1 - ’ a e
—— com s.p = (Y;— RX;
1[X3 m T m—1 .-.2,: i

8.4 — Estimador consistente de Y

V(R) =

Conforme se sabe pelo estudo do estimador de razio na Als, é:
*R e
yﬁﬂ' = R x\.
onde X ¢ o total da caracteristica auxiliar, suposto conhecido,

8.4.1 — Varidncia de y¥

he e ‘e
VE)=V(R) X! = v,l"___ﬁﬁ
M m

8.4.2 — Estimador consistente de ¥ (y%%,)

M s
Ay 7o ok L 4
214 r) i ==

9 — EXEMPLO

Consideresse o Exemplo 6. Suponha-se que se deseja estimar
o numero de unidades consumidas por morador. Nesse caso, a carac-

teristica auxiliar ¢ o nimero de moradores dos quarteirdes, em vez
do niimero de domicilios. Tem-se o seguinte quadro da amostra:

. N DE_UNIDADES N.o DE
QUABTHIEOre " CONSUMIDAS MORADORES
DA AMOSTRA ks o

! 230 301
2 152 176
3 250 428
1 150 140
5 192 160
6 181 171
7 198 180
8 270 320
9 225 200
10 145 130
Soma 1 996 2 296
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Estimativa do numero de unidades conswmidas, por morador:

~ 1996 2
= —— =087
R 2206 0,87

O numero médio de moradores por quarteirio ¢, aproximada-
mente, X — 230

4 i (Y, - RX)' = 2436057 _ 2706,73

donde P(R) = 40010  £706,75

. = .4 ] 7(B) = (6
~00E0)? = 0,00499 e V'V(R) = 0,07
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CAPITULO 3 — Amostragem de conglomerados em 1
— estagio — Controle da variacao de
tamanho:

Probabilidade desigual de seleciao, com
reposicao.

1 — INTRODUGAO

A formacio de conglomerados com tamanho igual controla a
variagdo de tamanho da amostra e a influéncia da variacio de tama-

nho na variincia do estimador.

No entanto, a ocorréncia de conglomerados com tamanho igual
nio é um fato comum, Geralmente a igualdade de tamanho ¢ obtida
artificialmente, retirando partes dos conglomerados maiores ou reu-
nindo conglomerados menores. Por exemplo, em pesquisas domici-
liares em que os conglomerados sejam quarteirdes, os quarteirdes
com muitos domicilios podem ser desmembrados em 2 ou mais
conglomerados, de modo a se obter um ntmero pelo menos aproxi-
madamente igual de domicilios em cada conglomerado.

Neste Capitulo, estuda-se outra forma de controle, mantendo
o tamanho desigual mas variando a probabilidade de sele¢do. Inicial-
mente apresenta-se a teoria com probabilidade desigual de selecdo
e, posteriormente, como essas probabilidades podem ser estabelecidas.
A selegio ¢ feita com reposicio, com o objetivo de manter a probabi-
lidade de selecio constante, simplificando, em consegiiéncia, as
expressoes dos estimadores.



2 — CONFIGURACAO DA AMOSTRA

Como das situagSes anteriores, as unidades de my sdo grupadas
em M conglomerados que podem ter tamanhos desiguais:

B Cs Cx
/PR £7 Uy~ Yy Umis Yo
Ui Yie Uss Yy Usxe Yue
Uw: Yin Usvs  Yen, Ununye Yuwau

Seja P; a probabilidade de selecio de C; (1 = 1, 2, ..., M)
M
com ¥ Pi=1

i=- ]

Selecione-se uma amostra de m conglomerados, de acordo com
as probabilidades de selecio P;, com reposicio.

CI C? Cm
p A, 'l /o '} ¥y =%
L‘n Yu Us; Yz; Sont i
Ta ri ¥r =% s e —r -
U 12 ¥ 12 Uss Yee U ms me
Ty ¥y Ty = ¢ v
Ui Yiv Jene Yeni s S e S

A reposi¢io influe, mantendo as probabilidades de cada con-
glomerado e, em decorréncia, simplificando as expressoes dos esti-
madores.
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2.1 — Pardametros de y

N
Total em C;: Yi= ¥ Y
=1
: = Y
Média em C;: Y= T‘_
" . 2 I .\‘.‘ —
Variincia em C;: S = Y (¥;-1)
-'V:‘ —-Tiog
M Ni M
Total de y: Y= E Z }'..'j = E y.
Meédia de y i e o
. = Y M
(por unidade de ny): ¥V = S N= 3 N;
- = ]
Média por conglomerados: Y = I
2.2 — Estatisticas
2 Ne _;
Total em C;: Yi= ¥ Y
i=1
Média em C; T, = —+
N;
. g 1 Ny ! —
Variincia em C;: 8, = =7 > Yy—-7Y;
Ny — j=1

3 — TEOREMA
Um estimador nio tendencioso de Y é:

By b o2
F
Yae 7

-~

m ¥
-1 .P

Ll
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Prova

iom Ay N
Blyae) = o E "(‘p—f) = (’3 P, “") =
M
= z }?i =}
{ = ]

$.1 — Coroldrio

[—3
Um estimador nido tendencioso de Y € :

Prova

Fazer como exercicio
4 — VARIANCIA DE 3%,

VW) =B —Y)' = E@i) — Y

m =1 P; P;
(=)
m Y’ Y’
- T8 5(20)+ £ £ 5(% - )]-v-
m =1 i=1jj=1 P,

Considerando que hé reposicio dos conglomerados,

Y,

]

5
7 €
i

i~ sdo independentes. Por conseguinte,
:

ry / / ¥ oy, )\
E(Y,._Y-;_)=E(_I.,+)E(_1.’§_)=(Z_YLP.,)=}"
[)‘. PJ' P,' P} =1 Pl'
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donde,

V(yie: =—[m):—P+m(m—1) ) i e
m 1= ] P

1

1 A ? s]_
¥ ;[Ef?‘. e

im ] i m =7 i
Pondo
Y; K
Sfp i 2 — ) P i
f= 1 i
pode-se escrever:
Se
Vi (y‘icl = m!’

5 — TEOREMA

Um estimador nio tendencioso de V (5%, é:

2 4 2
B o 1 = ( Y; . *p)
V@) = = = onde s.p e a';.! 5 Yae
Prova
o 1 Lisd Y’z o
Escreve-se: ) = [ S —m Y
V W.aer) mm — 1 ._)_:,1 P Yt
donde,

E[[ (ylcl

i=1 P}

1 4‘! Y?  if
g [E:I FP;— I'(yﬁfxﬁyg:|=
= I: (“_' n Y) V(y‘lc.f :]
I-.I'
1

1 [mV(yAc:) = V(y.»icf)] = V( Aci‘)

1 M e ]
—_— P — E
m (m et 1) [m 2 F] m (yzlr.‘l
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6 — PROBABILIDADE DE SELECAO PROPORCIONAL AO
TAMANHO DO CONGLOMERADO

- B e *P i o .
Considere-se a varidncia de y;., estimador nio tendencioso de Y:

M 4 2
vl == ¥ (£ -1) P,

i=1 1

Se Pt = —I;;— propor¢io do total de C; (1 = 1, 2, ... M)

obtem-se V(yﬁc,) — 0. Portanto, a selecio com probabilidade pro-
porcional ao total controla a variagdo de tamanho dos conglome-
rados.

O problema com a defini¢io de P; proporcionalmente ao total,
estd em que nio sdo conhecidos os totais ¥; para todos os conglome-
rados. Desse modo, é necessirio dar uma nova definicio a P; que
traga um valor préximo ao obtido com a definicdo anterior.

Admitindo que os totais sejam proporcionais aos tamanhos,
hipétese essa que pode ser considerada com razodvel aproximacio,
define-se:

P..-_~% G=1,2...,M)

- N;
Embora seja usual fazer P; :—-N—'-, nem sempre se conhecem os

valores N; para todos os conglomerados.

Nesse caso, a solucio ¢ considerar uma caracteristica x conhe-
cida para todas as unidade de my e que assuma valores proporcionais
aos valores de y e definir:

P X ¥= 3 X
,-—-Ycom‘—‘_gj i

Essa caracterfstica x é chamada “medida de tamanho”.

Em particular, uma boa medida de tamanho ¢ a prépria carac-
teristica y, observada em outra ocasido. Por exemplo, na estimagio
da populagio de certa localidade, pode-se usar como medida de
tamanho, a popula¢io observada no 1ltimo Censo.
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Na estimacgio da producio de café, a drea das fazendas é uma
medida de tamanho. Outra medida pode ser a drea plantada.

Se as UP sdo hospitais, pode-se usar como medida de tamanho
o numero de leitos ou o numero de leitos ocupados.

Na estimagdo do faturamento de estabelecimentos comerciais,
uma medida de tamanho é o numero de empregados.

7 — MODO DE SELECIONAR A AMOSTRA COM
PROBABILIDADE DE SELECAO PROPORCIONAL AO
TAMANHO (OU A UMA MEDIDA DE TAMANHO)

7.1 — Selecdo com uma tabela de numeros aleatorios

Para explicar o processo, suponha-se que certa localidade tem
8 640 domicilios em 270 conglomerados. Trata-se de selecionar uma
amostra de 10 conglomerados.

a) Partese da listagem dos 270 conglomerados com os respec-
tivos tamanhos; niimero de domicilios (ou uma medida de tamanho) .

CONGLOMERADOS | N.° DE DOMICILIOS ACUMULADO

) (2) (3)
1 48 48
2 29 w
3 35 112
4 28 140
5 32 172
6 33 205
7 21 226

269 42 8 598

270 30 8 540
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b) Com uma tabela de ntmeros aleatérios, selecionam-se 10
numeros de 0001 a 8 640. Suponha-se que o primeiro nimero sele-
cionado seja 0 138. A posi¢do deste niimero é marcada na coluna (3)
do quadro com 1. Se o segundo ntimero selecionado ¢é 0 218, marca-se
na coluna (8) com 2. Se o terceiro é 0 225, marcase com $ na
mesma posi¢do do anterior e assim por diante, até marcar 10 niimeros.

¢) Cada marca na coluna (3) indica o conglomerado que vai
para a amostra. Observe-se que pode ocorrer mais de uma marca
para o mesmo conglomerado, conforme aconteceu com o conglome-
rado 7. Nesse caso, o conglomerado 7 tem os valores de y repetidos
duas vezes na amostra,

7.2 — Selecao sistemdtica

A selecio dos conglomerados com probabilidade proporcional
ao tamanho, é feita com reposi¢io. No entanto, se M ¢ grande e
M .. m, a probabilidade de um conglomerado ser selecionado mais
de uma vez é muito pequena e, como aproximacgio, pode-se usar
a selegio sistemdtica.
Se a selegdo ¢ proporcional a uma medida de tamanho, a pro-
babilidade de sele¢io do conglomerado i é:
m o —X‘
X X/m

- X .
Divide-se X em partes, sendo — o intervalo de amostra para
m

fins de selecdo sistemdtica,

()
1 [ I

1 = B T MY
m m

>

Ak : ; X
Seleciona-se um ponto de partida § no ml:ervalol:l; — | ponto
m
esse que vai determinar o primeiro conglomerado da amostra. A 4
X :
soma-se — determinando o segundo conglomerado da amostra e

m
assim por diante, conforme se esclarece no exemplo que se segue.
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X ; :
Se X; > — o conglomerado ¢ auto-representado, isto é, o seu
m

total Y; ¢ somado ao total estimado dos demais conglomerados nio
auto-representados.

8 — EXEMPLO

Para estimar a populagio de certa localidade, considerou-se os
Setores Censitdrios como conglomerados dos domicilios da localidade.

Existem 420 setores na localidade, dos quais 10 serdo selecionados
para a amostra. A selegdo ¢ feita sistematicamente, usando-seé como

medida de tamanho a populagdo registrada no ultimo Censo, con-

forme o quadro:

; POPULACAO X, :
SETORES (Corso) ACUMULADO
1 570 570
2 180 750
3 270 1 020
4 400 1 420
5 480 1 900
6 377 2 277
8 377 3 277
420 221 121 212
Soma 121212 .
Tem-se:
X = 121912
X
— = J2121
m

Selecione-se um numero inteiro no intervalo [I;12121]. Seja
6 = 00920 esse numero.
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Na coluna “acumulado” localiza-se esse miimero e marca-se *,
correspondendo ao conglomerado 8 que, assim, vai para a amostra.

O numero seguinte é § -} 12121 = 920 + 12121 — 13040 que
também ¢ marcado na coluna “acumulado” e vai determinar o
segundo conglomerado da amostra. E assim por diante, até serem
selecionados 10 conglomerados.

Os dados da amostra foram os seguintes:

N DE PROBABI- N.. DE
SETORES MORADORES LIDADE DE MORADORES
CENSO — (X)) SELECAO (P;) | AMOSTRA (Y;)

1 270 0,0022 320

2 386 0,0032 300

3 401 0,0033 540

4 424 (L0035 471

53 247 0,0020 240

6 377 0,0031 401

7 473 0,0039 502

8 206 0,0017 320

9 367 0,0030 450

10 275 06,0023 370
Observaciio — As probabilidades de sele¢io dos setores da amostra foram

obtidas do primeiro quadro.

Estimativa do numero de moradores:

+p

Latd 14145689,98
Yaer = m

r
:. = = 141459 habitantes
’ 10

Estimativa da varidncia de y;d

pl i m (}"Z _ap )’_ 6238460878
Sep = (m = !) i-z{ P: YAet 9

= 6931623198

V(yiZ) = 69316231,98
VW) = 8325,64
¥ WL = 0,059 ou 5,9%
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9 — EXERCICIO

Achar as expressoes dos estimadores para a estimagio de pro-
porgio, com probabilidade desigual de selecio.

10 — EXEMPLO

Suponha-se, no Exemplo 8, que também se levantou o ndmero
de pessoas alfabetizadas nos Setores da amostra, obtendo-se:

I o Y | N.o DE MORADORES
SETORES N.e DE MORADORES ALFPABETIZADOS
1 320 200
2 300 130
3 540 340
4 471 290
5 240 90
€ 401 240
7 502 310
8 320 160
9 450 340
16 370 160

Estimar a propor¢io de moradores alfabetizados e a respectiva
varidncia.

11 — COEFICIENTE DE CORRELACAO INTRACLASSE

% N; :

As expressdes que se seguem, supdem P; =3 ou seja, proba-
bilidade de selecdo dos conglomerados proporcional ao tamanho.
As expressoes resultantes serdo usadas como aproximacgio, mesmo
no caso em que as probabilidades de sele¢io sejam proporcionais a
uma medida de tamanho.

No Capitulo 1 mostrou-se que o coeficiente de correlagio intra-

classe, podia ser escrito na forma:
E(Yy;—Y) Ya-Y)+ET:- P
B(Y,—7)

S (== %) (I1.I)

b5




Nessa expressdo tem-se, agora:

8) E(Yy—Y) (V- Y)=E {E[(Y;; - YD) (Y~ Y| C; fix]} =

C;
il % & (Y —FNY, ]
“éf-‘fv(}v -J)EE'; o= F)Ta—Y0 |=

" 1 —
=F| — R — ( P 3]____
oLl Nivi-- 1);:":: : g
- gt
] = 2 2 prs
o'- N,—] 1§I N;
M ’;? M Sf
~EN T CEN

— N .
Sendo N = iﬁ tamanho médio dos conglomerados, tem-se

N = M N. Pondo, ainda,

1 M iy

M “‘.‘3 B
obtém-se, finalmente:
Sa

E( u_ :)(Yﬁc_ :)=_ N

b) E(Y;—7Y) = ;5 ¥ - P'P; = > '—-(Y -9 =55

i ] i =1

o) E(Yi; — V) = E’lE[(Y:-',- PP e ]=

Nt (Vi = ?)«’-:I M N (Yii—Y)° N
=E[ ol S S 5 of B S0 20 S
¢ :‘gr N .a‘gu'?: N; N

M N o N —1
? (Y; —Y) = —'N.“—Sg

1

-

27
N

56




Substituindo a), b) e ¢) em (11.I) obtém-se uma expressio
aproximada para §:

S5 8% Nt
s* N

12 — RELACIONAMENTO ENTRE §°, 8% e 83

Ponha-se,

. M Ni

EI z! (Y.l.f _Y) ZI E ((Yu . Y) + (Y i Y)} e
i=1j= - ]j=
M N — M % o
= X (Yii— Y)'+ X N, N(Y:— Y)’
{m]jmt i= 1

ou,

(N—1)8° = z; (N;— 1)8% + z N -1

=] =]
N1 2 M N Sg M , 2
=2 Y= 1,*
N 2 .'?f N ¥ 1§: (¥ )

Com as aproximacdes,

N=1 % W= Ny 1

=1e B =

N N MN M

obtem-se:

8 = 85+ 8% (12.1)
153 — ESTIMADOR DE &

Estimam-se, a seguir, as varidncias que participam da expressao
de 3.

a’) Estimador ndo tendencioso de Sj

Seja o estimador,

xT <! 2
2 N »m S5
B =i 0 ey
M jm=t N‘.

57



Tem-se:

E(sp) = i % [

a8y

¥
1—14:' N

b’y Estimador nio tendencioso de S’p

: N ANy
—'-]=-—*—:‘ L"=15d

Y 2
Recorde-se a expressio: S, = Z - Y) F i

i=1 \ Py
Eom Py~ % obtém-se:
St= I N'T- T L = N
donde,
&= S

Considerando que um estimador nio tendencioso de SZp ¢é

2 Arz = 2
8.p = 2., ( Y == :.I')
m —

j= I

conclui-se que um estimador nio tendencioso de S,
2

¢ o mesmo de S“:, ou seja,
= B @~
e m— 1 s Ael

¢’) Substituindo os estimadores definidos em a’) e b’) em

(12.1), obtém-se o estimador de 52
. 2 -2
8= 83— 8.p
Finalmente, substituindo os resultados de a'),
expressio de §, obtém-se o estimador:

2
=2 Sd
SeP — =

]
S
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14 — EXEMPLO

Considerese o Exemplo 9. Complete-se o quadro da amostra
com as informacoes referentes ao “N.° de domicilios” e a “Varidncia
entre os domicilios da amostra (N.° de moradores) ".

VARIAN-
N.» DE .| N DE |TOTAL DE| CIA DO

sEToRES| MORA- I;‘;%?Cf(’f DOMI- MORA- | Ne DE
DORES | P* P‘,) CiLIos DORES MORA-

(X7 (4 (N9 (¥) DORES

(S12)

1 270 0,0022 71 320 16,09

2 386 0,0032 S6 300 18,00

3 401 0,0033 120 540 15,25

4 424 0,0035 84 471 21,05

5 A7 0,0020 52 240 13.80

6 377 0,0031 93 101 17,70

7 473 0,0039 116 502 21,30

N 206 0,0017 94 320 26,40

9 367 0,0030 98 450 18,40

10 275 0,0023 67 370 17,00

Supondo que as probabilidades de sele¢io sejam proporcionais
ao tamanho, como uma aproximadagio, tem-se:

-
Sep =

m —

donde

m s = =p
Z (Y: == yiﬁ)g com ?me =

B ey
e R LT
9
i N % S _ o0
8a = m = A*'—:-
& =38’ + & = 20,0155

QN =y
2 T

4,456

5 21664 = 19,4976

44,561 _
10

Entdo, o coeficiente de correlagdo intraclasse ¢ estimado por:

3=

05179 —

19,4976

90

20,0155

= 0,015
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O efeito da conglomeragio ¢ estimado em:
1+(N-1) 5=2%

Para reduzir esse efeito da conglomeragio, pode-se fazer suba-
mostragem, conforme serd estudado no Capitulo 4.

15 — EXERCICIO

Dar as expressoes dos estimadores, varidncia, coeficiente de cor-
relagdo intraclasse, relativas a estimacdo de proporgio.

16 — ESTRATIFICACAO DE CONGLOMERADOS

16.1 — Introdugdo

Estratificando os conglomerados com a caracteristica de estrati-
ficacio representada pelo tamanho, as varidncias dentro de cada
estrato dependem de totais préximos, de modo que se obtém um
controle da variacdo de tamanho.

Por exemplo, se a populagio é de domicilios e os conglomerados
sdo Setores Censitdrios, esses setores podem ser estratificados pelo
numero de domicilios. Se os tamanhos ndo sdo conhecidos, estrati-
fica-se por uma “medida de tamanho”, isto é, por uma caracteristica
correlacionada com o tamanho. Assim, no exemplo acima, os Setores
Censitdrios podem ser estratificados pela populagio registrada no
ultimo Censo.

A estratificagio pode ser simples, com probabilidade igual de
selecio dos conglomerados e sem reposicio, dentro de cada estrato,
ou pode ser feita com um estimador de razdo ou com probabilidade
desigual de selecio.

No que se segue, estuda-se a primeira situacio. A adaptagio
as outras duas modalidades, pode ser feita sem dificuldade.
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16.2 — Configuragio da amostra

Suponham-se os M conglomerados grupados em L estratos

E, E,, ... E; e, associado a cada conglomerado, o respectivo total:
E, Ey
G v ¥y Cri Yii
CIM; Yur, CL.-H':. YL_'-!L

Seja um conglomerado genérico E, (h = 1,2, ... L)
E\

CM o YM

Ck.‘fﬁ Yﬁ My

Tamanho do Estrato: M,

My
Total do Estrato: ¥V, = ¥ ¥,
i1
Yy
.:U-,‘
Variincia entre os totais dos conglomerados do Estrato:

Média por conglomerado no Estrato: Y, =

s
M, — 1 igf( T

Selecione-se em cada estrato, uma amostra aleatéria simples sem

2
Shs -

reposicio, de m;, m,, ... my conglomerados, respectivamente.
E, E,
CIIH }’H CLJ'_. YLI
C;m, Yj'm,- CLmL YLmL
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A amostra estratificada é:

] ] ] o ’ ]
{YH: Y.I'E, R Ylm;; cae g }LJJ YLSJ L YLﬂu.}

16.8 — Estimadores em E,

Com a amostra de m, conglomerados em E,, aplicam-se as
férmulas ji conhecidas do estimador nao tendencioso, acreéscentan-

do-se o indice h.

16.%.1 — Estimador nio tendencioso do total ¥,

* M, m ]
Yn.daa=— L Yy
My =1

16.8.2 — Variancia de ¥} ..

r ﬂf — m S‘e
V(. 100 = M3, hllh P mh,,

16.3.8 — Estimador ndo tendencioso de l’(y:,h,)

M, —m st
V(?J‘:.Acs) = M ‘—Jﬁ;h—h— . Tnﬁ;.-

1 iy ; =
T (Y= yr.40)'

my—1 =y

2
onde s;, =

Qs L

e LF g
O URaly = —=— X Yy
My i=1

16.4 — Estimador e waridncia do total geral Y

16.4.1 — Estimador nio tendencioso de Y
L L m
* gt *
Yicr = 2 Yh-del = X — X Yy
b=l hm1 My i=1

# it

16.4.2 — Variancia de .

” L L M; —-m o
V@) = £ Vighad) = X M —— - —
ho=1 BT My m,
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16.4.3 — Estimador nio tendencioso de V(yys)

'

*ﬁlh 2 ‘ﬂ!.’l 3hr
= MR T | e
yqd ¢ ﬁ?; 1.{_:‘ m,

16.5 — Amostra autoponderada

Se a fracio de amostragem —ui, em E, é constante

(h=1,2,... L) e ¢ igual a fragao geral de amostragem f = ';?{"

obtém-se:

, § ES™
Yar =— X X Yy

IS K 7 =
vaEn =212L 5o,
L A=z
a e L
V(J'h:.i") i j j ;Z: .l‘ir_s' si.-

16.6 — Exemplo

Em certa localidade, existem 1.200 Setores Censitdrios que viio
ser considerados como conglomerados de domicilios. Foram formados
6 estratos, de acordo com a populagio do wltitho Censo.

Quadro 1

N.» DE

ESTRATOS SETORES
(My)

100
140
250

325

L=cR=U S
(<1}

Soma 1 200
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A populacio total da localidade, de acordo com o Censo, foi de
1.960.800 habitantes, o que corresponde a uma média de 1.634
habitantes por Setor ou 380 domicilios por Setor (na base de 4,3
pessoas por domicilio, de acordo com pesquisa anterior). Consi-
derando as disponibilidades de tempo e custo, foi fixada uma
amostra de 24 Setores ou, aproximadamente, 9,120 domicilios, o

24 1
que corresponde a fracio de amostragem de 0

Aplicando essa fragio no Quadro 1, obtém-se a amostra de
Setores. Nesses Setores, levantou-se o numero de habitantes, com o
objetivo de estimar a populacio atual da localidade, obtendo-se:

Quadro 2
N, DE
N DE SETORES N DE HABITANTES
ESTRATOS SETORES DA NOS BSETORES DA
(M) AMOSTRA AMOSTRA (Yi)
(M)
1 90 p 3450,3120
2 100 2 2080;3060
3 140 3 2320;2850,2010
4 250 5 1910;1990;1300;1400;1520
5 295 6 1040;1090;1200;990;1400;1310
6 35 6 980;1010;870;1100;900;930

Estimativa do numero de habitantes da localidade

ore. M B, ) :
Yiaer = — 2 2 Yy = 50(40730) = 2036500 habitantes.
AL

Estimativa da varidncia de yy¢

- A TN ]
Em cada estrato calcula-se g 4. = = b2 média
h i=1
da amostra por Setor, no Estrato A, e
2 1 mA ' — 2 % ¥
5y, = Y (Yu— yn.4er)” variinein da amostra entre os
my, — s i
Setores.
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Quadro 3

MEDIA DA VARIANCIA ENTRE
ESTRATOS AMOSTRA POR 0S SETORES

SETOR(@x , aet) (s£2)

1 3 285 54 450

2 3 020 3 200

3 3 2 303 360 867

4 1 624 381 720

5 1173 120 084

6 965 34 950

-~ < o L
P = 221 5w,k = 49(64226395) = 5147093351

I o=

V7V (i) = 56098,96 (i) =

2036500

56098,96 _ 0,0875
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CAPITULO 4 — Amostragem de conglomerados em 2
— estagios — Ac2 — Tamanho desigual
das Unidades Primarias. Probabilidade
igual de selecao.

1 — INTRODUGAO

Mostrou-se que o efeito da conglomeragio I + (N — I) 8 pode
determinar uma reducio na eficiéncia da Amostragem de Conglo-
merados em relagdo a Amostragem Aleatéria Simples, desde que o
coeficiente de correlagio intraclasse seja positivo, conforme alids, é
comum acontecer. E essa reducio é tanto maior, quanto maior for
o tamanho dos conglomerados.

Para reduzir a influéncia do tamanho na eficiéncia, em vez
de se considerar todo o conglomerado, conforme se faz com I —
estdgio, considera-se apenas uma amostra das unidades que compdem
o conglomerado, ou seja, faz-se uma amostra de conglomerados com
subamostragem.

Por exemplo, se os conglomerados de domicilios sio represen-
tados por quarteirGes, seleciona-se uma amostra de quarteirdes e,
nesses quarteirges da amostra, seleciona-se uma amostra de
domicilios.

Esse desenho, constituido de uma amostra de conglomerados
com subamostragem ¢ chamado: Amostragem de Conglomerados
em 2 — estdgios.

No que se segue, os conglomerados passam a ser chamados
“unidades primdrias — UP"” e as unidades dentro dos conglomerados
“unidades secundirias — US”, No 1.9 estdgio hd uma selecio de
unidades primarias e no 2.9 estigio uma sele¢io de unidades se-
cunddrias.
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2 — CONFIGURACAO DA AMOSTRA

As N unidades de my sdo grupadas em M unidades primdrias,
observando-se uma caracteristica y.

UP 1 UP M

USyy ™ Yu USx:” Y
USis~ Yie USus Yae

o ror =
USiyve Yiv, USnny Yauny

Desse modo, na Unidade Primdria ¢ (UP;) hd N, unidades
secunddrias (USy, USi, ... USyy)
Selecione-se uma ALS de m Unidades Primdrias:

UP, UP,,

’

U8y Y Ve Y

N r

Amostra de I PR i 7 il
1.° estdgio : e f .

[ !

b= ! ¥ -
USw; Yiny USmy: Y,

Observe-se que UP; ¢ um acontecimento aleatdrio, que, depen-
dendo da unidade selecionada, poderi ser UP;, UP,, ..., UPy.

Em cada UP’ selecione-se uma ALS de Unidades Secunddrias,
obtendo-se:

! !
UP; 4 2
207 B 0 )
US1; Y1 US i Ym1
1i—y SF Ny e
Amostra de USie Yig USne™  Ume
2.0 estigio . s ;
;., = roy —*
S Ing yhi,’ L’Ibmn‘;ﬂ y,,,,.;,,
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A amostra de y é:
lyx'-': Y12y + oo Yy oo caneas v Ymty Yz, - - ymn:n]

Agora, em vez de se ter integralmente os conglomerados na
’ ! “
amostra, com N; N, ... N,, unidades, tem-se as subamostras, de

! rr -
tamanhos n;, ng,, ... n,, respectivamente.

A Amostragem de Conglomerados em 2 — estigios é caracterizada
pelo seguintes fatos:

a) A amostra total ¢ constituida por um conjunto de amostras
obtidas em conglomerados selecionados, em vez de ser constituida
por todas as unidades dos conglomerados selecionados.

b) Hd duas fracdes de amostragem: uma no 1.° estdgio, cor-
respondendo & selegio equiprovével das UP e representada por

P— % € outra no 2.° estigio, representado por fy — T:;‘:-
(1=1,2, ... M). Na situagio usual, a probabilidade de 2. estigio
¢ mantida constante nas UP e representada por fs.

¢) O tamanho da amostra é:

e ¢ uma varidvel aleatéria, cujos valores dependem das UP sele-
cionadas no 1.9 estdgio.

Em média, ¢ igual a:

i=g($ a)=£(% ng1-)=

f=1 i=]
M
T
= fem %'— =f1faN

d) No caso da fracio de amostragem constante no 2.9 estdgio,
a probabilidade de qualquer unidade de my pertencer 4 amostra é

fi fs-
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3 — PARAMETROS

Total de y em UPi Y,

Il
z|~ 1Mz
~

Média de ” 7 r Y= Y;
aridnecia 3 ety el R ’
A
Total de y = ¥ ¥
1=
; = Y
Média por US; ¥ = —
N
! — Y
Média por UP; Y= 1—1
4 — ESTATISTICAS
! ! A“: ’
Total de UP;: Yi= X Y
im=l1
Matn > | STt
N;
Varidneia 8 = : E = B
i B I N:'— 1. .72 iJ i
Total da subamostra em UP:-: Y = Z‘ Vis
J=>1
Média da subamostra em UP:: 7= y_:
Ny
' 1 n =
Varidncia da subamostra em UP.: st = — = 21 (s; — 3"
Ny — j=
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5 — TEOREMA

Um estimador ndo tendencioso de Y é:

* M n» s
Yaer = —= E, New

Prova

Observe-se que o valor de 7 depende de qual unidade primdria
tenha sido selecionada. Desse modo, é necessirio achar a média
condicional — primeiro fixando a unidade primdria e depois fazendo
a variagdo das unidades primérias.

E(yjlrﬁ) = E[E (£ i N: ﬁ,[ L’YP: flhada] =
UP: m =t
» E[“_f N 7;] £
ppi =
M m 1 M -
"EHE(QUEN”O‘
M
i= 1

5.1 — Coroldrio

e . - ==
Um estimador nio tendencioso de Y é:

Fae=—= 3 Ni ¥
Ac2 m}_\; A i
Prova
*
Yides

donde E (4 = % =Y
5.2 — Coroldrio
Um estimador niio tendencioso de ¥ é:
Wy ST
Yace = m =, i W
Prova
Imediata
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6 — VARIANCIA DE y%.,

Ainda em decorréncia do fato de que o valor de y, depende
da unidade primdria selecionada, ¢ necessirio achar a varidncia
condicional. A férmula ¢ constituida de duas partes. Na primeira
parte, toma-se a média fixando a unidade primdria e depois toma-se
a varidncia deixando a unidade primdria variar. Na segunda parte,
troca-se esta ordem de operacio.

V (o) = [ (—-— > N, 5| UP! fixado)] —

m (=1

+ E [V > N, 5| UP; fixado)]
UP. m

Tem-se, para as parcelas do segundo membro:

a) v [E 4 i N: ¥ | UP; fixado):l =
UP; £ &

M n
= = 1 g

& a . - *
Observe-se que esta varidncia corresponde a variincia de v, e
que é:

L | ; 12 A N
_ﬂfz . M e :: com Sf = 'J—lfITI-' ‘EJ (Y. g Y)s

b) E [V(ﬂ S N, 7| UP, fixado)] =
upP. il e
=

. V@ | UP, fmdo)]

UP; "‘
: ] v' ! o8
e E [ﬁds Z N.ﬂ's ,‘ — Ty b,f :I =
UP m" (=1 N" ny
M X = n‘ .5'?
= A =)



: v : L%
Substituindo os resultados de a) e by em V (y,.,) vem:

M-m Sf ¥ . Ny=mn S
V (Wiee) = M* ¥ ?; NS

As duas parcelas do 2.° membro sio chamadas “componentes
da varidncia.”

Se m = M (1.* componente nula)

M Aedps Lo
V(Wi = X Ni- £ G que corresponde a V (yg,)
i=1 N; ny
variancia do estimador de Y na amostragem estratificada.
S¢ w=N; i =1,2, ...; M) (22 componeénte nula)
% s M—m $* o :
V (yace) = M —r , varidncia do estimador de Y com
./ m
1 — estdgio.
6.1 —.Exercicio
Mostrar que:
M-m S I 5 Ny B3
8) Ve = M m t Mm .-“;,c s N, n
. M-m S 1 M (N.- )’ Ni=n; S
b) ¥ @Face) = M m  Mm &\ N, Py

7 — TEOREMA

» - . ]
Um estimador ndo tendencioso de V (y,.s) é:

d M= N; sl
V Waes) = M* ’iI =5 -+ o ‘}_:J N —N . . 5
onde s& = e }: (N} % — Yacd)
== =]



Prova

Tratase de mostrar que E[V (412 = V (4ico)

1 e = =
a) E(s) = — E[-E; (N: ¥ — ym)’] =
1 m 7 ,] m -
- L8[ % wiar]- -2 st

a.l) Para a primeira expectincia no segundo membro, tem-se:

e[ & o] & (B[ & oior ori])

=] UPf t=]
- B[ & vaviglvpino|+ & {2’?. (v, 3 | UP, fix.)]} .
yp-ii Up it
m ; Lotpl Qi m PR
-p[g e hon B0, g8 Ty -
ypili=1 N; n; UP/-i=1
m M ., Ni—n; 8% L S
- R Ty e g V&
M .-;; N' N i n; ) M .'?.- >

a.2) Para a segunda expectincia no segundo membro, tem-se:

E®@ae) = V§acd) + [EGacd)) =

M —m Sf 1 M 2 Ni-——.ﬁ'p“ Sf =3
R el .;,N‘ N; e

Substituindo em a) os resultados obtidos em a.l) e a.2) vem:

1 m M Nin, 8% m M
B = | Ni =L P N {
(e m — 1 [M .-?; N; n; S M .;: :

M—m o 1 % ., Ne—n; 8 -—z]_
~SET - RS P
1 E. 1 o aze Ny— % Sf
B m = [(m_ﬁ‘ .'g;Ni N.- _,+

m M 2 M —m 2 7 .
+ T ¢}-:'x Y"_—-—ﬂ-f S, —mY" =
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i 2 1f E, =g %S{F
[ gn G Sl e
1a M,’I;m Sf] -
7 mI—I l.m.-’l;j .i;N?. AN.AH‘ S‘ +(m_1)s’:|
donde,
E(s) = S: +—‘§1 N:. —N‘;_""‘ S @.1)

!

Esta expressio (7.1) mostra que s; é estimador tendencioso
de S%

’ N;—ng &
agl N.’ Ty
m : A :
= Er{E['ZJ N;’% % | UP, fixado:“ -
UP; e i i
- p[§ i Mion S
upti=t N; n;
}I’_I 5 s Ni—n; Sf
T E:: s N; ﬂ?;.—

Entdo, substituindo os resultados de a) e b) em:

~ % e M—m E'(s') [ g Ny~
B[V (yac)) = M s + = E:: N ——

!
n, 8 ]
[
N; ng

i



vem,

BIV (] = u~"”Tﬁ s+ 4 £ ow doon By
=M$-M—£ﬂ ff i: P2 ?MT—‘_nf%f':V(y;cs)

- S op ok
7.1 — Estimador de V (y,.;) sem desmembramento nas componentes
da wvaridncia.

Mostrou-se que:

No—= or

E 2 A = 2 o X Bl SN 50

(s3) = 8¢ + ’2!:: N; T

12
Multiplicando por vem:

aee 8 £ o2 ar j y 32
E( M Se ) - M h, _*_ E- E Ng .V (¥ é_,"
m m m ;=1 s in

Por outro lado, para M >> m, (% < 197), temsse:

q* M M S
* lat 2 s 2 i 2 i
V(ysce) = M+ — + = ‘E Vg —N,- =

Comparando as duas expressdes acima, tem-se:

e 2
V(y:';ngéE(‘” s‘)

m

donde se obtém o estimador:

= I |
M s,
m

i} (y: .:2) =
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7.1.1 — Exercicio

Achar as expressdes aproximadas de ¥ (Ja) € de V (yacs)

8 — COMPONENTES DA VARIANCIA

- * - w
As duas parcelas que compdem V (y,..) sdo chamadas “com-
ponentes da variincia™:

M—-m 8
Y £ = €
! M m

No que se segue, estimam-se essas duas componentes.
a) Estimador da componente “entre”

Sabe-se que:

Be) =+ ¥ NNt
p= 1 N

Um estimador ndo tendencloso da segunda parcela do segundo
membro é:

L
n;

g e Niow S

» 7
m =1 N i n;
donde se pode escrever,

f ’ 2
’ i — Ny 8
E(s’:J=s’+E[ ol L -—]
m =i N,- By
donde,
] ' 3
M - 1 = g Ny—mn; 8
£ = S BNl
m =i N.‘ n;
representando por §¢ o estimador ndo tendencioso de S7.
Entado,
4 2
~5 2 m J'g .N —n; 8
Se = 8 — = L Ny e et _'i'
m i=1 i (¥
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Substituindo §{ por S na componente entre, vem:

g A 2 f I
Estimador nio tendencioso de M* i il Se =M* e o . &

m M m
b) Estimador da componente “dentro”
E imediata a expressio:
: - A M = Ni—n 8%
Estimador nio tendencioso de — 3} N} ——— —~ =
m =1 n; n;
] [ ]
.. Mt E: N N;—n; s;
£ ¥ 7 7
FEE Sk N; My

9 — AMOSTRA AUTOPONDERADA
A probabilidade de uma US pertencer 4 amostra €:
m m
M N;
isto ¢, é o produto da probabilidade de sele¢io da UP pela proba-
bilidade de selecio da US na subamostra da UP,

; & RECD
Fixada uma fragio de amostragem geral ~ diz-se que amostra

é autoponderada se:

s 6 et bt e (BT, Bt M -
ik sl S R ) o
donde,
M n =
;‘v—“ = m—; = —% com n — -—:{—, tamanho médio da suba-
mostra € N — %tamanho médio do conglomerado. Desse modo, a

fracio de amostragem de 2.° estdgio se tornou constante.

Sendo f; = U fracio de amostragem de 1.° estdgio, f; = %

M
a fragio de amostragem de 2.° estdgio e f = % a fracdo geral de
amostragem, pode-se escrever (9.I) na forma:
Jrle=1
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9.1 — Adequagio da expressio de y:,g

Da expressio geral,

’ ’
* M » N, =m
Yacs ™ — 3T, —-,'— 2 Yij
M =t By j=1
obtém-se:
* M.ﬁ m nf N m n§
£ men ing'-:y” T on E::,'-:y"
ou ainda,
* 1 m m
Yies == == L BN g
f im] jm=}

9.2 — Adequagio da expressio de V (yy.s)
Da expressio,

- S ]
Ve = M,_fy__m_ . M

M s N; —n; Sf
M m+_-ZN‘I_-__—'

obtém-se:

« \_ 2.0 M—m o MN N-7 M 2
Vil =2t =20 o g 20 S0 B NS}

vem,

2 AT — 8
Vi) it = Be gy N8, B
M m

N mn

Em termos das fragbes de amostragem, pode-se escrever:

Vigha = MEd poy I —Js

2
3 7iTe
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9.8 — Adequacio da expressio de f’(y:;cg)

1 s ' i = .
Pondo §§ = —— ¥ N &%, estimador nio tendencioso de S},

mN i=1

obtém-se:

- M—m s e N =5 &
P = 194 2 M £ d
V (yace) = M i + (MN) G

ou em termos das fracdes de amostragem,

- 1—F ¢ 1—fs
V@) = M« f g
(Y ac2) 7 8, + 71 Js 83

Para o estimador aproximado,
M &

f’ (U‘;ez) = m

tem-se, com amostra aul.opomlerada.

V) = m (2 e E LR )
V(Yace) = m i S .Z' Vi = _”_}?Ju

im1 \j= i

que s6 depende das amostras finais de cada conglomerado.

9.4 — Exercicio

Com amostra autoponderada, achar as expressoes de 7.2, Yicz €
respectivas variancias e estimadores das varidncias.

9.5 — Exemplos

Em determinada Regido, de acordo com o ultimo Censo, h4
150 Setores Censitdrios e, aproximadamente, 36.400 domicilios. Ha
condigdes financeiras e de tempo para selecionar uma amostra de
364 domicilios, com a finalidade de estimar o ntimero de habitantes
da regiio, o que corresponde a uma fragio geral de amostragem,

364 1

J= 36200 = 00
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36.400
150
Serdo selecionados 10 setores, com probabilidade igual de selecio,
o que corresponde a uma fragio de amostragem de 1.9 estdgio

Hi, em média, = 243 domicilios por Setor Censitdrio,

; 10 _ 1
YN 18
Da relagio: f = f,f, (amostra autoponderada), obtém-se a

fracio de amostragem de 2.9 estagio,

15

fx=f+f:=W'

Dados da amostra

N.© DE N.. DE
Ne DE DOMICI- MORADO-
SETORES | DOMICI- Llé’[?B Aoain
CENSITA- | LIOS DO BYD A 3 o
s SETOR MOSTRA MOSTRA
b )‘2 N? “i
N i :
X Ya
j=1
1 320 48 168 4,018
2 210 22 138 5,224
3 180 27 130 5,905
4 400 60 222 1,044
5 250 38 201 2840
6 221 33 149 1345
7 120 18 97 6,000
8 500 75 300 2012
9 262 30 199 3,484
10 238 36 108 3,000
2 701 406 1712 —

Estimativa do numero de habitantes;

% yi; = 100(1712) = 171200 habitantes
j=1

m
=1

1
Ac? f
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S v o : . *
Estimativa da varidncia aproximada de y 4.,

NiR® Lad i o M .
(L (3 g L g
jo=1 M jalje=i

- *
& 2,
V acs n m— 1 \f=

10(100)* % (83633,6) = 373332960

V7 he) = 19321825
5 Waed) = 0,118 ou 113%

10 — DIMENSIONAMENTO DA AMOSTRA

Na amostragem de conglomerados em 1 — estdgio, dimensionou-
se a amostra de conglomerados fixando a varidncia do estimador,

;]
isto é, fixou-se d e, conseqilientemente, fixou-se V (7,.;) em i-

Z

Na Ac2 hd que se achar dois valores: o numero de unidades
primdrias da amostra € o nimero de unidades secunddrias da sub-
amostra. O problema nio pode ser resolvido apenas fixando a
variancia, que depende desses dois valores.

Considera-se, entio, uma fungio auxiliar, referente ao custo da
execucio do desenho e que também depende do nimero de UP e
do nimero de US.

No que se segue, para possibilitar uma solugdo simples para o
problema acima abordado, considera-se um tamanho médio N das
unidades primdrias e um tamanho médio 7 da subamostra.

Dois critérios para o cilculo de m — nimero de UP da amostra
— e de # — numero de US da subamostra, podem ser estabelecidos:

— Minimizar a varidncia com um custo fixado
— Minimizar o custo com variancia fixada.

10.1 — Funcao custo

Para ambos os critérios propostos, necessita-se de uma fungio
custo. Uma defini¢io da fungio custo é a seguinte:

c;=c_;+c;f?1+c;m}i
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onde:

C;: custo fixo — Despesas que ndo variam com o processo de
selecio e com o tamanho da amostra.

Incluem-se nessas despesas:

a) planejamento e orientagdo, incluindo saldrios do pessoal
técnico e despesas de administragio.

b) preparagio de mapas e outras informacbes que nido de-
pendem do tamanho da amostra.

¢) impressio de tabelas e treinamento de pessoal de campo
que ndo dependa do tamanho da amostra.

C;m: — Despesas que variam com o numero de unidades pri-
mdrias da amostra. C; é o custo por unidade primdria e é formado
das seguintes parcelas:

a) despesas de sele¢io da amostra de unidades primdrias.

b) preparagio de roteiros de viagem para as unidades pri-
marias.

¢) impressio de material para a amostra de unidades pri-
mdrias,

d) tempo de treinamento para investigacio das unidades pri-
mdrias,

€) gastos de transporte para as unidades primdrias e entre as
mesmas,

Cymn: — Despesas que variam com o numero de unidades se-
cunddrias, C, ¢ o custo por unidade e ¢é formado das seguintes
parcelas:

a) custo de entrevista de cada unidade,
b) impressio de material referente as unidades da amostra.

c) despesas de transporte dentro das unidades primérias.
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10.2 — Minimizar a varidncia com custo fixado
Para obter o m, e n, valores de m e m respectivamente, que
minimizam a variincia V {?A,,,) com custo fixado, minimiza-se a
funcio:
F = V@) + NCym + Comni — (]
onde C =C,—C,

e ) ¢ um multiplicador de Lagrange.
Pode-se escrever:

M-m § + N-—#

e M m N

Sz 3 T .
— + A[C;m + Camn— (]
mn

Tomando as derivadas parciais em relagio a m e a n e igualando
a zZero, vem:

oF & i

e +AXCem =0 (10.1)
F _ 8. N-# & e
_m.__ﬁ—-—-;\_r—-—m‘l'h[c;ﬁ-c,n]—o (10.11)

De (10.I) obtém-se:
AR = 8}
De (10.1I) obtém-se:
MC; + CeR]m® Nii = S{ N7+ (N — 7) 83
Dividindo membro a membro as duas ultimas igualdades, vem:
C:+CeMWN _ 80

o SgoNﬂ-i*(N—ﬂ)

ou,
Ci+Cem)N 8 =8+ CoN#*'+ (N - 1) Ce7t S
ou,
(Cir+CsW)N Si—N—-R)Cen S§=8.C N7'
donde,
CiN Si=(S!-C,N—-Cy D7



A solugio para n ¢ o 6timo 7,

¢ Si
o = A Sf (10.111)
Se — —
Substituindo 7, no lugar de n em m = C—
0 § SR R

obtém-se o 6timo m,,.

Observe-se que:

a) n, cresce se C; cresce em relacio a C,;, ou seja, se cresce
a parte do custo referente as unidades primdrias, cabe aumentar

Ne € diminuir m,.

b) para achar 7, basta se ter uma informacio sobre a razio

C e
-CJ-. Pequenas variacoes sobre esse valor, repercutem pouco sobre
2

7, posto que se toma a raiz quadrada. Em levantamentos de ambito

nacional nos Estados Unidos, % varia de 25 a 50. Em levantamen-
2

: : : C . .
tos de ambito regional C, baixa e — varia de 15 a 20. Em pesquisas
‘2
continuas, com rotacio de amostras, C, pode ser repartido ao longo

do tempo, baixando % para 4.
2

i, pode ser estimado a partir da expressio (10.III) observando-se
que:
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Desse modo, n, pode ser estimado por:

o= O 2 5

2
o C: 84

£

= -+ . )
Nesta expressio, supde-se [Sf = ._‘.] S0

Se isso ndo acontece, m, ¢ obtido de outro modo.

Considere-se a funcio custo:

C =m(C;+ Csn)
Se G > C; + C, N entio

ig = miximo de n = N

dotde ni
C;+C, N

(10.IV)

Se C < G; + G,N entdo, i, é a solugio para 7 na equagio

C = C, 4 C.n donde 7, = _CL;,L

e my=1
10.8 — Minimizar o custo com varidncia fixada

Agora, a fungio a minimizar é:

G=C+pV s
onde u é um multiplicador de Lagrande.
Pode-se escrever:

e
e (c,m+cgmﬁ)+g(M“m Se

m

-

donde,
G For
Rl
aG

me v
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Observe-se que essas duas equagdes correspondem as equacgdes

(10.1) e (10.1II) com A =
Conseqiientemente, tem-se a mesma solugio para o 6timo de 7,

seja minimizando a varidncia com custo fixado, seja minimizando

o custo, com variincia fixada.
Quanto a m,, é obtido fixando ¥V (y4.,s) com 7, no lugar de 7

e tirando o valor de m.

10.4 — Expressio de 7, em fungdo do coeficiente de correlagio

intraclasse
Considerem-se as seguintes expressoes, ji encontradas no caso

de 1 — estdgio (Capitulo 1):
: |

M—-1 — S
S =
M N
= (10.V)

6= =
MN: 1 S

MN
(10.V1)

(MN-DS'=MN-1)8+M-1)NS
Substituindo (MN-I) §* tirado de (10.VI) em (10.V), obtém-se:

M—_1 < Si

3 M AT
NN My
— Sd""" ﬂ/{ Sc

donde,
£
L ,SJM*; .
+ Ny
{ BE Food S3
gy Uolg 2 g &
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Entdo, substituindo em (10.III) obtém-se:

G 13
Ca §

?-33=

A necessidade do conhecimento do coeficiente de correlagio ja
foi enfatizada no estudo da AC-I. Ratifica-se, agora, esta necessidade,
para o cilculo de 7,.

11 — EXEMPLO

Em certa localidade existem 740 setores censitdrios. Trata-se de
estimar a produgio total dos estabelecimentos agricolas, produtores
de café, com uma amostra de conglomerados em 2 — estdgios, sendo
os Setores as unidades primdrias e os estabelecimentos as unidades
secunddrias.

De pesquisa anterior, sabe-se que, para a caracteristica e os seto-
res em questdo:

& = 0,201

o

=1
C 0

Conseqiientemente, o tamanho médio da subamostra é:

o] ‘} 1—0201 .
Mg = IOW =@

O custo de investigacdo de um estabelecimento foi estimado em
300, de modo que a funcio custo ¢ da forma:

C = 3000m + 300 mn
A quantia disponivel para a pesquisa ¢ 300.000, donde:

300000

= = 62 t f
3000 + 3000 (6) N

correspondendo a 6 (62) — 372 estabelecimentos.
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A fragio de amostragem de 1.° estigio é:

J-—..E“'_.—_Gg ;L
SN e e

Os setores tém, em média, N — 30 estabelecimentos, de mocdo
que a fragiio de amostragem de 2.2 estdgio é:

Portanto, a fragio geral de amostragem é:
1
= 1 - 2 = —
P=fide=
Feita a selecio das 62 unidades primdrias (Setores) aplicou-se

em cada uma a fra¢io de amostragem de 2.° estigio, obtendo-se o
seguinte quadro:

s i,
! ° DE _ AL DA
SETORES ESTABELE- | TAMANHO DA | qrpanfOSTRA
DA Ty | SUBAMOSTRA
AMOSTRA o (n)
g z Y
J=1
1 58 12 1 300
2 35 7 980
62 47 9 640
Soma 1 920 412 57 320

Estimativa da producdo total

1 m ni
YPiot = + I T vy = 60(57520) = 3439200
jm 1 j 1

i=1
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Estimativa da varidncia de y:;c,

7 @d) = —— (L)’ > t Yii — % )3 i: yi:‘)g=

mi—1 i i=1 \j=1 im1j=1

g—f (60)* (4650307,73)

YV (o) = 130443,67

Y (Wies) = 0,038

12 — EFEITO DA CONGLOMERAGCAO

Recorde-se, ainda, da Amostragem de Conglomerados em 1 —
estidgio (Capitulo 1), as seguintes expressoes:

a) MN-1)S=MN-1)Si+M-1)NS:

- MN - # L
b) Sf:ﬁ?_ﬁ-{l+(fv—f)6}

Substituindo b) em a) obtém-se:

2T ']
ol el S DR, ALY
(M—-I)N N

(MN-1)S*=M(N-1)S;+ M — 1)?[
donde,

SZ

=

(MN — 1) 8% - (MN - 1) U+ EN-Do=M®W-1 S

ou,
ot s o g
(MN — 1) (N - 1)7 1—8)=M®N—1) 8;
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donde,
MN—1
S’= —._..Ss{f — 5)
¢ T MN

Considerando as seguintes aproximacoes:

Moo b MNP |
M MN
obtém-se,
- s* =
Si==[1+{N-13
AT
el

Sh= 819

que, substituidas na expressio aproximada de V (4s),

= S, S -
V (Hace) = m' -+ mf-i (com M >>m e N>>n)
déo,
m oy B = S* (1 — 8)
V (Yae2) = o BN D =
2 2 -
=_§_[ L +6}%WS 3
N =

S.ﬂ' g = 2
._..i_|._§.g___§_=s__[1+{_ﬁ_”5]
m mn mn

I

2

Considerando que ¢ a expressio de V () na Als, escreve-se.

mn
V@acd) = V@ 1+ @ — 1)
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Agora, o efeito da conglomeragio é [I + (n — 1) 3].

Se & > 0, é interessante manter 7 pequeno, o que implica em
m grande. Isto ¢, se trabalha com mais unidades primadrias e menores
subamostras.

Se 8 < 0, o interessante ¢ aumentar n. E claro que a melhor
solucio é fazer 7 = N ou seja, fazer uma Acl.

No Exemplo 11, o efeito da conglomeracio é:

I+G—1)6=14+@6-1),201=0

Para baixar esse efeito, poder-se-ia reduzir a relagio de custos

c - . s
T’ ou partir para uma nova unidade primaria, com menor .
2

13 — ESTIMACAO DE PROPORCAO

Suponha-se, como se tem feito em Capitulos anteriores, que as
unidades secunddrias estejam separadas em duas classes disjuntas:
A e A (nio A).

- ’ " !

Seja a:-o numero de US da subamostra na UP,, que pertencem
a classe A.

Com amostra autoponderada, o estimador da proporc¢io da

classe 4 é:

Plez =

2|~

m ’

2

i=1

e com aproximacio para o estimador da varidncia,

m 1N Em ' R
V(paee) = m— 1 ('n_) .'g; (a’l 3 E ,‘g,r a{)



18.1 — Exemplo

No Exemplo 11, deseja-se, também, estimar a proporc¢io de esta-

belecimentos com equipamento mecanizado. Para isso, levantou-se

na subamostra o ntumero de estabelecimentos com equipamento me-

canizado, obtendo-se o quadro:

PRODUGAO
NUo | TOTAL DA [ No DE
SETORES | No pp | TAMANUO | ““syps ™ | ESTABELE-
DA ESTABELE- [ (D& | MOSTRA | CIMENTOS
SUBA- | CIMENTOS | SUB&, % C/EQUI-
MOSTRA (N0) o 3 PAMENTO
; e (ab)
1 58 12 1 300 8
2 % 7 980 4
62 AT 9 640 7
Soma 1 920 412 57 320 393

Estimativa da propor¢io de estabelecimentos com equipamento

mecanizado.

398

4T2' = 0,954 ou

Picz = 95,4%

Estimativa da varidncia aproximada de Py,

V (Dace) = ) (179,189) = 0,00107

6‘1 412

V7 (pacd) = 00327
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14 — CONTROLE DE VARIACAO DE TAMANHO DAS
UNIDADES PRIMARIAS

Se o coeficiente de correlagdo intraclasse é positivo, a subamos-

tragem melhora a eficiéncia, posto que se substitue N por 7 no
efeito da conglomeragao. Esse fato pode ser observado no Capitulo 5,
quando se trata de unidades primdrias com tamanho igual.

No entanto, a influéncia da variagdo de tamanho ainda persiste
na estimacio do total, posto que a varidncia do estimador,

¢ M —m Sg V£ N; —n; S:

Vi) = M = P

ainda depende da variabilidade das UP.

Desse modo, as diversas formas de controle da variagio de ta-
manho enunciadas na Acl, podem ser repetidas na Ac2,



CAPITULO 5 — Amostragem de Conglomerados em 2
— estagios. Controle da varia¢io de
tamanho:

Estimador de razao.

1 — INTRODUCAO
Estuda-se, neste Capitulo, o Estimador de Razio, tendo como
caracteristica auxiliar o tamanho das unidades primdrias. O caso em

que a caracterfstica auxiliar ¢ uma medida de tamanho, é proposto
como exercicio.

2 — ESTIMADOR DE RAZAO DE ¥

Sabe-se que a média por US &

il
[
M= EMa:
I
2|~

e
0 que mostra que Y pode ser entendida como uma razio de duas
médias.

- - = - - -
Um estimador consistente de Y é obtido substituindo o nume-
rador e o denominador por estimadores nio tendenciosos.
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Desse modo, representando por 34, esse estimador consistente.
tem-se:

I = gt
— 2 N;¥; = Ny
=g M =1 =1
Yaee = 7 @ S
— X N Ni
m i‘-zl ,-?;
8 — VARIANCIA DE 3%,
Sabe-se que se R = é, a varincia de R = -L estimador
X 1
consistente de R, é:
- 1 ~ Y i
V(R) = = (V@ + RV @ — 2RC (y,7)] 3.1

X

onde y ¢ estimador nio tendencioso de Y e x é estimador ndo

tendencioso de X.

Adaptando ao caso R = Y obtém-se:

X=N
2
e = & = ), — = wa e m L bw
@) =V (o E N y,) Vad) = =3 + =L +
N;- n; S > M
e il S R S = )
+ Mm .?, N, a0 B u o .?, (¥~ 7Y

N_M-—m S, D E
¥ = V(_‘_, )‘ i '_nTmmS:’“u . (V- )

Para achar C(y,x) = C (-ﬂL 3 N:g Gir o Z N: usa-se &

1=1 i=1

a covaridncia condicional, tendo em vista que 7, média da subamos-
tra, depende da unidade primiria selecionada. Desse modo, € neces-
sdrio fixar uma UP’ e depois [azer a variagio entre as possiveis UP.
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Teme-se:
A

1

. i P 1
¢ (? ;gx N‘.y‘., ;‘3‘;-

=C [E (-‘-’_ 3 N.j:| UP; f1x) E(i 3 N.|UP, f:ix.)] £;
UP{ mi=1 m =1

+E [c[(i T Nk N} fm]}
UP: =1 m ;=1

Para a primeira parte do segundo membro, pode-se escrever:

1 m y 1 m M — S“
c|x Evis gw]|-Hgnte
UP; B e :
M - o
2 Y:i—Y)N:=N)

com S, = =< 7

Para a segunda parte, observe-se que se pode escrever

1 i 1] 7 (I r - .

— 2 N; na forma — X N;r; ondex;¢éa média de uma
Woim I: - m i1 . . .
caracteristica que assume n’ valores iguais a 7. Nessa conformi-

dade C (y,, 7;) = 0 e a segunda parte também ¢ nula.

Em resumo,

Fazendo as substituicoes em (3.I) obtém-se:

= 1. M~ = g
V@5 = = - Tﬂ:"- 8%+ Y8 — 8P S+
eaachaly %N’_N‘_—_E'__‘S_f

NiMm i=1 N; g
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Observe-se que:

.2 T2 of T " A 2
84 PSP 8, = M* - .;f [(¥; - 7)* +

+ YN, -~ N - 2P (Y; - Y)(N: — N)] =

) 5 M NNt
=5r=7.%, (¥~ V)-Y V= N)]
= ,!=

- 3o £, - TR

— I 2

T M-1 .?.:::N(Y Ps

Substituindo em V(y5..) vem:

M—-m Sk ORI NANN = S
Vi) = N - Mm ,g’; (T) il

MN? m N

4 — ESTIMADOR CONSISTENTE DE V (y4.0)
Sabe-se que um estimador consiste de (3.1) é:

V@R = ? (V@) + RV@E) - 2R C3,3)] (+.I)

onde f’@), V(z), é(i,E) sio estimadores ndo tendenciosos de
V(y), V(@), C(y,z) respectivamente e R é estimador consistente de R.

Adaptando ao caso, tem-se:

M —m s,,_‘_ iNuN_"' Lf

V@) = Vad = —5; ﬂm {=1 N; n
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expressdo jd conhecida do Capitulo 4, onde

8, = ~ A . i (NiJ: — Jace)® € s¢ ¢ a varidncia da subamostra.
= 4 it
= . M —m s,, 8
@ =S e = 0 § - W)
— - M—m Seyy =
C(y: -v) — T L _f?;" onde 3{:5- o

- £ Wigi— G ¥ - W)

Fazendo as substitui¢oes em (4.1) obtém-se:

= 1 | M—-m s, p Ni=ns &
7y = —_—| — _e’" N 2 t e
g N [ M m Um .?: N; i ﬂ; &
M - fz = M—-m s
+ (_Ac,e)g * 3— - yfcs Zoe e Sewy ] =
{ m M m
I M-—m = =
= N ~Mm {3f¢ T @fes)’ 8:, -2 yig Bay] +
1 o s Ni—ni s
+ .. N" Fh————— —’ ==
rgﬂfm 'FI N.’ ny
1 M —

= —_— fm = N8 mR gl g
~ N® Mm(m— ]) ,Z ((Nigi — Yacd)” + Wace) (N; ~ N')

=5 i o ’ -_— 1 B ’ N’ —_ H-{ 8"
e O N = T N = BN e S (i 2RI s
Yace (NiYi — Yace) ( )]+ N Mm '.Z:: e

donde,

el =R
I(?:’Acs ”n{m—l),..,r( ) (yrya{c?

e B () i f
MM (=1 N N‘ ey
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5 — ESTIMADOR DE RAZAO DO TOTAL Y
Representando por y "R, o estimador consistente de Y, tem-se:
y*-lfﬁ == M‘I—\r—;ﬁrs‘

Dessa igualdade, seguem-se as expressoes dos estimadores e va-

rifdncias
! _ XN
ynfz = MN - ‘;:
X N
V=1
M — S5 o N; — S
114 i L . Der 2 2 M
(y ﬂ) h 1 m + m ,g;N N,- n;

Observe-se que V(yis,) depende da variagio das médias e ndo
dos totais, variagio essa que sofre pouca influéncia da variagio de
tamanho das UP.

M —

=t ol M e e L =R 18
V(y.-tcs M I‘Im (m = 1) |§1 N (y‘ yaic?) +
M 2 e Ni—ni &
b5 s o

De (5.1) obtém-se:

If' [M -m m ] ra =R \#
V{ydc!‘ = mg M m z N“ @i_ yA:S) +

=1 =1

1 ] g
N” i ~‘Ts .-f-‘:-]
.‘Lf lgj N‘- n:-
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Supondo M »» m, a expressio acima se aproxima para:

.i}(*j?, 5 .ﬂfg 1 ! N!g(,_. =R')‘
Yaer) = —— 2 Ni i — yaes

—~ 1 twt

ou,

1 m 1@ =
X N @G- yied)'

2
SeR 2
V) = M* =2 com s’ =
(Y ac2) Y eR T

6 — AMOSTRA AUTOPONDERADA

Sabe-se (Capftulo 4) que a condigdo de amostra autoponderada
¢ dada pela igualdade:

s s
M N N
ou seja, o produto das fragdes de amostragem em cada estdgio é

. - n
constante e igual a fragio geral de amostragem ~ Em outras pala-

o n
vras, todas as US tém a mesma probabilidade N de pertencer a
amostra,

Nessa condigio,

m I m Ny
N-‘y. R’y 2 - Yij
gfc‘!_ =1 - = fjo=] —
z N S N
i=1 =1
m ‘1;
1 Yi

- i=1i=1 " sendo fs a fragdo de amostragem de 2.° estdgio.
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2
SeR

Para o estimador da variincia aproximada de V(y%.s) =

:\?ém
tem-se:
1 m N2 n z N:' Z Yis
= Fi 3 .- g I 2 VS =
m.o—d gay '."-,-‘e i=t1 m '
2 N,‘
P
& z :
o (mN)"m "Z;y"" .-gg '-,--ary"j
m— 1 nlE S e\ g o m '
2 N
i=1
Conseqiientemente,
m "': 2
. 2 N: E yu
Y m m ny P s
V(yice) = W _21 o Yij— I =y LR
— 7 i= - ]
) E N:
i=1

7 — EXEMPLO
Considere-se o Exemplo 6 — Capitulo 2.

Suponha-se que se deseja estimar o consumo médio semanal por
domicilio (em unidades do produto) fazendo subamostragem mas
650

1 1
mantendo a fracdo geral de amostragem 26000 — 70 Para

: . 1
isso, fixou-se a fracio de amostragem de 1.° estigio em 5 ¢ 2
1
fracio de amostragem de 2.° estdgio em -5

Desse modo, considerando a existéncia de 400 quarteirdes, foram

p 1 oy e
selecionados 400 5 = 50 arteirées e, em cada quarteirdo da

[
amostra, foram selecionados . 5 dos domicilios.
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Desse modo, obtevese o quadro (parcialmente apresentado):
TOTAL DE
UNIDADES
) : Neo DE CONSUMIDAS
QUARTEIROES | 1 oNitoftios | . DOMICILIOS N etion
DA AMOSTRA TN DA ANSSTRA | DA~ AMOSTRA
" n; = =
n
Uy
J= 1
1 68 14 53
2 54 11 30
3 _ 50 10 27
50 72 14 41
Soma 3 152 710 1 910

Estimativa do numero de unidades consumidas, por domicilio:

m ng
= _ 1 .?,,-}.:; s L J
YAez = jg 5 ; 2 3152 = o,
2 N;
Estimativa da varidncia de 3%,
= b
V(i) = -»—9—-; 4500 = 0,0091
49(710)

VW @i = 0,095

8 — ESTIMADOR DE RAZAO, EM RELACAO A UMA
CARACTERISTICA AUXILIAR QUE NAO SEJA O
TAMANHO

Partindo do estimador de razio de duas caracteristicas correla-
cionadas, propée-se, como exercicio, desenvolver os estimadores de
?z estimador consistente, varidncia (com tendenciosidade desprezi-
vel) e respectivo estimador.
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CAPITULO 6 — Amostragem de conglomerados em 2
— estagios — Controle da variacio de
tamanho:

Probabilidade desigual de selecao das
unidades primdrias, com reposicao.

1 — CONFIGURACAO DA AMOSTRA

As unidades de my sio grupadas em M UP e observa-se uma
caracteristica ¥:

UPJ’

e A

US“ j- 17”
USis ~ Yie

USiv, ” Y,

USy: ~— Yay
USus = Yae

<4
USJI.\'M Y.U Noar

Seja P, a probabilidade de selecio de UP; (i = 1,2,...,M)

Seleciona-se uma amostra de m UP de acordo com as probabi-
lidades de sele¢io P; e com reposicio.

!

UP,

UpP,

m

US;: e Y;:
U ™ Yie

e S
USini— Yin

i R 45

US m2 % me

'

T 4 " 7
USpny, Y,
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Em cada uma dessas unidades primdrias da amostra de 1.° estd-
gio, seleciona-se uma subamostra com igual probabilidade de selegio
¢ sem reposicao:

UP, UP,
US:; ™ Yis U :af ™ Yt
US:S’ " Yie US:.: ™ Y
UStny ™ Yins USpnts ™ Ymwin

Observe-se que uma UP pode ser selecionada mais de uma vez,
na amostra de 1.° estdgio. Cada vez que ¢ selecionada, seleciona-se
uma nova subamostra, independente da anterior, posto que hd repo-
sicio de cada subamostra selecionada.

A amostra de y é:

] x .
Wity Ytzy «« - Yimyy v vvevvinn s Ymiy Umz, « s ymu..:}

2 — PARAMETROS DE Y¥:

Ni
Total em UP;: Y =% Yy
J=1
. - Y;
Média em UP;: Y; = ~
& T Ni T
Varidncia em UP;: §; = T ¥ (Y — Y
¥y jo= f
e = 5
Média por UP: Y = T3
Média por US: Y = —}— com N = -J—\—
’ MN M
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3 — ESTATISTICAS

Total em UP;:

Y =¥ o
j=1
Média em UP:-:
= ¥
1 N:
Variincia em UP.:
2 1 ‘v‘ ’ [}
Sf = —— B (¥, =T
N: —_ ng' .
Média da subamostra em UP::
- S
W=y X Wy
N i=1
Varidncia da subamostra em UP.:
H '2 Wi — 7
n — I i=
4 — TEOREMA
Um estimador nio tendencioso de y é:
yfl{-,e o z ‘ py
.- [ :
Prova
1 » N:y
" E (_ iV 4 - :') s
(ylc£) " .‘?J P‘-



= E [E(i g 8 , IP; flxado):' =
{"’P{ m =1 P{
=E[LE:‘N‘,}"]_
ppl™ =1 Py
w'n [L > i:_] -
{/’P: m =7 P“
MY,
=3 — P, =Y
i=1 i

4.1 — Corolario

Um estimador nio tendencioso da média ¥ é:

- 1 & Ni%
; 3

yﬂ(‘f - ‘Arm el I)‘_

Prova

Fazer como exercicio,

5 — VARIANCIA DE 3%,

Vi) = V [E L, | UP: fixado):l -
UP:

+ K I.T-’ (y?:g [ UP:- fixu(lo)] =
UP."

[ ( IF" ”' | UP; fnudo)]
1-1

+ E [V S5 \—y—' UP, fixado)]
’ m i=1 P;

UP. ' i :
.1)

TP
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Para a primeira parcela do segundo membro, tem-se:

y [E(i 3y Ni¥i | yp; fixado)] .
UP:— m =1 P,

-7 [?:i— f: N})’Y-‘] = (__ )P,- (.11)
UP: i= ] i 3-1

de acordo com a expressdo semelhante da Ac,.

Para a segunda parcela, tem-se:

M. il

UP.
" [ (N:)‘ N —n; s:’]=
{TP |-1 ¢ N: ﬂ-:
M ; ] 2
%2 (V) N‘ 7 S. e
A
m

Il

o1 Ne—m P
P" JV'

i n;

i i

Substituindo (5.11) e (5.1II) em (5.1) obtém-se:

1 2
va - o B (F-7) n
1 e 1 Ni—n 8
+ ? .gj (N) P, .:\'{r“ n;

5.1 — Exercicio
Achar V¥ (75,0
6 — TEOREMA
Um estimador ndo tendencioso de V (y ,m) é:

= 1 ¢ N:' Vi *P )’
V(ym-e = mm—1) ‘.?J ( P — Ydee

E [V 2 = Np—y | UP! fixado)] -

(5.111)
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Prova

=~ s ¥P ¥ 1 N y, . _ :l
E[V (yaed] = e [.—r ( ) m (Yice)’

e il X [ﬁ E ( N}‘;?'I ) — mE (yiee ] (6.1)

m(m— 1) L= ¢

Para a primeira expectincia no segundo membro, tem-se:

I - 2
E(N" ,y") - E lE[(N y') UP, flxudo]} =
P; UP;
"2
= E lv[‘vj')”')tw» fmdu]+[E( VP”‘ | UP; flxado)J}

UP g
N; N ne 8¢  (N: VY
e [(3) )i
P ns P;
! Ni—n; 8P X (N %Y
-z (& ) P o DS pig Py ) P (6.11)
=1 i | ny i=1 i

Para a segunda expectincia no segundo membro, tem-se:
E(yite® = Vi) + [EGL = V(i) — ¥* (6.I11)

Substituindo (6.11) e (6.11I) em (6.1) vem:

‘3
[ (sl v
s= 1
(N Y) - V(yad — Yﬂ]=
I-!
1 Ni Yoo Ni—n S’
_1n—1[;¥1 P; ) .-:( ) N; P

Vv {yl‘fd] =

6.1 — Exercicio

E [V (%ﬁ:r

L VG ~ VI = VWi

Achar ¥V (5.0
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7 — PROBABILIDADE DE SELECAO PROPORCIONAL AO
TAMANHO

Valem as consideragdes feitas na Acl, Capitulo 3. Define-se a
probabilidade proporcional ao tamanho por,

Pi==—X (1=1,2 ... M
e a probabilidade proporcional a2 uma medida de tamanho por,

X;
X

P; = G=1,2 ... M)

8 — AMOSTRA AUTOPONDERADA

A probabilidade de uma US qualquer pertencer a amostra é:

mP; %‘—-
i

A amostra ¢ autoponderada se essa probabilidade ¢ constante

. . Lo L .
e igual a fragdo de amostragem geral ~ Tem-se, entdo:

n; n
?RP‘ j\_'r| = T {B.U
ou,
1y Lk,
mP; v = f

m
Observe-se que, em média, 3 . d4 o tamanho n prefixado,
i=1

De fato, de (8.1) obtém-se:

& ’ 1 o - A\": W nmN -
El T n,-)—- Ef X ?)— o gk

§m= ] mN =]
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8.1 — Adequacio da expressio de Vi

Substituindo (8.I) em,

! ’

P f - ‘\‘rf w i

Vi = =— 2 —F 2 =

M im1 P; j=1 n;
obtém-se;
*p I m TI:
Vi &= —— z 2 y::

j j=] jm]

mesma expressio j4 encontrada com probabilidade igual de selecdo

8.2 — Adequagao da expressio de vV (yff:.’g)

Da expressio,

1 e (N:% A
V Wiee) = T T _2{ L ;f:s) =

1 m N: .
- g B (—:T h > yif—y:fe)

m(m—I) i=1 P,‘ﬂ,‘ j=1

obtém-se, por substituicio de acordo com (8.I):

1 = m *p )g
= — i == 1 4 =
V (ie) m(m — 1) .-gf ( b ,?; Yo =4t
m m né 1 m  ni )f
T m-1)f* .‘?J ,-gr L i1 jgl ¥

8.3 — Exercicio

Achar 35, e V (y.0) com amostra autoponderada.

9 — EXEMPLO

Uma determinada localidade tem 53 povoados, dos quais se
selecionam 14, com reposi¢io e probabilidade de sele¢io propor-
cional a populagio do Censo.
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No povoado i da amostra, fazse uma listagem das N/ fazendas
de gado e seleciona-se uma subamostra de fazendas, com tamanho
1
100
das fazendas, com o objetivo de estimar o nimero total de cabecas

de gado.

suficiente para se obter uma fragio geral de amostragem | —

Da igualdade,

:_n:_ 1
VORS00

obtém-se a fragio de amostragem de 2.° estdgio,
fiy oA L
N;  100mP.  1400P.
Feita a selecio dos 14 povoados e a contagem das fazendas,
aplicouse a fragio de amostragem de 2.9 estigio, obtendose as
fazendas da subamostra ¢ levantando, em cada uma, o numero de

cabecas de gado.

PROBABI- FRAGAO | e pE [N ToTAL
POYOA- | LIDADE | N.o DE oo | e DEhnon
. DE [ AMOS- | FAZEN- |,&
DOS DE FAZEN- | pNOR | FAZEN- IBECAS DE
DA | SELECAO | DAS No | TRAGEM | DAS NA (P5&p
AMOS- (%) | POVOADO | pgriGro. | MOSTRA |
TRA DO (V) e B B g
POVOADO. s H i=1
N
1 0,0026 19 0,274 5 2 200
2 0,008 23 0,0720 2 820
3 0,6146 a1 0,0489 2 760
4 0,0167 40 0,0428 2 1 100
5 0,0187 54 00382 2 600
6 0,0187 54 0,0382 2 510
v 0,0220 39 0,0325 1 300
8 0,0249 ab 0,0385 2 1 200
b 0,0258 46 0,0277 1 500
10 0,0298 83 0,0240 2 880
11 0,0362 74 0,0197 1 300
12 0,0370 70 0,0193 1 410
13 0,0465 60 0,0154 1 570
14 0,0465 60 0,0154 1 350
Soma = — — 10 500
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Estimativa do numero total de cabecas de gado:

e £ 3y, = 100(10500) = 1050000 cabegas

‘fhcs——
ji=1i=1

Estimativa da varidncia de y_,m

T . L S Sk
V(y:lcf)_ (m—I)j z (Z yl.? 2 Z le

i=1 j=1

24 100)* (8312100) = 35668,77 (1000)°

V7 (e = 188861
10 — ES'I'I\lA(}ﬁO DE PROPOR(;AO

Suponha-se a populagio dividida nas classes 4 e 4.
A UP; fica dividdia nas classes, com 4; e A, unidades, res-

pectivamente.
A subamostra de tamanho n, fica também dividida nas duas

classes, com a; e @; unidades.
UP;

g‘i.‘

10.1 — Teorema
M
3. A4, proporgio de

Um estimador nio tendencioso de i
Az =]

A4 &
m  N; a:- -
= 3 —L p; onde p, = —- ¢ a proporgio de 4

Pace = a7
mN i=1 P ﬂ‘-
na subamostra

C R S

Prova
Basta substituir 7 na expressio de 7. Por Py
Se a amostra ¢ autoponderada, ocorre a condigio:
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donde se obtém:

1 L
Pace = — X a
n = ]

10.2 — Teorema

Um estimador nio tendencioso de V (p4,) é:

- 1 » ( N; g
V (paee) gy -E: (NP' Pi— p.*!d)

Prova
Fazer como exercicio
Se a amostra é autoponderada,

V ®acs) = (m—I) Py (m :—pm)g

10.8 — Exemplo

Considere-se o Exemplo 2.9. Suponha-se que se deseja estimar
o numero total de empregados do sexo masculino que trabalham
nas fazendas. Os valores obtidos na subamostra foram:

NUMERO DE

POVOADOS DA EMPREGADOS DO
AMOSTRA SEXO MASCULINO

NA SUBAMOSTRA

75
42
al
26
40
32
18
41
20
38
16
10
15
15

Pttt ko
W= O D=1 O e LD

g
E

419
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Estimativa do niimero total de empregados do sexo masculino:

gl
g

]

Vi = —— 3 ol = 100 (41 9) = 41900 empregados
=1

x - *
Como exercicio, achar 5 (y4.2)

11 — TAMANHO MEDIO DA AMOSTRA DE 2.° ESTAGIO

Suponha-se fixado o nimero m de unidades primdrias. O nu-
mero médio de unidades secunddrias na amostra autoponderada de
2.2 estdigio é:

/ n N; n M n
E,-=——E(——‘~)=— L
() N, P.) Ne ;§; i m

isto ¢, fixando em m o numero de unidades primérias, o numero
de unidades secunddrias na amostra ¢, em média,

= n
n=—
m

12 — EXEMPLO

Certa localidade esta dividida em 101 regides. Cada regiio estd
dividida em subregides, com um total de 3232 subregides. Final-
mente, as subregides estdo divididas em domicilios, com total de
1717 200 domicilios.

Trata-se de selecionar uma amostra de domicilios em 2 — estd-
5'0s, utilizandose como unidade primdria a regido e como unidade
secunddria o domicilio,

; . . C,

Sabese, de estudos anteriores, que a relacio de custos — €

Co
da ordem de 20. Desse modo e considerando que o coeficiente de
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correlagio intraclasse ¢ 0,05 para a caracterfstica a estimar, tem-se
que o tamanho médio da subamostra é:

Conseqiientemente, o nimero de regides a selecionar ¢ 20, para se
obter uma amostra final de 380 domicilios.

A selecio das regides serd feita com probabilidade proporcional
ao numero de domicilios. Para esse objetivo, dispoe-se de uma
listagem das regioes com os respectivos nimeros de domicilios. Con-
siderando que a caracteristica de estimacao ¢ a despesa com aluguel,
as regioes foram listadas em ordem crescente do imposto predial
mediano, para permitir alguma estratificacio ao ser feita uma seleciio
sistemdtica:

REGIOES N.> DE DOMICILIOS N.» ACUMULADO
1 2700 2700
2 1100 3800
3 4400 8200
4 1800 10000
5 3200 13200
6 1800 15000
7 2600 17600
8 14700 32300
9 9600 41900

10 6000 47900
11 4500 52400
12 5200 57600
13 2800 60400
14 1900 62300
15 5100 67400
16 6000 73400
17 6800 80200
18 2700 82900
19 10300 93200
20 6700 99900
21 2000 101900
22 5800 107700
23 5200 112900
24 6000 118900
25 13400 132300
26 2900 135200
27 4500 139700
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(Continuagio)

REGIOES N.» DE DOMICILIOS N.» ACUMULADO
28 10400 150100
29 4300 154400
30 6000 160400
31 4100 164500
32 4800 169300
33 7600 176900
34 4600 181500
35 6900 188400
36 8000 196400

7 16000 212400
38 4400 216800
39 7500 224300
40 3400 227700
41 5700 233400
42 14960 248300
43 2800 251100
14 2500 253600
45 6900 260500
46 5200 265700
47 10000 275700
48 5700 281400
49 7100 288500
50 12100 300600
51 3000 303600
52 8000 311600
53 6500 318100
54 14100 332200
55 5600 337800
56 10300 348100
57 9600 357700
58 23500 381200
59 12200 393400
60 4200 397600
61 15200 412800
62 5400 418200
63 6300 424500
64 4100 428600
65 11000 439600
66 5900 445500
67 10100 455600
68 5800 461400
69 1700 463100
70 32400 495500
71 6100 501600
72 20000 521600
73 83600 607900
74 17200 625100
75 12400 637500
76 11000 648500
77 5100 653600
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(Conclusio)

REGIOES N.e DE DOMICILIOS N.» ACUMULADO
78 35200 688800
79 8300 697100
80 15900 713000
81 19300 732300
82 47300 779600
83 13500 793100
84 31900 825000
85 78500 903500
86 54300 957800
87 40800 998600
88 27900 1026500
89 53600 1080100
90 63300 1143400
91 19600 1163000
92 36400 1199400
03 8300 1207700
04 7700 1215400
95 76700 1292100
06 70700 1362800
97 7500 1370300
08 74600 1444900
99 33000 1477900

100 103000 1580900
101 136300 1717200

Selegio das m — 20 regioes:

N 1717200

O intervalo de amostra ¢ — = —— —— =— 85860 do-
m 20

micilios. Observe-se que hd § regices com mais de 85 860 domicilios:

as regides 73, 100 e 101. Essas regioes sio autorepresentadas, isto ¢,

sio incluidas certamente na amostra. Com a retirada dessas 3 re-

gides, o niimero total de domicilios fica reduzido para 1717 200-

825 600 = 1 891 600. Por conseguinte, tem-se um novo intervalo de
1 391 600

amostra — = 81 859. Com esse novo intervalo de amostra

k = 81 859, ndo se tem mais regioes autorepresentadas. Portanto,
basta selecionar-se 17 regides nio autorepresentadas, com probabili-
dade de selegio proporcional ao ntimero de domicilios. Para isso,
retiram-se da listagem as 3 regides autorepresentadas e seleciona-se
um ponto de partida # no intervalo dos ntimeros inteiros de 1 a
81 859.
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Seja § = 14191 o numero selecionado.

Esse ponto, locado na coluna “Numero acumulado” corresponde
A regido 6. Somando k = 81 859 a § — 14 191, obtém-se 95 050 que,
locado na mesma coluna de acumulado corresponde a regiio 20.
Continuando a somar k = 81 859, vio sendo obtidas as demais re-
gides nio autorepresentadas. Os ntmeros dessas 17 regides sio:

6, 20, 34, 45, 56, 63, 72, 78, 82, 85, 86, 88, 90, 92, 95, 96 e 98.
Selecio dos domicilios:

Para as regides autorepresentadas

Considere-se a expressio,

que caracteriza a amostra autoponderada com probabilidade desi-
gual de selecio das unidades primdrias. Para as autorepresentadas,
a probabilidade da UP pertencer a amostra ¢ mP; = 1, donde
T:: = %, ou seja, a fragio de amostragem de 2.° estigio ¢
n 380
N T 1717200
mero esperado de domicilios ¢ 0,000221 (86300) = 19; na regiio auto-
representada 100 ¢ 0,000221 (103000) — 23 e na regido autorepresen-
tada 101 o nimero esperado de domicilios é 0,000221 (136300) = 30.
Ao todo, a subamostra nas regides autorepresentadas abrange 72
domicilios.

— 0,000221. Na regiio autorepresentada 73, o nu-

Para as regides nio aulorepresentadas

Para as regides ndo autorepresentadas, restam 380 — 72 = 308
domicilios, que distribuidos nas 17 regides da amostra, dio, em mé-
dia, 18 domicilios por regido.
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A selecio dos domicilios é feita com probabilidade igual de
selecio. Observe-se que basta listar os domicilios das regides da
amostra, evitando-se o trabalho de listagem dos 1717200 domicilios.

A selegiio de domicilios também pode ser feita sistematicamente.
Por exemplo, considere-se a regiio 73. Feita a listagem dos 86300
86300
19
um numero inteiro no intervalo 1 a 4542 como ponto de partida 4
e, depois, vai-se somando 4542 a esse numero € aos seguintes, até
obter 19 ntimeros. Esses nuimeros correspondem aos domicilios da

amostra.

domicilios, o intervalo de amostra ¢é — 4542. Seleciona-se

13 — EXERCICIO

Achar as expressdes do Estimador de Razio, nos moldes do
Capitulo 5 mas com probabilidade desigual de selecdo.



CAPITULO 7 — Amostragem de Conglomerados em 2
— estagios. Controle da variacao de
tamanho: estratificacio das unidades
primarias com probabilidade desigual
de selecio.

1 — INTRODUGAO

A estratificacio das UP ¢ feita grupando em um mesmo estrato
as unidades primdrjas de tamanhos (ou medidas de tamanho) apro-
ximadamente iguais, A selecio das UP, dentro de cada estrato, é
feita com probabilidade proporcional ao tamanho (ou a uma medida
de tamanho).

O processo para achar os estimadores ¢ simples, Basta considerar
as expressoes do Capitulo 6 e adaptd-las a um estrato genérico h,
acrescentando aos simbolos um indice h.

2 — ESTIMADOR NAO TENDENCIOSO DE Y

Recorde-se que o estimador de ¥ com probabilidade desigual
de selecio e sem estratificagio é:

’

)

*p 1 m r '
Yig = — T Ny—
m i=1 e

No estrato h, o estimador de Y,, total do estrato, é:

my a7, .
*p r Yui
Uh.Aet = —— i

hi ]
My i=1 P
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Conseqiientemente, o estimador de Y é:

*! Ets _ L Yni
Yiez Z J;. Acg = Z ==k Z Nrn
=1 My i=1 Pht

8 — VARIANCIA DE y5,%
Recorde-se que a variancia de .'}fi:z é:

3 }’ 1 M Ns Nl"—nl'
it ~ S pyp i E S i
1-1‘ i= i

T .. - * P
No estrato h, a varidncia de y,}ic, ¢, entao:

- > Es 1 < ¥ i 4 :
¥V (y:f.ii.er = — ¥ (—L — }h) Byt

my =1 P.*n'
+ 1 % fl N.Fn' — Ny ‘*I‘
My s=1 Lkg Ny Topi

e ¥ *P_ E,
Conseqiientemente, a variancia de y__,‘:,h{ é:

L
V™) = E, VWiies)

4 — ESTIMADOR NAO TENDENCIOSO DE ¥ (/i

Da expressio,

1 m ( Ni¥i *p )!
(yAcs mm— 1) = P:- — Yde2
obtém-se,
1 = ( Nu¥ 3
Vi) = wilni *p )
(Yn. ac2) o e i?f P, Yh. Acs
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donde,

7% . L
Vwaa™ = X

1 ™ ( Ny Ui 2 )g
——— —— — Y). Ac8
st my(my — 1) ¢TI\ Py ’

5 — AMOSTRA AUTOPONDERADA
A probabilidade de uma UP do estrato /i pertencer a amostra é:

Ty,
my, P;“' e
T
i\ hi

Essa probabilidade pode ser constante no estrato mas variando
de estrato para estrato,

Mgy ny
=—(h=12 ... L
N Ny ( et )

my Pry

ou s€r constante para todos os estratos,

my Py —=—(h=12..1L)

No primeiro caso, a amostra ¢ autoponderada no estrato € no
segundo caso ¢ autoponderada em geral.
& g

5.1 — Exercicios

= P, % S
a) Achar as expressoes de aa . da respectiva  variancia

e do estimador da variincia, para o caso de amostra autoponderada.

b) Achar as expressoes dos estimadores, conjugando a estra-
tificagio com o estimador de razio e probabilidade desigual de
sele¢io.
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6 — ESTRATOS GRUPADOS
6.1 — Introdugdo

Em pesquisa de ambito nacional, pode ocorrer que se fagam
tantos estratos que basta selecionar uma UP em cada estrato. O
problema que ocorre nesse caso, ¢ a impossibilidade de estimar a
varidncia entre as UP dentro de cada estrato.

A técnica dos “estratos grupados” consiste em grupar os estratos
em pares, formando novos estratos. Desse modo, jd se tem 2 obser-
vaghes nos novos estratos, permitindo a estimacio da varidncia entre
as UP.

6.2 — Configuragio da amostra

Denomine-se estrato-componente E,, e estrato-componente FE,;,
0s estratos que compdem o novo estrato E, (h = 1, 2, ... L/2)

E,
Fyy Eg,

UP hil UP har

UPpuxr,, | UPpen,,

O estrato-componente E,, contém as unidades primdrias
UPsis) e UPM,,M e o estrato-componente E,, contém as unidades
Prl[ﬂérlas U.Pk’: e UP;‘,H‘,’ .

6.2.1 — Parimetros

No estrato-componente FE;,:
N.¢ de unidades primdrias: M,,

Probabilidade de selecio da unidade primdria Uy, Phy
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N.2 de unidades secundarias em Uj;;: Nyy
Total de y €m Uh“: Yk“
Total de y em E,;:

My

Yy = 'Er Yisi

De modo andlogo, definem-se parimetros para o estrato-compo-
nente E;,

Conseqiientemente, no estrato E,(h = I, 2, ... L/2) tem-se:
N.° de unidades primdrias: M, = M,, + H,,
Total de y: Yn — YMI + Y;.'

6.2.2 — Selecao da amostra

Selecione-se uma UP em cada estrato-componente, de acordo

com as probabilidades de selecio. Represente-se por UP;, e UP;
as unidades selecionadas em E, (h = 1, 2, ... L[2)

B,
EM EM

UPyy | PUss

Desse modo, obtém-se a amostra de 1.° estigio:

{(UP:: 3 TPyg) i (UPL;S.I ; UPL]S,.?)}

A amostra de 2.° estigio ¢ obtida selecionando n;, unidades
secunddrias em UPy, com probabilidade igual de sele¢do. Seja y,,
a média de y nessa amostra. De modo andlogo, selecionam-se n
unidades secunddrias na UP/, com média y,,. Repete-se o procedi-
mento para bk = 1, 2, ,.. L/2.
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6.3 — Estimadores

A partir da expressio do estimador nio tendencioso do
com probabilidade desigual de selegio, obtém-se:
a) Estimador nio tendencioso do total Y), de E;:
==
* _ Nut U
Ynsdet = — =7
Py

b) Estimador nio tendencioso do total ¥,:

P
* L. Ny Yne
ke tep —=——7—
Pis
¢) Estimador nio tendencioso do total ¥, de E;:

'
Ny Yne
!
P

I R—
* * # = NM Ynr
Yn. Ace = Ynt. ace + Ynz. 4c2 = . !
Py,

6.4 — Teorema

Um estimador nio tendencioso do total geral V ¢é:

Lig Lz ( Ny % N7
yﬁf}e = Z y: Ko = Z ( 1 ;y” S E hsry“)
e < Nt Nz
Prova
Imediata

- e . *
6.5 — Varidncia de yAfg

total

Considerando a independéncia das amostras nos estratos-compo-

nentes, tem-se:

V(‘!]I. a0 =V (y}f;...nz) - {y:_ 4c2)
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donde,

]

1/2
V (s hZ‘I VW ace) =

I

Lig . e o
Y Vthrad + X VWhsaes=
h=1 A 1

- IEM V( N';:Ing ) b :"‘f V (——-—Ar;s gw)
1

f
h= ho= 1 Pig
6.6 — Teorema

Um estimador de V (30, ¢:

P = LZM N;rrilm . N;sfﬁm)g
ho=1 th Phg

com tendenciosidade,

Lie .
T = 2; (Y — Yo

h o=

que se anula quando sio iguais os totais dos estratos-componentes
em cada par.

Prova

- L2 Nut %, Nes 73\
B[V i) = X r( B Niehhe )

L] P;: P;z
Li2 A Pt s
=¥ [E(M_ Y:.:)*(M— ym).g_(yM 2 yu)]=
h=1 Py > 2

Lie i 2 £ 5 8
= z I:E NM—,yM - Y},;) + E(M L Yh:? '|‘ (YM == Y.rxz)g:l
h=1 Py, Py
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posto que se anulam as expectincias dos duplos produtos. Conse-
giientemente,

. Li2 Ni, % Lig T
s = ¥ v(Zuhe)  § y(Rueie)
3 hi he

h=1
;5 agr (Vi — Yid® = V(yile) + hgl (Yt — Yoo
Se Yy =Yy (h = 1,2, ... L2
E[V (i) = V Wice
6.7 — Estratos grupados, com amostra autoponderada

A probabilidade de selecio de uma US em E,,; ¢

Mt N
Pm' € em Ehg é Pp.g
N.’ll' Nh’

Se essas probabilidades (h = 1, 2, ... L/2) sdo iguais a fragdo

n
geral de amostragem -~ tem-se:

Npy n
! ) = —
M N v
e
Npe n
P
MNse N

Nesse caso, as expressdes de yige V (yis)) sofrem as seguintes

modifica¢bes. Representando por y,; o total da amostra em UP,, e
por y;s o total em UP,,, pode-se escrever:

ut (Niya , Ni N o
Yig= % ( oL+ ;wy:.s =— 2 (u+ %o
h=1\ Py nyy Pjg e LR T
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e para V (yi),

ue (N, N, 2 N\* ue
V(‘a’ﬁe = 2 ( 24t LIRS = y;“) i (?) kzl (Ynr — FM)‘

r r !
hw1 N\ Py nyy Penpe

6.8 — Exemplo

Para estimar o ntimero de moradores de determinada localidade,
estabeleceu-se uma amostra de conglomerados em 2 — estdgios, em
que as unidades primdrias sio os setores censitdrios e as unidades
secunddrias os domicilios. A cada domicilio, associou-se o ntimero
de moradores,

Os setores foram estratificados em 20 estratos. Depois os estratos
foram grupados em pares de modo que os estratos-componentes
tivessem populacées de valor préximo, de acordo com dados do
ultimo Censo. De cada estrato-componente selecionou-se um Setor,
com probabilidade de selecio proporcional & populagio.

Em cada Setor da amostra, selecionou-se uma subamostra de
domicilios, com tamanho suficiente para gerar uma amostra auto-
ponderada, com fracio de amostragem em cada estrato igual a fragdo
geral de amostragem de 19,. Desse modo, a fragio de amostragem
de 2.9 estigio é:

Npy = n o 1
N, =~ PoN " Twr; ™ &

€,

"&!“* = = 5 em I
Nye PuN prhg A

Em E,,, por exemplo, selecionou-se um setor com probabilidade
proporcional a populagio do Censo. Desse modo, foi selecionado
o setor com populagio de 210 moradores, Nesse setor, foi selecionada
uma subamostra de domicilios, com fragio de amostragem 56/210.
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FgSAcﬁo DE
POPULACAO DOS POPULACAO AMOSTRAGEM DE
ES- ESTRATOS DO SETOR: 2-° ESTAGIO:

TRATOS | COMPONENTES: SELECIONADO ’ ’
DE Ey DE Ew | DEU’ DA U’ P e
A he N: N:
ht hs
1 5 600 5 100 210 180 56/210 51/180
2 3 400 2 900 120 110 34/120 29/110
3 4 500 4 100 180 160 45/180 41/160
4 7 300 7 000 340 320 73/340 70/320
5 5 400 5 100 240 200 54/240 51/200
6 2 300 2 000 90 80 23/90 20/80
7 6 300 6 200 310 280 63/310 62/280
8 4 600 4 000 190 130 46/190 40/130
9 3 100 3 000 140 100 31/140 30/100
10 2 200 1 900 100 80 22/100 19/80

Feita a selegio das amostras de domicilios em todos os setores
selecionados no 1.9 estdgio, procedeu-se a contagem do numero de
moradores nesses setores, obtendo-se o seguinte quadro:

N. OBSERVADO DE
MORADORES NO DOMI-
ESTRATOS |CILIOS DA SUBAMOSTRA | o, 4 4, (Uae — yae)®
EM UP,, EM UP,,
(ynr) (Une)
1 71 85 136 36
2 40 33 73 49
3 48 52 100 16
4 79 83 162 16
5 60 56 116 16
6 35 22 57 169
7 65 £l 136 36
8 a6 50 106 36
9 37 39 76 14
10 28 21 50 49
Soma 1012 427
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Estimativa do niumero atual de moradores:
Yiaoe = 100(1012) = 101200 moradores
Estimativa da varidncia de yis
V(Wials) = (100)° (427)

Vier
1012

3 W) = = 0,0204 ou 2,04%
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CAPITULO 8 — Amostragem de Conglomerados em 3
— estagios.
Amostras replicadas.

1 — INTRODUGAO

A dificuldade de cadastramento para selecio da amostra se reduz
a medida em que aumenta o numero de estdgios.

Suponha-se que se deseja selecionar uma amostra nacional de
domicilios. Em principio, a amostra pode ser feita em 2 — estagios,
considerando os Setores Censitdrios como unidades primdrias cons-
tituidas de unidades secunddrias, os domicilios. No entanto, o pro-
cesso pode se tornar muito trabalhoso, considerando o grande nu-
mero de Setores Censitdrios e a necessidade de serem todos rela-
cionados para, posteriormente, serem alguns selecionados para a
amostra.

Com uma amostra m 3 — estdgios, definem-se os municipios
como unidades primdrias, constitufdas das unidades secundarias —
os Setores Censitdrios — os quais, por sua vez, sio constituidos das
unidades tercidrias — os domicilios. Inicialmente selecionam-se mu-
nicipios, de modo que a listagem dos Setores Censitarios s6 é feita

nos municipios da amostra,

No entanto, a medida em que aumenta o nimero de estigios,
mais se torna complicada a expressio da variincia do estimador,
o que induz a procura de um processo mais simples de cdlculo da
varidncia. Esse processo de cdlculo é chamado “amostras replicadas”
e sera estudado neste capitulo para aplicagio em amostras autopon-

deradas em vérios estdgios.
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2 -

136

CONFIGURACAO DA AMOSTRA

Considere-se a i-ésima unidade primdria:

UP; =18y

US.

UT i1

UT:‘IN.‘:

U‘Si.i!r.!';

UT a1

UTim iNia,

Associe-se A unidade tercidria UTy; a observagio Y.
Nij

Total da USu na UP‘: Yl-)- = 2 Yl'jk
=y

Média por UT na USy: §,, = it

2]
N

R)



M;
Total da UP‘: Y" = ‘z Y‘-J.'

jm=1

Média por US na UP; ¥, = Y

_— - MI
Média por UT na UP: Y; = % com N; = X N,
i jm1
R
Total geral: Y= ¥ ¥;
f=1
; - 4
Média por UP: Y = 7
wl L R
Média por US: Y = o com M= > M,
4 i=]

. = Y x X L
Média por UT: Y=FcomN= 2 X Ny= X N;

imljml i=1

Quanto as variincias, tem-se:

L ¢ -7

Variincia entre as UP: §& =
R =y 1 =]

137



M =
Varidncia entre as US na UP;: S} = ﬂ—!—T }:‘: (Y — Y.-)’
i~ 1 jmi

Varidncia entre as UT na US;;:

g, 1 ¥y =34
Si = Ny—1 k}-:f: (Y — Y3)

Amostra de 1.° estégio:

Selecione-se uma Als de r unidades primrias. Seja UP; e i-ésima
UP da amostra. Os parimetros anteriormente definidos sdo, agora,
varidveis aleatérias.

UP:;

’

US;

US:M;

r
UTiau

7
U T.'M;N;M;
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Amostra de 2.° estdgio:

De cada UP’ da amostra, selecionese uma Als de unidades
secunddrias. Desse modo, na UP; seleciona-se uma Als de m; uni-
dades secunddrias.

¢

UP;

US;;

ULy

UT51xe,

sul

!

USI'M;

i ':m: 1

i
UT;
o P

Amostra de 3.9 estdgio:

De cada US” da amostra de unidades secunddrias, selecione-se
uma Als de unidades tercidrias. Assim, na US;; selecione-se uma A4ls
w . g =
de n,; unidades tercidrias.

US”'
UTwl” (l.:f,z,...,‘l‘;}': 1,2,...,??1:)
ijn
Ut _ .
Associado a UTy; a observagdo y;; obtém-se:

Tamanho da amostra: ?1:-',-
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. i g
Média da amostra: §;; = —i— 2 Yiik

Nyj k=1
3 : 2 1 niy R
Varifncia da amostra: s s;; = o s kEI Wik — Yii)
il"‘- _— = d

A amostra final, ¢ constituida pelo conjunto
. . L v
{yl'.fk I e I: 2! e T3 = Is 21 see My k= IJ 2: -'-ﬂ'i.r'}

3 — ESTIMADOR NAO TENDENCIOSO DO TOTAL Y

Considerando o processo em 2 — estdgios, o estimador do total
da UP; é:

. M; m
W= _Z Niiyi;
m; i=1

donde o total da amostra { UPj, UPj, ... UP,} ¢,

r M; ™
z ENuyu

i=1 m‘ i=1

Conseqiientemente, o estimador de Y é,
* r M
Ydes = 2 E NU Yij
f 4= m' j=

Sdo imediatos os estimadores que se seguem,

3.1 — Estimador ndo tendencioso da média por UP:

? i Niiyis

e e
$Ag R r 1 m; =1
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3.2 — Estimador ndo tendencioso da média por US:

* T
= _ Yss _ B L M; F o4 _
Yaes = M ?‘;M.-?; w: ,-‘-E;N”y”

R
com M= ¥ M,

i=1

=

Pondo, ainda, M —

=

numero médio de US por UP, pode-se
escrever:

'-EII

—_"_" z Nuyu
m. im1

i= 1

3.3 — Estimador ndo tendencioso da média por UT:

— ¥ B & M 1
Yacs = y}:‘r, = T ? '_.:}-:' Nu Yij
N
Pond =5 ero médio de UT por UP, tem-se
= 1 r M my
7] 8 = = z '_‘?‘ z i Yi
Yaes N Jy.?

4 — AMOSTRA AUTOPONDERADA

A probabilidade de uma UT pertencer 4 amostra é:

'
.

m; ~ ﬂ.-j
R M;

Ny

Fixada uma fragio geral de amostragem,

N @ amostra ¢
autoponderada se:

m; Nyi
.

sl e
E M, N;;

L
N
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» - . * "
Nesse caso, o estimador ndo tendencioso y,.s pode ser escrito:

5 — FRACOES DE AMOSTRAGEM CONSTANTES NOS 3
ESTAGIOS

Suponham-se fixadas as fracdes de amostragem de 1.° e 2.° estd-
gios, nos valores f, e f, respectivamente, com amostra autoponderada.

Nesse caso, a probabilidade que uma UT; perten¢a a amos-
tra é:

Entdo, a fracio de amostragem de 3.° estigio é constante e
igual a,

f
J1le

Js =

6 — EXEMPLO

Considerem-se 100 escolas de 1.° grau, com aproximadarneme
21 000 alunos de 1.2 série. Trata-se de selecionar uma amostra de
alunos em 3 — estdgios: selecio de escolas, sele¢io de turmas e
selecio de alunos.

A finalidade é estimar a despesa média com condugio para a
escola, por aluno.

Pretende-se que a amostra tenha 100 alunos, o que corresponde
A fracdo geral de amostragem:
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1

No 1.° estdgio, fixou-se a fra¢io de amostragem em f, — 70 -
’

1
0
5 No 3.

resulta da condicio de amostra autoponderada,

no 2.° estigio em f, — estagio, a fracio de amostragem

T
Fifels = w
30 1
donde Jy% —om ™= 7

O quadro resultante da amostra ¢ o seguinte:

N.» DE
AI.ITINOS TAMANHO DESPESA
ESCO- N. DE NAS DA MENSAL
LAS N.» DE TURMAS | TURMAS | AMOSTRA ATO'JI' AL
DA TURMAS DA DA DE 7
AMOS- (ML) AMOSTRA | AMOSTRA | ALUNOS. m; iy
TRA (mf) ) i E _gl Vi
L N T :
jid j=1
1 7 2 65 9 20
2 8 3 84 12 28
3 9 3 92 13 26
4 6 2 58 8 18
5 6 2 59 8 15
6 9 3 89 13 23
v 8 3 98 14 34
8 7 2 60 9 20
9 6 2 62 9 25
10 ] 2 59 8 13
Soma 71 24 726 103 222
Estimativa da despesa média por aluno
= 1 3
= —y=—222=922
Yaes - Y 10
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Estimativa da varidncia de V(@u.s)

V(ym)—r(:) i [).“. 5 y‘,k——z-y]

r—1 ,-1 j=1k=1

1 1
= —_— ) — = 'L
10 ( 108 ) 3 (3566,72) = 3,848

Y7 @ = 1962
v (Y acs) = 0,088 ou 8,8%

7 — SELECAO COM PROBABILIDADE DESIGUAL

7.1 — Configuragio da amostra

Seja P, a probabilidade de selecio da unidade primdria UP;
(i= 1,2 ... R). Selecionem-se r unidades prlménas de acordo
com essas probab:hdades De cada unidade primdria UP. da amostra,
selecionem-se m unidades secundirias, tendo a unidade secundéria
US;, probablhdade de selecio Py Fmalmente da unidade secundéria
US da amostra, selecionem-se n - unidades tercidrias, com proba-
bxhdade igual de selecio.

7.2 — Estimador ndao lendencioso de Y

Considerando o processo em 2 — estdgios, o estimador do total
da UP,é:
o 1 :"—-_“ Ni; ¥ss
) m: ji=1 P2 L‘

donde, o estimador nio tendencioso de Y ¢,

’ ¥
1 < Nij¥ij
1 m:P. ji=1 P,'J'
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7.8 — Exercicio

Achar as expressdes dos estimadores da média por UT, por
US e por UP.

7.4 — Amostra autoponderada

A probabilidade de UT;, pertencer a amostra é:

A amostra ¢ autoponderada se essa probabilidade ¢ constante
¢ igual a fragio geral de amostragem, isto ¢, se:

e} A .
rP; m; Py; AP

. *, -
Nesse caso, o estimador yls assume a mesma forma do esti-
mador y:,, z
»p . N
Ydes' = ——¥
n

7.5 — Tamanho constante da amosira nos 3 estdgios

Suponham-se fixados o numero de unidades primirias e o ni-
mero de unidades secunddrias. Trata-se de achar o nimero de uni-
dades tercidrias que conduza & amostra autoponderada.

A probabilidade de selegio de uma UT; que pertenca a amostra
autoponderada é:

?'Pl' mP

|

SN TN
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donde,

E(n :;)

Il

nN”
E [E(—", | UP; fi:n.)] -
UP-: NrmP;
n M Ny ;]
7 7 P;i| =
{[NrmP,— :‘gr P; ;

'
= E [ RN",] =
UP: NrmP;

S =

L%

n Li3 N.‘ nN n
R A A e

Portanto, fixados r e m, o nimero de unidades tercidrias, em
média, é:

7.6 — Exemplo

Considerese o Exemplo 11 do Capitulo 6. Recorde-se que a
localidade estd dividida em 101 regides, cada uma dividida em
subregides, dando um total de 3232 subregides ou uma média de

3120312 — 32 subregides por regido. As subregides, por sua vez

estio divididas em domicilios, com um total de 1717200 domicilios.
Para obter-se uma amostra de 380 domicilios foram selecionadas 20
regides, com probabilidade proporcional ao niimero de domicilios.
As regides de ntmeros 73, 100 e 101 sio autorepresentadas e deles,
foram selecionados 19, 23 e 30 domicilios, respectivamente, com um
total de 72 domicilios.
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Os 308 domicilios restantes, foram distribuidos nas regides nio

autorepresentadas, com uma média de 2o = 18 domicilios por

17
regido. Para completar 380 domicilios, foram selecionados 20 domi-

cilios na tultima regido da amostra.
O problema, agora, ¢ selecionar uma amostra em 3 — estdgios:
regioes, subregices e domicilios, mantendo 380 domicilios na amostra.
Com as 20 regides ji selecionadas e fixando 3 subregides por
regido, o nimero de domicilios por subregido nio autorepresentada é:

En = ﬂ = g
17 (3)

Nas regides autorepresentadas, o numero de domicilios jd foi
fixado. Desse modo, tem-se a seguinte distribui¢io da amostra:

a) Na regido autorepresentada 73, 3 subregides com 6 domi-
cilios cada.

b) Na regido autorepresentada 100, 3 subregides com 8 domi-
cilios cada.

¢) Na regido autorepresentada 101, 3 subregides com 10 domi-
cilios cada.

d) Em 16 regides nio autorepresentadas, 3 subregides, com 6
domicilios cada.

¢) Em uma regido nio autorepresentada, 3 subregides, com 7
domicilios cada.

Amostragem de 1.° estigio — Selecio de 20 regides.

Suponham-se selecionadas as mesmas regides do Exemplo 11 —
Capitulo 6.

Amostragem de 2.° estigio — Sele¢io de subregides.

Para ilustrar a possibilidade de variar a probabilidade de selecio,
suponha-se a sele¢io com probabilidade proporcional & populagio.
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Para exemplificar, considere-se a regido autorepresentada 73. Esta
regiio esta dividida em 18 subregides, de acordo com o seguinte

quadro:
Regido 73
SUBREGIOES POPULACAO ACUMULADO
73.1 3 400 3 400
73.2 2 100 5 500
73.3 3 000 8 500
73.4 1 800 10 300
73.5 4 100 14 400
73.6 1 200 15 600
73.7 3 400 19 000
73.8 2 000 21 000
73.9 2 400 23 400
73.10 1 700 25 100
73.11 5 000 30 100
73.12 1 100 31 200
73.13 3 200 34 400
73.14 2 300 36 700
73.15 1 900 38 600
73.16 5 100 43 700
73.17 1 300 45 000
73.18 2 400 47 400
Soma 47 400 =

47400

3
ponto de partida de 1 a 15800 obteve-se 12700 que corresponde a

subregido 73.5; somando 15800 a 12700 obtém-se 28500 que corres-
ponde a subregido 73.11; somando 15800 a 28500 obtém-se 44300
que corresponde a subregido 75.17. Portanto, na regiao 73 sio sele-
cionadas as subregides 73.5, 73.11 e 73.17. De cada subregiio da
amostra selecionam-se 6 domicilios, com probabilidade igual de sele-
¢do e sem reposicio. Procedendo-se de modo andlogo para as demais
regides da amostra, obtém-se o quadro que se segue, onde consta a
renda domiciliar.

O intervalo de amostra ¢ — 15800. Selecionando-se um
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. SOMA DAS
REGIOES DA AMOSTRA N DE DOMI-| RENDAS DO-
= = c‘{ﬂog DA MICILIARES
do autoponde- OSTRA NA AMOSTRA
Autoponderadas L (em S.M.)
73 = 18 112
100 L 24 408
101 30 570
6 18 36
20 18 50
34 18 54
45 18 65
56 18 72
63 18 79
72 18 108
78 18 117
82 18 130
85 18 144
86 18 158
88 18 171
00 18 180
92 18 216
95 18 234
96 18 252
08 21 370
Soma 381 3526

Estimativa da renda média por domicilio:

= 3526 -
Viee = —gg7— = 985

Estimativa da renda total da localidade:

yap = 9,25 (1717200) = 15884100

8 — AMOSTRAS REPLICADAS

Em vez de se selecionar uma amostra autoponderada com m

5 | . % n .
unidades primdrias e fracio geral de amostragem f — - selecio-
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nam-se g grupos de . unidades primdrias, dos quais obtém-se

amostras autoponderadas, com o mesmo numero de estdgios e fragio

de amostragem geral %, ou seja, com 2 unidades da populacgio

em cada grupo. O objetivo desse processo ¢ facilitar a estimacdo da
varidncia no caso de virios estdgios.

8.1 — Teorema

Seja y; o total da amostra final no grupo i. Seja ﬁ i; o total
i=1
dos g grupos.
Entio imp = ln— ¢ estimador nio tendencioso de Y, média

por unidade da populacio.

Prova

Considere-se o conjunto dos totais das amostras {y, ¥, ... y;}
Esse conjunto pode ser entendido como uma Als de uma populagio

T
de totais de %( = —;—-) grupos de unidades. Sejam Y., ¥,, ... Yy,

: o i -z : 3 :
esses totais. Entdo 7, = — 2 y; ¢ estimador ndo tendencioso de

g i=1
NIk
2 2 Yi'
) o e R
Nk
Conseqiientemente, yp,, = L;:- ¢ estimador nio tendencioso

de Y.

8.2 — Varidncia de Ygqyp

V @ey) = V(%) = % V@,




Porém,

onde S:= $=1 N{k—i\”k
donde,
N.<n A
Vs = —F— %n

8.3 — Teorema

Um estimador ndo tendencioso de V (Yzep) ¢é:

_ N-n 8
V@Hrp) — N In
. 2
p 58 yi)
ﬁ -Y..? 1= 1
onde 38 = =1 =7
Prova
Imediata.
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8.4 — Exemplo

Considere-se a seguinte modificagio no Exemplo 11: em vez de
selecionar-se uma de amostra de 1.9 estdgio de 20 regides, autopon-
derada e com fragio geral de amostragem,

380

b= Tri7e00

formem-se g — 4 grupos de 5 regiées cada um. Em cada grupo, a
fragdo geral de amostragem ¢ ,if_ ou seja, de cada grupo seleciona-se
uma amostra de 95 domicilios, autoponderada.

Formacio dos grupos de regioes.

Exemplifica-se com a formacio do 1.° grupo. O intervalo de

0
amostra para uma selecio sistemitica é ]_71;20_ = 843400. Sele-

cionando um ponto de partida no intervalo 1 a 343440, obteve-se
# — 314836. Os demais pontos sido: 658276, 1001716, 1345156,
1688596. Esses pontos correspondem as regices: 53, 78, 88, 96, 101.

Procedendo de modo andlogo para formar os outros 3 grupos,
cada um com 5 regides, obteve-se:

Para o 2.° grupo, as regides 36, 59, 73, 82, 87
Para o 8.9 grupo, as regides 38, 65, 76, 85, 89
Para o 4.° grupo, as regides 42, 70, 81, 87, 94

Selecio das subregides e dos domicilios.

Em cada regido, foram seclecionadas 3 subregiGes, dando um
total de 60 subregides na amostra de 2.° estigio. Em cada subregido
foram selecionados 6 domicilios mas uma regido de cada grupo con-
tribuiu com 2 subregies com 8 domicilios e 1 subregiio com 7
domicilios, de modo a dar 95 domicilios por grupo.
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Desse modo, obteve-se:

SOMA DAS
GRUPO REGIOES N.o DE DOMICILIOS RENDAS DOS
NA AMOSTRA DOMICILIOS DA

AMOSTRA (S.M)

1 53 18 72
78 18 117

88 18 171

96 18 252

101 23 500

Soma 95 1112

2 36 18 63
59 18 79

73 18 117

82 18 130

87 23 249

Soma 95 638

3 a8 18 63
65 18 108

76 18 117

85 18 144

89 23 270

Soma 95 702

4 42 18 65
70 18 108

81 18 130

87 18 170

04 23 340

Soma 95 813

Estimativa da renda média domiciliar

_ 1112+ 688 + 802 + 818 _ 3965
Sy 95 () 380

= 8,59

¥ of = 1118° + 638° + 702" + 818" = 2797361

i=1

3265°

2797361 —

o 2 A e b g

441016

= 1,222 donde ¥ (Tre,) = 0,129 ou 12,9’

i; @Rep) =
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