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AM~STRAGfM Df C~NGL~MfRAO~ 



A exposição que se segue, sobre Amostragem de Conglomerados, 
constitue um destaque do curso de Tecnologia da Amostragem do 
6.0 período da Escola Nacional de Ciências Estatísticas - ENCE. 
Desse modo, um melhor entendimento sobre o assunto pode ser 
obtido com a leitura das apostilas da parte restante do curso, 
principalmente no que se refere a Amostragem Aleatória Simples, 
Amostragem Estratificada e Estimador de Razão. 

Os exemplos que ilustram as partes teóricas têm, apenas, obje
tivo didático, para mostrar a escolha e o manejo das fórmulas ade
quadas a cada situação. 
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CAPíTULO I - Amostragem de conglomerados em 1 
- estágio Acl - Tamanho desigual. 
Probabilidade igual de sdeção. 

I - DEFINIÇõES PRELll\11 ARES 

1 . 1 - População 

Chama-se População um conjunto finito de N elementos. Será 

representada por: 

Cada U, { JtN é uma unidade da população. 

1 .l. l - Exemplos 

a) População de Domicílios de certa localidade. 

b) População de Fazendas produtoras de café de certa região. 

c) Alunos da rede escolar estadual. 

!. 2 - População matriz 

Considere-se uma característica y de n;N· Por exemplo, na Popu
lação de Domicílios, uma característica é a renda familiar; na 
População de Fazendas produtoras de café, uma característica é a 
quantidade produzida; na População de alunos, uma característica 

é o rendimento medido por um teste. 
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y associa a cada unidade U, f rcN um número real Y, de modo 
que se tem: 

U1 uf uN 
y: i + + 

y1 Yt o o o YN 

O conjunto 

é a "População Matriz" gerada pela característica y. 

I. 2 .I - Observação 

Na mesma população pode-se observar várias características 
y, x, z, • . . . gerando, cada uma, uma população matriz, rcN (y), 
TCN (x), TCN (z) , .... 

I . 3 - Parâmetros da característica y 

Cada característica tem um conjunto de parâmetros cuja esti· 
mação constitue o objetivo principal das técnicas de amostragem. 

8 

Entre esses parâmetros serão particularmente considerados: 

N 
Total de y: = Y :E Y, 

• -1 

y 
l\Iédia de y: Y = N 

1 N -
Variância de y: ut = -N :E (Y,- Y)! 

i- 1 

/~ 
Variância relativa de y: lJ! = 

yll 

O" 
Coeficiente de variação de y: lJ = -=

y 



Ainda é de interesse estimar a proporção das unidades de rtN 

que pertencem a um certo nível da característica como, por exemplo, 
a proporção de pessoas com salário abaixo do salário mínimo, a 
proporção de pessoas do sexo masculino, etc ... 

Observe-se que, nesse caso, não há uma característica gerando 
uma população matriz e sim, uma "contagem" das unidades de rtN 

que pertencem a determinado nível da característica. 

1. 4 - Universo 

Considere-se a experiência aleatória de seleção de uma unidade 
de rtN, com determinada probabilidade de seleção. Seja u a unidade 
eventualmente selecionada. Pela característica y associa-se a u uma 
variável aleatória que se vai representar também por y. 

y é o universo associado a rtN· 

No que se segue, y está sempre relacionada com a seleção de 
uma amostra, que é uma experiência aleatória; portanto, y é sempre 
um universo. A utilidade do conceito decorre, também, de ser y uma 
variável aleatória e, em certas situações, ser suposta com determinada 
distribuição. 

1.5 - Configuração ou Desenho da amostm 

Com as técnicas de amostragem se pretende, em linhas gerais, 
obter um subconjunto ou amostra de rtN com o objetivo de estimar 
os parâmetros de y (ou de várias características). O modo como a 
amostra é selecionada constitue a configuração ou desenho da 
amostra. 

A obtenção das unidades da amostra pode ser conseguida sele
cionando unidades de rtN ou grupos de unidades de rtN· 

2 - AMOSTRAGEM DE CONGLOMERADOS 

Na amostragem de congl~merados, as unidades de rr,N são, ini
cialmente, grupadas em subconjuntos ou conglomerados. As unidades 
de amostra, em vez de serem unidades de rtN são os conglomerados. 
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1\o quadro que se segue, se mostra a definição de conglomerados 
para algumas populações. 

População Conglomerados 

Alunos 
Domicílios 
Fichas de cadastro 
Turmas 

Turmas 
Quarteirões 
Grupo ac 10 fichas 
EbCOb 

Observe-se que a turma pode ser unidade de população ou um 
conglomerado. Se a característica é o rendimento do aluno, a turma 
é um conglomerado; se a característica é o número de alunos por 
turma, a turma é uma unidade da população. 

:i - A~!OSTRAGEM DE CO GLOMERADOS EM 1 -ESTAGIO 

Suponham-se formados M conglomerados com as N unidades 
de nN. Selecionem-se com igual probabilidade, m desses conglomera
dos. O conjunto das unidades de nN que participam dos m conglo
merados selecionados constitue a Amostra de Conglomerados em 
l - estágio de nN· Observando a característica y das unidades de 
nN que estão na amostra, obtém-se a Amostra de Conglomerados em 
l - estágio de y. 

Esquematicamente, esse desenho de amostra é representado do 
modo que se segue. 

Seja UiJ a j-ésima unidade de nN no i-ésimo conglomerado c •. 
Pela característica y associe-se a U,1 o número real Yíi. 

Tem-se para os M conglomerados: 

Y.u1 

Ye1 u _, 
Me yllfl! 

N 1, N,, ... NM são, respectivamente, os tamanhos dos conglomerados 

C1 , Cv ... Cy, sendo N 1 + N, + ... + Ny = N. 
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Selecionem-se m conglomerados, com probabilidade igual de 
seleção. Sejam c;, C~, ... , c:,. esses conglomerados. 

c' m 

v'_, 
11 y~l v'_, 21 y~l u' _, ml Y;nl 

v'_, 
H! y~2 v~2_, y~li v'_, 

mi! y~!J 

v~N-; 
I 

Y1NJ v'_, I 

2Ns Y2N~ v' _, I 

mN~n YmN;,. 

Observe-se que C~ (i = 1, 2, ... m) é um acontecimento alea
tório que decorre do processo de seleção. Eventualmente, c; pode 
ser cl ou Ca ... ou CM. 

Conseqüentemente, os Y:i (i = 1, 2, ... m; j = 1, 2, ... N;) 
e os N~ (i = 1, 2, ... m) são variáveis aleatórias. 

A amostra de J'tN é: 

e a amostra de y é: 

[; ' JNj; 
I I } Vml, · · · , UmN:. 

~ Y~1' · · · ' y~N}; · · · · · · · · ; Y~1' · · · , y~N:,} 
Observe-se que o tamanho da amostra é: 

sendo uma variável aleatória, cujos valores dependem dos con
glomerados selecionados. Em média, assume o valor: 

M 

I: Ni 
i=- I 

- ( m ' ) n =E I: N; = rn 
'- 1 M 

[ração de amostragem de 1.0 estágio. 

m m 
M N = j 1 N scnd o j 1 = JII 

Desse modo, a amostragem de conglomerados em 1 - estágio é 
caracterizada pelos seguintes fatos: 

a) Pertencem à amostra todas as unidades dos conglomerados 
selecionados. 

11 



b) Só é necessário listar as unidades de l'ty nos m conglomera
dos selecionados para a amostra. É evidente a economia de tempo 
e de custo quando se compara com a amostragem aleatória simples 
ou estratificada, nas quais são listadas todas as unidades de l'tN· 

c) O tamanho da amostra não pode ser exatamente prefixado 

tendo em vista que depende dos conglomerados selecionados. 

d) Cada unidade de l'tN tem a mesma probabilidade de parti
cipar da amostra, probabilidade esta representada pela fração de 

m 
amostragem: f 1 = Af . 

e) Conforme se verá em próximos Capítulos, são muitas as 
ocasiões em que a precisão da amostragem de conglomerados é infe
rior à precisão da amostragem aleatória simples. No entanto, a 
vantagem que resulta da economia de tempo e de custo pode, em 
certos casos, compensar a desvantagem da menor precisão. 

Observação - No que se segue, é freqüente o uso da abreviação 
Acl para representar a Amostragem de Conglomerados em 1 - está
gio e da abreviação Ais para representar a Amostragem Aleatória 
Simples sem Reposição. 

A seguir, especificam-se, em detalhes, os parâmetros já anuncia
dos em 1. 3, adaptando à situação decorrente da formação de con
glomerados. 

3 . l - PaTâmetros de y 

12 

4,., 
Total de y em C;: l', = l: Y,1 

i~ 1 

- y . 
i\Iédia de y em C,: Y· = --' 

' N .. 

g 1 N; 
Variância de y cm C,: Si = N . _ 

1 
:E (Y;; - Y;)2 

M 
Total de y: Y = :E Y; 

i- 1 

Média de y: Y = Y 
por unidade de l'tN N 

' j- 1 



Média por conglomerado: y 
y 

M 

1 M N ; 
Variância de y: 8 2 = --- :E :E (Y;j - Yl 

N-1 i= li=l 

s" Variância relativa: "/ = 
y" 

Como resultado da seleção dos conglomerados, seguem-se as 
seguintes estatísticas. 

3. 2 - Estatísticas 

I I Ni 
Total de y em C;: Y; = :E 

j ~ 1 

' 
Média de y em C~ · y' = Y.; 

,. ' N' 
' 

4- TEOREMA 

y' . 
' i 

Um estimador não tendencioso de Y, total de y é: 

* YAcl = 

Prova 

* Mm 1 Mm (1 Jf ) E(YAcJ) = - :E E(Y;) =- :E M :E Y; 
m i=1 m ;-1 ;-1 

M 
:E Y; = y 
i- 1 

13 



1. I - Corolário 

Um estimador não tendencioso de Y, média por unidade de 
;[:y é: 

YAcl 
Y~tcl = _Jf 111 

1 1 m v'. - I: yi = --=- I: J t 

.V mN i - 1 mN ; - 1 

onde N N 
tamanho médio por conglomerado. 

1\1' 

Prova 

y 
=-= y 

N 

4. 2 - Corolário 

5 

ou, 

14 

Um estimador não tendencioso de Y, média por conglomerado é: 

* YAc1 = _..!__ ;. y: 
YAcl = ~ . JI m , -1 

Prova 

Fazer como exercício. 

VARIÂNCIA DE )* 
Acl 

Por definição: 

. * ( Jl l m )e l (YArl) = E - I: y~ - y = 
m i-1 

ilft [ m 
-E I: 
me i - 1 ]

i 
I -

Y,- mY = 

Me m 1 _]e 
-e E I: ( Yi - Y) = 
m 1-1 



= Mt E[ t (Y:- Yl + t t (Y:- Y) (Y',- Y)J = 
m2 

i - I i- I j- 1 

(i ~j) 

M2 [ m M - t m (m - 1) M M - - J 
= m2 M i; I (Yi- Y) + M (M- 1) i~I i :;:I (Y; - Y) (Y;- Y) = 

(i~ j) 

Pondo 

vem, 

· * ) M )" ( )t V (YAct = - [(M- 1 S.- m - 1 S.] 
m 

donde. 

* 2 M- m S! 
F(YAci) = M •-

M m 

5. 1 - Exercícios 

a) Mostrar que 

b) Mostrar que 

m 

1 ,"lf 

com s; = --- I: (Y;- Yl 
}1,J -1 i-I 

V c= ) M - m S~ com s; = --1--YAct = i1f -:;;;- jf _ J 
M ( yi =)t I: -=- - Y 

i-1 N 

c) Supor uma situação em que caiba a formação de conglo
merados. Definir uma característica e fazer uma breve descrição do 
processo de estimação da média por unidade da população. 

15 



G- TEOREMA 

Um estimador não tendencioso de V (Y~ci ) é: 

- * e M-m s; 
Y(YAct) = M j[ M 

onde 

Prova 

1 m 1 )s s! = --- l: (Y; - 'YAct 
m - 1 ;-1 

Pode-se escrever: 

e 1 m 1 _ 2 
s, = --- l: (Y; - Y-4cl) = 

m-1 ; -1 

1 =---
m - 1 

m 1 - _ -f 
k [(Y;- Y)- (YAc1- Y)] = 

'- 1 

-m-~-1- L~1 (Y~ - Yl - m (YAcl - Y/ J 
donde, 

E (s;) = -m-~-1- [ ,~ ;~1 (Y; - Y/ - m V <iiAct) J = 

-m-~-1- [ m(MM- 1) s; - m M ~ m ~ J = s; 
Portanto, 

- * M-m E(s;) 
E[V (YAcJ)] = M -----:;;;-- = 

M-m s; , * 
----=V (YAc1) 

M m 

6. 1 - Exercício 

16 

a) Mostrar que 

b) Mostrar que 

- M-m s; -s 
VcYAcz) =----com s, = 

M" m 



7- EXEMPLO 

Trata-se de avaliar o rendimento dos alunos da La série - L0 

grau, na rede de ensino público de certa localidade. 

A partir da relação das 3 500 turmas existentes, foram preparados 

conglomerados, juntando turmas de diferentes Escolas, com o obje
tivo de grupar alunos o mais possível diferentes no que se refere ao 
rendimento (a necessidade dos conglomerados serem heterogêneos 

pode ser vista no Cap. 2). 

Os conglomerados foram formados com 5 turmas e, a proxi

madamente, 150 alunos, supondo uma base de 30 alunos por turma. 

Há possibilidade de tempo e de recursos financeiros para obser

var uma amostra de 1 500 alunos. 

Considerando que n = mN tem-se: 

1500 = m 150 

donde m = 1 O conglomerados. 

Conglomerados N. 0 de alunos Soma dos escores 
da amostra c; 1Y; JT~ 

1 162 1004,4 

!} 170 952,0 

3 145 1015,0 

4 1.)1 830,5 

fi 160 960,0 

6 162 793,q 

7 14.j 8.55,5 

8 148 947,2 

9 171 1214,1 

1C 178 1032,4 

Soma 1.)92 9604,9 

17 



Tem-se: 

M = 700 

m = 10 

N ·= 150 

Estimativa do escore médio por aluno: 

YAc1 = 1 t y' = 9604,9 = 6,4 
mN ;-1 ' 10(150) 

Estimativa da variância de YAc1 : 

14482,59 

- = 1 M-m s! 
V (YAct) = - 2 ni • - = 0,0634 

N 1. m 

Estimativa do coeficiente de variação de YAcl: 

-c= ) - lu (YAcl) o 039 
'Y YAcl - - = ' ' 

YAcl 

8 - ESTIMAÇÃO DE PROPORÇÃO 

Considere-se a população dividida em duas classes: A e Ã (não A), 
de acordo com algum atributo associado às unidades de rr.8 • 

Por exemplo, se a população é de domicílios, 
- A pode ser a classe dos domicílios próprios. Ã a classe dos 

não próprios. 

- A pode ser a classe dos domicílios em que há TV a cores. 
Ã a classe dos domicílios sem TV a cores. 

- A pode ser a classe dos domicílios em que há pelo menos um 
carro. Ã a classe dos domicílios sem carro. 

Em conseqüência, se a população é grupada em M conglome
rados, cada conglomerado é dividido também nas classes A e Ã. Seja 

18 



Ai e Ãi o número de unidades de l'tN em A e Ã, respectivamente, no 
conglomerado i (i = I, 2, ... M). 

C; 

A 1 pode assumir os valores O, I, 2, N, e se tem: 

Donde Y, = A, (i= I, 2, ... M) obtem-se: 

A; P - d 1 A C Y; = N. = ; proporçao a c asse em 1 

' 
M 

I: Y; 
y i= 1 

N N 
P proporção da classe A em nN· 

Com essas substituições, torna-se fácil achar o estimador de P 

usando as expressões dos estimadores estudados nas secções ante
riores. 

8. 1 - Estimador não tendencioso de P 

Das expressões de ]Úct, V (YA c1 ) V (YAct) do estimador não ten

dencioso de Y obtem-se: 

1 m 1 

PAcl = ---=- I: A; 
mN i=1 

- 2 
M-m s. 

V (PAc1) = 
M 

com 
m 

M-m - !J 

V (PAcl) 
s. 

com 
M m 

- g 
S.= 

- !J 
Se = 

1 M (;- pr 
M - 1 I: 

i= 1 

1 m 

( ~- PAct )i I: m - 1 i= 1 
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8. 2 - Exemplo 

No Exemplo 7 observou-se, também, o número de alunos que 
fumam, obtendo-se: 

-

Conglomerados N.o de alunos N. 0 de alwws 
da amostra (N;) que fumam (Ai) 

1 162 ,')Q 

2 170 63 
3 14.j 47 
4 151 48 
5 160 68 
6 162 59 
7 14!1 36 
8 148 45 
9 171 71 

10 178 73 

Soma 1592 562 

Estimativas da proporção de alunos que fumam 

= -
1

- ~ A'= 
562 

= 0,375 ou 37,501
0 PAct mN i-:-1 ' 10(150) /( 

Estimativa da variânria de PAcJ 

3307 4 - (562l 
10 ____ 9 ___ = 165,51 

donde, 

- 1 M-m 
V (PAcl) = }j'i M 

700- 10 165,51 
700 10 = 0,000725 

~V (PAcl) = 0,0269 ou 2,69% 
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9 - DIMENSIO A IE TO DA AMOSTRA 

O erro de amostra do estimador YAcl é definido por: 

l"ii.1c1- Y/ 

Em princípio, esse erro não é conhecido, posto que se supõe 
o desconhecimento de Y. No entanto, tem-se, com probabilidade 8, 
que esse erro seja inferior a 

onde z0 é o valor da normal (O; 1) correspondendo a uma área 
central 8. 

O erro relativo da amostra é definido por 

sendo inferior a d, = z0 'Y (y ,1 01) com probabilidade 8. d, é a pre
cisão relativa de y.1 c1 e 'Y (y_1 c1) o coeficiente de variação de Yaol· 

Fixado d., o tamanho m da amostra de conglomerados que torna 

..!.!IY::.:.:A:::.:•l_-_Y.!_./ d < r y 

com probabilidade (J é obtido da igualdade: 

ou, 

d _ ~ ,.,./ M- m 'Y; 
r- t..8, • 

M m 

onde 'Y• é o coeficiente de variação entre os totais dos conglomerados 
s 

e dado por ' 
y 
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Deste modo, obtem-se para m: 

m= 

É usual fixar() = 0/)5 (95%) donde z0,u = lj)6 == 2 

donde, 

O coeficiente de variação dos totais, "fe, pode ser obtido de pes
quisa anterior ou de dados do Censo. Tem-se, ainda, a alternativa 

de substituir 'Ye por um estimador ,Y. = _s. obtido de uma amostra 
YAct 

preliminar. 

9. I - Exemplo 

Considere-se o Exemplo 7. 

A precisão relativa obtida com a amostra de 10 conglomerados 
foi: 

dr = 2 )i CiiAcl) = 2(0,039) = 0,078 OU 7,8% 

Para achar o tamanho da amostra com precisão relativa de 5%, 
calcula-se: 

-
-2 YAcl 

'Ye = -2- = 
s. 

14482,59 = o 0157 
(960,49) 2 

' 

4 (700) (0,0157) 
m-

M (o,o5)" + 4 :Y~ 700 (0,0025) + 4 (0,0157) 

24 conglomerados. 

9. 2 - Exercício 

Achar a expressão de m para estimar uma proporção. 
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9 .11 - Observação 

A validade da informação sobre d, e sobrem, conforme Exemplo 
9 . 1 depende de haver boa aproximação entres; e s:. 

lO - EFICIP.NCJA DA Acl EM RELAÇÃO A Als 

Representando por Ef esta eficiência, define-se: 

onde V (y) é a variância do estimador da média por unidade de 1tN na 
Als e V (YAct) a variância da mesma média na Acl. Observe-se que a 
eficiência cresce a medida que V (f}A 01 ) < V (Y) . 

(-= ) M - m S! V (-) N - n S! 
Sabe-sequeVYAct = "1. ·--=:eeque y = N 

"r. mN n 
onde S! é a variância de y em rr.N, sem formação de conglome-

- m I 
rados. Nessa última expressão, N = MN mas n = :E N; é uma 

i- 1 

variável aleatória cujo valor depende dos conglomerados que forem 
selecionados. A expectância de n é: 

( 
m ') m llf -E(n) =E :E N; = - :E N; = mN 

;-t .M i=t 

Substituindo N por MN e n por mN em V (íí) obtém-se : 

l , (y) = M N - mN ~ = M - m 
MN mN 1\I mN 

Fazendo as substituições em Ef vem: 

M - m s$ 
M -

mN 
Ej = 

M - m s: 
.11 ~ mN 
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II - TAl\IANHO DO CONGLOMERADO 

O tamanho do conglomerado não é arbitrário. Depende do 

número de observações independentes. Por exemplo, suponha-se 

que o objetivo de determinada pesquisa seja estimar a proporção 
de moradores da raça negra em certa localidade em que há segre
gação racial. Se o conglomerado é o quarteirão e se o entrevistador 
vai a um domicílio e é atendido por um morador da raça negra, 
é de esperar que haja no quarteird:o muitos outros da raça negra. 
Desse modo, há poucas observações independentes e o quarteirão 
não é um bom conglomerado. 

O modo de se avaliar a maior ou menor independência nas 
observações dentro dos conglomerados é com o emprego do coefi
ciente de correlação intraclasse. 

12 - COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO INTRACLASSE 

Foi dito na Seção 11, que o valor de N não é arbitrário, depen
dendo do número de observações independentes e que o modo de 
medir esse número é com o emprego do coeficiente de correlação 
intraclasse. 

Representando por ô o coeficiente de correlação intraclasse, 
define-se: 

(12.I) 

A média se extende aos valores de i, de j e de k (sendo j=Fk). 
Desse modo, ô mede a correlação entre pares de valores de y, em 
cada conglomerado. 

No que se segue, admite-se N 4 = N (i=1,2, ... M) permitindo 
uma maior simplificação das expressões. 

O numerador pode ser escrito do seguinte modo: 

E (Y~;- Y) (Y~k-Y) =E (Y:;- y~ + y~- Y) (Y~k- y~ + y~ ·- Y) = 

= E(Y~;- Y~) (Y~k- Y~)+E(Y~;- Y;) (Y: -Y)+E(Y~- Y) (Y; ,, - Y~)+ 
+E(Y~-Y)2 
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Para a primeira parcela do segundo membro, tem-se: 

"I 1 N I -1 2] =-" E - :E (Y,i- Y;) = 
C~- N (N- 1) i - 1 

= E [ -
8i 2 J = - __!_ l: s~ = -

8~ 
c~ N MN i=1 N 

Para a segunda parcela do segundo membro, tem-se: 

. [ -
1 = 1 N 1 

-
1 J =E (Y,- Y)- :E (Y,f- Y;) =O 

c~ N j = 1 

N 

posto que :E (Y~i- Y~) =O 
i= 1 

Para a terceira parcela, obtém-se, de modo semelhante, o valor O. 

Para a quarta parcela, tem-se: 

-~ = 2 1 ·""'1 - = 2 1vi - 1 - . 
E(Y; - Y) =- :E (Y,- Y) = lii S; 

111 i= 1 

Desse modo, o numerador de õ é: 

E (y l ) ( I )) 8~ M - 1 - 2 
[ ij - y Y,k - y =- N + M s. (12.li) 
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Para o denominador de ô tem-se: 

[ 
1 N , =t] = E -=- L (Yij - Y) = 

c~ N ; = 1 

1 M N =y)!! = M N - 1 f =--==- L L (Y;j - MN s (12.III) 
MN i-1i-1 

Substituindo (l2.II) e (12.111) em (12.1), obtém-se: 

M- 1 -$ 1 t 
•r s. - -=- sd 

11 N 
li= -----------

MN-1 • ___ :.;___ s-
MN 

Em particular, para M grande: 

-$ s~ 
s.--=-

li :, ___ fi_T_ 
sz 

12.1 - Vaáação de ô 

(12.IV) 

(12.V) 

Para o melhor entendimento da participação de ô na medida 
da heterogeneidade do conglomerado, considere-se a seguinte 
igualdade: 

Obtém-se: 
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Sabe-se que: 

(variância total) 

-~ 1 .II - - f 
S.=-- :E (Y;- Y) 

,lf - 1 , =I 

(variância entre conglomerados) 

Ponha-se ainda: 

(variância dentro dos conglomerados) 

Então (12. VI) pode ser escrita: 

(MN- 1) sf = M c"N- 1) • s~ + CM- 1) "N • s; (12.VII) 

Em primeiro lugar, recorde-se que V (=y ) - }.1 - m Acl - _lj 

-~ 

S, de 
m 

modo que a variância do estimador decresce a medida que s-: 
decresce. De acordo com (12. VII), isso implica em S~ crescer, ou 
seja, os conglomerados se tornaram heterogêneos. Está, assim, jus
tificada uma propriedade básica dos conglomerados: a heterogenei

dade. 

Quanto a influência da variação de õ na maior ou menor hete
rogeneidade do conglomerado, tem-se: 

Se os conglomerados são homogêneos para uma determinada 
característica, 

s~ =o 

Nesse caso, de acordo com (12.Vll): 

(M N - 1) Sf = (M - 1) N s: 
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donde, 

S
z = (M - 1) N -f 

_;_---==--:.....::...- s. 
MN - 1 

Por outro lado, de acordo com (12 .IV) obtém-se: 

i'vf - 1 -~ 
.v s; 

Ó= 
MN -- 1 st 

JfN 

Substituindo (12.VIII) em (12.IX) vem: 

Af - 1 - 2 

Jf s. 
ó= __ .....:.._ ___ = 1 

(M- 1) N - t ....:...... __ .:___S. 
MN 

(12.VIII) 

(12.IX) 

Portanto, se os conglomerados são homogêneos, o coeficiente 
de correlação intraclasse é igual a 1. 

A medida que os conglomerados se tornam heterogêneos na 
característica, sj cresce e s~ decresce. 

Quando s; = o ou seja, quando: 

Y1 = Y1 = ... = Y M, obtém-se de (12. VII): 

(JfN- 1) st = M (N- 1) S~ 

donde, 

~8 

1) s~ 
1 

Substituindo em (12. VI) obtém-se: 

s~ 
N 

MN -1 Sj 
MN 

1 

N-1 



Em resumo: 

a) 

b) Valores negativos de õ são raros. Na situação usual õ é 
posit1vo e os valores mais elevados correspondem a características 
econômicas. Como exemplo, a renda familiar e o fato do domicílio 
ser próprio ou n::lo. Como muitas características sociais são influen
ciadas pelas econômicas, conclue-se que são muitas as características 
com õ positivo. 

c) Se õ é positivo, significa que há homogeneidade dentro de 
vários conglomerados, resultando serem poucas as observações inde
pendentes. Desse modo, um número grande de conglomerados - N 
pequeno - torna-se mais conveniente. 

d) Se õ é negativo, significa que há heterogeneidade em vários 
conglomerados resultando serem muitas as observações independen
tes. Nesse caso poucos conglomerados - N grande - são necessários 
para se obter a informação desejada. 

13 - EFICH'.NCIA DA Arl Fí\I RELAÇÃO A Als 

A eficiência da A cl em relação a A ls em ve1 de ser estudadas 
pela relação: 

Ef = NSf 
• I] 

pode ser estudada a partir do tamanho N e do coeficiente de cor
relação intraclasse. 

De (12.IV) obtém-se: 

sd
2 

M - 1 - f lllN - 1 ~ - = s. - s- o 
N Jf JI.IN 

ou, 

MS~ = (M - 1) _v S~- (MN -. 1) ,e ó 
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Substituindo em (12. V li) vem. 

(MN - 1) se= (M -- 1)N (N ·- 1) ;s; - (MN- 1) (N - 1) S2 o+ 
+ (M - 1) N s; 

donde, 

(MN- 1) s!! = (M - 1) N2 ;s; - (MN - 1) (N - 1) se o 

OU , 

se s' -- · = --=- [1 + cv - 1) o] 
m mY 

para M grande, de modo a se supor 

MN - 1 = MN e M- 1 = M 

Observe-se que: 

e que, 

mN 
r (y) 

variância do estimador de Y na Als. 

donde, 

V (YAc~) = v Cii) [1 + (N- 1) o] 

(13. I) 

isto é, a variância do estimador na AC-1 é igual a variância do 
estimador na ALS multiplicada pelo fator [I+ (N -1) ô] 

Portanto, esse fator mede a influência da formação de conglo
merados na variância do estimador. Daí, a denominação: 

efeito da conglomeração. A medida que N cresce, esse efeito 
cresce se õ > O, posto que, embora õ tenda a decrescer, a taxa de 

crescimento de N é maior que a taxa de decréscimo de õ. 
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Da igualdade (13.1) conclue-se que V(Y.tc1) equivale a V(y ; 
quando: 

;s; st 
m [1 + (N - 1) o] mN 

ou seja, quando são selecionadas m (1 + (N -1) õ] conglomerados. 
Nesse caso, o número de unidades de nN na amostra e 

m (1+ (N-1) õ] N = mN + mN (N-1) õ ou seja, há um acréscimo 

de mN (N-1) õ unidades em relação a amostra aleatória simples 
sem reposição. 

14 -ESTIMAÇÃO DO COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO 
INTRA CLASSE 

Considere-se a expressão: 

- ! s~ s,--=-
N 

8=----se 

Sabe-se (Seção 6) que um estimador não tendencioso de S~ é: 

-! 1 m -, = ! 
s, = --- :E (Y,- YAcT) 

m - 1 ;-1 

• 1 .11 f 
Um estimador não tendencioso de S;; = -.---

1 
.:E S, é: 

-' 1- I 

Um estimador não tendencioso de S1 pode ser obtido da ex
pressão (12. VII) substituindo S~ e s; pelos respectivos estimadores: 

M (N- 1) s~ + (M - 1) N s; 
ill.V - 1 
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Substituindo esses três estimadores na expressão de õ Yem: 

estimador consistente ele õ. 

15 EXEMPLO 

a) Tem-se um fichário de 20.000 segurados de uma Companhia 
de seguros, em um plano A. O objetivo é calcular, por amostragem, 
a reserva técnica do plano A, com uma amostragem de conglome
rados, probabilidade igual de seleção. 

As 20.000 fichas estão dispostas em 400 gavetas, com 50 fichas 
cada. 

Considerando as gavetas como conglomerados, tem-se: 

M=400 

N=.50 

Selecionou-se uma amostra de lO gavetas, correspondendo a 
500 fichas. Nas gavetas selecionadas foram calculadas as reservas 
técnicas de todas as fichas, obtendo-se: 

Gavetas da Reserva \'ariância da~ 
amostra total (Yi) reservas cs;s) 

l 321 2.) 
~ 170 17 
3 610 30 
4 40.) 3~ 
-; 3.50 35 
6 l.'í.) 20 
7 2.14 40 
8 32R 18 
8 328 JS 
9 652 25 

10 260 3.) 

--
Soma 3-'í14 277 
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Estimativa de S2 
d 

2 _ _ 1_ ;. s'2 _ 277 _ 27 7 sd- .._ i ---- , 
m i- 1 10 

Estimativa de s; 

Do quadro, obtém-se: f: Y? = 1484156 
i= 1 

Para aproveitar esse valor, pode-se escrever s! do seguinte modo: 

_1 --=-=- [ f v:' ~ (t v:)']= 
(m- 1) N 2 i~ 1 m 

1 
[1481-156 - (3~;y J = 11,082 

9 (50) 2 

Estimativa de S! 

2 s = 
M (N- 1) s~ + (M - 1) N s; 

MN-1 

400 (49) (27,7) + 399 (50) (11 ,082) 
20000 - 1 

= 38,20 

Estimativa de Y 

-
YAct = 1 i y' = 3514 

mN i= 1 t 10 (50) 
= 7,028 

Estimativa do coeficiente de correlação intraclasse 

2 
-2 sd s.--=-

5 = ___ N_ 
S2 

_1_1:__,o_32_-_o.:._,s_s4.:.... = 0,276 
38,20 
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Efeito da conglomeração 

1 + c"N- 1) o = 1 + 49 co,276) = 14,524 

Tamanho da amostra para dar a mesma precisão de uma Als 

m [1+ (N-1) ô] = 10 (14,524) = 145 conglomerados 

O elevado valor do efeito da conglomeração, mostra que a 
gaveta com 50 fichas não constitue um bom conglomerado. Seria 
necessário fazer uma subamostragem, para reduzir esse efeito 
(Capítulo 4). 

16 - EXERCíCIO 

Achar a expressão de ô e do respectivo estimador, para o caso 
de estimação de proporção. 
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CAPíTULO 2 - Amostragem de conglomerados em 1 
- estágio - Controle da variação de 
tamanho: 
Estimador de razão. 

- INTRODUÇÃO 

* !! M - m 82 NSe 
Observe-se que V (YAcJ) = M -• aumenta e Ef 

M m S! 

diminue quando s; aumenta. Mas, de acordo com a expressão: 

1J 1 M -S.=--!: (Yi- Yl 
M -- 1 i- 1 

o aumento de s; é tanto maior quanto mais diferentes forem os 
totais dos conglomerados. É evidente que um processo ideal para 
reduzir s: seria tornar próximos os totais dos conglomerados. Mas 
esse processo é inviável, posto que os totais não são conhecidos. 

No entanto, os totais tendem a ser correlacionados com os tama
nhos de modo que, quando os tamanhos crescem, os totais tendem 
a crescer. Então, basta controlar a variação de tamanho para 
reduzir s;. 

Os processos usuais de controle do tamanho são: 

a) Usar um estimador de razão, com característica auxiliar 
definida pelo tamanho do conglomerado. 

b) Selecionar os conglomerados da amostra com probabilidade 

proporcional ao tamanho. 
c) Estratificar os conglomerados, de modo que a característica 

de estratificação seja o tamanho. 
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2 ESTIMADOR DE RAZÃO DE Y 

Considere-se a população de conglomerados e duas característica~ 
associadas: o total e o tamanho. 

A média por unidade de 'ltN é: 

Jf 

:E 
Y= i= 1 

M 

:E 
i- 1 

Y, 

N, 

y 
-N 

(Dividindo numerador e denomi
nador por M) 

Observe-se que Y pode ser entendida como a razão das médias 
por conglomerado das características. Sabe-se, pelas propriedades do 
Estimador de Razão, que um estimador consistente R de uma 
razão R é obtido substituindo o numerador e o denominador pelos 
respectivos estimadores não tendenciosos. 

Desse modo, um estimador consistente de Y é: 

ll1 m ' 
~:EN, 
m i= 1 

"' ' :E N, 
i- 1 

que será representado por Y~c1 . 
Observe-se que esse estimador só depende dos tamanhos dos 

conglomerados da amostra e dos totais correspondentes, enquanto 
que o estimador não tendencioso também depende do conhecimento 
de N, tamanho da população. 

3 - VARIÂNCIA DE ;:=YR 
'Acl 

Recorde-se que, em uma população de M unidades da qual 
~ seleciona uma Als de m unidades, a variância do estimador de 
razão é dada por: 

com s:R = --
1

- f (Y; -)RXY 
M-1 i-1 

supondo m suficientemente grande para tornar desprezível a ten

denciosidade de R. Adaptando para Y~c1 obtém-se: 

=R M-m s;R 
V (YAcl) == 

MN11 m 
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1 
com s;n = 111 - 1 

-n ESTIMADOR CONSISTE TE DE V (y A c1) 

Sabe-se, também, que um estimador consistente de V (R) é 
dado por: 

J m 
onde 8;n = --- :E (y; - Rx;)1 

m -- 1 ; - 1 

-n onde X; e y, são elementos da amostra. Adaptando a V (y A cl ) 

obtém-se : 

1 
m-1 

Se N não é conhecido, substitue-se pelo estimador não ten
dencioso: 

5 ESTIUADOR DE RAZÃO DE Y 

Considerando que Y=NY=MNY tem-se que um estimador 
consistente de Y é: 

m 
:E y: 

*R - =n - ; = 1 
YAcl = JYJN Y Acl = MN -'-m--=---

k N; 
c - 1 
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5. 1 - Variância de y :~1 

Para a variância do estimador do total, tem-se: 

m 

5. 2 - Estimador consistente de V (y :~1 ) 

É imediata a expressão: 

.1.( *R)_ M s M-m 
YA c1 - M 

6- EXEMPLO 

O objetivo da pesquisa é estimar o consumo média semanal 
por domicílio (em unidades do produto) de determinado produto 

para alimentação. 

Dispõe-se, apenas, de um mapa da localidade onde podem ser 
detectados 400 quarteirões, que serão considerados como conglome
rados. Sabe-se que existem na localidade cerca de 26.000 domicílios, 
dando uma média de 65 domicílios por quarteirão. 

Tenciona-se selecionar uma amostra de 650 domicílios, corres
pondendo a 10 quarteirões e usando um estimador de razão com 
o tamanho do quarteirão (número de domicílios) como caracte
rística auxiliar. 

Quanto ao fato de serem os quarteuoes considerados conglo
merados, convém levar em conta as considerações feitas na Seção 12 
- Capítulo 1. 
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Observe-se, ainda, a correlação entre tamanho e total, impor
tante para o estimador_ 

Quarteirões N.• de unidades N.• de domicílios "Y; da amostra consumidas (Y;) (N;) 

1 230 70 3,286 
2 152 !)2 2,923 
3 250 84 2,976 
4 1.10 54 2,778 
,) 192 60 3,200 
6 184 60 3,067 
7 198 66 3,0CO 
8 270 76 3,553 
9 22:) 74 3,041 

10 14i) .'50 2,900 

Soma 1996 646 30,724 

N' = 646 = 6'6 
10 "~-> 

Estimativa do número de :midades do produto, pm· domicílio: 

1996 
Y .tcl = 646 = 3,090 

Estimativa da variância de Y~cl 

400-- 10 

400(65l' 
229,06 = 0,0053 

10 

Estimativa do coeficiente de variação de Y~~: 

- =u ) V 0,0053 01 -y(YAcJ = = 0,0236 ou 2,3610 
S,09 
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É interessante comparar as variâncias do estimador não ten
dencioso do total e do estimador de razão do total, para se observar 
a redução decorrente de se considerar a variabilidade das médias 
em vez da variabilidade dos totais. 

Para o estimador não tendencioso, tem-se: 

V- ( * ) _ MB 111 - ~ m 
YAcl - M 

f s. 
m 

~ 1 1n ( ' - )f com s. = ~-- :E Yi - YAcl 
m-1 i-1 

donde, 

vcY:c1) = 400(39o) 
1925

'
37 

= 3oossn2 
10 

Para o estimador de razão, tem-se: 

7 - ESTIMADOR DE l AZÃO DE PROPORÇÃO 

Das expressões de Y1c1, V (Y1c1) e V (y!cl) do estimador 

de razão de Y obtém-se: 
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7. 1 - Exemplo 

Considere-se o Exemplo 2 .l . 3. Suponha-se que, além de inves
tigar o número de unidades consumidas do produto em cada domi
cílio levantou-se, também, o fato do domicílio ser próprio ou não, 
obtendo-se o quadro: 

N. o de domicílios • o rle domicílios 
P' = A; Quarteirões próprios • zv~ {N;) (Ai) 

1 70 25 0,357 
2 .52 10 0,192 
3 84 36 0,429 
4 54 15 0,27 
3 60 ].') 0,250 
6 60 18 0,300 
7 66 22 0,333 
R 76 36 0,474 
!) H 30 0,405 

10 !)0 21 0,420 

Soma 64G 228 

P~c1 = :~: = 0,353 ou 35,3% 

N'= 646 = 616 
10 "h 

V( R ) 400 - 10 o 0689081 = o 00076 1 
PAcl = 400(10)(9) , , '+ 

... f -- R 
1 V (p Acl) = 0,0276 OU 276% 

8 - ESTIMADOR DE RAZÃO EM RELAÇÃO A UMA 
CARACTERíSTICA QUE NÃO SEJA O TAMANHO 

No estimador de razão em relação ao tamanho, usa-se o tamanho 
como característica auxiliar x, o que permite estimar a média de y 



por unidade da população. Por exemplo, estimar o número de 
mulheres por domicílio, a produção por estabelecimento da locali

dade, etc. 

No estimador de razão em relação a uma característica auxiliar x 

que não seja o tamanho, estima-se a média de y por unidade da 
característica auxiliar. Por exemplo, estimar a taxa de mulheres 
analfabetas, a produção por hectare, etc. 

8 . I - Estimador consistente de R 

A relação desejada entre as duas características é: 

Sabe-se, conforme já foi relembrado na Seção 2 .1, que um 
estimador consistente de R é obtido substituindo Y e X por esti

madores não tendenciosos. Desse modo, tem-se para o estimador 
consistente: 

M m 

y : "' y~ I: I: • 
R= m i- 1 i - 1 

M m 

X: 
m x; - I: I: m i- 1 i- 1 

8 . 2 - Variância de R 

Repete-se a expressão dada em 3. 
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8. 3 - Estimador consistente de V (R) 

V~rR~) 1lf - m s;H ll , = z -- com s.n = 
MX m 

1 

m - 1 

8. 4 Estimador consistente de Y 

Conforme se sabe pelo estudo do estimador de razão na A ls, é: 

*R ,.. r 
YAcl = R X 

onde X é o total da característica auxiliar, suposto conhecido. 

8. 4 .l - Variância de y*R 
Acl 

*R . - xs = M.t M - m V (YAcl) = V (R) M 

8. 4. 2 - Estimador consistente de V (y ~~1) 

9- EXEMPLO 

Considere-se o Exemplo 6. Suponha-se que se deseja estimar 

o número de unidades consumidas por morador. Nesse caso, a carac
terística auxiliar é o número de moradores dos quarteirões, em vez 
do número de domicílios. Tem-se o seguinte quadro da amostra: 

QUARTEIROES 
N.o DE UNIDADES N.o DE 

CONSUMIDAS :-.i ORADORES DA AMOSTRA 
(Y;) (X;) 

1 230 301 
2 152 176 
3 250 428 
4 150 140 
;) 192 160 
6 184 171 
7 1\) 180 
8 270 320 
9 22.') 290 

10 145 130 
- --

Soma 1 996 2 296 
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Estimativa do número de unidades consumidas, por morador: 

R= 1996 =087 
2296 ' 

O número médio de moradores por quarteirão é, aproximada

mente, X = 230 

s:R = 1 f (Y, - RXf = 24360
•
57 = 2706,73 

m - 1 ,-1 9 

donde V (R,) = 400 - 10 
400(230)2 

14 

2706
•
73 

= o,oo499 e vVc.R) = o,07o6 
10 



CAPíTULO 3 - Amostragem de conglomerados em 1 
- estágio - Controle da variação de 
tamanho: 

- INTRODUÇÃO 

Probabilidade desigual de seleção, com 
reposição. 

A formação de conglomerados com tamanho igual controla a 

variação de tamanho da amostra e a influência da variação de tama

nho na variância elo estimador. 

~o entanto, a ocorrência de conglomerados com tamanho igual 

não é um fato comum. Geralmente a igualdade de tamanho é obtida 

artificialmente, retirando partes dos conglomerados maiores ou reu

nindo conglomerados menores. Por exemplo, em pesquisas domici
liares em que os conglomerados sejam quarteirões, os quarteirões 

com muitos domicílios podem ser desmembrados em 2 ou mais 

conglomerados, de modo a se obter um número pelo menos aproxi

madamente igual de domidlios em cada conglomerado. 

Neste Capítulo, estuda-se outra forma de controle, mantendo 

o tamanho desigual mas variando a probabilidade de seleção. Inicial

mente apresenta-se a teoria com probabilidade desigual de seleção 

e, posteriormente, como essas probabilidades podem ser estabelecidas. 

A seleção é feita com reposição, com o objetivo de manter a probabi
lidade de seleção constante, simplificando, em conseqüência, as 
expressões dos estimadores. 
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2 - CONFIGURAÇÃO DA AMOSTRA 

Como das situações anteriores, as unidades de rcN são grupadas 
em M conglomerados que podem ter tamanhos desiguais: 

c1 C .e c .li 

Uu 
---+ 

Yu U21 
---+ 

Y.ei u M-; YMl 

UJ.e_, Y~.e Vs.e_, Y.e.e uM-; Yllu 
. . . 

UIN-; YJ NJ U.eN, Y.eN. u M-;M YMNM 

Seja P< a probabilidade de seleção de C( (i = 
.\[ 

com I: P; = 1 
; - 1 

1, 2, •• ' .J M) 

Selecione-se uma amostra de m conglomerados, de acordo com 

as probabilidades de seleção P;, com reposição. 

c; c~ c~ 

Uí
1
_, y~l Uí1_, Y1u u ;,.l 

---+ Y;,. I 

U' _, 
J.e Y~.e ú"í.e---+ Yí.e U' _, m.e Y',.,..e 

. . . 

A repos1çao influe, mantendo as probabilidades de cada con
glomerado e, em decorrência, simplificando as expressões dos esti
madores. 
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2 . I - Parâmetros de y 

Total em C;: 

Média em C,: 

Variância em C,: 

Total de y: 

Média de y 

Y. 
Y·=-' 

' .V; 

1Yt _ 1 
s~ = N; ~ (Y··- Y ·)1 

1 ·"" ,, ' 
' - 1 

M N; M 

Y= :E :E Y;; = :E Y1 
i - 1i-1 1- 1 

- y M 
(por unidade de rcN) : Y = - ; N = :E N, 

N ;- 1 

Média por conglomerados: 
y 

Y=
M 

2. 2 - Estatísticas 

Total em C;: 

Média em C,: 

Variância em C,: 

3- TEOREMA 

r'= I 

x: 
:E 
i- 1 

-, y~ 
Y · =-'-

' N' 
' 

1; ' 
aj 

s'' = -.,--1 __ 
' N~ -1 

Ni 
1 

_
1 :E (Y;i - y;)' 

j- 1 

Um estimador não tendencioso de Y é: 

Y '. *P 1 m 
YAct = - :E -'

m ; -1 P~ 
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Prova 

( I) *P 1 m Y; 
E(YAct) = - }: E - 1 

m ; - 1 P , 

1 m ( M y . ) = -:E :E -' P, 
m ; - 1 ; = 1 Pi 

M 
:E Y; y 

i- 1 

3 . I - Corolário 

= 
Um estimador não tendencioso de Y é 

Prova 

==p 1 m Yl 
YAcl = - - k -; 

m.V >- 1 P ; 

Fazer como exercício 

4 - VARIÂNCIA DE y~~~ 

( *P ) E * P Y )$ E ( *P ) y~ V YAcl = (YAcl - = 1 YAcl - = 

1 ( m Y: )f fi =E- :E - ,-1 - y = 
m i =I I-; 

= _1_ E ~ ~ + ~ ~ Y; Yi _ y .e = 
( 

l f! I I) 
f! ~ l f! ~ ~ I I 

m i=1 P , i=Ii-1 P, Pi 
( ;é j)) 

[ ( 
lf! ) ( I I)] 1 m y. m m y . y . f! 

= --
8 

:E E ---i-F + :E :E E --; • -
1
-1 - y = 

m ;-1 P; i =li=l P i P; 

Considerando que há reposição dos conglomerados, 

y~ y'. 
-- e --1

1 
são independentes. Por conseguinte, 

p~ p i 

E (~ PI 
' 

y~ ) = E ( y~ ) E ( y~ ) = ( f _!L P; r 
P; P ; Pi , = 1 P, 
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donde, 

1 [ 111 y~ 2] = ~ :E -2 pi- y = 
m i= 1 P; 

1 111 ( Y
2 fi) 1 M ( y. )

2 

= - .:E --T- Y Pi= - .:E -' -- Y Pi 
m , = 1 pi m , = 1 P; 

Pondo 

M ( y. ) 2 s:p = :E -' - Y P. 
i= 1 P; 

pode-se escrever: 

V( *P) _ s;p 
YAc1 - -

m 

5- TEOREMA 

Um estimador não tendencioso de V (y~~1) é: 

Prova 

Escreve-se: 

donde, 

2 
s.p d 2 -- on e SeP = 
m 

1 m ( Y~ *P)~ 
_ 1 .L -p' - YA cl m , ~ 1 i 

~ *P 1 [ m Y~
2 *PJ v (YAc1) = -(.,.....--- :E -,-2 - m YAc1 

mm-1 i=1 Pi 

*P 1 [ M Y7 *P~)J E[V(YAc1)] = m(m _
1

) m :E - 2- Pi- m E(yAc1 = 
i= 1 pi 

1 [ M Y7 *P 2] 
m _ 

1 
.L - 2 Pi- V(YAc1- Y = 
, = t P; 

1 [ M ( y. )!! p J m - 1 ·:E -' - y - V(y~c1) = 
, ~ 1 P, 
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6 - PROBABILIDADE DE SELEÇÃO PROPORCIONAL AO 
TAMANHO DO CONGLOMERADO 

Considere-se a variância de y~~1 estimador não tendencioso de Y: 

y. 
Se P, = ~ proporção do total de C, (i = 1, 2, . . . M) 

obtem-se V (y~1c 1) = O. Portanto, a seleção com probabilidade pro
porcional ao total controla a variação de tamanho dos conglome
rados. 

O problema com a definição de P, proporcionalmente ao total, 
está em que não são conhecidos os totais Y, para todos os conglome
rados. Desse modo, é necessário dar uma nova definição a Pi que 
traga um valor próximo ao obtido com a definição anterior. 

Admitindo que os totais sejam proporcionais aos tamanhos, 
hipótese essa que pode ser considerada com razoável aproximação, 
define-se: 

Ni 
P·=

' N 
(i = 1, 2 ... , 1vf) 

N· 
Embora seja usual fazer Pi = N', nem sempre se conhecem os 

valores N, para todos os conglomerados. 

Nesse caso, a solução é considerar uma característica x conhe
cida para todas as unidade de n.v e que assuma valores proporcionais 
aos valores de y e definir: 

X· M 
P · = -' com X = 1: X i 

• X ; -1 

Essa característica x é chamada "medida de tamanho". 

Em particular, uma boa medida de tamanho é a própria carac
terística y, observada em outra ocasião. Por exemplo, na estimação 
da população de certa localidade, pode-se usar como medida de 
tamanho, a população observada no último Censo. 
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Na estimação da produção de café, a área das fazendas é uma 
medida de tamanho. Outra medida pode ser a área plantada. 

Se as UP são hospitais, pode-se usar como medida de tamanho 
o número de leitos ou o número de leitos ocupados. 

Na estimação do faturamento de estabelecimentos comerciais, 
uma medida de tamanho é o número de empregados. 

7 - MODO DE SELECIONAR A AMOSTRA COM 
PROBABILIDADE DE SELEÇÃO PROPORCIONAL AO 
TAMANHO (OU A UMA MEDIDA DE TAMANHO) 

7. l - Seleção com uma tabela de números aleatórios 

Para explicar o processo, suponha-se que certa localidade tem 
8 640 domicílios em 270 conglomerados. Trata-se de selecionar uma 

amostra de lO conglomerados. 

a) Parte-se da listagem dos 270 conglomerados com os respec
tivos tamanhos; número de domicílios (ou uma medida de tamanho). 

CONGLOMERADOS N.o DE DOMICÍLIOS ACUMULADO 
(1) (2) (3) 

1 48 48 
2 29 77 
3 35 112 
4 28 140 
5 32 172 
6 33 205 
7 21 226 

269 42 8 598 
270 30 8 540 

51 



b) Com uma tabela de números aleatórios, selecionam-se 10 
números de O 001 a 8 640. Suponha-se que o primeiro número sele
cionado seja O 138. A posição deste número é marcada na coluna (3) 
do quadro com I. Se o segundo número selecionado é O 218, marca-se 
na coluna (3) com 2. Se o terceiro é O 225, marca-se com 3 na 
mesma posição do anterior e assim por diante, até marcar 10 números. 

c) Cada marca na coluna (3) indica o conglomerado que vai 
para a amostra. Observe-se que pode ocorrer mais de uma marca 
para o mesmo conglomerado, conforme aconteceu com o conglome
rado 7. Nesse caso, o conglomerado 7 tem os valores de y repetidos 
duas vezes na amostra. 

7 . 2 - Seleção sistemática 

A seleção dos conglomerados com probabilidade proporcional 
ao tamanho, é feita com reposição. No entanto, se M é grande e 
M . . m, a probabilidade de um conglomerado ser selecionado mais 
de uma vez é muito pequena e, como aproximação, pode-se usar 
a seleção sistemática. 

Se a seleção é proporcional a uma medida de tamanho, a pro
babilidade de seleção do conglomerado i é: 

X , X, 
m--= --

X X/m 

X 
Divide-se X em partes, sendo - o intervalo de amostra para 

m 
fins de seleção sistemática, 

e 

1 
X 2X 

X 
m m 

Seleciona-se um ponto de partida () no intervalo[1; ~ J ponto 

esse que vai determinar o primeiro conglomerado da amostra. A () 

soma-se X determinando o segundo conglomerado da amostra e 
m 

assim por diante, conforme se esclarece no exemplo que se segue. 
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Se X, > X o conglomerado é auto-representado, isto é, o seu 
m 

total Y, é somado ao total estimado dos demais conglomerados não 
a u to.represen tados. 

8 - EXEMPLO 

Para estimar a população de certa localidade, considerou-se os 
Setores Censitários como conglomerados dos domicílios da localidade. 
Existem 420 setores na localidade, dos quais lO serão selecionados 
para a amostra. A seleção é feita sistematicamente, usando-se como 
medida de tamanho a população registrada no último Censo, con
forme o quadro: 

SETORES 

l 
2 
3 
4 
5 
6 
6 

420 

-
Soma 

Tem-se: 

X = 121212 

X 
- = 12121 
m 

POPULAÇÃO X; ACUl\IULADO (Censo) 

570 .570 
180 75fJ 
270 1 020 
400 1 420 
480 1900 
377 2 277 
377 2 277 

221 121 2J2 

121212 -

Selecione-se um número inteiro no intervalo [1;12121]. Seja 
O = 00920 esse número. 
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Na coluna "acumulado" localiza-se esse número e marca-se •, 

correspondendo ao conglomerado 3 que, assim, vai para a amostra. 

O número seguinte é O + 12121 = 920 + 12121 = 13040 que 
também é marcado na coluna "acumulado" e vai determinar o 

segundo conglomerado da amostra. E assim por diante, até serem 

selecionados 1 O conglomerados. 

Os dados da amostra foram os seguintes: 

N.o DE PROBABI- N.o DE 
SETOH.ES MORADORES LIDADE DE :\IORADORES 

CENSO - (Xj) SELEÇÃO (P;) A~10STRA (Y;) 

1 270 0,0022 320 
2 386 0,0032 300 
3 401 O,OG33 54_() 

4 424 0,0035 47l 
5 247 0,0020 240 
6 377 0,0031 401 
7 473 0,0039 .502 
8 200 0,0017 320 
9 3G7 0,0030 450 

10 27.) 0,0023 370 

Observação - As probabilidade de seleção dos selares da amostra foram 
obtidas do primeiro quadro. 

Estimativa do número de moradores: 

y~~1 = _!__ i; y~ _ 1414589•98 = 141459 habitantes 
m ; = 1 P; 10 

Estimativa da vaTiância de Y~c1 

1 m ( Y~ *P )f 6238460878 l: -,- - Y.tc! = 
9 ; - 1 P; (m -1) 

= 693162319,8 

*P V(yAcl) = 69316231,98 

- *P 'Y (YAc!) = 0,059 OU 5,9% 
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9 - EXERCíCIO 

Achar as expressões dos estimadores para a estimação de pro
porção, com probabilidade desigual ele seleção. 

10- EXEMPLO 

Suponha-se, no Exemplo 8, que também se levantou o número 
ele pessoas alfabetizadas nos Setores da amostra, obtendo-se: 

SETORES 1 .• DE :.IORADORES N.• DE ::\10RADORES 
ALFABETIZADOS 

1 320 200 
2 300 130 
3 .')4.0 340 
4 4.71 290 
5 240 90 
€ 401 240 
í 502 310 
8 azo lGO 
!) 4.')0 310 

1(, 370 160 

Estimar a proporção de moradores alfabetizados e a respectiva 
variância. 

lI - COEFICIEN1 E DE CORRELAÇÃO INTRACLASSE 

A - - N, . b s expressoes que se seguem, supoem P, = N' ou seja, pro a-

bilidade de seleção dos conglomerados proporcional ao tamanho. 
As expressões resultantes serão usadas como aproximação, mesmo 

no caso em que as probabilidades de seleção sejam proporcionais a 
uma medida de tamanho. 

No Capítulo 1 mostrou-se que o coeficiente ele correlação intra
classe, podia ser escrito na forma: 
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Nessa expressão tem-se, agora: 

[ ' ' J J N, Ns 1 -, , -, 

=E , , I: I: (Yii - Yi)(Yik- Yi) = 
C' N.(N.-1)i=1k=1 

i • ' (i ;;é k) 

[ 
1 .v: ' -, s] 

=E - I I I: (Y,i- Y;) = 
c~ N i (N i -- 1) i ~ 1 

[ 
s:fJ J M s~ =E - --, =-:E -P .. = 

C' N .. ~ 1 Ni 
. ' 
' 
MS~ MS~ 

-I:-=-1:-' 
i~ 1 N, , - 1 N 

- N 
Sendo N = M tamanho médio dos conglomerados, tem-se 

N = M N. Pondo, ainda, 

obtém-se, finalmente: 

s~ 
N 

-, = B 1lf - - B M N; - = B -e 
b) E(Y;- Y) = :E (Yi- Y) P, = I: - (Y,- Y) = S.p 

;-1 ;~1 N 

c) E (Y~i - Y)! = ~~ {E [(Y;·i - Y)
2 I c~ fix.] } = 

=E[~ (Y;,.~ Yl]= I: 1: (Y;j- y)B N;= 
c; i= 1 N, i- 1 i- 1 N; N 
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Substituindo a), b) e c) em (ll.I) obtém-se uma expressão 
aproximada para ô: 

com 
N ·- 1 

N . = 1 
N 

12- RELACIONAMENTO ENTRE S!E, s;P e S~ 

Ponha-se, 

M N; = 
2 

M N; _ _ = :e 
I: I: (Y;i - Y) = I: I: [(Y;i - Y;) + (Y; - Y)] = 
i=1j=1 i= li= I 

M N; _ M _ -! 

= I: I: (Y;j - YY' + I: N;N(Y;- Y) 

ou, 

i=1j=1 i~I 

N - 1 m }.{ N·- 1 m M N - - m 

---=~ s~ = I: ' Si + I: -' (Y; - YY 
N i=I N i=I N 

Com as aproximações, 

N -1 N; -1 --- == 1 e -'--- -
N N 

N -1 

MN 

1 
-

M 

obtem-se: 

13 - ESTIMADOR DE õ 

(12.I) 

Estimam-se, a seguir, as variâncias que participam da expressão 

de õ. 

a') Estimador não tendencioso de S~ 

Seja o estimador, 
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Tem-se: 

b') Estimador não tendencioso de S~p 

Recorde-se a expressão: M ( y' ) 2 . 
s:~. = I: -' - Y P' 

i= 1 pi 

Com P; 

donde, 

Considerando que um estimador não tendencioso de s:P é: 

conclui-se que um estimador não tendencioso de s:p 
é o mesmo de ou seja, 

c') Substituindo os estimadores definidos em a') e b') em 
(12.1), obtém-se o estimador de S2 : 

Finalmente, substituindo os resultados de a'), b') c c') na 
expressão de õ, obtém-se o estimador: 
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14- EXEMPLO 

Considere-se o Exemplo 9. Complete-se o quadro da amostra 
com as informações referentes ao "N.0 de domicílios" e a "Variância 
entre os domicílios da amostra (N.0 de moradores)". 

YARIAN-
N.o DE PROB. DE 

N.o DE TOTAL DE CIA DO 

SETORES MORA- SELEÇÃO DO:\II- MORA- N.o DE 
DORES CÍLIOS DORES MORA-

(Xí) (Pí) (N;) (Y;) DORES 
(s;s) 

1 270 0,0022 71 320 16,09 
2 386 0,0032 86 300 18,00 
3 401 0,0033 129 540 15,25 
4 424 0,0035 84 471 21,05 
5 247 0,0020 52 240 13,80 
6 377 0,0031 93 401 17,70 
7 473 0,0039 116 502 21,30 
8 206 0,0017 94 320 26,40 
g 367 0,0030 98 450 18,40 

10 275 0,0023 67 370 17,00 

Supondo que as probabilidades de seleção sejam proporcionais 
ao tamanho, como uma aproximadação, tem-se: 

-2 1 m -, =p 2 =p 1 m -, 44,561 
SeP = k (Y;- YAcl) COlll YAcl = - k Y; = -'---

m - 1 i~ 1 m i= 1 10 

= 4,456 

donde 
- 13 4,6613 
S eP = 

9 
= 0,5179 

'2 

8~ = .!!_ i: S;' = 90 
2,1664 = 19,4976 

m i= 1 N; 10 

l = ;;P + s~ = 20,0155 

Então, o coeficiente de correlação intraclasse é estimado por: 

o 5179 - 19,4976 
o = ' 90 

20,0155 
o: 0,015 
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O efeito da conglomeração é estimado em: 

1 + c"N - 1) 8 = 2,ss 

Para reduzir esse efeito da conglomeração, pode-se fazer suba
mostragem, conforme será estudado no Capítulo 4. 

15 - EXERCíCIO 

Dar as expressões dos estimadores, variância, coeficiente de cor
relação intraclasse, relativas a estimação de proporção. 

16 -E TRATIFICAÇÃO DE CONGLO~IERADOS 

16.1 - Introdução 

Estratificando os conglomerados com a característica de estrati
ficação representada pelo tamanho, as variâncias dentro de cada 
estrato dependem de totais próximos, de modo que se obtém um 
controle da variação de tamanho. 

Por exemplo, se a população é de domicílios e os conglomerados 
são Setores Censitários, esses setores podem ser estratificados pelo 
número de domicílios. Se os tamanhos não são conhecidos, estrati
fica-se por uma "medida de tamanho", isto é, por uma característica 
correlacionada com o tamanho. Assim, no exemplo acima, os Setores 

Censitários podem ser estratificados pela população registrada no 
último Censo. 

A estratificação pode ser simples, com probabilidade igual de 
seleção dos conglomerados e sem reposição, dentro de cada estrato, 
ou pode ser feita com um estimador de razão ou com probabilidade 
desigual de seleção. 

No que se segue, estuda-se a primeira situação. A adaptação 
às outras duas modalidades, pode ser feita sem dificuldade. 
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16 .2 - ConfiguTação da amostra 

Suponham-se os M conglomerados grupados em L estratos 
E11 E,, ... EL e, associado a cada conglomerado, o respectivo total: 

Cú'h. 

Seja um conglomerado genérico E,. (h = 1, 2, ... L) 

Tamanho do Estrato: M h 

Mh 
Total do Estrato: Yh = I: Yh; 

i- 1 

yh 
Média por conglomerado no Estrato: Yh = --

Jfh 
Variância entre os totais dos conglomerados do Estrato: 

Selecione-se em cada estrato, uma amostra aleatória simples sem 
reposição, de m 1, m,, ... mL conglomerados, respectivamente. 

C' ..... 
11 
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A amostra estratificada é: 

!G . 3 - Estimadores em E 11 

Com a amostra de m,. conglomerados em Eh, aplicam-se as 
fórmulas já conhecidas do estimador não tendencioso, acrescen tan

do-se o índice h. 

!6 . 3. I - Estimador não tendencioso do total Y h 

* Yh. Acl = 

16 .3.2- Variância ele Y~.A cl 

l G. 3. 3 - Estimador não tendencioso de V (y~ . Acl) 

V( * ) ,,e lJJ"-m" 
Yh.AcJ = 1V.1J. 

.11" 

e 1 
onde sh• = 

mh -1 

1 mh 

(.' Yh.Acl = -- I: 
mh i- 1 

16 .4 - Estimador e variância do total geral Y 

I G. 4 . l - Estimador não tendencioso de Y 

16.4.2 
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* *Est ~ 
YAcl = "" Yh . . 1c1 = 

V ·• · d *E•t ananCia e YAcJ 

mh 

I: 
i - 1 

I 

y hi 

I - f 
(Yhi - Yh. Acl) 



16.4. 3 - Estimador não tendencioso de V(y~~I1) 

• *Est, L 2 },fh- m,. 
l (YAct I = I: JJ h -"'----'-

h- 1 JI,. 

16.5 -Amostra autoponderada 

Se a fração de amostragem rnh , em E.,. é constante 
111, 

(h = I, 2, ... L) e é igual à fração geral de amostragem f = ;; 
obtém-se: 

16.6 -Exemplo 

*Esl J E mh I 

YAci = -1 I: I: yltí 
"- 1 i= 1 

*Bst 1 ·- f L f 
V(Y.tcJ) = -

1
- I: MhSh• 

h~ 1 

V~ ( *b'st) _ 1 - J L 2 
Y.tct - --

1
- h,;: 1 J.1 h sh• 

Em cena localidade, existem I. 200 Se tores Censitários que vão 
ser considerados como conglomerados de domicílios. Foram formados 
6 estratos, de acordo com a população do último Censo. 

Quadro 1 

ESTRATOS 

1 
2 
3 
4 
;) 

6 

Soma 

.• DE 
SETORES 

(Mh) 

90 
100 
140 
250 
295 
325 

] 200 
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A população total da localidade, de acordo com o Censo, foi de 
1. 960.800 habitantes, o que corresponde a uma média de I. 634 
habitantes por Setor ou 380 domicílios por Setor (na base de 4,3 
pessoas por domicílio, de acordo com pesquisa anterior). Consi
derando as disponibilidades de tempo e custo, foi fixada uma 
amostra de 24 Setores ou, aproximadamente, 9.120 domicílios, o 

que corresponde à fração de amostragem de _E_ = .}___ 
1200 50 

Aplicando essa fração no Quadro I, obtém-se a amostra de 
Setores. Nesses Setores, levantou-se o número de habitantes, com o 
objetivo de estimar a população atual da localidade, obtendo-se: 

Quadro 2 

N.• DE 
N.• DE SETORES N.• DE HABITANTES 

ESTRATOS SETORES DA os SETORES DA 
(Mh) A:.10STRA AMOSTRA (Yí.;) 

(Mh) 

1 90 2 3430;3120 

2 100 2 2980;3060 

3 140 3 2320;2850;2010 

4 250 5 1910;1990;1300;1400;1520 

5 295 6 1040;1090;1200;990;1400;1310 

6 325 6 980;1010;870; 11 00;900;930 

Estimativa do número de habitantes da localidade 

~ M L ~ I . 

YAc1 = - :E :E Y 11 ; = 50(40730) = 2036500 habitantes. 
m h-Ji-1 

Estimativa da variância de y~~~~ 
- 1 mh 

Em cada estrato calcula-se Yh. Act = -- :E 
mh ; = 1 

da amostra por Setor, no Estrato h, e 

média 

f 1 mh I - o 
sh• = :E (Yhi - Yh. Actt variância da amostra entre os 

mh -1 ; -1 

Setores. 
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Quadro 3 

1\iÉDIA DA YARIANCIA E "TRE 
ESTRATOS Al\IOSTRA POR os SETORES 

SETOR(yh 'A c/) (s~,) 

1 3 2S.i 54 450 
2 3 020 3 200 
3 2 303 360 67 
4 1 624 381 720 
i) 1 172 120 081 
6 965 34 950 

~/ - *Est) 1 V (yAcl = 56098,96 
- ( *Est) _ 56098,96 
'Y YAcl -

2036500 
= 0,0275 
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CAPíTULO 4 - Amostragem de conglomerados em 2 
- estágios - Ac2 - Tamanho desigual 
das Unidades Primárias. Probabilidade 
igual de seleção. 

-INTRODUÇÃO 

Mostrou-se que o efeito da conglomeração 1 + (N - 1) ô pode 
determinar uma redução na eficiência da Amostragem de Conglo
merados em relação a Amostragem Aleatória Simples, desde que o 
coeficiente de correlação intraclasse seja positivo, conforme aliás, é 
comum acontecer. E essa redução é tanto maior, quanto maior for 
o tamanho dos conglomerados. 

Para reduzir a influência do tamanho na eficiência, em vez 
de se considerar todo o conglomerado, conforme se faz com 1 -
estágio, considera-se apenas uma amostra das unidades que compõem 
o conglomerado, ou seja, {az-se uma amostra de conglomerados com 
subamostragem. 

Por exemplo, se os conglomerados de domicílios são represen
tados por quarteirões, seleciona-se uma amostra de quarteirões e, 
nesses quarteirões da amostra, seleciona-se uma amostra de 
domicílios. 

Esse desenho, constituído de uma amostra de conglomerados 
com subamostragem é chamado: Amostragem de Conglomerados 
em 2 - estágios. 

No que se segue, os conglomerados passam a ser chamados 
"unidades primárias - UP" e as unidades dentro dos conglomerados 
"unidades secundárias - US". No 1.0 estágio há uma seleção de 
unidades primárias e no 2.o estágio uma seleção de unidades se
cundárias. 
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2 - CONFIGURAÇ.:\.0 DA AMOSTRA 

As N unidades de nN são grupadas em M unidades primárias, 
observando-se uma característica y. 

UP1 UPM 

us11 --+ Yu es.v-: YM1 

us12 .... y12 DSM;' YM.e 

USni/ YJN, usM-;M YMN.M 

Desse modo, na Unidade Primária i (UP;) há Ni unidades 
secundárias (US,z, USis, . . . USiN-t) 

Selecione-se uma ALS de m Unidades Primárias: 

Amostra de 
1.0 estágio 

uP; 

S I-+ 

U 1Ní yl " ' mnm 

Observe-se que UP~ é um acontecimento aleatório, que, depen
dendo da unidade selecionada, poderá ser UPv UP1 , ••• , UPM. 

Em cada UP' selecione-se uma ALS de Unidades Secundárias, 
obtendo-se: 

uP; 
I 

UP,, 

us;; .... Y11 us::.~ Yml 

Amostra de us;; .... Ya us" .... m2 Ym2 
2.0 estágio 

rrs"-:-· Y1,; USmn-; Ymn'm ~ 1n1 ,. 
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A amostra de y é: 

{yll' Y12' · · · Y1n;; · · · · · · · ·; Ymh Yme, · · · Ymnd 

Agora, em vez de se ter integralmente os conglomerados na 
amostra, com N~ N~, . . . N:,, unidades, tem-se as subamostras, de 

1 
I 11 • 

taman lOS n11 n2,. , •.. n,., respectivamente. 

A Amostragem de Conglomerados em 2- estágios é caracterizada 
pelo seguintes fatos: 

a) A amostra total é constituída por um conjunto de amostras 
obtidas em conglomerados selecionados, em vez de ser constituída 
por todas as unidades dos conglomerados selecionados. 

b) Há duas frações de amostragem: uma no 1.0 estágio, cor
respondendo à seleção equiprovável das UP e representada por 

m 
f1 = M e outra no 2.0 estágio, representado por fu = ~ 

N, 
(i = 1, 2, ... M). Na situação usual, a probabilidade de 2.o estágio 

é mantida constante nas UP e representada por f1• 

c) O tamanho da amostra é: 

m I 

.l: n; 
i- 1 

e é uma variável aleatória, cujos valores dependem das UP sele
cionadas no 1.0 estágio. 

Em média, é igual a: 

E (.f feN~) 
'= 1 

d) No caso da fração de amostragem constante no 2.o estágio, 
a probabilidade de qualquer unidade de rr.N pertencer à amostra é 

fi f!· 
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3 - PARAMETROS 

N; 

Total de y em UPi: Y; = L Yii 
j ~ 1 

Média de " " 

Variância " " 

Total de y 

1 . y. =- Y; 
. • Ni 

1 N; : s~ = --,-,...-- L CY ii - Y,)f 
N;- 1 ; = 1 

]I[ 

y = L Y, 
i- 1 

- y 
Média por US; Y = N 

- y 
Média por UP; Y = J1 

4 - ESTA TfSTICAS 

I I N! I 

Total de UP;: Y; = L Yi; 
j = 1 

Média " 

Variância " 

_, y' 
y. = _. 

• N~ 

J N~ 1 -1 ~ 
: S~e = -N-:,..... --1- i~1 (Y;;- Y;Y 

' I n& 

Total da subamostra em UP ;: Yi = L Yii 
j ~ 1 

Média da subamostra em UP~: y; = 

Variância da subamostra em UP~: 
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5- TEOREMA 

Um estimador não tendencioso de Y é: 

Prova 

* M m N:. YAc>J = - L . Yi 
m i-I 

Observe-se que o valor de y, depende de qual unidade primária 
tenha sido selecionada. Desse modo, é necessário achar a média 
condicional - primeiro fixando a unidade primária e depois fazendo 
a variação das unidades primárias. 

5 .l 

5.2 

- Corolário 

Um estimador não tendencioso de y é: 

c 1 m 
N; YAc2 =-=-- L Y; 

mN i-= 1 

Prova 
* = YAc2 

YAc2 = ~ 

donde 
- y 

E(ijAce) = N = =Y 

- Corolário 
Um estimador não tendencioso de Y é: 

Prova 
Imediata 

_ 1 m 1 

YAce = - L N i Yi 
m i~t 
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6 - VARIÂNCIA DE Y~c.e 

Ainda em decorrência do fato de que o valor de y1 depende 
da unidade primária selecionada, é necessário achar a variância 
condicional. A fórmula é constituída de duas partes. Na primeira 
parte, toma-se a média fixando a unidade primária e depois toma-se 
a variância deixando a unidade primária variar. Na segunda parte, 
troca-se esta ordem de operação. 

V (y~ r.e) = V [E ( M f N~ y, I UP~ fixado) J + 
UP' rn ; - 1 

• 

+ E [v(~ .f N: y, I UP: fixado)] 
UP' rn •-1 

• 

Tem-se, para as parcelas do segundo membro: 

a) v [E(~ .f N: y, I UP~ fixado)] = 
UP~ rn 1-1 

1 

[ 
111 m 1 

-'] [ }.f m '] V - l: N; = Y; = V - l: Y, 
UP' rn i-1 UP~ rn ;~t 

1 • 

Observe-se que esta variância corresponde à variância de Y~cz e 
que é: 
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com 
1 M 

S! = -::-::--- l: (Y, -·· Y)e 
Jlf-1 i-1 

h) E [v ( M f N: y, I UP~ fixado)]= 
UP~ rn ;-1 

= 

1 

E [ 
111

: i: N'e • v (y, I uP: fixado).] = 
UP' rn , - 1 

• 
[Me m N'e . N :-n: s:,2] = E - 2 l: N: 1 

UP' rn , = 1 n, 
• 

M .iii N,- n, se 
1 -- l: N7 • rn i-1 N, n, 



.)ubstituinclo os resultados de a) e b) em V (y~ce) vem: 

M Se ~I ~1 N S~ V ( * ) = Me 1 - m - ' + _1 - ~ Ne,. • i - ni _; 
YAce 1 ~f "- N 

.i i rn m i - 1 , n, 

As duas parcelas do 2.0 membro são chamadas "componentes 
da variância." 

Se m = M (I..,. componente nula) 

* M e N; s~ V (YAce) = :E N; • n; - que corresponde a V (y ~.1) 
i~ 1 Ni n, 

variância do estimador de Y na amostragem estratificada. 

Se ni = N; (i = 1, 2, ... , M) (2.a componente nula) 

1lJ- m s! 
V (y~ce) = Me variância do estimador de Y com 

M m 

1 - estágio. 

6.1 -.Exercício 

Mostrar que: 

a) 

b) 

7- TEOREMA 

1\1- m 
Jl.I 

Um estimador não tendencioso de V (Y~lc.e) é: 

).! ~ + M ~ N'.e N~ 
~1 ...., t. I I 
1~ - rn rn m ; = 1 N i - n, 

onde s! 1 ~ (N'- - ).e 
"- i Y; - YAct m- 1 

.e s, ·-, 
n, 
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Prova 

a .l) Para a primeira expectância no segundo membro, tem-se: 

E[ E (N~ y;)t]= E {E[_E (N: y;)$1 UP~ fix.]} = 
'= 1 UP' '~ 1 • 

E [ f V (N~ Y; I UP~ fix.)J + E { f [(N~ Y; I UP~ fix.)J} 
[Jp' ; = 1 UP' ; = 1 

' ' 

a. 2) Para a segunda expectância no segundo membro, tem-se: 

E(YAct) = V(YAet) + [E(YAc2)] 2 = 

M - m S! + _1_ f N,!) Ni - n; S~ + y:2 

111 m Mm i = 1 ' N · n; 

Substituindo em a) os resultados obtidos em a .l) e a. 2) vem: 

E C~!) = 
1 [_!!!:_ f N~ Ni - n; S~ + _!!!:_ L Y~ -

m - 1 111 i= 1 Ni ni M i -1 

s~ -,!)] --m y = 
rl; 

1 [ ( M 1 ) M • N. - n · s: + ------:EN:' '. 
m - 1 m M ; = 1 N; rzi 

m M 2 M-m t - 2 + - :E Yi ·- M S.- mY = 
M ;~J 
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__ 1 __ [m - 1 
m - 1 M 

__ 1 __ [m -1 
m - 1 M 

I: N7 • Ni - ni S~ + m (M - 1) S! _ 
i = 1 N; n; M 

M - m 
M s:J = 

__ 1 __ lm -1 
m - 1 M 

donde, 

(7.1) 

Esta expressão (7 .1) mostra que s! é estimador tendencioso 

de s;. 

= E {E[ f N::e N~ - , n ~ ns~ I UP; fixado]} 
UP' i = 1 N; , 

• 

M M N,· - n; st,. 
= - :E N7 --'--:-::,.---..:...· 

m i = 1 N; n; 

Então, substituindo os resultados de a) e b) em: 

~ * M - m J!. (s!) + M E [ ~ N',e N; - n: s~,· J E[V(YAce)J = M
2 --=-=-- ._. 

M m m ;-1 N; n; 
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vem, 

M - rn s; + M ~ N; - ni = ilfJ • ..._ N~ _.::..___.::... 
111 rn rn i=l N; 

7 .l - Estimador de V (Y:c2) sem desmembramento nas componentes 
da variância. 
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Mostrou-se que: 

1 M N s~ 
E( !!!) .~2+ "N2,. ;-n; . s. = .::;. -M ..._ 

i=l N, ni 

MJ 
Multiplicando por -- vem: 

m 

Por outro lado, para M >> m, (.!!!:_ < 1%), tem-se: 
M 

* ) . M2 s; M M 2 N; - ni s~ V(YAc!l! = •-+- I: N; -:_____..:... 
rn m ; = 1 N; n; 

Comparando as duas expressões acima, tem-se: 

donde se obtém o estimador: 
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7. 1 . 1 - Exercício 

Achar as expressões aproximadas de V (YAc~) e de V (YAc•) 

8- COMPONENTES DA VARIÂNCIA 

As duas parcelas que compõem V (y:.2 ) são chamadas "com
ponentes da variância": 

e 

M2 M-m S! 
Jf m 

No que se segue, estimam-se essas duas componentes. 

a) Estimador da componente "entre" 

Sabe-se que: 

2 2 1 M 2 N·- n· s~ 
E(s.) = S. + M ;:;:1 N; 'N· ' n; 

Um estimador não tendencioso da segun'da parcela do segundo 
membro é: 

1 "' N/' 
N~ - n; s~i! 

:E 
N' 

-,-
m i= 1 n.i • 

donde se pode escrever, 

E(s!) = s; +E[~ 
I t 

s
2 J m 

N~2 N;- n; 
:E N' n~ i= 1 

' 
donde, 

s; = s! + -1
- L N~2 

m i=l 

' ' f N;- n; s, 
' ·-, 

N; n; 
representando por s; o estimador não tendencioso de s;. 

Então, 

- 2 2 1 m '2 N~ - ll~ s. = s.-- :E N; 
rn ; = 1 N~ 

77 



Substituindo S! por .S! na componente entre, vem: 
! ~ 

E . d _ d . d 1\11! 1\1 - m S. 1111! 111 - m S. stlma or nao ten encwso e .-= •-
Jl m M m 

b) Estimador da componente "dentro" 

É imediata a expressão: 

Estimador não tendencioso de 
M m 

:E N~ 
m i= 1 

M J! m I Nl I 

= -- :E N i i - ni 

mt •-1 N~ 

J! s, 
-1 

ni 

9 - AMOSTRA AUTOPONDERADA 

A probabilidade de uma US pertencer à amostra é: 

m n, 
M N, 

isto é, é o produto da probabilidade de seleção da UP pela proba
bilidade de seleção da US na subamostra da UP. 

Fixada uma fração de amostragem geral ~ ; diz-se que amostra 

é autoponderada se: 

donde, 

mostra e N 

m 
M 

Mn 
mN 

n, 
N; 

n 
N (i = 1, 2, ... M) (9.I) 

n n 
com n _ -M , tamanho médio da suba. 

N 

::tamanho médio do conglomerado. Desse modo, a 

fração de amostragem de 2.0 estágio se tornou constante. 

Sendo f1 = ~ a fração de amostragem de 1.0 estágio, f1 = ~ 
M N 

a fração de amostragem de 2.0 estágio e f = ~ a fração geral de 

amostragem, pode-se escrever (9. I) na forma: 
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9.1 - Adequação da expressão de Y!c.e 

Da expressão geral, 

obtém-se: 

* YAcS = 

* M m N'· n: 
YAcB = - k -,-' k Y;; 

m i -I n; ; -I 

M·N m n'· 

k i; Y;; 
i-I i-I 

ou ainda, 

* 1 m n~ 
YAcB = -, k k Y;; 

i-I i-I 

9.2 - Adequação da expressão de V (Y~cs) 

Da expressão, 

obtém-se: 

* e M- m s! + MN_ N - n .M e V (YAcs) = M I: N, S, 
M m mn N i-I 

vem, 

* e M - m s! + (MN-)e N - n s~ v~~=M ·-
M m N mn 

Em termos das frações de amostragem, pode-se escrever: 

V( * ) ilf 1 -fi ss. + 1 -is ssd YAcB = i 
f1 fi fs 
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~ * 9. 3 - Adequação da expressão de V Ó'Ac.e) 

o j m I .! . d - d . d sS Pondo s:í = -=- I: N i s;, esuma or nao ten encwso e d, 
mN i=1 

obtém-se: 

~ * 2 11-I - rn _s~ + (i~lN-)~ N - n V (YAcf!) = Jlf tr. 
lJI m N 

ou em termos das {rações de amostragem, 

Para o estimador aproximado, 

tem -se, com amostra autoponclerada. 

- * ( N )f 1 m ( n; 1 m né )! 
V (YA c2) == m - I: L Yii- - I: I: Y · · 

n m - 1 ; = 1 i = 1 m ; ~ 1 i - 1 '
1 

que só depende das amostras finais de cada conglomerado. 

9. 4 - Exercício 

Com amostra autoponderada, achar as expressões de YAc .€ , YAc2 e 
respectivas variâncias e estimadores das variâncias. 

9 . 5 - Exemplos 

Em determinada Região, de acordo com o último Censo, há 
150 Setores Censilários e, aproximadamente, 36.400 domicílios. Há 
condições financeiras e de tempo para selecionar uma amostra de 
364 domicílios, com a finalidade ele estimar o número de habitantes 
da região, o que corresponde a uma {ração geral de amostragem, 

80 

364 
f = 86400 

1 
=--

100 



Há, em média, 
3~;go = 243 domicílios por Setor Censitário. 

Serão selecionados I O se tores, com probabilidade igual de seleção, 
o que corresponde a uma fração de amostragem de 1.0 estágio 

1 

15 

Da relação: f = f1 f1 (amostra autoponderada), obtém-se a 
fração de amostragem de 2.0 estágio, 

SETORES 
CENSITÁ-

RIOS 

1 
2 
3 
4-
5 
6 
7 
8 
9 

10 

15 
fe = f + f1 = --

100 

Dados da amostra 

N.• DE N.• DE 

N.• DE DOMICÍ- MORADO-

DOMICÍ- LIOS NA RES NA 

LIOS DO SUBA- SUBA-
MOSTRA MOSTRA SE TOR n: =feN; n~ 

(N;) :E Y;; 
j =1 

320 48 168 
210 22 138 
180 27 130 
400 60 222 
250 38 201 
221 33 14-9 
120 18 97 
500 75 300 
262 39 199 
238 36 108 

2 701 406 1 712 

Estimativa do número de habitantes: 

st 

4,018 
5,224 
5,905 
1,044 
2,840 
4,345 
6,000 
2,012 
3,484 
3,000 

-

* J m ni 
YAcf! = -

1 
I: 1: Y;; = 100(1712) = 1'11200 habitantes 
i=l i=l 
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Estimativa da variância aprox imada de Y:c-11 

V (y~ cf) = m (!!_)! 1 

1 
( f y,i - _}_ f I: Yii ) ~ 

n m - i- 1 m ;~Ji ~ l 

= 10(1 00)~ + (33633,6) = 373332960 

~V(y~~c~) = 1P321,825 

.Y (Y:ce) = 0,113 ou 11,3% 

10- DIMENSIONAMENTO DA AMOSTRA 

Na amostragem de conglomerados em l - estágio, dimensionou
se a amostra de conglomerados fixando a variância do estimador, 

isto é, fixou-se d e, conseqüentemente, fixou-se V W.Aol) em d: . 
ZIJ 

Na Ac2 há que se achar dois valores: o número de unidades 
primárias da amostra e o número de unidades secundárias da sub
amostra. O problema n ão pode ser resolvido apenas fixando a 
variância, que depende desses dois valores. 

Considera-se, então, uma função auxiliar, referente ao custo da 
execução do desenho e que também depende do número de UP e 
do número de US. 

No que se segue, para possibilitar uma solução simples para o 
problema acima abordado, considera-se um tamanho médio N das 
unidades primárias e um tamanho médio n da subamostra. 

Dois critérios para o cálculo de m - número de UP da amostra 
- e de n - número de us da subamostra, podem ser estabelecidos: 

Minimizar a variância com um custo fixado 
- Minimizar o custo com variância fixada. 

lO . l - Função custo 

Para ambos os critérios propostos, necessita-se de uma função 
custo. Uma definição da função custo é a seguinte: 
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onde: 

C,: custo fixo - Despesas que não vanam com o processo de 
seleção e com o tamanho da amostra. 

Incluem-se nessas despesas: 

a) planejamento e orientação, incluindo salários do pessoal 

técnico e despesas de administração. 

b) preparação de mapas e outras informações que não de

pendem do tamanho da amostra. 

c) impressão de tabelas e treinamento de pessoal de campo 

que não dependa do tamanho da amostra. 

C1m: - Despesas que variam com o número de unidades pri

márias da amostra. C1 é o custo por unidade primária e é formado 
das seguintes parcelas: 

a) despesas de seleção da amostra de unidades primárias. 

b) preparação de roteiros de viagem para as unidades pri
márias. 

c) impressão de material para a amostra de unidades pri
márias. 

d) tempo de treinamento para investigação das unidades pri
márias. 

e) gastos de transporte para as unidades primárias e entre as 

mesmas. 

C,mn: Despesas que vanam com o número de unidades se-

cundárias. C2 é o custo por unidade e é formado das seguintes 

parcelas: 

a) custo de entrevista de cada unidade. 

b) impressão de material referente as unidades da amostra. 

c) despesas de transporte dentro das unidades primárias. 
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10.2 -Minimizar a variância com custo fixado 

Para obter o m0 e n0 , valores de m e n respectivamente, que 

minimizam a variância V (y Aos) com custo fixado, minimiza-se a 

função: 

F = V(yAc>l) + À[C1 m + Cemn - C] 

onde C = C, - C1 

e À é um multiplicador de Lagrange. 

Pode-se escrever: 

F = M;;. m s; + N - n s~ + À [c 1 rn + c 1 mn C] 
m N mn 

Tomando as derivadas parciais em relação a m e a 11 e igualando 

a zero, vem: 

aF s~ -= =----+À Cem= O 
éJn mn1 

aF s! N -n S$ 
- =------ ----f.=- + À[C1 + Cen] =O 
am m1 N m~n 

De (lO. I) obtém-se: 

À C1 me n1 = s~ 
De (10.11) obtém-se: 

À [C 1 + c e n] m1 Nn = s: N n + (N - n) s~ 

(10.1) 

(lO.II) 

Dividindo membro a membro as duas últimas igualdades, vem: 
- - [! 

(C1 +C e n) N = .§..;_ • N n + (N - n) 
Cen S~ 

ou, 

ou, 

donde, 
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A solução para n é o ótimo n0 : 

~
Ct 8~ 

no = c; . -_-2--=--8-~-
8.- -=-

N 

(lO.III) 

Substituindo no no lugar de n em m c 

obtém-se o ótimo m0 • 

Observe-se que: 

a) no cresce se C1 cresce em relação a C,, ou seja, se cresce 
a parte do custo referente as unidades primárias, cabe aumentar 

no e diminuir mu. 

b) para achar nu basta se ter uma informação sobre a razão 

c1 p · - b r b c· equenas vanaçoes so re esse va or, repercutem pouco so re 
2 

no posto que se toma a raiz quadrada. Em levantamentos de âmbito 

nacional nos Estados Unidos, ..E.!_ varia de 25 a 50. Em levantamen-
C ~ 

tos de âmbito regional C1 baixa e ~~ varia de 15 a 20. Em pesquisas 

contínuas, com rotação de amostras, C1 pode ser repartido ao longo 

do tempo, baixando ~ para 4. 
(; 2 

no pode ser estimado a partir da expressão (IO.III) observando-se 

que: 

-2 8~ ( .:!.2 s~ ) 
8. - N = E 8. - N = 

_ E(-2 N - n 
- Se- N 
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Desse modo, no pode ser estimado por: 

Nesta expressão, supõe-se [ s! - ~ J > O 

Se isso não acontece, 'iío é obtido de outro modo. 

Considere-se a função custo : 

c = m (c 1 + c f n) 

Se C > C 1 + C, N então 

n0 = máximo de n = N 

donde, 
c 

mo=-----
C1 + C$N 

(lO .IV) 

Se c~ C1 + C,N então, 'iío é a solução para n na equação 

c- cl 
c C = C1 + C,n donde no 

e m0 = 1 

I O. 3 - Minimizar o custo com variância fixada 

Agora, a função a minimizar é: 

G = C + "' V (YAc$) 

onde fA é um multiplicador de Lagrande. 

Pode-se escrever: 

(
M-m 

G = (C 1 m + C$ m n) + J.L M 
-$ 

~+ N-n 
m N 

donde, 

aG s~ ---=- = C$m - I"---= O a n mn$ 

s~) 
mn 

...i!!_ = C1 +C$ n - f..l ( s! + N- n Sn_~) = O 
a· m m$ N 
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Observe-se que essas duas equações correspondem às equações 
1 

(10.1) e (10.II) com À = 
11 

Conseqüentemente, tem-se a mesma solução para o ótimo de n, 
seja minimizando a variância com custo fixado, seja minimizando 
o custo, com variância fixada. 

Quanto a m 0 , é obtido fixando v (YAct) com no no lugar de n 
c tirando o valor de m. 

lO. 4 - Expressão de r1 o em função do coeficiente de correlação 
intraclasse 

Considerem-se as seguintes expressões, já encontradas no caso 
de l - estágio (Capítulo 1) : 

M- 1 - 2 s~ --- s.--=-
M N o = ---------
MN - 1 

8
2 

MN 

(MN - 1) 82 = M (N - 1) S~ + (M - 1) N s! 

(lO.V) 

(l O. VI) 

Substituindo (MN-1) St tirado de (10. VI) em (lO. V), obtém-se: 

donde, 

M - 1 -~ s~ --- s;--=-
M N o= -----------

N- 1 ~ M- 1 - 2 
--- Sd+ S. 

N M 

s~ I - {J = -==----__:: ___ _ 
N - 1 S 2 + M - 1 - 1! 

N d M S. 

1 - ij s~ ---- = ---~--~ s~ -- __ _:__ 

M - 1 -~ s~ 
M s.- N 

- 2 s~ 
s.--=-

N 
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Então, substituindo em (lO.III) obtém-se: 

no= .... / C1 ~ 1 c!! õ 

A necessidade do conhecimento do coeficiente de correlação já 
foi enfatizada no estudo da A C-1. Ratifica-se, agora, esta necessidade, 
para o cálculo de no· 

11 -EXEMPLO 

Em certa localidade existem 740 setores censitários. Trata-se cte 
e5timar a produção total dos estabelecimentos agrícolas, produtores 
de café, com uma amostra de conglomerados em 2 - estágios, sendo 
os Setores as unidades primárias e os estabelecimentos as unidades 
secundárias. 

De pesquisa anterior, sabe-se que, para a característica e os seto
res em questão: 

ô = 0,201 

!!.!.._ = 10 c, 

Conseqüentemente, o tamanho médio da subamostra é: 

n = .... !10 1- 0,201 = 6 o ,. o 201 
' 

O custo de investigação de um estabelecimento foi estimado em 
300, de modo que a função custo é da forma: 

C= 3000m + 300mn 

A quantia disponível para a pesquisa é 300.000, donde: 

300000 
m = ------:-:- = 62 setores. 

3000 + 3000 (6) 

correspondendo a 6 (62) = 372 estabelecimentos. 
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A fração de amostragem de 1.0 estágio é: 

62 

740 

1 
12 

Os setores têm, em média, N = 30 estabelecimentos, ele modo 
que a fração de amostragem ele 2.0 estágio é: 

:n 6 1 
lt = N = 3o 5 

Portanto, a fração geral de amostragem é: 

1 
f = ft. ft =-

60 

Feita a sclcção das 62 unidades primárias (Setores) aplicou-se 
cm cada uma a fração ele amostragem de 2.0 estágio, obtendo-se o 
seguinte quadro: 

PRODUÇÃO 

SE TORES 
N.o DE TAMANHO DA TOTAL DA 

ESTABELE- SUBAM: OSTRA DA CIMENTOS SUBAl\fOSTRA 
Al\fOSTRA (Ni) (n;) "' 

l: Y;; 
i-1 

1 .58 12 1 300 
2 35 7 980 

62 47 !) 640 

Soma 1 920 412 57 320 

Estimativa da produção total 

* 1 m n: 
YAct = J i~l j~l Yi; = 60(57320) = 3439200 
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Estimativa da variância de Y~ct 

= :~ (60/ (4650307,73) 

~V (y~c2) = 130443,67 

12 - EFEITO DA CONGLOMERAÇÃO 

Recorde-se, ainda, da Amostragem de Conglomerados em 1 -
estágio (Capítulo I), as seguintes expressões: 

::~) (MN - 1) sf = M (ii - 1) s~ + (M - 1) N s! 

b) s! = AfN - 1 ss [1 + (N - 1) o] 
(M - 1) N N 

Substituindo b) em a) obtém-se: 

(MN - 1)8'=M (N - 1)8~ + (M - 1)N { MN-
1 ~ (1+(N -1)/il} 

(M - 1)N N 

donde, 

- • - se - - 2 
(MN- 1) s~- (MN - 1) --=- [1 + (N - 1) ó] = M (N- 1) Sd 

ou, 

~lO 

"y 

_ - se - e 
(MN - 1) (N - 1)-=- (1 - li) = M (N - 1) Sd 

N 



donde, 

Considerando as seguintes aproximações: 

obtém-se, 

e, 

M-1 == 1 e 
M 

MN - 1 ----== 1 
MN 

s! == P/ [1 + (N - 1) ô] 
N 

que, substituídas na expressão aproximada de V WAo1), 

-~ !1 

V(= ) . s. + sd < M YAee = - --=- com > > m 
m mn 

c N>>m 

dão, 

= ~ - ~u-~ l' (YAce) ='= --=- [1 + (N - 1) ô] + _ 
mN mn 

= ~ [~ + ô] + st (1 - ô) 
m .V mn 

= S
2 

ô + s (1 - ô) = s~ [1 + \ri - 1) ó] 
m mn mn 

st 
Considerando que ---=- é a expressão de V (y) na Als, escreve-se: 

mn 

V(YAct) == V(y) [1 + (n -1) ô] 
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Agora, o efeito da conglomeração é [I +(ii - 1) ô]. 

Se ô > O, é interessante manter n pequeno, o que implica em 

m grande. Isto é, se trabalha com mais unidades primárias e menores 

subamostras. 

Se ô < O, o interessante é aumentar n. É claro que a melhor 

solução é fater n = N ou seja, fazer uma Acl. 

o Exemplo 11 , o efeito da conglomeração é: 

1 + (n - 1) ô = 1 + (6 - 1), 201 = o 

Para baixar esse efeito, poder-se-ia reduzir a relação de custos 

cl 
- ou partir para uma nova unidade primária, com menor ô. c! 

13 - ESTIMAÇÃO DE PROPORÇÃO 

Suponha-se, como se tem feito em Capítulos anteriores, que as 

unidades secundárias estejam separadas em duas classes disjuntas: 

A e Ã (não A). 

S 
. I I 

e] a ai o número de US da subamostra na UP i > que pertencem 

à classe A. 

Com amostra autoponderada, o estimador da proporção da 

classe A é: 

1 1n I 

PAcZ = ~ a,. 
n ; = 1 

e com aproximação para o estimador da variância, 

m - 1 
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13.1 - Exemplo 

No Exemplo 11, deseja-se, também, estimar a proporção de esta

belecimentos com equipamento mecanizado. Para isso, levantou-se 

na subamostra o número de estabelecimentos com equipamento me

canizado, obtendo-se o quadro: 

PRODUÇÃO 

TAMANUO TOTAL DA N.o DE 
SETORES N.o DE DA SUBA- ESTABELE-

DA ESTABELE- SUBA- MOSTRA CIMENTOS 
SUBA- CIMENTOS MOSTRA ni C/EQUI-

MOSTRA (N;) (ni) E y,,. PAMENTO 
j=l (ai) 

1 58 12 1 300 s 
2 3.5 7 980 4 

62 47 0 640 7 

Soma 1 920 412 57 320 393 

Estimativa ela proporção de estabelecimentos com equipamento 

mecanizado. 

PAcil = ~~~ = 0,954 OU 95,4% 

Estimativa da variância aproximada de P Ac2 

- 62 ( 1 )
2 

V (PAcli) = - -- (179,139) = 0,00107 
61 412 
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14- CONTROLE DE VARIAÇÃO DE TAMANHO DAS 
UNIDADES PRIMARIAS 

Se o coeficiente de correlação intraclasse é positivo, a subamos

tragem melhora a eficiência, posto que se substitue N por n no 

efeito da conglomeração. Esse fato pode ser observado no Capítulo 5, 
quando se trata de unidades primárias com tamanho igual. 

No entanto, a influência da variação de tamanho ainda persiste 
na estimação do total, posto que a variância do estimador, 

ainda depende da variabilidade das UP. 

Desse modo, as diversas formas de controle da variação de ta
manho enunciadas na Acl, podem ser repetidas na Ac2. 
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CAPíTULO 5 - Amostragem de Conglomerados em 2 
- estágios. Controle da variação de 
tamanho: 

Estimador de razão. 

- INTRODUÇÃO 

Estuda-se, neste Capítulo, o Estimador de Razão, tendo como 
característica auxiliar o tamanho das unidades primárias. O caso em 
que a característica auxiliar é uma medida de tamanho, é proposto 
como exercício. 

2 - ESTIMADOR DE RAZÃO DE Y 

Sabe-se que a média por US é: 

Y= i- 1 y 
=-

N 

o que mostra que Y pode ser entendida como uma razão de duas 
médias. 

Um estimador consistente de Y é obtido substituindo o nume
rador e o denominador por estimadores não tendenciosos. 
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=n Desse modo, representando por YAcf2 esse estimador consistente. 
L em-se: 

=n 
YAct = 

1 m 1 

I; NiYi 
m i - 1 

-R 
3 - VARIÂNCIA DE Y A cS 

Sabe-se que se R y a variância de R 
x' 

.JL estimador 
.c 

consistente de R, é: 

V(R) = !_e [I' (y) + RsV (x) - 2RG (y,x)] (3. I) 
X 

onde y é estimador não tendencioso de · Y e x é estimador não 

tendencioso de X. 

Adaptando ao caso R = Y obtém-se: 

X=N 
~·t 

~+ 
m 

+ _1_ E N~ Ni - ni 
Mm i= 1 N, 

d 1 lo! -
com S;v = --- I; (Yi - Y)e 

JI - 1 i- 1 

V(x) =V ( _!_ f N~) = M - m · s:"' com s!"' = 1111~ 1 
) _

1

:

1

1 
(N; - N/ 

mi=1 1ll m • 

Para achar C(y,x) = C ( _!_ f: N~y;, _.!_ L N~) usa -se a 
m,_t mi=t 

a covariância condicional, tendo em vista que Yi' média da subamos
Lra, depende da unidade primária selecionada. Desse modo, é neces
sário fixar uma UP' e depois fazer a variação entre as possíveis UP. 
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Tem-se: 

( 
1 m 1 1 m 1 ) 

C - I: Ná,, - I: N, = 
m ;-1 m ;-1 

= C [E (.2... _I: N;y, l UP; fix.), E(.2... _L N; I UP; fix.)J + 
UPI m • - 1 m '- 1 

' 

{ [( 
1 m 1 1 m 1) 1 ]} +E C - _I: N,Y,,- .I: N, I UP; fix. 

UPI m , - 1 m , - 1 
t 

Para a primeira parte do segundo membro, pode-se escrever: 

c [...!.... i: v;, _!_ I: N~J = M - m s.x11 

UP; m ; - 1 m , - 1 M m 

M - -
I: (Y,- Y) (N,- N) 

s i-1 com exy = ...:...-=---M---
1
----

Para a segunda parte, observe-se que se pode escrever 

1 m 1 1 m 1 I: N; na forma - I: N;x; onde x, é a média de uma 
m;~z mi=I 

característica que assume n 1 valores iguais a J. Nessa conformi-
' 

dade c CYi> x.) = o e a segunda parte também é nula. 

Em resumo, 

Fazendo as substituições em (3. I) obtém-se: 
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Observe-se que: 

2 = :e 2 - 1 M - 2 
S, 11 + y S", -- 2Y S,, 11 = M _ 

1 
, ~1 [(Y, -- Y) + 

+ Y2 (N;- N)2
- 2Y(Y,- Y) (N;- N)] = 

1 M -- - z , :E [(Y,- Y) - Y (N,-N) ] 
:1[- 1 i- 1 

=R Substituindo em V(yAcs) wm: 

4 - ESTIMADOR CONSISTE TE DE V (yAc:e) 

Sabe-se que um estimador consiste de (3 . I) é: 

onde V (y), V (:r), ê ( y, x) são estimadores não tendenciosos de 

V(?j), V (X), C (y, x) respectivamente e R é estimador consistente de R. 

Adaptando ao caso, tem-se: 
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expressão já conhecida do Capítulo 4, onde 

s:v = --
1- :Ê (N;:y,- JÚcel e s~ é a variância da subamostra. 

m-1,~1 

Vcx) = M-m 
M 

- M-m 
C(y,:) = --

M 
• s•uu d on e 8,"' 11 = 

m 

Fazendo as substituições em (4. I) obtém-se: 

- -n 1 [ M - m 8e 1 m ~~ N~- n
1
• V( ) • -.!1L + __ ~ N .k , , 

YAct = Ne M m Mm ; :--1 ' N~ 

+ c.n )' 111 - m s:"' =n M - m sm•:r:y J = \YAcf M ' - -- 2 YAcf 
m "vi 

1 M-·m e =n e e =n 
Ne 1lt/.m [s"" + (yAcs) 8,"'- 2 YAct s,"'ll1 + 

1 m 
N~e N~- n~ s: + I: 

N~ 
. -1 = 

NeMm i- 1 ni 

1 M - m m I_ - e =n e 1 -~ e 
N!i Mm(m -1) ;~1 [(NiYi- YAc!i) + (YAcs) (Ni- N) -

I I f 
=n 1 ~) 1 -~) 1 ~ N,1e N; - ni 8; - 2 YAct (N;y;- YAciJ (N;- N 1 + --- 41 - 1 

N
1
eMm i- 1 N~ n, 

donde, 

+ _1 f ( N~ )e 
ilhn ; -1 N 

N~- n~ s~ 
N~ 
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5 - ESTIMADOR DE RAZÃO DO TOTAL 1' 

Representando por y*J.!2 o estimador consistente de Y, tem-se: 

Dessa igualdade, seguem-se as expressões dos estimadores e ya

riâncias 

Observe-se que V(y:/:.e) depende da variação das médias e não 

dos totais, variação essa que sofre pouca influência da variação de 

tamanho das UP. 

(5. I) 

De (5. I) obtém-se: 

:E N~.e Cyi - Y1c.e)s + 
i- 1 

+ ~ :E N? N~ - n~ l J 
111 N :. -+ i - 1 • ui 
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Supondo M » m, a expressão acima se aproxima para: 

V ( *R ) ..:... Me s:n s 1 ~ Is c- =n )s YAc:e - -- com s.n = --- "- N i y; - YAcs 
m m-1 i=J 

6 - AMOSTRA AUTOPO DERADA 

Sabe-se (Capítulo 4) que a condição de amostra autoponderada 
é dada pela igualdade: 

m 
JI 

n 

N 

n 
N 

ou seja, o produto das frações de amostragem em cada estágio é 

constante e igual a fração geral de amostragem ; . Em outras pala-

vras, todas as US têm a mesma probabilidade _!!:__ de pertencer à 
N 

amostra. 

Nessa condição, 

' 

N 
~ ~ 
"- "- Yii 

' 
'" fli 

1 

l 
1: 1: Yii 

i= 1 i = 1 sendo f! a fração de amostragem de 2.0 estágio. 
m I 

I: N, 
I~ J 
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t 
=R S,JI 

Para o estimador da variância aproximada de V(yAc!) = -g 

.V m 
tem-se: 

' 

)' f N~ 
n; 

:E YiJ 
i s: 1 i= 1 

f N~ 
i- 1 

-m ~---:-1 (-mN ) s f ( :f Yii -
w11 i= 1 i= 1 

Conseq üen temente, 

7- EXEMPLO 

Considere-se o Exemplo 6 - Capítulo 2. 

Suponha-se que se deseja estimar o consumo médio semanal por 
domicílio (em unidades do produto) fazendo subamostragem mas 

mantendo a fração geral de amostragem 
650 1 

40. Para 
26000 

1 
isso, fixou-se a fração de amostragem de 1.0 estágio em B e a 

fração de amostragem de 2.0 estágio em 
1 
5 . 

Desse modo, considerando a existência de 400 quarteirões, foram 

selecionados 400 + = 50 arteirões e, em cada quarteirão da 

amostra, foram selecionados 
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Desse modo, obteve-se o quadro (parcialmente apresentado): 

TOTAL DE 
UNIDADES 

T. o DE co SU:i\IIDAS 

QUARTEIROES N. • DE D011ICILIOS NOS DO-
DOMICÍLIOS MI CÍLIOS DA AMOSTRA (N ;) DA AMOSTRA DA AMOSTRA (ni) 

nl 
:E Y>; 

i -1 

1 6 14 fi3 

2 .54 11 :30 
3 50 10 27 

~ 

50 72 14 41 

Soma 3 152 710 1 !)10 

Estimativa do número de unidades consumidas, por domicílio: 

' m n, 

.E .E Y ii 
i- li- i 1910 

= 5. -- = 3 03 
31513 ' 

=n Estimativa da variância de Y Ac.f 

v<Y~r.2) = 
50 

2 ;,.5oo = o,oo91 
49(710) 

~V Cii~c2) = 0,095 

8 - ESTIMADOR DE RAZÃO, EM RELAÇÃO A UMA 
CARACTERíSTICA AUXILIAR QUE NÃO SEJA O 
TAMANHO 

Partindo do estimador de razão de duas características correla
~onadas, propõe-se, como exercício, desenvolver os estimadores de 
Y: estimador consistente, variância (com tendenciosidade desprezí
vel) e respectivo estimador. 
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CAPíTULO 6 - Amostragem de conglomerados em 2 
- estágios - Controle da v.ariação de 
tamanho: 

Probabilidade desigual de seleção das 
unidades primárias, com reposição. 

- CONFIGURAÇÃO DA AMOSTRA 

As unidades de rr.N são grupadas em M UP e observa-se uma 
característica y: 

UP1 UPM 

us11 y11 US:MJ -+ Y,,I1 

us~~ y~~ USM:e -· y_,Je 

usJN1 

-+ 
y1Nt USMNM-+ y.MNM 

Seja P, a probabilidade de seleção de UP" (i = 1,2, .. . ,M) 

Seleciona-se uma amostra de m UP de acordo com as probabi
lidades de seleção P, e com reposição. 

UP~ 

1TI 
11 

Y~z 

Us l -+ 1'' 
JNí 1Ní 

UP' m 
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Em cada uma dessas unidades primárias da amostra de 1.0 está· 
g10, seleciona-se uma subamostra com igual probabilidade de seleção 
c sem reposição: 

UP~ 

Y11 Ymt 

Ymf 

Us" ..... tn; Ytnj 

Observe-se que uma UP pode ser selecionada mais de uma vez, 
na amostra de 1.0 estágio. Cada vez que é selecionada, seleciona-se 
uma nova subamostra, independente da anterior, posto que há repo
sição de cada subamostra selecionada. 

A amostra de y é: 

fyu, Yu, · · · Ytmí; ...• o ..• o' Ymt, Ymf, · · · Ymn.:} 

2 - PARÂMETROS DE Y: 

JOG 

Total em UP,: Y,. 

Média em UPi: y,. 

Variância em U P;: S~ 

Média por U P: y 

Ni 

l: Y,.J 
j = 1 

Y, 
=-

N; 

y 

M 

T 

Média por US: 
y 1\T 

Y ---comN=-- MN M 



3 - ESTA TfSTICAS 

Total em UP~ : 

y' 
1 

Média em UP~: 

Y
l 

_, t 

Y , = Ji' 
' 

Variância em UP:: 

Média da subamostra em Ul:'~: 

y, 

Variância da subamostra em UP:: 

•1 - TEOREMA 

2 
S; 

Um estimador não tendencioso de y é: 

Prova 

• 

*P 
Y.t re = 

1 1n 

:E 
11l ; - 1 

-..r' -. v i y , 

p~ 
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E [E(_.!__ f N' ,"fi i I UP~ fixado)' J = 
r_;p' m i -1 P; 

' 

M y. 
= :E -' P; = y 

; -1 P; 

4.1 - Corolário 

Um estimador não tendencioso da média Y é: 

Prova 

Fazer como exercício. 

5 - VARIÂ ICIA DE y*fc2 

108 

V (y~1~:e) = V [E (y~~:e I UP~ fixado)] + 
UP' 

' 

+ E í v (y~l~2 I up: fixado)] = 
UP~L 

l' [E(-1- f N: fi I UP~ fixado)] + 
UP' m ;-1 P; 

' 
+ E [v(_!_ f N~ ,Y; 1 uP: fixado)] 

UP' m i=1 F; 
' (i'í.I) 



Para a primeira parcela do segundo membro, tem-se: 

[ ( 
1 m N

1

· y · 1 )] V E - :E -'-1 -' I UP, fixado = 
UP~ m i-1 P .; 

[ 
1 "' N

1

• Y1

• J 1 111 ( y . v -:E ·~·=-:E_. 
up 1• m i-I P.; m i-I Pi 

y r P, (5.IJ) 

' 

de acordo com a expressão semelhante da Ac1 • 

Para a segunda parcela, tem-se: 

E [v(_.!__ f N~ P" I UP~ fixado)] = 
UPI m ; -1 P, 

' 

[ ( 
I)!' I ' 1,!1 J E _1_ f N, N,- ni !ii_ 

UP 1 ms i- 1 P~ N~ n~ 
' 

Substituindo (5. II) e (5. III) em (5. I) obtém-se: 

*P 1 M ( yi ) S V (YAc!2) = - !: - - y pi + 
m ;-1 P; 

+ _.!__ t (N,l _.!__ N, - n, S~ 
m •-1 P; N, n, 

5. 1 - Exercício 

ü- TEOREMA 

Um estimador não tendencioso de V (y~!') é: 

- *P 1 m ( N~ Yi *P )!' 
V(YAc!') = m(m _ 1) :E --~- - YAc!' 

i- 1 p i 

(5 .III) 
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Prova 

Para a primeira expectância no segundo membro, tem-se: 

r!~ {v[ N~fi ) 1 uP~ fixado J + [E ( N~t" 1 uP~ fixado )J} = 

' 
= E -' ' n, -'- + ' ' = [ ( 

N'· )E N' _ 
1 

s'.2 
( N'· y' )EJ 

I I I I 

uP: P, N; n, P; 

f ( N; )E. N;- n; • S~ P; + f ( N; Y; )s P; (G.II) 
;-1 P; N; n; ;-1 P; 

Para a segunda expectância no segundo membro, tem-se: 

(6.III) 

Substituindo (6.II) e (6.III) em (6.1) vem: 

(j. 1 - Exercício 

- -p Achar V (y_4csJ 
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7 - PROBABILIDADE DE SELEÇÃO PROPORCIONAL AO 
TAMANHO 

Valem as considerações feitas na Acl, Capítulo 3. Define-se a 
probabilidade proporcional ao tamanho por, 

P. = N; (i = 1 2 ... JI.I) 
' N ' ' 

e a probabilidade proporcional a uma medida de tamanho por, 

X. 
P; = y (i = 1, 2, ... M) 

8 - AMOSTRA AUTOPONDERADA 

A probabilidade de uma US qualquer pertencer a amostra é: 

n
mP--' 

'N; 

A amostra é autoponderada se essa probabilidade é constante 

e igual a fração de amostragem geral ~. Tem-se, então: 

ou, 

n· 
mP·-' 

'N; 
n 
N 

n· 
mP--' =j 

' N; 

(S.I) 

Obsene-se que, em média, 
1n I 

:E n; dá o tamanho n prefixado, 
i= 1 

De fato, de (8.I) obtém-se: 

( "' ') n ( "' N' ) nmN E :E n; = -- E :E -; = --
; = 1 mN ; = 1 p; mN 

=n 
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8 d d *P .1 - A equação da expressão e YAc f 

Substituindo (8. I) em, 

obtém-se: 

mesma expressão já encontrada com probabilidade igual de seleção 

- *P 8.2 -Adequação ria expTessão de V(YAci) 

Da expressão, 

- *P 1 
V(YAce) = m(m _ 1) 

m ( N~ y, *P )e 
k -p'. - YAcS 
i- 1 ... 

1 m ( N~ n~ * P )e 
m(m 

_
1

) k -p' 1 k Yi;- YAcf 
t- 1 i ni ; =- 1 

obtém-se, por substituição de acordo com (8. I) : 

- *P 1 m 
V(YAce) = k 

8. 3 - Exercício 

m(m - 1) •-1 
m m 
:E (m - 1) f s i- 1 

( 7 ;~1 Y;, - YzsY 

Achar Y~ce e V (Y~ce) com amostra autoponderada. 

9- EXEMPLO 

Uma determinada localidade tem 53 povoados, dos quais se 
selecionam 14, com reposição e probabilidade de seleção propor
cional à população do Censo. 
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No povoado i da amostra, faz-se uma listagem das N~ fazendas 
de gado e seleciona-se uma subamostra de fazendas, com tamanho 

suficiente para se obter uma fração geral de amostragem f = l~O 
das fazendas, com o objetivo de estimar o número total de cabeças 
de gado. 

Da igualdade, 

, n~ 1 
mPi N·~ = 100 

obtém-se a fração de amostragem de 2.0 estágio, 
I 

n, 1 1 

N~ = lOOmP~ 1400P~ 

Feita a seleção dos 14 povoados e a contagem das fazendas, 
aplicou-se a fração de amostragem de 2.0 estágio, obtendo-se as 
fa1cndas da subamostra e levantando, em cada uma, o número de 
cabeças de gado. 

PROBABI- FRAÇÃO 
N.• TOTAL 

PO\"OA- LIDADE o DE DE N.• DE DE CA-A~ lOS- FAZEN-DOS DE FAZEN-
TRAGE~1 DAS N.\. BEÇAS DE 

DA SELEÇÃO DAS -o 
DE 2.o SUBA- GADO 

AMOS- (P;) POI'OADO n' ESTÁGIO. l-10STRA i Y;; TRA DO (N;) ' (n;) POVOADO. n; i - 1 
N; 

1 0,0026 19 0,2747 5 2 200 
2 0,0098 23 0,0729 2 820 
3 0,0146 31 0,0489 2 760 
4 0,0167 40 0,0428 2 1 100 
5 0,0187 54 0,0382 2 600 
6 0,0187 54 0,03S2 2 510 
7 0,0220 39 0,032.'i 1 300 
8 0,0249 5.5 o,oa8.'i 2 1 200 
9 0,0258 46 0,0277 1 500 

10 0,0298 83 0,0240 2 880 
11 0,0362 74 C:,Ol!l7 1 300 
12 0,0370 70 0,0193 1 410 
13 0,04.6.'i 60 0,0154 1 570 
14 0,0465 60 0,0134 1 3.'i0 

-- --- - --- - --
Soma - -· - - 10 500 
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Estimativa do número total de cabeças de gado: 

*P 1 m n: 
Y.4.cs = - I: I: Yii = 100(10500) = 1050000 cabeças 

j j=1i=1 

Estimativa da variância de y?cs 

V(y*P) m 'f ( f Y;;- _}_ 'f f Y;;)s 
AcS = (m - 1) r i- 1 j - 1 m i- 1 j- 1 

= _!_j_ (100/ (3312100) = 35668,77 (1000)
1 

13 
.1- >t'f' 

" V (Y.1c2) = 188861 

10- ESTIMAÇÃO DE PROPORÇÃO 

Suponha-se a população dividida nas classes A e Ã. 

A UP, fica dividdia nas classes, com A, e Ã, unidades, res-

pectivamente. 
A subamostra de tamanho n, fica também dividida nas duas 

classes, com a, e ã, unidades. 

10.1 - Teorema 

A é: 

114 

M 

Um estimador não tendencioso de 
1 

N 
I: A, proporção de 

Prova 

,_ 1 

I 

a· 
onde p, = --7- é a proporção de A 

n; 
na subamostra 

Basta substituir y, na express:ío de YAcf por p, 
Se a amostra é autoponderada, ocorre a condição: 

mP· 2 =..!!:.. 
'N; N 



donde se obtém: 

10.2 - Teorema 

1 m 1 

PAc.e =- L a; 
n i -1 

Um estimador não tendencioso de V (P&ot) é: 

1 m ( N'· ) .e V (PAc.e) ( 1) L -'-, Pi- PAc.e 
mm- i-t NPi 

Prova 
Fazer como exercício 
Se a amostra é autoponderada, 

V (pAc.e) = 
1 :f ( mn a~- PAc.e).e 

m (m- 1) i- 1 

10.3 - Exemplo 

Considere·se o Exemplo 2. 9. Suponha-se que se deseja estimar 
o número total de empregados do sexo masculino que trabalham 
nas fazendas. Os valores obtidos na subamostra foram: 

POVOADOS DA 
Al\10STRA 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

Soma 

NÚMERO DE 
E;-,1PREGADOS DO 
SEXO M ASCUI,INO 
NA SUBA..'\IOSTRA 

75 
42 
31 
26 
40 
32 
18 
41 
20 
38 
16 
10 
15 
15 

419 
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Estimativa do número total de empregados do sexo masculino: 

* YAc!i = 
1 m 1 :E ai = 100 (41 9) 
f i= 1 

41900 em pregados 

Como exercício, achar .Y (Y~c.e) 

11 TAMANHO MÉDIO DA AMOSTRA DE 2.0 ESTAGIO 

Suponha-se fixado o número m de unidades primárias. O nú
mero médio de unidades secundárias na amostra autoponderada de 

2.0 estágio é: 

1 n ( N:) E(ni) =--E - 1-

Nm pi 

n 

m 

isto é, fixando em m o número de unidades primárias, o número 

de unidades secundárias na amostra é, em média, 

-n 

12- EXEMPLO 

11 

m 

Certa localidade está dividida em 101 regwes. Cada região está 
dividida em subregiões, com um total de 3 232 subregiões. Final
mente, as subregiões estão divididas em domicílios, com total de 

1 717 200 domicílios. 

Trata-se de selecionar uma amostra de domicílios em 2 - está
g· os, utilizando-se como unidade primária a região e como unidade 

secundária o domicílio. 

c1 
Sabe-se, de estudos anteriores, que a relação de custos é c; 

da ordem de 20. Desse modo e considerando que o coeficiente de 
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correlação intraclasse é 0,05 para a característica a estimar, tem-se 
que o tamanho médio da subamostra é: 

:n = ' f2o o,95 = 19 
0,05 

Conseqüentemente, o número de regwes a selecionar é 20, para se 
obter uma amostra final de 380 domicílios. 

A seleção das regiões será feita com probabilidade proporcional 
ao número de domicílios. Para esse objetivo, dispõe-se de uma 
listagem das regiões com os respectivos números de domicílios. Con
siderando que a característica ele estimação é a despesa com aluguel, 
as regiões foram listadas em ordem crescente elo imposto predial 
mediano, para permitir alguma estratificação ao ser feita uma seleção 
sistemática: 

REGIOES N.• DE DO~IICÍLIOS N.• ACU:\IULADO 

1 2700 2700 
2 1100 3800 
a 4400 8200 
4 1800 10000 
5 3200 13200 
6 1800 15000 
7 2600 17600 
8 14700 32300 
9 9600 41900 

10 6000 47900 
11 4500 52400 
12 5200 57600 
13 2800 60400 
14 1900 62300 
15 5100 67400 
16 6000 73400 
17 6800 0200 
18 2700 82900 
19 10300 93200 
20 6700 99900 
21 2000 101900 
22 5800 107700 
23 5200 112900 
24 6000 11 900 
25 13400 132300 
26 2900 135200 
27 4500 139700 
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(Continuação) 

REGIOES N.o DE DOMICÍLIOS N.o ACU:viULADO 

28 10400 150100 
29 4300 154400 
30 6000 160400 
31 4100 164500 
32 4800 169300 
33 7600 176900 
34 4600 181500 
35 6900 188400 
36 8000 196400 
37 16000 212400 
38 4400 216800 
39 7500 224300 
40 3400 227700 
41 5700 233400 
42 14900 248300 
43 2800 251100 
44 2.')00 253600 
45 6900 260500 
46 5200 265700 
47 10000 275700 
48 .5700 281400 
49 7100 288500 
.50 12100 300600 
.51 3000 303600 
52 8000 311600 
.53 6500 318100 
54 14100 332200 
55 .5600 337800 
56 10300 348100 
57 9600 357700 
58 23500 381200 
59 12200 393400 
60 4200 397600 
61 15200 412800 
62 .5400 418200 
63 6300 424500 
64 4100 428600 
6.'5 11000 439600 
66 5900 445500 
67 10100 455600 
68 5800 461400 
69 1700 463100 
70 32400 495500 
71 6100 .')01600 
72 20000 521600 
73 83600 607900 
74 17200 625100 
75 12400 637.500 
76 11000 648500 
77 5100 653600 
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(Conclusão) 

REGIOES N.• DE DO:MICÍLIOS N.• ACUl\IULADO 

78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

100 
101 

Seleção das m = 20 regiões: 

O intervalo ele amostra é 

35200 
8300 

15900 
19300 
47300 
13500 
31900 
78500 
54300 
40800 
27900 
53600 
63300 
19600 
36400 
8300 
7700 

76700 
70700 
7:100 

74600 
33000 

103000 
136300 

N 
m 

688800 
697100 
713000 
73:3300 
779600 
7U3100 
821í000 
903500 
957800 
998600 

1026;)00 
10S0100 
1143400 
1163000 
1199400 
1207700 
121.~400 
1292100 
1362800 
1:370300 
1444900 
1477000 
l.i 0000 
1717200 

l 71 7 200 = 85 860 do--20-

micílios. Observe-se que há 3 regiões com mais de 85 860 domicílios: 
as regiões 73, 100 e 101. Essas regiões são autorepresentadas, isto é, 
são incluídas certamente na amostra. Com a retirada dessas 3 re-

giões, o número total ele domicílios fica reduzido para l 717 200-
325 600 = l 391 600. Por conseguinte, tem-se um novo intervalo ele 

1 391 600 . 
amostra 

17 
--= 8l 859. Com esse novo mtervalo ele amostra 

k = 81 859, não se tem mais regiões autorepresentadas. Portanto, 
basta selecionar-se 17 regiões não autorepresentadas, com probabili
dade de seleção proporcional ao número de domicílios. Para isso, 
retiram-se da listagem as 3 regiões autorepresentadas e seleciona-se 
um ponto de partida () no intervalo dos números inteiros de l a 
81 859. 
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Seja () = 14 191 o número selecionado. 

Esse ponto, locado na coluna "Número acumulado" corresponde 

à região 6. Somando k = 81 859 a () = 14 191, obtém-se 95 050 que, 
locado na mesma coluna de acumulado corresponde à região 20. 
Continuando a somar k = 81 859, vão sendo obtidas as demais re
giões não autorepresentadas. Os números dessas 17 regiões são: 

6, 20, 3'1, 45, 56, 63, 72, 78, 82, 85, 86, 88, 90, 92, 95, 96 e 98. 

Seleção dos domicílios: 

Para as regiões aut01·epresentadas 

Considere-se a expressão, 

P 1li 
m ·--

' Ni 

n 

N 

que caracteriza a amostra autoponderada com probabilidade desi
gual de seleção das unidades primárias. Para as autorepresentadas, 
a probabilidade da UP pertencer a amostra é mP, = 1, donde 

n N , ou seja, a fração de amostragem de 2.0 estágio é 

n 380 N 
1717200 

= 0,000221. Na região autorepresentada 73, o nú-

mero esperado de domicílios é 0,000221 (86300) = 19; na região auto
representada 100 é 0,000221 (103000) = 23 e na região autorepresen
tada 101 o número esperado de domicílios é 0,000221 (136300) = 30. 
Ao todo, a subamostra nas regiões autorepresentadas abrange 72 

domicílios. 

Para as regiões não autorepresentadas 

Para as regiões não autorepresentadas, restam 380 - 72 = 308 
domicílios, que distribuídos nas 17 regiões da amostra, dão, em mé

dia, 18 domicílios por região. 
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A seleção dos domicílios é feita com probabilidade igual ele 
seleção. Observe-se que basta listar os domicílios das regiões da 
amostra, evitando-se o trabalho de listagem dos 1717200 domicílios. 

A seleção de domicílios também pode ser feita sistematicamente. 
Por exemplo, considere-se a região 73. Feita a listagem dos 86300 

86300 
domicílios, o intervalo de amostra é = 4542. Seleciona-se 

19 
um número inteiro no intervalo l a 4542 como ponto de partida () 

e, depois, vai-se somando 4542 a esse número e aos seguintes, até 
obter 19 números. Esses números correspondem aos domicílios da 

amostra. 

13 - EXERCíCIO 

Achar as expressões do Estimador de Razão, nos moldes do 
Capítulo 5 mas com probabilidade desigual de seleção. 
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CAPíTULO 7 - Amostragem de Conglomerados em 2 
- estágios. Controle da variação de 
tamanho: estratificação das unidades 
primárias com probabilidade desigual 
de seleção. 

1 - INTRODUÇÃO 

A estratificação das UP é feita grupando em um mesmo estrato 
as unidades primárias de tamanhos (ou medidas de tamanho) apro
ximadamente iguais. A seleção das UP, dentro de cada estrato, é 
feita com probabilidade proporcional ao tamanho (ou a uma medida 
de tamanho) . 

O processo para achar os estimadores é simples. Basta considerar 
as expressões do Capítulo 6 e adaptá-las a um estrato genérico h, 
acrescentando aos símbolos um índice h. 

2 - ESTIMADOR NÃO TENDENCIOSO DE Y 

Recorde-se que o estimador de Y com probabilidade desigual 
de seleção e sem estratificação é: 

No estrato h, o estimador de Yn, total do estrato, é: 
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Conseqüentemente, o estimador de Y é: 

*P.Eta L *P L 1 mh f Yh· 
YAc2 = k Yh.Ac2 = k k Nhi -,-' 

h= 1 h= 1 mh i= 1 Phi 

3 - VARIÂ CIA DE y~~/'1 

Recorde-se que a variância de y~~2 é: 

* 1 M ( Y · )e 1 llf N~ 
V(Yls) =- .I: -' - Y P; + .I: N,- n, S~ 

m i= 1 P; m ; = 1 P; 

No estrato h, a variância de y~PAcB é, então: 

1 Mh 
TT ( *P· Eat) _ ~ 
• Yh.Ac!J - -- .._ 

mh ; = 1 

C ·· t a vari·a·nci·a de y*_,Pc~Est onsequen emente, ~ ~ 

V( *P.Eat) 
YAcB 

J, *P ) k V (Yh. Ac2 
h= 1 

~ 

h i 

é: 

N, n; 

4 - ESTIMADOR NÂO TENDENCIOSO DE V (y~~/'1) 

Da expressão, 

m ( N: Y; *P )t k --,-- YAcB 
m (m- 1) ; = 1 P; 

1 

obtém-se, 
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donde, 

V~( *P.Est) 
YAc2 

L 

~ 
h= 1 

5 - AMOSTRA AUTOPONDERADA 

A probabilidade ele uma UP do estrato h pertencer a amostra é: 

Essa probabilidade pode ser constante no estrato mas variando 

de estrato para estrato, 

nhi nh 
m"Ph;-N =-(h= 1, 2, ... L) 

hi Nh 

ou ser constante para todos os estratos, 

n"· n 
mh P"; --'- = -N (h= 1, 2, ... L) 

Nh; 

No primeiro caso, a amostra é autoponderada no estrato e no 

segundo caso é autoponderada em geral. 

5. l - Exercícios 

) A h - cl *P Est · · a c ar as expressoes e YAc2 ela respectiva vananna 
e do estimador da variância, para o caso de amostra autoponderacla. 

b) Achar as expressões dos estimadores, conjugando a estra
tificação com o estimador de razão e probabilidade desigual de 

seleção. 
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6 - ESTRATOS GRUPADOS 

6.1 - Introdução 

Em pesquisa de âmbito nacional, pode ocorrer que se façam 
tantos estratos que basta selecionar uma UP em cada estrato. O 
problema que ocorre nesse caso, é a impossibilidade de estimar a 
variância entre as UP dentro de cada estrato. 

A técnica dos "estratos grupados" consiste em grupar os estratos 
em pares, formando novos estratos. Desse modo, já se tem 2 obser
vações nos novos estratos, permitindo a estimação da variância entre 
as UP. 

6. 2 - Configuração da amostra 

Denomine-se estrato-componente E,.1 e estrato-componente E112 

os estratos que compõem o novo estrato E" (h = I> 2> ... Lj2) 

O estrato-componente E"1 contém as unidades primárias 
UPh 11 .•. UP11 M e o estrato-componente Ehs contém as unidades 

• hl 

primárias UP11tz ... UP11 mv • . 

6 . 2 . 1 - Parâmetros 

No estrato-componente E 111 : 

N.o de unidades primárias: Mh1 

Probabilidade de seleção da unidade primária Uhli: Phll 
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N.0 de unidades secundárias em U11u: N 11H 

Total de y em uhti: yhH 

Total de y em E111 : 

De modo análogo, definem-se parâmetros para o estrato-compo-
nente Eu 

Conseqüentemente, no estrato E11 (h = 1, 2, ... L/2) tem-se: 

N.0 de unidades primárias: M 11 = M 111 + H 111 

Total de y: Y" = Y111 + Y"' 

6.2.2 - Seleção da amostra 

Selecione-se uma UP em cada estrato-componente, de acordo 

com as probabilidades de seleção. Represente-se por UP~1 e UP:. 
as unidades selecionadas em E 11 (h = 1, 2, ... L/2) 

Desse modo, obtém-se a amostra de 1.0 estágio: 

' A amostra de 2.0 estágio é obtida selecionando n111 unidades 

secundárias em UP1,1 com probabilidade igual de seleção. Seja Yht 

a média de y nessa amostra. De modo análogo, selecionam-se n ~s 

unidades secundárias na UP~s com média Yu· Repete-se o procedi
mento para h = 1, 2, ... Lf2. 
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6. 3 - Estimadores 

A partir da expressão do estimador não tendencioso do total 
com probabilidade desigual de seleção, obtém-se: 

a) Estimador não tendencioso do total Yhl de E111: 

I -

* Nht Yhl 
Yu. Aci 

P~t 

b) Estimador não tendencioso do total yll!: 

* Ylii. Ac2 

c) Estimador não tendencioso do total Yh de Eh: 

* Yh. Aci 

6.4 - Teorema 

Um estimador não tendencioso do total geral Y é: 

Prova 

*G 
YAci 

Imediata 

L/2 * 
L Yh . Aci 

h= 1 

6 . 5 - Variância de y ~~2 

Considerando a independência das amostras nos estratos-compo
nentes, tem-se: 
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donde. 

L/2 * L/!2 * 
= L Y(Yhl. Ac2) + L Y (Yh2 A.c2 = 

h = l h =l 

6.6 - Teorema 

Um estimador de Y (y:~2) é: 

com tendenciosidade, 

que se anula quando são iguais os totais dos estratos-componentes 
em cada par. 

Prova 
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posto que se anulam as expectâncias dos duplos produtos. Conse
qüentemente, 

Se Yh 1 = Yu (h = 1, 2, ... Lf2) 

- ( *O) ( *G E[V YAcB] = V Yue) 

6. 7 - Estratos grupados, com amostra autoponderada 

A probabilidade de seleção de uma US em En1 é 

P nht E é p nhs 
h1 -- e em u u-N 

N,,t hs 

Se essas probabilidades (h = 1, 2, ... Lf2) são iguais a fração 
n 

geral de amostragem -- tem-se: 
N 

n 
N 

e 

Nesse caso, as expressões de y~~~ e V (yf~1) sofrem as seguintes 
modificações. Representando por yhl o total da amostra em UPh 1 e 
por Yhs o total em UP"'' pode-se escrever: 

*G = "Ç" ht Yht + hB Yu = _ "Ç" ( + y , L/B ( N
1 

N
1 

) N L/B 
YAcB .i- 1 1 1 1 .i- Yhl hSJ 

h= 1 Pht nht Phs nu n h= 1 
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~ *G e para V (YAc.e) , 

L/S ( N
1 

V ( •. *G ) = ""' h1 Yh1 
dAd ~ 1 1 

h • 1 Ph1 nh1 
( 

N ).e L/S .e - l: (Yh1 - Yu) 
n h -1 

6. 8 - Exemplo 

Para estimar o número de moradores de determinada localidade, 
estabeleceu-se uma amostra de conglomerados em 2 - estágios, em 
que as unidades primárias são os setores censitários e as unidades 
secundárias os domicílios. A cada domicílio, associou-se o número 
de moradores. 

Os setores foram estratificados em 20 estratos. Depois os estratos 
foram grupados em pares de modo que os estratos-componentes 
tivessem populações de valor próximo, de acordo com dados do 
último Censo. De cada estrato-componente selecionou-se um Setor, 
com probabilidade de seleção proporcional à população. 

Em cada Setor da amostra, selecionou-se uma subamostra de 
domicílios, com tamanho suficiente para gerar uma amostra auto
ponderada, com fração de amostragem em cada estrato igual a fração 
geral de amostragem de 1 %· Desse modo, a fração de amostragem 
de 2.0 estágio é: 

nh1 n 1 
em Ehl 

Nht = 
---
Pht N 100 Ph1 

e, 

Nh.e n 1 
em Ehs 

nh.e PuN 100P11 .e 

Em Ehv por exemplo, selecionou-se um setor com probabilidade 
proporcional à população do Censo. Desse modo, foi selecionado 
o setor com população de 210 moradores. Nesse setor, foi selecionada 
uma subamostra de domicílios, com fração de amostragem 56/ 210. 
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FRAÇÃO DE 
POPULAÇÃO DOS POPULAÇÃO AMOSTRAGEM DE 

ES- ESTRATOS DO SETOR: 2-• ESTÁGIO: 
TRATOS COMPONENTES: SELEClON ADO I I 

DE Eht DE EM DEU' DA U' nht nM 
hl hl 7 N' hl M 

1 5600 5 100 210 I 180 56/210 51/180 
2 3 400 2900 120 110 34/120 29/110 
3 4 500 4 100 180 160 45/180 41/160 
4 7300 7 000 340 320 73/340 70/320 
5 5 400 5 100 240 200 54/240 51/200 
6 2300 2 000 90 80 23/90 20/80 
7 6300 6200 310 280 63/310 62/280 
8 4600 4000 190 130 46/190 40/130 
9 3 100 3 000 140 100 31/140 30/100 

10 2200 1 900 100 80 22/100 19/80 

Feita a seleção das amostras de domicílios em todos os setores 
selecionados no 1.0 estágio, procedeu-se à contagem do número de 
moradores nesses setores, obtendo-se o seguinte quadro: 

N.• OBSERVADO DE 
MORADORES O DOMI-

ESTRATOS CfLIOS DA SUBAMOSTRA 
Yht + Yt.z (Yht - Yh.ll)6 

EM UP~1 EM UP~6 
(Yht) (yu) 

1 71 65 136 36 
2 40 33 73 49 
3 48 52 100 16 
4 79 83 162 16 
5 60 56 116 16 
6 35 22 57 169 
7 65 71 136 36 
8 56 50 106 36 
9 37 39 76 4 

10 28 21 50 49 

Soma. 1 012 427 
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Estimativa do número atual de moradores: 

y~~2 = 100(1012) = 101200 moradores 

Estimativa da variância de y1~2 

~ ( *G ) = ~ 427 = 0 0204 
'Y YAc2 1012 ' 

133 



CAPíTULO 8 - Amostragem de Conglomerados em 3 
- estágios. 
Amostras replicadas. 

1 - INTRODUÇÃO 

A dificuldade de cadastramento para seleção da amostra se reduz 
a medida em que aumenta o número de estágios. 

Suponha-se que se deseja selecionar uma amostra nacional de 
domicílios. Em princípio, a amostra pode ser feita em 2 - estágios, 
considerando os Setores Censitários como unidades primárias cons
tituídas de unidades secundárias, os domicílios. No entanto, o pro
cesso pode se tornar muito trabalhoso, considerando o grande nú
mero de Setores Censitários e a necessidade de serem todos rela
cionados para, posteriormente, serem alguns selecionados para a 
amostra. 

Com uma amostra m 3 - estágios, definem-se os municípios 
como unidades primárias, constituídas das unidades secundárias -
os Setores Censitários - os quais, por sua vez, são constituídos das 
unidades terciárias - os domicílios. Inicialmente selecionam-se mu
nicípios, de modo que a listagem dos Setores Censitários só é feita 
nos municípios da amostra. 

No entanto, a medida em que aumenta o número de estágios, 
mais se torna complicada a expressão da variância do estimador, 
o que induz à procura de um processo mais simples de cálculo da 
variância. Esse processo de cálculo é chamado "amostras replicadas" 
e será estudado neste capítulo para aplicação em amostras autopon
deradas em vários estágios. 
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~ - CONFIGURAÇÃO DA AMOSTRA 

Considere-se a i-ésima unidade primária: 

UP ;, (i= 1, 2, ... R) 

UTw 

UT;,M;l 

Associe-se à unidade terciária UT,;k a observação Yiik· 

136 

N;; 

Total da US,; na UP,: Y,i = I; Y;,ik 
k -1 

Méd. UT US - Y;,i 1a por na ii : y . . = 
'' N,i 



M; 
Total da UP,: Y; = I; Y;; 

i~ 1 

Média por US na UP1: 

- y . M, 
Média por UT na UP,: Y; = N• com N; = I: N;3 

R 
Total geral: Y = I: Y; 

i= 1 

- y 
Média por UP: Y = R 

i i= 1 

- y R 
Média por US: Y =- com M = 1: M; 

] l,1 i-1 

:=; y R M, R 
Média por UT: Y = -N com N = I; 2: N;i = I; N, 

i=1i=1 i-1 

Quanto às variâncias, tem-se: 

1 R -2 
Variância entre as UP: ·"-2• = ~ (Y Y) 

~ R - 1 , ::-1 ' -
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1 M; - I 
Variância entre as US na UP,: S~ = I: (Y;j- Y ,) 

M, -- 1 i- 1 

Variância entre as UT na USii: 

,. 1 N;; - I 
Si;= N·· _ 1 I: (Y;;k- Y,) 

t) k- 1 

Amostra de 1.0 estágio: 

Selecione-se uma Als de r unidades primárias. Seja UP~ e i-ésima 
UP da amostra. Os parâmetros anteriormente definidos são, agora, 
variáveis aleatórias. 

us~ 

, 
UTw 

,· 
UTilN' 

il 

, 
UT;M~1 . 
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Amostra de 2.0 estágio: 

De cada UP' da amostra, selecione-se uma Als de unidades 
I I • 

secundárias. Desse modo, na UP i seleciona-se uma A ls de mi um-
dades secundárias. 

Amostra de 3.0 estágio: 

UP~ 

;, 
UTilN" 

it 

De cada US" da amostra de unidades secundárias, selecione-se 
uma Als de unidades terciárias. Assim, na US;i selecione-se uma Als 
de n;i unidades terciárias. 

us:i 

UT
/11/f.. 

iin '' 

(i 
I 

1, 2, ... , r; j = 1, 2, .. . , m;) 

UT I/1 

ii I 
Associado a UTiik a observação Yíik obtém-se: 

1/ 
Tamanho da amostra: n;i 
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Média da amostra: 
1 " Uij 

- :E Yiik Yii = -,-
ri ij k=1 

Variância da amostra: s f 
S;j = ----

A amostra final, é constituída pelo conjunto 

{Yiik / i= 1, 2, ... r; j = 1, 2, ... m~; k = 1, 2, ... n;i} 

3- ESTIMADOR NÃO TENDENCIOSO DO TOTAL Y 

Considerando o processo em 2 - estágios, o estimador do total 

da UP.~ é: 

* M~ ~ N"-
Yi I ,L., ij Yii 

m; i= 1 

donde o total da amostra { UP' UP' UP' } é 11 :e, • • • T I 

r M'· m~ , 
:E --,' :E N.,i J/ij 

; = 1 mi i= 1 

Conseqüentemente, o estimador de Y é, 

* R r M: mi 11 _ 

YAcS =- k -,- k N;iYii 
r i= 1 mi i= 1 

São imediatos os estimadores que se seguem. 

3 . I - Estimador não tendencioso da média por UP: 
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YAc3 =R 

1 r M' m'· 
:E --,i :Ê Ntújii 

r i= 1 mi i= 1 



3 o 2 - Estimador não tendencioso da média por US: 

* I I 
- YA R r M: m; " -
- cs =-:E-· :E N .. y .. 
YAcs = M rlv! i= 1 w/ i= 1 'l •J 

' 
R 

com M = :E Mi 
i- 1 

Pondo, ainda, M 
M 
R número médio de US por UP, pode-se 

escrever: 

1 ~ M~ ~ N" _ 
YAc3 = --=- ~ --~ ~ iJ Yii 

rM ; ~ 1 mi i~ 1 

3 o 3 - Estimador não tendencioso da média por UT: 

YAc3 = 
* YAc3 --= 
N 

I I 

R r Mi m; "-

N 
:E --~ :E Nii Yii 

r i= 1 mi i= 1 

- N 
Pondo, N = R número médio de UT por UP, tem-se: 

I I 

- 1 r M; m; " -
YAcS = --=- :E -~- :E N;; Yii 

rN i~ 1 m; i= 1 

4 - AMOSTRA AUTOPONDERADA 

A probabilidade de uma UT pertencer à amostra é: 

r 

R 
mi • n;j 

M; N;i 

n 
Fixada uma fração geral de amostragem, N , a amostra é 

autoponderada se: 

r m; n 

R Mi N 
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Nesse caso, o estimador não tendencioso Y:cs pode ser escrito: 

* N r mi n~; N 
YAcS = - :E :E :E Yiik = - Y 

n i=1i-1k-1 n 
, 11 

r m, nii 

com y = :E :E :E Yiik total da amostra. 
i=1j-1k-1 

5- FRAÇõES DE AMOSTRAGEM CONSTANTES NOS 3 

ESTAGIOS 

Suponham-se fixadas as frações de amostragem de 1.0 e 2.0 está
gios, nos valores f1 e f! respectivamente, com amostra autoponderada. 

Nesse caso, a probabilidade que uma UTiik pertença à amos

tra é: 

j j 
n;; 

1 s-
N;; 

n 
-=J N , o 

Então, a fração de amostragem de 3.0 estágio é constante e 

igual a, 

6- EXEMPLO 

j 
is = flis 

Considerem-se 100 escolas de 1.0 grau, com aproximadamente 
21 000 alunos de 1.a série. Trata-se de selecionar uma amostra de 

alunos em 3 - estágios: seleção de escolas, seleção de turmas e 

seleção de alunos. 

A finalidade é estimar a despesa média com condução para a 

escola, por aluno. 

Pretende-se que a amostra tenha 100 alunos, o que corresponde 

à fração geral de amostragem: 

n 100 1 
N- 21000 210 
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No 1.0 estágio, fixou-se a fração de amostragem em {1 = _!_O 
1 o 

I 

no 2.0 estágio em f, - +· No 3.0 estágio, a fração de amostragem 

resulta da condição de amostra autoponderada, 

n 
f1fsfs = N 

30 1 
donde is = -- = -

210 7 

O quadro resultante da amostra é o seguinte: 

N.• DE 
ALUNOS T~1ANHO 

ESCO- N.• DE NAS DA 
LAS N.• DE TUR~1AS TUR~1AS Al\10STRA 
DA TURl\IAS DA DA DE 

AMOS- <M:> AMOSTRA AMOSTRA ALUNOS. 
TRA (mi) m~ m: 

I: Nií I: n;í 
i-1 j=1 

1 7 2 65 9 
2 8 3 84 12 
3 9 3 92 13 
4 6 2 58 8 
5 6 2 59 8 
6 9 3 89 13 
7 8 3 98 14 
8 7 2 60 9 
9 6 2 62 9 

10 5 2 59 8 

Soma 71 24 726 103 

Estimativa da despesa média por aluno 

1 1 
YAcS = -;;; Y = 

10 
222 = 22,2 

DESPESA 
MENSAL 
TOTAL. 
m~ " n., 

I: I: Y.;k 
i=1j-1 

20 
28 
26 
18 
)i) 

23 
34 
20 
25 
13 

222 
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Estimativa da variância de v(yAcs) 

- ( 1 ) 1 r [ m'· "
11 

• 1 ]$ 
V (YAcs) = r e -- I: i f Y;;k - - Y = 

n r-1 ;-1 ;-1k=1 r 

= 10 (-
1
-) _!_ (356,72) = 3,848 

103 9 

~ v<y) = 1962 

'Y(YAcs) = 0,088 OU 8,8% 

7 - SELEÇÃO COM PROBABILIDADE DESIGUAL 

7.1 - Configuração da amostra 

Seja P, a probabilidade de seleção da unidade primária UP, 
(i = 1, 2, . . . R) . Selecionem-se r unidades primárias, de acordo 
com essas probabilidades. De cada unidade primária UP: da amostra, 
selecionem-se m~ unidades secundárias, tendo a unidade secundária 
US;; probabilidade de seleção P,r Finalmente, da unidade secundária 
US ;; da amostra, selecionem-se n;; unidades terciárias, com proba

bilidade igual de seleção. 

7. 2 - Estimador não tendencioso de Y 

Considerando o processo em 2 - estágios, o estimador do total 

da UP: é: 

1 m~ 

y~ = --1 t 
m; ; -1 

Nu
;; Y;; 
p'~ . 

>} 

donde, o estimador não tendencioso de Y é, 

P* J r J m'. 

YAcS = - I: 1 1 :Ê 
r i - 1 mi Pi ; = 1 

144 

u" -
lV ij Y;; , 

P ;; 



7. 3 - Exercício 

Achar as expressões dos estimadores da média por UT} por 
US e por UP. 

7.4 - Amostra autoponderada 

A probabilidade de UTiik pertencer a amostra é: 

A amostra é autoponderada se essa probabilidade é constante 
e igual a fração geral de amostragem, isto é, se: 

n;; n 
r P; m; P ii N. = N ,, 

Nesse caso, o estimador y~~ assume a mesma forma do esti

* mador YAcs: 

*P N 
YAcS = -y 

n 

7. 5 - Tamanho constante da amostra nos 3 estágios 

Suponham-se fixados o número de unidades primárias e o nú
mero de unidades secundárias. Trata-se de achar o número de uni
dades terciárias que conduza à amostra autoponderada. 

A probabilidade de seleção de uma UTiik que pertença a amostra 
autoponderada é: 

" , , n·· n 
rP;mP;; N·:. = N ,, 
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donde, 

E [E ( nN;,., I UP~ fix.)] 
UP'· NrmP, 

' 

nN 
Nrm 

11 

rm 

Portanto, fixados r e m, o número de unidades terciárias, em 

média, é: 

n= 

7. 6 - Exemplo 

n 
rm 

Considere-se o Exemplo 11 do Capítulo 6. Recorde-se que a 
localidade está dividida em 101 regiões, cada uma dividida em 
subregiões, dando um total de 3232 subregiões ou uma média de 

3232 J:Ol 32 subregiões por região. As subregiões, por sua vez, 

estão divididas em domicílios, com um total de 1717200 domicílios. 
Para obter-se uma amostra de 380 domicílios foram selecionadas 20 
regiões, com probabilidade proporcional ao número de domicílios. 
As regiões de números 73, 100 e 101 são autorepresentadas e deles, 
foram selecionados 19, 23 e 30 domicílios, respectivamente, com um 

total de 72 domicílios. 
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Os 308 domicílios restantes, foram distribuídos nas regiões não 

autorepresentadas, com uma média de 
3
1
°
7
8 = 18 domicílios por 

região. Para completar 380 domicílios, foram selecionados 20 domi
cílios na última região da amostra. 

O problema, agora, é selecionar uma amostra em 3 - estágios: 
regiões, subregiões e domicílios, mantendo 380 domicílios na amostra. 

Com as 20 regiões já selecionadas e fixando 3 subregiões por 

região, o número de domicílios por subregião não autorepresentada é: 

!! 308 
s,n= 17(3) - 6 

Nas regwes autorepresentadas, o número de domicílios já foi 
fixado. Desse modo, tem-se a seguinte distribuição da amostra: 

a) Na região autorepresentada 73, 3 subregiões com 6 domi
cílios cada. 

b) la região autorepresentada 100, 3 subregiões com 8 domi-
cílios cada. 

c) Na região autorepresentada 101, 3 subregiões com 10 domi
cilios cada. 

d) Em 16 regiões não autorepresentadas, 3 subregiões, com 6 
domicílios cada. 

e) Em uma região não autorepresentada, 3 subregiões, com 7 
domicílios cada. 

Amostragem de 1.0 estágio - Seleção de 20 regiões. 

Suponham-se selecionadas as mesmas regiões do Exemplo II -
Capítulo 6. 

Amostragem de 2.0 estágio - Seleção de subregiões. 

Para ilustrar a possibilidade de variar a probabilidade de seleção, 
suponha-se a seleção com probabilidade proporcional à população. 
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Para exemplificar, considere-se a região autorepresentada 73. Esta 

região está dividida em IS subregiões, de acordo com o seguinte 

quadro: 

Região 73 

SUBREGIOES POPULAÇÃO ACUMULADO 

73 . 1 3 400 3400 
73 .2 2 100 5500 
73 .3 3 000 8 500 
73 .4 1800 10 300 
73 .5 4 100 14 400 
73 .6 1200 15 600 
73.7 3 400 19 000 
73.8 2 000 21 000 
73.9 2 400 23 400 
73 .10 1 700 25 100 
73.11 5 000 30 100 
73 .12 1 100 31 200 
73 . 13 3 200 34 400 
73 .14 2 300 36 700 
73 .15 1 900 38 600 
73 . 16 5 100 43 700 
73.17 1 300 45 000 
73.18 2 400 47 400 

Soma 47 400 -

O . l cl , 47400 58 I . d mterva o e amostra e 
3 

= I 00. Se ecwnan o-se um 

ponto de partida de I a 15800 obteve-se I2700 que corresponde à 
subregião 73. 5; somando I5800 a I2700 obtém-se 28500 que corres

ponde à subregião 73 .II; somando I5800 a 28500 obtém-se 44300 

que corresponde à subregião 73 .I7. Portanto, na região 73 são sele

cionadas as subregiões 73 .5, 73 . II e 73 . I7. De cada subregião ela 

amostra selecionam-se 6 domicílios, com probabilidade igual ele sele

ção e sem reposição. Procedendo-se ele modo análogo para as demais 

regiões ela amostra, obtém-se o quadro que se segue, onde consta a 
renda domiciliar. 
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REGIÕES DA M.fOSTRA Sü:\IA DAS 
o DE DOM!- RENDAS DO-
CÍLIOS DA MICILIARES 

Autoponderadas ão auto ponde- AMOSTRA A AMOSTRA 
r adas (em S.M.) 

73 - 18 112 
100 - 24 408 
101 - 30 570 

6 18 36 
20 18 50 
34 18 54 
45 18 65 
56 18 72 
63 18 79 
72 18 108 
78 18 117 
82 18 130 
85 18 144 
86 18 158 
88 18 171 
90 18 180 
92 18 216 
95 18 234 
96 18 252 
98 21 370 

Soma. 381 3526 

Estimativa da renda média por domicílio: 

Y~c8 = ~~6 = 9,25 

Estimativa da renda total da localidade: 

y1[! = 9,25 (1717200) = 15884100 

8 - AMOSTRAS REPLICADAS 

Em vez de se selecionar uma amostra autoponderada com m 
n 

unidades primárias e fração geral de amostragem f = N, selecio-
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nam-se g grupos de _.!!!._ unidades primárias, dos quais obtém-se 
g 

amostras autoponderadas, com o mesmo número de estágios e fração 

de amostragem geral L, ou seja, com ..!::_ unidades da população 
{!. g 

em cada grupo. O objetivo desse processo é facilitar a estimação da 
variância no caso de vários estágios. 

8 .l - Teorema 

Seja y, o total da amostra final no grupo z. Seja 

dos g grupos. 

p 

:E Yi o total 
i= 1 

Então YRep y é estimador não tendencioso de Y, média 
n 

por unidade da população. 

Prova 

Considere-se o conjunto elos totais elas amostras {y, y, ... y"}· 
Esse conjunto pode ser entendido como uma Als de uma população 

de totais de ~ (k = ; )grupos de unidades. Sejam Yv Y!, .. . YN;k 

. E-- J~ '. d- d. d esses totais. ' ntao y
0 

= - ._, Yi e estima or nao ten encwso e 
g i= 1 

lc y = ...:':..... =......::.1 __ 

N/k 

Conseqüentemente, YRer; 

de Y. 

8 . 2 - Variância de y Rep 
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Porém, 

N n 

V (Y) = _-_k-:_-_~k~ s: = _N_-_n __ s_: 
N g N g 

k 

(

N/k )! 
N/k .L yi 
L Y! - ____::•:...:=::....:..._1 _.:.__ 

d Se i-, Njk on e 
0 

= _:_.......:..._..,...., __ .......:... __ 
Nfk -1 

donde, 

N-n 
V(Ynep) = N 

8. 3 - Teorema 

Um estimador não tendencioso de V f.YR•p) é: 

) 
N- n s: 

V(Ynep = N kn 

(.t Yi)s 
t Y! - ___:...:..'_=...::.I _ _:__ 

onde se = ....:':...:· =:._1:__ __ ---:-____f!_g __ 
o g -1 

Prova 

Imediata. 
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8.4 - Exemplo 

Considere-se a seguinte modificação no Exemplo 11: em vez de 
selecionar-se uma de amostra ele 1.0 estágio de 20 regiões, autopon
derada e com fração geral de amostragem, 

380 J=---
1717200 

formem-se g = 4 grupos de 5 regwes cada um. Em cada grupo, a 

fração geral de amostragem é _f_, ou seja, de cada grupo seleciona-se 
g 

uma amostra de 95 domicílios, autoponclerada. 

Formação dos grupos de regiões. 

Exemplifica-se com a formação do 

amostra para uma seleção sistemática é 

l.o grupo. 
1717200 

O intervalo de 

343400. Sele-
5 

cionando um ponto de partida no intervalo 1 a 343440, obteve-se 
() = 314836. Os demais pontos são: 658276, 1001716, 1345156, 
1688596. Esses pontos correspondem às regiões: 53, 78, 88, 96, 101. 

Procedendo de modo análogo para formar os outros 3 grupos, 
cada um com 5 regiões, obteve-se: 

Para o 2.C grupo, as regiões 36, 59, 73, 82, 87 

Para o 3.0 grupo, as regiões 38, 65, 76, 85, 89 

Para o 4.0 grupo, as regiões 42, 70, 81, 87, 94 

Seleção das subregiões e dos domicílios. 

Em cada reg~ao, foram selecionadas 3 subregiões, dando um 
total de 60 subregiões na amostra de 2.0 estágio. Em cada subregião 
foram selecionados 6 domicílios mas uma região de cada grupo con
tribuiu com 2 subregiões com 8 domicílios e I subregião com 7 
domicílios, de modo a dar 95 domicílios por g~·upo. 
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Desse modo, obteve-se: 

SOMA DAS 
GRUPO REGIOES N.• DE DOMICÍLIOS RE JDAS DOS 

NA AMOSTRA DOMICÍLIOS DA 
.AJ.Y.IOSTRA (S.M) 

1 53 18 72 
78 18 117 
88 18 171 
96 18 252 

101 23 500 
Soma 95 1112 

2 36 18 63 
59 18 79 
73 18 117 
82 18 130 
87 23 249 

Soma --gg- ~ 
3 38 18 63 

65 18 108 
76 18 117 
85 18 144 
89 23 270 

Soma ~ ---m-
4 42 18 65 

70 18 108 
81 18 130 
87 18 170 
94 23 340 

Soma ---gs· -----si3 

Estimativa da renda média domiciliar 

YRep = 
1112 + 638 + 802 + 813 = 3265 = 8 59 

95 (4) 380 ' 

4 
I: y~ = 111~ +63ft+ 70~ +81ft = 2797361 

i= 1 

3265~ 
2797361 - -4-

s~ = -----,--_.:_- = 44101,6 
3 

V~(- ) 44101•6 --1,222 donde - (- ) 0129 o 129°/ YR = "'YRep. =, U, o 
ep 380(95) 1 
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