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NOTA PREVIA

O grande desenvolvimento da estatistica teorica no§ derradeiros
anos do século XIX, deve-se sobretudo a KARL PEARsoN. Pelo sew
génio criador, e pelo seu ingansdvel devotamento de professor e orien-
tador de uma escola de pesquisadores de difusao mundial, a éle de-
vemos a estruturacdo fundamental, que deu a estatistica wm cardter
verdadeiramente cientifico.

Paralelamente a ésse surto na metodologia, ampliou-se vertigi-
nosamente o campo de aplicacdo das novas lécnicas eriadas, mor-
mente na elucidacdo dos problemas da hereditariedade e evoiuc@o.
Essa constante associacdo da pesquisa tedrica a sua aplicac@o a fend-
menos naturais, que caracteriza a obra pearsoniana, deu-lhe um as-
pecto singular. Como o material bioldgico que servia de base a ésses
estudos podia ser coletado em grandes amostras, foi nesse pressuposto
que éle desenvolveu o seu sistema. Em muitos casos, as conclusoes a
que chegou foram assim méramente aproximativas; €, embora essas
aproximacoes fossem adequadas aos problemas com que lidava, deiza-
vam de o ser quando se teve de estender o seu emprégo a problemas
oriundos de oulros setores cientificos.

Deve-se a W. S. GOSSET, que escreveu sob o pseudonimo de “STUDENT”,
o primeiro tratamento do problema das pequenas amosiras, gquando
descobriu empiricamente, em 1908, a distribuicdo de médias oblidas de
wum universo normal. A deducdo exata dessa distribuicdo sé seria obtida
em 1925, e desde entdo tém sido determinadas as distribuicoes de vd-
rias estatisticas, e estabelecidos métodos rigorosos de tratamento dos
dados de observacao, sobretudo sob a lideranca de R. A. FISHER, 0 Su-
cessor de PEARSON na cdiedra da Universidade de Londres, e aos quais
a Norte América tem trazido notdvel contribuicdo, com os trabalhos de
HoTerLing, WaLp, WILKs e outros.

Note-se que o objetivo désses estudos ndao é tornar desnecessdria a
coleta de grandes amostras, mas a elucidacdo das verdadeiras bases do
raciocinio estatistico. N@o hd uma separacdo estanQue entre as duas
teorias, mas sim continuidade. E. S. PEARSON esclarece alhures a dife-
renca essencial entre a antliga e nova concepedo. Os métodos antigos
eram apropriados para tratar com duas amostras de 100 elementos;
0s novos métodos abrangem, além désse,o caso de 100 amostras de dois
elementos. 4 distingdo é importante: em ambos os casos, temos o mes-
mo numero de dados; mas, em certos problemas, a compreensio e con-
trole adequado da situacdo so se podem obter secionando as observa-
coes em um grande numero de pequenos grupos.

O desenvolvimento moderno da estatistica se tem processado, pois,
no sentido de estabelecer as exatas distribuicoes por amostragem dos
vdrios indices estatisticos. Esse conhecimento é absolutamente meces-
sdrio, em primeiro lugar, para podermos escolher as estatisticas mais
eficientes, que permitirdo, sébre uma dada amostra, obter @ melhor
aproximacdo dos verdadeiros valores das caracteristicas da populacdo
donde provém a mesma. Chega-se, assim, ao conceito de estimacéo,
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associado ao principio de méaxima verossimilhanca de FISHER, e cuja
fundamentacio exige movos processos de logica indutiva, além dos
moldes da teoria cldssica da probabilidade.

Em segundo lugar, é sobre ésse conhecimenio que se apoiam o0s
modernos testes de significAncia, ¢ que se ligam os nomes de E. S.
PEARsON e NEYMAN, e cujo emprégo € indispensdvel para podermos dis-
criminar se as diferencas e relagoes aparentemente observadas sda efe-
tivamente reais ou devidas a causas fortuilas.

Finalmente, outra caracteristica da wmoderna conceituacdo diz
respeilo as interconexoes entre a andlise estatistica e o planejamento
dos experimentos, que, consoante R.A.FISHER, se devem considerar
apenas como dois aspectos de um unico problema. Trata-se de ques-
toes de eficiéncia, de determinacd@o da forma da experiéncia, de modo
a dela poder extrair o maximo de informacbes. Pos-se assim a lume
a inanidade do principio tradicional de que, numa experiéncia ideal,
apenas um dos fatores devia variar, todos os outros sendo mantidos
constantes. Ao contrdrio, a combinacGo de vdrios fatéres numa expe-
riéncia unica, de arranjo adequado, onde éles variem concorrente-
mente segundo as suas possiveis combinacoes, fornece, quase sem
aumento do trabalho ou custo correspondente a experimentacdo de
um s6, maior soma de informacdes do que no caso em que cada um
déles fdsse experimentado separadamente, por isso que esclarece tam-
bém sébre as interacoes entre os wvdrios fatoéres.

S@o alguns dos aspectos fundamentais dessas novas teorias que
afloramos no presente trabalho. Creio que jd é tempo, entre nos, de
se processar a renovacdo do conterdo dos manuais e programas de
ensino da estatistica. A aplicagdo dos métodos modernos ndo é mais
dificil que a dos antigos, muitos dos quais, obsoletos, grosseiramente
aproximados, ou mesmo erroneas, continuam a ser expostos e ensina-
dos rotineiramente.

Papel primacial na divulgacG@o das novas técnicas deverd caber,
sem duvida, aos professores de estatistica. Urge, pois, que éles se com-
penetrem de que mdo se trata de uma ciéncia fossilizada, mas que a
sua matéria se renova de dia a dia, com impeto cada vez maior. A
formacao adequada do professorado € uma quest@o primordial, para
que n@do permanecamos impermedveis as novas conguistas.

O depoimento que, s6bre o recrutamento de professéres, nos presia
um grande mestre, HAROLD HOTELLING, é allamente pitoresco, mas ve-
ridico. A escolha faz-se quase segundo as leis do acaso, recaindo num
qualquer jovem JONES, que enido se inicia mo estudo da disciplina.
“He pursues “statistics” through the library card calalog and the en-
cyclopedias. .. Perhaps he encounters probable errors. Eventually he
learns that Karu PeaArsoN is the great man of statistics, and that
Biomeftrika is the central source of information. Unfortunately most
of the papers in Biometrika and of PEARsoN’s writings, while not lacking
in vigor, trail of into mathematical discourse of a kind with which
young JonNEs feels ill at ease. What he wants is a textbook, couched in
simple language and omitting all mathematics, to make the subject
clear to a beginner... JoNEs decides thal a simple book on statistics
must be written, and that he will do it if he can ever succeed in
mastering the subject”.! Aos trambulhoes, éle leva o curso a final,
contentando-se entrementes com. “such nonmathematical textbooks

1 HoreLLiNe, H., “The Teachinz of Statistics™, Annals of Mathematical Statistics, vol. X1
(1940), pég.. 460.



e

as may have been written by other young men who have earlier trod
the same path”. Dai a proliferacdo malsd de compéndios de forma es-
tereotipada, onde as falhas e erros se repetem continuadamente. O
mal, como se vé, ndo € apenas nosso. ..

O conhecimento da estatislica ndo é assim fdcil de se adquirir.
Isso provém, ndo tanto do lato emprégo que ai se faz das matemdti-
cas superiores, mas ainda de que a bibliografia pertinente se acha es-
palhada por um sem niumero de revistas, correspondendo Gs suas mais
variadas aplicacoes. E o pior é que “the seeker after truth regarding
statistical theory must make his way through or around an enormous
amount of trash and downright error”. Ndo apenas. “He must also
contend with the fact that a good deal that is important in statistics
is still a matter of oral tradition, and some consists of laboratory
techniques”.”

Tivemos a sorte de poder aperfeicoar os nossos conhecimentos de
estatistica — embora por um periodo que empecilhos de ordem admi-
nistrativa, a nosso pezar, excessivamente encurtaram — no grande cen-
tro que é a CoLumBIA UNIVERSITY. Cumprimos um dever ao consignar
aqui a nossa gratid@o a nossos mestres, os professéres H. HOTELLING,
F.C.MiLLs e A.WALD, e ao professor E.J. GUMBEL, da NEW SCHOOL
FOR SociAL RESEARCH, pelo muito que lhes devemos de mossa iniciacdo
nessas teorias. Especialmente nos penhorou o professor HOTELLING, assim
pelo generoso apoio d concessGo da bdlsa de estudos, como pela infa-
tigdvel dedicacdo em orientd-los e em dirimir nossas diuvidas.

Mais do que podertamos externd-lo, é imenso o nosso reconheci-
mento para com a “JoEHN SIMON GUGGENHEIM MEMORIAL FOUNDATION",
que, numa distin¢do desvanecedora, nos ensejou ésse periodo de es-
tudos. Uma entre tantas floracoes do espirito liberal norte-americano,
fixou-lhe as diretrizes o seu fundador, o Senador GUGGENHEIM, N0S
seguintes térmos: “We strongly hope that this Foundation will advance
human achievement by aiding students to push forward the boun-
daries of understanding, and will enrich human life by aiding them
in the cultivation of beauty and taste”. E, seguindo ésses ditames,
vem a Fundaed@o, com espléndida generosidade, contribuindo para o
avango da cultura, no seu pais e na América Latina. Restringindo-nos
a erxemplos no selor estatistico-econémico, foi sob seus auspicios que
realizaram trabalhos notdveis cientistas e professéres do porite de
Ezexiern, HANSEN, KNIGHT, LEONTIEF, Roos, ScHULTZ, e fanios oulros,
que, nas cdtedras universitdrias, na orientagd@o dos megocios piublicos
ou na administrac@o das industrias, vém cumprindo o lema da Fun-
dacdo: “There is, moreover, a republic of learning and art which
knows no boundary lines, and we desire only that scholars and artists
of the American republics should meet and learn and teach what to
them is Truth”.

Consideramos como inestimdvel privilégio o termos sido agracia-
dos com uma bélsa da Funpagho GUGGENHEIM, a que nomes tdo ilus-
tres tém emprestado o brilho de sua atuac@o, Recebemo-la como um
incentivo para porfiar sempre nos itrabalhos de investigacdo pura.

Finalmente, agradecemos ao INSTITUTO BRASILETRO DE GEOGRAFIA
E EstaTisTICA, e ao seu eminente Secretdrio-Geral, Dr. M. A. TEIXEIRA
pE FREITAS, as facilidades concedidas para a impressdo déste trabalho.

®* HoTeELLING, H., Op. cil., pAgs. 462 e 463.
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Carituro I

OS PROBLEMAS DA ESTATISTICA TEORICA

1.1 Estatistica Descritiva e Indutiva.

Os problemas da estatistica teérica tém sido correntemente clas-
sificados em dois grupos distintos.! No primeiro incluem-se aquéles
que tém por objetivo descrever as séries de observacoes mediante re-
duzido numero de elementos caracteristicos. As peculiaridades mais
importantes do fendmeno sao assim sumariadas, e as constantes cal-
culadas sintetizam o maximo, senao todas as informacgdes contidas
na série original. £ a parte conhecida como Estatistica Descritiva,
porque apenas se propoe a descricdo dos dados, independentemente
de qualquer inferéncia indutiva. '

A caracterizacao da série empirica faz-se, em geral, calculando
certas funcoes dos dados observados, denominadas estatisticas, como
as medidas de tendéncia central, assimetria, kurtosis, ete., ou ainda,
de maneira mais lata, pesquisando a sua representacao mediante uma
funcdo matematica. KarL Pearson estabeleceu um sistema de curvas
continuas, as quais se reconduz a maioria das distribuicdes obtidas na
pratica, ao passo que a escola escandinava de THIELE e CHARLIER chega
aos mesmos resultados utilizando desenvolvimentos em séries. Con-
tudo, ésses ajustamentos, pela deficiéncia de enquadramento num
sistema l6gico geral, podem-se considerar apenas como um tratamento
preliminar dos dados experimentais, servindo de base as inducées teo6-
ricas finais.”

O que importa, com efeito, € generalizar as conclusoes, induzir as
caracteristicas de fendmenos ndo observados das constatadas nos que
foram observados. Postula-se entdo que os dados com que lidamos
constituem uma amosira, escolhida ao acaso, de um grupo mais geral
ou infinito de dados, denominado populacdo ou universo, e o proble-
ma que defrontamos é o de ajuizar sobre os elementos caracteristicos
dessa populacdo, denominados pardmetros, a partir da amostra obser-
vada. As inferéncias sdo aqui de natureza indutiva, e a esta parte de-
nomina-se Estatistica Indutiva. O seu escopo é estimar a grandeza
dos parametros no universo correspondente a série empirica, e as pos-
siveis variacoes nas estatisticas oriundas de flutuacoes de amos-
tragem.

1.2 Os problemas da Estatistica Tedrica.

A divisao dicotomica assim introduzida na estatistica é, contudo,
puramente formal. Na realidade, ambas as partes se entrosam inti-
mamente.

Assinala R. A. FisHER ® que a reducao dos dados de observacdo a
um certo nimero de caracteristicas s6 se pode fazer construindo uma

1 ‘Rierz, H. L., Mathematiical Statistics (Chicago, 1927), pdg. 4; KennNeY, J. F., Mathematics
of Statistics (Nova Iorque, 1939), vol. 2, pag. 97.
voN Mises, R., Probability, Statistics and Truth (Londres, 1939), phg. 235.
3 PFisuer, R. A., “On the Mathematical Foundations of Theoretical Statistics”, Phil. Trans.
Roy. Soc. of Lmu:!fm, Ser. A. vol. 222 (1922), pag. 312.
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populacao hipotética infinita, da qual os dados se consideram como
constituindo uma amostra ao acaso, A lei de distribuicdo dessa po-
pulacdo contém apenas poucos pardmetros, que sao suficientes para
descrevé-la exaustivamente em relacao aos atributos sob estudo.

A existéncia dessa populacdo estd implicita na concepcdao de uma
distribuicdo de freqiiéncia capaz de sintetizar os dados empiricos.
Com efeito, nenhuma amostra finita pode ser descrita por uma curva
de freqiiéncia; ela s6 o pode ser por um histograma ou um poligono
de fregiiéncia. A construcao da curva populacional implica a existén-
cia de um numero infinito de elementos em cada classe, ao mesmo
tempo que o numero de classes em que se subdivide a populacdo tam-
bém se torna infinito.

Por conseguinte, o conceito de curva de freqiiéncia corresponde
a postulacdo de um universo hipotético infinito, distribuido segundo
uma funcdo matematica f da varidvel x e de m parametros. Isto €, a
probabilidade estatistica de que um valor observado de x caia no in-
tervalo = == % dx é dada por

dp = [(x, Oy, Og, ... Op)dz

em que os parametros f sao suficientes para caracterizar o universo.
O problema fundamental é, pois, a descoberta ou inferéncia dessa lei
a partir dos dados de observacdo. Uma série estatistica de n elemen-
tos corresponde a uma amostra de tamanho n colhida nessa popula-
¢ao, e o método estatistico tem por fim extrair désses dados os elemen-
tos relevantes de informacao acérca dos parametros 6, rejeitando os
demais como irrelevantes.

Conceituacao aniloga emana da obra de von Misgs, quando esta-
belece que o problema geral da estatistica € verificar se uma série de
dados de observacéo goza das propriedades de um grupo finito deri-
vado de uma seqiiéncia infinita possuindo as caracteristicas de um
“ecoletivo”, isto €, tal que as freqiiéncias relativas dos atributos parti-
culares dos elementos da seqiiéncia tendam para limites fixos, inde-
pendentemente da ordem de selec@o.

No tratamento estatistico dos dados observacionais, distingue
FisHER trés tipos de problemas:

1) problemas de especificacdo, correspondendo a fixacao da for-
ma matematica da populacao;

2) problemas de distribuicao, envolvendo a deducdo das distri-
buicoes de estatisticas em amostras extraidas ao acaso de um universo
de forma especifica;

3) problemas de estimacdo, compreendendo a escolha dos méto-
dos para calcular, a partir da amostra, as estatisticas capazes de for-
necer uma boa avaliagdo dos pardmetros do universo, e a verificagao
de hipoteses formuladas sobre os mesmos.

1.3 A especificac@o do universo.

O problema da especificacao consiste essencialmente em estabe-
lecer a forma funcional de f, dependente dos pardmetros ¢ desconhe-
cidos, de modo a poder utiliza-la como base hipotética para a soiucao
dos dois' outros problemas mencionados.
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A escolha do tipo de funcao é assunfo pertinente ao estatistico
pratico, que se guia pela experiéncia para construir um modélo tec-
rico do fenomeno que observa. Evidentemente, devem tais modelos se
restringir a funcdes de propriedades eonhecidas, e cujo calculo seja
faeilitado por tabelas existentes. Um dos mais antigos exemplos de es-
pecificacao € a lei gaussiana dos erros. Desenvolvimentos subseqiien-
tes levaram a introducéo do sistema de curvas assimétricas de Prarson
e aos desenvolvimentos em séries de GRAM-CHARLIER.

Consideremos, por exemplo, um conjunto de observacoes dando os
valores do custo da alimentacdo y correspondente a varios niveis de
renda z. ENGEL mostrou que existe uma relacao linear ligando essas
variaveis :

Y= 0; + gz

E esta porém uma relacdo ideal, e, na pratica, os valores obser-
vados ¥ flutuam em toérno de ¥, de maneira que Y € apenas o valor mé-
dio correspondente a um dado x. Podemos admitir que y se distribua
normalmente em torno de Y, isto é, segundo a lei

Lry—YN\2

B G
T, = € SN dy.
D 6\/‘.}; ¥

Completa-se assim o problema da especificacdo. Os dados da amos-
tra permitem estimar os valores dos parametros desconhecidos
8 Iy 93 e oo

Muitas vézes o estudo do fenéomeno ndo levanta questdes de espe-
cificacéo, porque a natureza qualitativa da populacdo hipotética é co-
nhecida; € o que se d4, por exemplo, nos estudos de hereditariedade
mendeliana.

A especificacdo do universo deve ser tao realistica quanto possi-
vel; entretanto, costuma-se freqlientemente introduzir hipéteses sim-
plificadoras, de modo a ensejar o uso de métodos simples de estimacio
dos pardmetros e o emprégo de conhecidos testes de significAncia. Dai
a ufilizacdo generalizada da distribuicdo normal. Nesses casos, deve-
mos porém ter em vista que tédas as condicoes do problema, que fo-
ram abandonadas na simplificacao da forma funcional, devem ser re-
consideradas ao serem interpretados os resultados.

1.4 Problemas de distribuicao.

A fim de verificar a hip6tese de que um conjunto de valores de
certa variavel, obtidos presumidamente sob as mesmas condigoes,
constitui uma amostra derivada fortuitamente de um universo hi-
potético, € necessario conhecer as possiveis variacoes oriundas do pro-
cesso de amostragem, de maneira a poder compara-las com as real-
mente observadas. O mesmo critério se aplica quando se trata de fun-
¢coes das observacoes, ou seja, de estatisticas. Somente pelo estudo da
distribuicao por amostragem das diferentes estatisticas propostas; é
que podemos nos guiar na escolha daquelas cujo emprégo € o mais
vantajoso.

Suponhamos que, de um universo contendo N elementos, extrai-
mos amostras de tamanho 7, estritamente ac acaso, isto é, de modo
que a probabilidade de extracdo de cada elemento seja a mesma gue
a dos demais. Os resultados das extracdoes denominam-se amostras
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aleatérias.t Se os elementos constituintes das amostras sdo anotados
na ordem de extracao e com reposicdo apos cada tiragem, obtém-se
assim N™ amostras. O processo denomina-se entao de amostragem
simples ou irrestrita, caracterizando-se por ser a probabilidade de ex-
tracdo de cada elemento igual e independente da dos demais. Esse
tipo corresponde também a amostragem de um universo infinito.

Outras condicoes de amostragem podem restringir o nimero de
amostras de dado tamanho, derivaveis de um universo particular, mas
quando todas as possiveis amostras, que déle se podem extrair sob
essas condicoes, sao classificadas segundo o valor de uma certa esta-
tistica, a distribuicdo de freqiiéncia que assim se obtém denomina-se
a distribuicdo por amostragem dessa estatistica.

O escopo da teoria  da amostragem é exatamente a derivacao e
interpretacao das caracteristicas dessas distribuicdes. Por exemplo, a
formula do érro padrdo da média caracteriza a dispersdo da distribui-
cdo por amostragem da média aritmética em funcdo do ntimero de
elementos na amostra e dos pardmetros do universo. Se éste é normal,
ésse érro padrdo é uma das constantes da curva normal que descreve
a distribuicao de médias.

Nem sempre se conhece a forma funcional da distribuicdo, e por
vézes ela é de natureza tao complexa que hd, em ambos os casos, van-
tagens em se utilizar funcoes de freqiiéncia de propriedades conheci-
das, como aproximacoes daquelas. Lembremos, a propésito, o exten-
sivo uso que se faz da integral da curva normal na interpretag¢2o de
erros padroes obtidos de grandes amostras. De grande aleance pratico
e também a possibilidade de reduzir as distribuicoes referentes a va-
rias estatisticas a um pequeno numero de distribuicées fundamen-
tais, pois assim se limita o ntimero de tabelas a serem empregadas na
verificacdo de hipoteses estatisticas.

A caracterizacao das distribuicoes por amostragem faz-se através
das mesmas medidas de tendéncia central, dispersdo, assimetria e kur-
tosis utilizadas para as comuns distribuicoes de freqiiéncia; em par-
ticular, o desvio padrio denomina-se o érro padrdo da estatistica
aferente.

Antigamente usava-se preferentemente o érro provdvel, que tem
sido abandonado por corresponder a duas definicoes divergentes: a)
ao desvio quartilico da distribuicdo; b) a 0.6745 vézes o érro padrao.
A identidade entre ambos os conceitos sé se da rigorosamente para as
distribuicoes normais. Depois, a probabilidade de 50 por cento a que
corresponde a definicdo é de nenhum valor na interpretacdo de testes
de significancia, que exigem probabilidades muito menores.

1.5 Estimacdo de pardmetros.

O problema da estimacao tem por finalidade, dada uma amostra
extraida ao acaso de um universo de forma funcional conhecida, de-
terminar as estatisticas que melhor permitem avaliar as grandezas
dos m parimetros desconhecidos que caracterizam o universo segundo
a equaciao

lfp 1] ffI, G;, Bg, 1 ':lm) dz .

4 Na terminologia inglésa “random samples". Note-se gue a qualificacio de aleatéria
refere-se mais propriamente A operagfio de escolha gue & amostra mesma. Por isso, nfio nos
parece adequada a traducdio de “amostras equiprovéiveis”, proposta pelo Dr. Octavio L. MARTINS.
Com efeito, suponhamos que se joga com 10 moedas; a probabilidade de obter uma amostra
de 10 caras nfo é a mesma de 5 caras e 5 coroas,
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Se f; representa a estatistica correspondente ao parametro 4,
obtemos assim a equagédo

iy 5 f('r) f.fv g ... !ﬂ)dx

como aproximacao tedrica da equagdo anterior, que representa a ver-
dadeira distribuicdo de probabilidade.

Seja, por exemplo, uma distribuicdo normal, como a do § 1.3. A
estimacao do parimetro o pode ser feita de diferentes modos, entre
os quais os que utilizam as féormulas familiares

- L

ly— Y| . y—Ye
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a somacdo estendendo-se a todos os » valores da amostra. A teoria da
estimacao estabelece critérios que permitem a eseolha da forma mais
vantajosa.

Um désses critérios é que a estima do parédmetro que se venha a
obter se deve caracterizar pelo menor érro ou maior precisao. No
exemplo acima, a estima de £, exige uma amostra de 1.14 n para dar
a mesma precisdao que a estima de ?’; baseada numa amostra de ta-

manho 7, porque a razao do érro de ¢; para t’; € \/1.14. Ainda outros
critérios devem ser atendidos.

Notemos que, tanto o processo de estimacdo, como o de amostra-
gem, podem ser fendenciosos (biased), cumprindo discriminar os er-

ros advindos num e noutro caso. Seja #; a média da distribuicdo por
amostragem da estatistica #;, adotada como estimativa do parametro

6;; e seja 7, a média numa distribuicio de amostras obtidas rigorosa-

mente ao acaso. Se a diferenca t,.—1; for nula, o processo de amos-
tragem é jusio (unbiased); caso contrario, o processo e os erros de

amostragem se dizem tendenciosos. Em contraposicdo, quando 7, igua-
la 6;, o processo de estima é justo, e, sob condicoes de amostragem ao
acaso, a estatistica ¢, chama-se uma estimativa juste do pardmetro 6.

A diferenca £, — 6;, quando diferente de zero, d4-nos uma medida da
tendenciosidade introduzida pelo processo de estimacdo.

Um critério muito empregado para a escolha do processo de es-
timacao é o da mdxima verossimilhanca (maximum likelihood), que
apresenta certas vantagens de precisao s6bre os demais. A probabili-
dade de que o conjunto parcial de valores constituindo a nossa amos-
tra provenha de uma populacido, caracterizada por certa distribuicao
e certos parametros, ¢ uma funcdo désses parametros. A verossimi-
lhanca define-se como um multiplo constante dessa probabilidade;
e o critério de estima consiste em escolher os valores dos parametros
que tornam méxima a verossimilhanca. Os valores assim estimados
denominam-se estimativas Gtimas dos pardmetros. Por exemp}o, as
medias de amostras provenientes de universos normais séo estimati-
vas Otimas, ao passo que as varidncias tém de ser ajustadas segundo
os graus de liberdade, a fim de satisfazer o critério de maxima veros-
similhanca.

1.6 Verificac@o de hipoteses estatisticas.

Estreitamente ligados & estimacdo, estdo os processos de verifi-
cacao de hipoteses estatisticas. Com efeito, uma das finalidades da
analise estatistica é estabelecer critérios para a aceitacdo ou rejeicao
de hipéteses que se possam formular sobre os fatores causais dos feno-
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menos observados, tal como influenciaram a amostra colhida. O cri-
tério ou critérios sao calculados a partir da mesma, e confrontados
com as suas distribuicoes teoricas, a fim de se obter uma medida da
verossimilhanca da hipotese. Se a probabilidade resultante € pequena,
rejeita-se a hipétese; caso contrario, é ela aceita.

Uma hipétese que se submete a verificacdo, no pressuposto de
que seja verdadeira, foi chamada por Fisher de hipdiese nula. Isto é,
postula-se a existéncia de uma populacdo hipotética com certas ca-
racteristicas, e pesquisa-se até que ponto uma amostra como a obtida,
poderia razoavelmente dela provir. Devido as flutuacdes de amostra-
gem nao se pode, contudo, estabelecer um limite definido, a partir
do qual seria impossivel obter da populacdo a amostra em causa; po-
demos apenas calcular a maior ou menor probabilidade de obté-la.
Conforme essa probabilidade seja pequena ou grande, a hipotese € re-
jeitada ou aceita, e, nesse ultimo caso, atribuem-se os desvios entre os
valores da amostra e da populacao a erros de amostragem. O que fi-
xamos, pois, é o valor da probabilidade, a partir do qual rejeita-se a
hipétese: é o que se chama nfvel de significAncia para a verificacdo
da hipétese. Por exemplo, numa estatistica com distribuicdo normal,
a probabilidade de um desvio por amostragem maior de = 1.96 vézes
o érro padrao é de 5 por cento; se o valor da estatistica, calculada para
a amostra, corresponde a um desvio maior que o citado, diremos que
a hipdtese nula é rejeitada no nivel de significAncia de 5 por cento.
Qualquer desvio, correspondente a uma baixa probabilidade, que leve
a4 rejeicdo da hipdbese, considera-se como estatisticamente signi-
ficante.

Desde logo apresenta-se o problema: para que probabilidade de-
vemos considerar um desvio como significante, isto é, que nivel de
significancia devemos adotar? Os motivos que determinam a escolha
désse nivel serdo ponderados mais tarde, mas antecipamos que uma
regra pratica que tem dado resultados satisfatérios é adotar 5 por
cento como o nivel critico, o que corresponde aproximadamente, nas
distribuicGes normais, a um desvio igual a 2 vézes o érro padrdo ou
3 vézes o érro provavel. Entdo, se a probabilidade P; de um desvio
igual ou maior que |8| for P; >.05,8 nao € significante; se tivermos
05> P; >.01, b é significante; e se P;<.01, ® é altamente signifi-
cante. Outros autores exigem para a significancia que P; <.01, e
para valores compreendidos entre .05 e .01, reputam necessarias in-
formacoes adicionais' para concluir pela significAncia do resultado.



Carituro II
SIGNIFICANCIA DE MEDIAS E OUTRAS ESTATISTICAS

2.1 Valores médios e momentos.

Observamos que nem sempre era possivel, devido a dificuldades
analiticas, determinar a forma funcional da distribuicdo de estatisti-
cas em amostras aleatorias provindas de um universo especificado.
Recorre-se entao, para caracterizar a distribuicao, ao calculo de seus
momentos.

Seja uma variavel continua z, distribuida segundo uma lei f (z),
sendo essa funcao monotdnica e positiva, de modo que a freqiiéncia
relativa ou probabilidade de ocorréncia de z no intervalo a<z < b

seja medida por f " f (z) da.

Diz-se, entdo, que z é uma variavel aleatoria ou casual, e f (z) a
sua distribuic@o ou funcdo de probabilidade. A diferencial dp = f (z) dx
d4 a probabilidade de que = esteja contido no intervalo z =+ % dz.

Consideremos agora uma funcdo arbitraria ¢ (z). Denomina-se
valor médio ou provdvel, ou ainda expectdncia' dessa funcao, e re-
presenta-se mediante o operador E, a integral

E{0@) = f D) (@) dz.

0

Dessa definicdo decorrem as seguintes propriedades da expectan-
cia, de verificacdo imediata:

1) a expectancia de uma soma de varidveis é igual a soma de
suas expectancias,

Ez+y+..)=E@® + EQ@® + ...,

2) a expectincia do produto de uma varidavel por uma constante
¢ igual ao produto da constante pela expecténcia da variavel,

E(ez) = ¢E(n),

3) a expectancia de um produto de varidveis independentes é
igual ao produto de suas expectancias,

E(zyz ...) = E(z). E@y). E@)....

Se, em particular, considerarmos uma funcéo do tipo ¢ () = =¥,
sendo k=1, 2,..., teremos

co
E(xk) = f zk flz)dr,
-0

que é o momento v’ de ordem k da variavel aleatéria x em relagéo a ori-
gem. E 0 valor médio da poténcia ke=im= da grandeza .

1 Preferimos essa denominagfio & usual de “esperanca matemética” por ser térmo castico
e afastar qualquer subletivismo do concelto, além de corresponder ao inglés “expectation”.

ey
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Para k=1, temos E(z) =w', =z, sendo z a média do universo.
Para k — 2, temos o momento quadratico E (2°) — w’,. Chama-se va-
ridncia o momento quadratico da grandeza aleatéria (x—z), isto €,

o = Blx — D = E@%) — (32 = v-; e (u;)f

A raiz quadrada da variancia é o desvio ou érro padrao da distribuicao.

Se tivermos duas variaveis aleatérias z e y com uma distribuicao
conjunta, f (z,y), definiremos a expectancia de » (z,y) como

o e
E {@{z, y)} =f f wlz, o) f(z, y)dr dy
S s

N&o sendo z e y independentes, no sentido estatistico, entdo o coefi-
ciente de correlac@o ¢ do universo serd por definicéo

E{e—D G — )
L

2.2 Média e varidncia de uma funcdo linear.

Consideremos uma variavel w, que seja funcao linear de outras
variaveis z; (i—=1,2...n), cada uma das quais distribuida arbitraria
e independentemente; isto é,

W= oz; + cgra+ ... + il

onde os ¢; sdo constantes quaisquer. Calculemos a média e a varidn-
cia de w em funcdo dos momentos ‘das distribuicoes das varidveis z;.
Seja o;* a variancia de z; no universo a que pertence, e ¢; o coeficiente
de correlacao entre z; e z;, Entdo, a expectincia de w sera

Elr) = CIE(I]) = 835'(.?’) o CRE(I“)

isto é
F = ¢1%1 + cafs + ... - Culp. (2.1)
Temos ainda

E(o — @) =_:'cf Bi —20t+ 2 6 (e — 2 & — %)

-
ou seja, introduzindo os coeficientes de correlacdo entre as variaveis,

£ Hr e,
Ty }.Itl» a; +iijt'fc,‘p,'jcf,'6;
Se, porém os x; sao mutuamente independentes, no sentido esta-
tistico, de modo que ¢o; = 0, a formula simplifica-se para
£ £ 2

o FRn R 4
Op = 10, + 6T+ Jis+ e o, (2.9

2.3 Erro padrdo da média.

Apliquemos essas férmulas a distribuicoes de médias de amostras
aleatérias de um universo arbitrario. Suponhamos os z; provindo to-
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dos de um mesmo universo, constituindo amostras de tamanho n. Se
fizermos ¢, =C;=...=c¢, =%/, Serd w igual a média da amostra,

w=2z, e, pelas condicoes de amostragem, E () —r para cada um
dos valores i. Portanto,

E(z) = L ¥ E(z) =
n

i=]

Isto é, a média de todas as possiveis amostras é igual & média do uni-
verso. Noutros térmos, a média da amostra constitui uma estimativa

justa de z. 5
Analogamente, pondo em (2.2) w =2z, e notando que o =o,*
para todos os valores i, segue-se que

Isto é, a varidncia da distribuicio de médias é igual & do universo
dividida pelo nimero de elementos na amostra. Dai se conclui o érro
padrao da média como

e SR (2.9)

v

Em vista do uso corrente da distribuicao normal como uma
aproximacado da distribuicdo por amostragem da média, convém ve-,
rificar como esta distribuicdo se normaliza com o aumento do tama-
nho da amostra. A forma da distribuicao depende dos momentos de
ordem superior (assimetria e kurtosis). Poderiamos obté-los pela re-
peticdo do processo acima; mas é preferivel recorrer a nocao de funcao
caracteristica.

2.4 Funcdo caracteristica.

A expecténcia da funcao e‘, onde £ é uma variavel ordinaria e z
uma grandeza aleatéria de distribuicédo f (z), denomina-se funcdo ca-
racteristica ou funcd@o geratriz de momentos*® de f (z). Representan-

do-a por v (1), temos
0 {r
¥ = f e fl)dr.

Essa unica integral permite calcular todos os momentos de
f (z). Com efeito, supondo que e se possa desenvolver em série de
MacLAURIN, ftemos

1 s

W) =14 b+ p;-;-r- + 1 % e

tk
O momento 1’ de ordem k é, pois, o coeficiente de +~ ho desen-

volvimento da funcgdo caracteristica. Podemos também defmx-lo como
a derivada de ordem k dessa funcao

2 ¥ de se estranhar que autores franceses, repetindo P. Lévy (Calcul de Probabilités, Paris,
1925, pag. 161), atrilbuam a introdugio da funcio caracteristica a Cauchy, em 1853, quando
essa nocfio j& aparece na obra de Larrace (Théorie Analytigue des Probabilités, 3.4 ed., pAg. 83),
quando transforma a sua funcio geratriz mediante a substituigfo {f = g |
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Sejam varias distribuicoes independentes f(z,),f (z:),... as
quais correspondem as funcoes caracteristicas ¥, (f), ¥, (f),...; a
funcéao caracteristica ¥(i) aferente & soma das varidveis z=z,+Z,+...
néo é sendo o produto das funcoes ¥, (¢).%. (). ... Com efeito, a ex-
ponencial ¢+ = ¢ =+ut..) & o produto das exponenciais #= ¢ .5 logo,
a integral multipla

= o IJ..'_'J f.fg
f f e e L. Je)flze) ... drjdzg ...
b~ ~e0

=] ir:
€ o produto de integrais simples f e flz)dy isto é

o0

Vi) = W 0. Wel) ...

Se pudermos desenvolver o logaritmo da funcdo caracteristica
v (t) em série convergente segundo as poténcias de £, feremos

i &
L= log YO =kt + g —— + kg — 4+ ...,
o 3

£ 0s coeficientes 2, serdo os semi-invariantes da funcao f (z), introdu-
zidos por THIELE. L ({) denomina-se a funcdo gerailriz de semi-in-
variantes.

Assim como as ¥, () compdem-se segundo um produto, as L; ()
compoem-se segundo uma soma; e dai o teorema: quando uma distri-
buicao resulta da adicdo de varias distribucioes independentes, o seu
semi-invariante %, é a soma dos semi-invariantes da mesma ordem das
distribuicoes parciais. E’ precisamente essa propriedade aditiva dos
semi-invariantes que justifica o seu emprégo.

Exemplo A. Calculemos a funcio caracteristica da distribuicio normal.
Temos

i 1 ¢ ol = 1 ( ¢ ot
! T ¥ 1 T >
"R = 5 g dz=¢ "7

— L =
J\/é‘ﬁ -0 0'\/'?'.-. ——

Desenvolvendo o (#) em série, obtém-se

W) =

Todos os momentos impares se anulam, e o momenfo par de ordem 2k €

dado por
{ 1\
fap = —— I:(—) ai""-‘(i'!:'r."]
k! 2

Em particular, us= 3¢', de modo que o coeficiente de kurtesis é B = 3.
Observemos que log. ‘¥ (%) :~§~ o’'t*. O unico semi-invariante, além da média,
€ assim o de ordem 2, que tem por valor o'.
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Exemplo B. Seja uma grandeza aleatéria descontinua, gque admite os
valores £ =0,1,2,... com probabilidade “_:sﬁ *  (funcio exponencial de
p: 2
PoissoN). A sua funcdo caracteristica sera

opE —p B w @ —p plet—)
Y =8 —e e= X € = g :
z=0 gz =0 gl

2.5 Normalizagdo da distribuicGo de médias.

Consideremos a amostra z,,z,... r,. Em vista da atividade dos
semi-invariantes, temos que, provindo fodos os  do mesmo universo,
0 semi-invariante de ordem k da soma désses n elementos sera igual
a n vézes o semi-invariante do universo, n%,..; e portanto, para a dis-
tribuicao de médias de amostras de tamanho n, teremos

Rz
Az =

gk"l‘
Denotando a razdo do semi-invariante de ordem k para Kkesime

poténcia do desvio padrdo por - = a}—i-)‘%;; , segue-se que

o

Como casos particulares, temos os coeficientes de

r Brz
assimetria fiz = —,
n
= ?2::"’
kurtosis fz:= 9 + —.

]

As férmulas acima mostram que, embora o universo se afaste do
tipo normal, a distribuicio de médias aproxima-se muito mais désse
tipo, pois os indices caracteristicos vém divididos por n. Se o tama-
nho da amostra cresce indefinidamente, n — «, também 7.z = 0
para todos os valores de k¥ maiores que 2, contando que as razbes cor-
respondentes no universo 7. sejam finitas. Ora, essa propriedade
caracteriza a curva normal (§2.4), donde se conclui que, se a amos-
tra for suficientemente grande, a distribuicio de meédias tende para
a normalidade, qualquer que seja a forma do universo donde pro-
venham.

2.6 Distribuicbes provenientes de universos normais.

No caso de ser dada a especificacao do universo, podemos deter-
minar a forma analitica da distribuicao por amostragem de meédias.
Um caso especial, de grande relevancia, é o do universo normal.

Consideremos as variaveis independentes z; (i=1,2, ... n), obe-
decendo & lei normal com dispersdo o,

Jr 4
!('I)—_—ﬂ_\/ge ]

cuja funcéo caracteristica é (§2.4) v =-e £
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n - - s -
Se tomarmos a soma v = _Elrs 7, a sua funcéo caracteristica sera
e
ot
e # , donde se conclui que w também segue a lei normal, com

varidncia definida por o} = ::Ic’a
I

A essa conclusdo poder-se-ia, alias, chegar imediatamente, obser-
vando que, pela aditividade dos semi-invariantes, a distribuicdo de w
tem também todos os semi-invariantes nulos, exceto os de ordem
1 e 2, resultando que também ela é normal.

E esta a chamada propriedade reprodutiva da lei normal: a soma
de variaveis aleatérias independentes obedecendo a esta lei, também
a obedece. Por isso, diz-se que a lei normal é estdvel.

Suponhamos agora que os z; constituem uma amostra obtida de
um universo de varidncia o, isto é, o¢f = o, para cada valor i, e
o= —;- - Entdo w =z, e, de acordo com a plopuedade acima of = 2=

Donde se conclui que a distribuicdo por amostragem de médias de um
universo normal também é normal, com a mesma média do universo
e variancia igual a do universo dividida pelo tamanho da amostra.

2.7 Amostragem em universos finitos.

Nem sempre as condicoes de amostragem correspondem as que
definimos como simples (§ 1.4); ao invés, na pratica ela se realiza ge-
ralmente sem reposicdo dos elementos extraidos, e tem-se a amostra-
gem em um universo finito, onde a extracao de um elemento de dada
categoria modifica a probabilidade da extracio dos demais.

Seja N o numero de elementos do universo e n o da amostra. A
formula (2.1) ainda prevalece, e temos E () — 7. Para calcular a
varidncia da distribuicdo, notemos que ela independe da origem de
coordenadas, pelo que podemos supor que esta coincide com a média
do universo. Entdo a variincia da soma w=2x,+4 2.+ ... + I, sera

 5(4) +2, 86

1 ==

E(uwg) =

I l’a

(5
= 'nc?i + n(n — 1) E(z; .r.ji 5

pois cada um dos x; compoe-se com os restantes n-1 valores ;.

O térmo E (z; ;) obtém-se calculando E (w?) para todo o uni-
verso, que € evidentemente nula. Segue-se que

E(w®) = Noj + N — D E@x;z) = 0
donde 7(yr) = —

Substituindo ésse valor na expressao acima, tem-se

n—1 N—n
2 e A
O = Mg} 1——= = )e=nel
N—1 N —1
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Para obter a varidncia da distribuicao de médias, facamos a subs-

P al
tituicdo de z; para —- vira o = TW I. ou seja
J
- 1\—11 :
0F 2.
: ]/ — 2.

De maneira andloga calcular-se-iam as demais caracteristicas da
distribuicao 3. As féormulas obtidas sao mais gerais e se reduzem as
do § 2.5 para N—> «. As conclusoes de CHURCH sao que a distribuicao
por amostragem de médias de qualquer universo finito é praticamente
normal.

Torna-se interessante comparar as vantagens de um e outro pro-
cesso de amostragem. Nao havendo reposicao, a varidncia dos erros de
amostragem tende para zero, quando o numero de elementos da
amostra aproxima-se do tamanho do universo, o que s6 se dia no outro
processo para m-—» x. Também a variancia é sempre ligeiramente
menor nao havendo reposicdo, mesmo quando a amostra constitui
apenas uma diminuta parte do universo. Ha, pois, certas vantagens
no uso da amostragem sem reposicao.

Contudo, as féormulas correntes de erros padrdes baseiam-se, por
comodidade de derivagao analitica, em amostragem num universo in-
finito. Invoca-se a favor de seu uso, além de sua simplicidade, o fato
de que, quando o universo € muito grande relativamente a amostra,
as diferencas entre os dois tipos de férmulas sdo despreziveis, e as in-
terpretacoes baseadas sObre as primeiras pecam a favor de uma maior
seguranca.

2.8 Universos ndo-normais. Verificagoes experimentais.

As distribuicoes por amostragem de meédias provenientes de uni-
versos nao-normais tém sido determinadas analiticamente para va-
rios tipos de especificacdo.* Assim, as derivadas de um universo assi-
métrico do tipo III de PearsoNn foram estudadas separadamente por
CHUrCH, IrwiN e Craic. O resultado é outra distribuicio do mesmo
tipo, que se normaliza mesmo para n < 50. IRWIN ocupou-se de distri-
buicoes oriundas de universos do tipo II de PearsoN, entre cujos casos
particulares se inclui o universo retangular, tambem tratado por
Rierz e Hain. Outros tipos de universo foram estudados por BAKER,
Cra1G e outros autores.

As conclusoes sdo uniformes em evidenciar que, para os mais va-
riados tipos de universo, as distribuicoes de médias aproximam-se do
tipo normal, mesmo para baixos valores de 7.

Essas conclusoes também tém sido confirmadas por véarias veri-
ficacGes experimentais. Assim, SHEWHART ? fez 4 000 tiragens com re-
posicido de dois universos, um retangular e outro triangular, e regis-
trou as distribuicdes de medlas em amostras de 4 elementos. Os resul-
tados experimentais situam-se praticamente sébre uma curva normal
tedrica, calculada mediante as caracteristicas conhecidas do universo.

# @Qf. CuurcH, A. E. R., "On the means and squared standard-deviations of small samples
{from any population”, Biometrika, vol. 18 (1926), pég. 321.

¢« Cf. Rmer, P. R., "A Burvey of the Theory of Small Samplea" Annals of Mathematics,
vol. 31, 1930; Rierz, H. L., “Some Topics in Sampling Theory”, Bull. Amer. Mathem. Soc.,
vol. 43, 1937.

5 SHEWHART, W. A., Economiec Control of the Quality of Manufaectured Product (Nova
Torque, 1931), pag. 181.
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Carver © apresenta o resultado da distribuicdo de médias de 1 000
amostras de 25 elementos, extraidas sem recolocacao de um universo
arbitrario, extremamente assimétrico, constatando-se a normalidade
da distribuicao. Désse e de outros resultados experimentais, Carver
conclui que, se a amostra se compoe de 50 ou mais elementos, e o uni-
verso é no minimo 10 vézes maior que a amostra, a forma do universo
teén relativamente pouca influéncia sobre a forma da distribuicao de
médias.

2.9 A significdncia da média. O teste u.

Todas as conclusoes relatadas sao no sentido de que, mesmo quan-
do a populacéio se afasta do tipo normal, a distribuicdo por amostra-
gem de médias é aproximadamente désse tipo, com média = e varidn-

cia 2= . podemos, pois, utilizar a distribuicio normal para deter-

n
minar a significdncia da média, isto é, para verificar a hipotese de que
ela difira significantemente de certo valor prefixado para a média
da populacao.

I—7%

Fazendo a transformagdo « = —= , % distribuir-se-4 normalmente
I

(ou aproximadamente) em térno de zero e com desvio padrdo unité-
rio, e podemos utilizar a tabela das areas da curva normal

u?
i3

o= e o

para calcular a probabilidade de se obter uma amostra aleatéria, na

qual z difira de r tanto ou mais que o desvio reduzido |8| calculado
sObre a amostra. Essa probabilidade sera, pela simetria da curva

normal,
0 (i)
Py = .3-[ Glu)du = | — 3/ olu) du.
8 /0

E éste o chamado teste u, a ser empregado quando conhecemos
a variancia do universo, ou quando lidamos com grandes amostras, de
modo que os erros de amostragem na estimativa da varidncia sejam
despreziveis. Em geral, as tabelas existentes nos manuais ddo apenas
a segunda integral; as de FisHER e YATES " fornecem diretamente P

Exemplo A. A densidade do ouro é 19.3 gr/cm® e admite-se que o pro-
cesso de sua determinacio esta sujeito a um érro padrio de 0.12. Uma amos-
tra de metal, que se presume seja ouro, € examinada mediante 4 defermina-
coes de densidade, obtendo-se os resultados 19.5, 19.2, 18.8 e 18.7, cuja média
€ 19.05. Pode-se concluir que se trata realmente de ouro?

0.12

O érro padrido de uma amostra de 4 elementos é g; = -\—Z— = 007} e como

a diferenca entre o valor determinado e o tedrico é 0.25, segue—s? que

8 Cagver, H. C., “Fundamentals of the Theory of Sampling", Annals of Mathematical
Statistics, vol, 1 (1930), pag, 111.

" Fisuer, R. A., e Yares, F., Statistical Tables for Biological, Agricultural and Medical
Research (Edinburgo, 1938),
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0.2
3 = m 4.17 . A tabela de dreas da curva normal mostra gue a probabili-

dade de um desvio numeéricamente maior que ésse € P§ = 0.00005, donde se
conclui que a amostra nao é de ouro puro.

Ezemplo B. A idade média, ao morrer, de uma pepulacdo, é de 41.5 anos,
com desvio padrio o =10. Uma companhia de seguros quer determinar essa
caracteristica num grupo de assegurados com um érro méaximo de 2% e segu-
ranca de 95%. De que tamanho deve ser a amostra?

O érro admitido é nesse caso 0.02x = 0.83 anos; portanto

0.83

Ti0%

3 = 0.083Vx.

De oufro lado, a probabilidade de 95% corresponde a

(] 0.585
@) du = =045,
0 3

e a interpolacao inversa na tabela da integral da curva normal fornece |8|=1.96.
Igualando os dois valores, temos

1.96 6
n 0.083 = §47.

Uma solucao rapida poder-se ia obter utilizando nomogramas.® Calculado

o coeficiente de wvariacio CV = “ = 0.2! tem-se imediatamente, ligando ésse
ponto a P=0.02, que n=>560 aproximadamente.

2.10 Limites fiduciais da média do universo.

Freqiientemente nfo nos é possivel ajuizar a priori nenhum valor
para a meédia da populacao, e 0 que queremos é precisamente inferir ésse
valor a partir da amostra que possuimos. Trata-se, entdo, de estabe-
lecer limites entre os quais podemos, com certa confianga, presumir
que se enquadre essa caracteristica da populacao.

Suponhamos que se deseja alcancar uma preciséo de 95%. Se con-
siderarmos a probabilidade P; de um desvio maior que [8| e fizermo-la
igunal a 0.05, uma interpolacdo inversa na tabela das 4reas da
curva normal nos daré o valor do desvio correspondente |#| = §, ou seja
Jo — 7|

TR Daifzfiﬂcr;'-

Os dois valores z; =7 —30; e #H=z-+3do; foram denominados por
FisHER ? limites fiduciais correspondentes & probabilidade P;, e a pro-
porcao de inferéncias corretas probabilidade fiducial (no caso ver-
tente 95%) correspondente & amostra observada. Neyman ! usa as
denominacoes correspondentes de limites e coeficiente de confidéncia.

Temos, com efeito, que

T — 80’ =Z ¥ = z-+ 86z

equivale a

IN
I\

T —d0; =12 S T

& ErwcsroN, J., “Dimensionamento de amostras”, Revista Brasileira de Estatistica, num. 19
(1944) , pég. 303.

* Fismer, R. A., “Inverse Probability”, Proc. Cambridge Phil. Soc,, vol. 26 (1830), pég. 528.

0 Neyman, J., “On two different aspects of the representative method", Jour. Roy. Stas.
Soec., vol. 87 (1834), pAg. S558.
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Ora, a probabilidade de que z satisfaca essa tultima desigualdade
€ 0.95, de modo que, em média, acertaremos em nosso julgamento re-
lativo ao valor désse pardmetro em 95% dos casos.

Exemplo. Em face das determinacdes fisicas constantes do Ex. 2.9, entre
que limites se deve presumir, com uma seguranca de 95%, que se enguadre a
verdadeira densidade do metal examinado?

A probabilidade de 0.95 corresponde na curva normal a um desvio de
|8/ =1.96; portanto & o, = 1.96x0.06 = 0.118. Os limites fiduciais da média sao
pois T, =19.05—0.118 = 18.92 e T.=19.05 +0.118 — 19.17.

Obviamente, podemos determinar limites correspondentes a ou-
tras probabilidades fiduciais, por exemplo para nivel de 99% e para
outras constantes estatisticas, que possuam distribuicoes por amostra-
gem continuas e conhecidas. De um modo geral, definiremos os limi-
tes fiduciais do seguinte modo: se usamos uma estatistica £ para es-
timar uma grandeza desconhecida 4, denominamos %, e . (1, < 0 < :)
os limites fiduciais de ¢ relativamente as observacoes dadas e & pro-
babilidade P se, na hipotese de que ¢ — £,, a probabilidade de que a
estatistica calculada do mesmo modo que { e sbbre uma amostra se-
melhante exceda ¢ é %P, e se a probabilidade, na hipb6tese de 6 = £,
de que esta estatistica seja menor que £ é também 1,P.

O conceito de probabilidade fiducial nao se deve confundir com
conclusoes baseadas no teorema de BayEes, e que resultam em afirma-

cdes do tipo: “dado o valor z da amostra, a probabilidade do valor = do
universo estar compreendido entre ¢, e £, é 0.95”. Isso implica a con-

cepcdao de uma super-populacdo de valores correspondentes ao valor z,
e dos quais 95% estariam compreendidos entre os limites. Diversas di-
ficuldades adviriam dessa situacdo, entre as quais se destaca a falta de
elementos em que basear as caracteristicas da distribuicdo dessa super-
populacao. Ao contrario, fundamentados na probabilidade fiducial, o

que afirmamos é que, para todos os possiveis valores x de amostras ex-

traidas de quaisquer populacdes, 95% dos valores = dessas populacdes
enquadram-se entre os limites fiduciais, o que ndo envolve nenhuma

hipétese relativa & distribuicdo dos pardmetros z.
2.11 Diferencas e funcoées lineares de ‘estatisticas.
Na deducao do § 2.2, consideremos os x; como estatisticas t;, cujas

varidncias o, sdo conhecidas; entdo, a varidncia da distribuicdo por
amostragem de uma funcao linear qualquer das mesmas sera dada por

2 v 2 %

e = X ereipe 15

g = - € 0, - _c,r_,p,jati gj.. (£.5)
- i=1 iRy ]

Se as_estatisticas provém de amostras independentes, r; =20, € &
féormula simplifica-se para

ol = .‘r: ol (@.8)
Um caso especial, de grande utilidade préatica, é o atinente & va-

ridncia da diferenca entre médias de duas amostras z, e z.. Fazendo
=1, ¢, =—1, temos



a{ _=o’g+o'g_=—:ﬂ-|--—.',- (2.1

sendo 7, e 7, os tamanhos respectivos das amostras. Se, em particular,
as amostras provém do mesmo universo,

3 I 1
";.—;...=“‘3('-+— : (2.8)

L] Rg

Essas expressbes permitem verificar a hipétese de que duas médias
diferem apenas por flutuagoes de amostragem. Suposto que as médias
se originem de universos com a mesma média, a diferenca entre elas

terd uma distribuicéo, cuja meédia & E(x,—2x,) =0, e cuja dispersao
é dada pelas formulas acima. Como a distribuicao de médias é aproxi-
madamente normal, a distribuicao de diferencas entre elas também
sera (§ 2.6) désse tipo, e, portanto, a probabilidade de que a diferenca

I — T - | s w e s
' = & seja excedida numeéricamente é dada por

s
oo
Pp=2 f @) du.
¢

Suponhamos agora ambas as amostras do mesmo tamanho. Ado-
tando o nivel de significncia correspondente a 2o, deduz-se a regra
pratica de que a dlferenga entre médias é mgmﬂcante se for maior que
3 vézes o érro padrao de uma das médias, pois entdo

& —_—— 3 ,  —
0:71—-:2\;36563"\/-?
€ aproximadamente igual a 3.

Ezxemplo. Suponhamos que em uma segunda amostra, que se presume ser
do mesmo metal referido no Ex. 2.9 A, fizeram-se 6 determinacdes de densidade,
obtendo-se os resultados 19.1, 19.1, 19.0, 18.8, 18.7 e 18.6, cuja média é 18,88.
Confirma-se a expectativa de que se trata realmente do mesmo metal?

Temos

i 'f
gz _z =10.12 /__ L= 012 % 0.648 = 0.078
I , J ir P 1)

19.05 — 18.88
8= ————— = 2.18,
0.078

a que corresponde a probabilidade P5 = 0.029. A diferenca é, pois, significante,
e mostra que, no caso, se trata de metais diferentes.

Se a média da segunda amostra, 18.85, tivesse resultado também de 4 de-
terminacoes, poderiamos empregar a regra pratica mencionada. Teriamos que a
diferenca 0.17 € menor que 3 x 0.06, e portanto nao significante, confirmando-se
a hipétese formulada.

2.12 Erros padroes de outras estatisticas.

Determinemos os erros padroes de outras estatisticas de uso fre-
giiente. Temos assim:
A) Separairizes.

1 Para um estudo geral da distribulcio por amostragem das separatrizes, vér Gumess, E. J.,
“Les valeurs extrémes des distributions statistiques”, Annales de I'Institut Henri Poincaré,
vol. 4 (Paris, 1935), péag. 115,
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Consideremos a separatriz S, de grau p, de uma amostra de tama-
nho n da variavel x, que obedece a uma lei de distribuicdo continua

f (z). Seja S a separatriz de mesmo grau dessa distribuicao ideal. Em
vista da definicao, a probabilidade de que um qualquer valor z esco-

lhido a0 acaso seja menor que S é p. A separatriz § da amostra situar-
se-4 a uma distancia 8 z =8 8 de S, e o nimero de elementos da amos-

tra acima de S é np + d. Se y corresponde ao valor médio de z no in-
tervalo d S, ent2o, a menos de infinitésimos de ordem superior, temos
y&S=d.

E’ esta a equacédo que liga a variacéo d S do valor da separatriz da
amostra ao desvio por amostragem d da freqiiéncia acima de S. Dai

d 1
as = — e af = — cr;

v i
Ora, o érro padrao da fregiiéncia de uma categoria definida pela
proporcao p € (§ 3.2) o,—=~\/npgq; por conseguinte o, —~\/2pq/y.
Se a variavel z se distribui normalmente, o valor de ¥ é dado por

y=mn[é(u)],/c onde [¢(u)], & a ordenada que corresponde a divisdo
da area da curva normal na proporcao p. Logo

o
[‘N“)Jp

Para a mediana, p=1/2 e ¢(u)=0.3989, donde oy,=1.253 —\/%—
Logo, a mediana tem um érro padrao 1.253 vézes maior que a média
aritmética baseada na mesma amostra, concluséo, contudo, sé estrita-
mente valida para distribui¢des normais.

Para os quartis, p = % (ou 34) e ¢ (u) = 0.3178; donde 9y; w ¢: =

1.3626 \7-* Como na curva normal o desvio quartilico @ equivale a

0.6745 o, basta multiplicar ambos os térmos das féormulas acima por
ésse fator para termos os €rros provaveis. Assim

Q
E.P.prg = 1.068 \/_
n

Q
\f_

E.P.g; ou gz =

B) Desvio Padrdo.

O érro padrao do desvio padrdo s, quando essa estatistica se baseia
no momento de segunda ordem da distribuicdo, é aproximadamente
dada por

a

o = (2.9)

£n

A distribuicdo néao € normal, mas aproxima-se désse tipo com o
crescer da amostra, como veremos adiante. Por exemplo, para n—=100,
jé& a distribuicao tem as caracteristicas p,=0.0051 e B.=3.0000.
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Se a dispers@o é medida pelo afastamento médio, temos que, para
grandes amostras,

T =1083'-£-'-G86f'a
AM . V.@—n' . \/K
sendo & o valor do afastamento médio na populagdo. Se, por conseguin-
te, estima-se o a partir do afastamento médio, entdo o seu érro padrio

sera 1.253 0,y=1.068 \/L; , denotando a inconveniéncia désse proces-
so de estimacao.

2.13 Ervo padrdo de uma funcdo.

Importa também determinar o érro padrao de uma funcio qual-
quer. Ja4 cuidamos désse problema, referentemente as funcoées lineares,
e vamos agora generaliza-lo, supondo porém que se trata de grandes
amostras, estatisticamente independentes.

Seja =171 (00, ... 8,) a funcédo ligando os valores dos parame-
tros no universo, e sejam 1, £;, Z,,. . .%, os valores correspondentes numa
amostra aleatéria. Entao, os erros cometidos na determinagéo dessas
constantes serdol =% 482, ¢, =60, 4+ d8,, t, = 6., 4 5 0,,. .., onde d signi-
fica um desvio muito pequeno. Teremos ! = f#; + 20;, 0 + 305, ... &n + 80),
e, se os erros forem tdo pequenos que os seus produtos e poténcias pos-
sam ser desprezados, poderemos desenvolver essa expressdo em série
de Tavror, obtendo, aproximadamente,

of of of

Bh = — Bby + Myt i op —— Bl
ol ofls (el 8

O grau de aproximacao implicita corresponde a desprezar quanti-
dades da ordem de 1/n em comparacdo com a unidade, sendo = ©
nimero de elementos na amostra.

Tomando os valores médios de 8%, 8 4,, 8 4,,... para tédas as amos-
tras que se possam extrair do universo, teremos os quadrados dos cor-
respondentes erros padrdes o, ¢f, o}, ...... Ora, observando que 84 é
uma funcéo linear de d4,, 8,,..., podemos aplicar a formula (2.6),
obtendo

4\, o \* . of \¢ ,
= (——) (77 ——) Ok g ) g, * (2.1
a0, 08, < (/. "

Nessa expressdo, as derivadas parciais referem-se aos verdadeiros
valores no universo. Apliquemo-la & determinacdo de algumas funcoes
importantes.

a

—n

A) Varidncia.

r-:)’ » anp ;‘J"i
Temos v= 3,0, = o, v ¢o. Logo o, =4ot(s;) = —
L] 1 R

o
e finalmente .= afl/— :
' n
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B) Coeficiente de variacdo.

Como a média e o desvio padrao, estimados a partir da mesma
amostra, sdo independentes, podemos aplicar o processo. Temos « = =
x 1 a2 a? of g : Zf_-i—_f

e portanto o = -=— — ou seja o= xl ;
X A B wh o £n
Relativamente aos erros padroes que vimos de calcular, dois fatos
devem ser notados. Primeiro, as formulas envolvem os valores dos pa-
rametros do universo, que, em geral, sio desconhecidos. Somente para
grandes amostras podemos substituir aos mesmos, com aproximacao

razoavel, os valores deduzidos das amostras.

Em segundo lugar, a interpretacdo désses erros padroes, mediante
a estimativa da probabilidade de se verificarem desvios maiores, depende
da forma da distribuicdo, que nem sempre é conhecida. Muitas dessas
distribuicoes, com o aumento do tamanho da amostra, tendem para o
tipo normal, justificando-se assim o largo emprégo dessa funcéo na de-
terminacéo da significancia das constantes estatisticas.

2.14 Testes da normalidade do universo.

Para muitas estatisticas, a forma analitica de sua distribuicao tem
sido determinada no pressuposto de que as amostras provenham de
um universo normal. Dai o interésse em se poder discriminar até
quando uma dada populacao, & vista da amostra que dela se tem, pode
ser considerada normal ou nao.

As duas constantes usualmente empregadas para caracterizar a
forma das distribuicGes sao:

K
pa e

para a assimetria VE; = :
e
1

o

para a kurtosis f: =

Dada uma amostra, calculamos as estatisticas \/b_, e b,, e devemos
avaliar se elas desviam significantemente em relacao aos correspon-
dentes parametros da curva normal, que sdo \/#;, =0 e B, = 3. As dis-
tribuicoes dessas duas estatisticas ndo séo ainda exatamente conhecidas,
mas FiIsHER '* calculou os seus quatro primeiros momentos, aos quais
E. S. Pearson ajustou curvas empiricas do sistema pearsoniano, e pos-
teriormente Geary e PeArson !* calcularam tabelas dando os valores
correspondentes aos niveis de significincia de 5% e 1%. _

Para grandes amostras, \/b, e b, aproximam-se da normalidade,
com erros padrdes respectivamente de \/%/, e \/*//,; mas, para valores
de n < 1000, devem-se preferir as tabelas de Geary-Prarson, sobretudo
para b,, cuja distribuicio é fortemente assimétrica. Para \/b,, podemos
considerar que o duplo do érro padrio cai praticamente no nivel de
significancia de 5%.

1 Fisueer, R. A., "“The moments of the distribution for normal samples of measures of
departure from normality”, Proc. Roy. Soc. of London, ser. A, vol. 130 (1930), pag. 16.

33 Geary, R. C., e PransoN, E. 5., Tests of Normalily (Londres, Biometrika Office, 1838).
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A assimetria também se pode estimar mediante o afastamento
médio 8; tem, entdo, por medida
4 Elz — 3l

o = Se==a=

be [nSk— Do

Para a curva normal, « = \/?/> — 0.798. As tabelas da distribuicdo
desta estatistica utilizam-se da mesma maneira que as de \/b,. Para
pequenas amostras, é preferivel o emprégo de «.

Exemplo A. CroxToN e COWDEN (Applied General Statistics, pag. 273) dio
a distribuicdo das distancias de jogada em “baseball” de um grupo de 303
alunas de colégio, caracterizada por \/E =0.102, b, = 2.77. Pode-se considerar
normal essa populacdo ?

As tabelas de Geary-PEARSON dao, para 7 = 300, os desvios correspondentes
a probabilidade de 5% como Vo, =0.230, b, = 2.59; logo justifica-se, no ecaso,
a assimilacdo & curva normal.

Exemplo B. Suponhamos que um grupo de 300 alunas tivesse fornecido exa-

tamente os valores /b, = 0.230 e b, = 2.59, correspondentes ao nivel de 5%.
Confrontemos ésse resultado com o que se obtém interpretando os erros padroes
dos coeficientes a luz da tabela da curva normal. Temos

¢ = l/j_ =044, 05, = |/ 22 = 0.28
Vi 300 2 200

230

No primeiro caso, o desvio reduzido é § = R 1.63 , a que corresponde a

probabilidade de um desvio no sentido positivo P ( > 8) =0.052. No segundo,

=

temos 4= Dogs — !-48 donde P (>3) = 0.074. Por conseguinte, em ambos os ca-
S0S a aproximacdo normal sobrestima as probabilidades dos desvios considerados.
Sobretudo para b, é preciso cautela na interpretagao, pois, para um valor um
pouco inferior a 2.59, a tabela de GEArY-PEARSON daria o desvio como signifi-
cantemente diferente de 3, ao passo que a aproximacdo normal o consideraria
como nao significante, por ser a area a sua esquerda maior que 5%.

Se a curva'fosse leptokurtica, com b, = 3.47, correspondente ao nivel de

0.47
5%, a aproximacao normal daria 6 = E'-fT; = 1L.66 ¢ P(>38)=0.049, subesti-

mando ligeiramente a probabilidade do desvio.

2.15 O critério de TCHEBYCHEFF.

O critério de TcHEBYCHEFF permite ajuizar sébre a grandeza do
érro padrdo, independentemente do conhecimento da natureza da dis-
tribuicdo da estatistica em causa. Ele estabelece que: para uma distri-
buicdo qualquer f (z), a probabilidade de um desvio relativo & média

; - ; S % N : 1
maior que um multiplo [8| do desvio padréo é, no maximo, igual a 7

Com efeito, essa probabilidade é

o oo
P, =f Jlzydr —i—f f()dz
] -0 o0
-dg 2 L R
/' —— flx)dz + f - f(o) dz :éf fz)dz,
oy Oiaf dg 8402 ]

i\
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pois que 3:—’ >~ 1 no intervalo abrangido pela integracao, e f(z) &

essencialmente positiva. Notando que a ultima integral iguala

1 i 1
— 2#f(Hdr = —,
o%g2 J- oy 52
segue-se que P; < - @10
fisse resultado também é conhecido sob a denominacdo de desi-
gualdade ou teorema de TCHEBYCHEFF; na realidade, éle fora anteci-
pado por BIENAYME,

A importancia do critério de TcueBYCHEFF deflui de ser valido para
qualquer tipo de distribuicdo; mas, devido a essa extrema generalida-
de, éle pouco pode informar a respeito da distribuicao particular com
que lidamos. Isto €, os limites decorrentes do critério sdo tao afastados,
que perdem o valor pratico na interpretacdo das estatisticas.

2.16 Generalizagoes do critério de TCHEBYCHEFF.

Diversas generalizacoes tém sido propostas para ésse critério. As-
sim, PearsoN mostrou que, para distribuicdes continuas,

desigualdade, porém, que ainda nao conduz a resultados praticos.

Outra generalizacdo é devida a Camp,'* que, para distribuicoes uni-
modais, com a moda a menos de ¢ da média (assimetria < 1), estabelece
que

gl
8 + 2\ 2k
2k

P5<

mais um resto, geralmente desprezivel. Ai, «,. representa o momento

reduzido '“—:i Para k = 1, temos

1

P‘S = {2.12)

2.95 af
também conhecida como desigualdade de CAMP-MEIDELL,

Comparemos os resultados que se obtém pela aplicacdo dessas de-
sigualdades e da integral da curva normal. Se na de Camp-MEELL fi-
zermos 8 = 0.667 e na de TCHEBYCHEFF d — I, resulta PS: 1; isto é,

a primeira nao nos fornece nenhuma informacédo sobre desvios com-
preendidos nos limites positivos e negativos de um érro provavel, e a
de TcHEBYCHEFF nos limites de um érro padréo.

O nivel de significAncia de 5% corresponde, na curva normal, a
um desvio |8| = 1.96 vézes o desvio padrdo; para a desigualdade de
Camp-MEIDELL €le corresponde a 2.98 o e para a de TCHEBYCHEFF 4.47 o.
Para o nivel de significAncia de 1%, os valores correspondentes s@o
2.580,6.67c ¢ 100.

W Camp, B. H, “A new generali.e.at.lon of Tchebychelf's statistical Inequality”, Bull. Amer.
Mathem, Soc., vol. 28 (1822), pag.



— 33 — #

Os limites fornecidos por essas desigualdades podem, ainda, ser
melhorados. Camp mostrou que, se a distribuicdo podia ser assimilada
a uma curva de GRAM-CHARLIER (até o térmo de 4.2 ordem) ou a um
dos tipos fundamentais de Pearson, com valores usuais de «, e ¢, (isto
é, |o| <1.22, 2=0a,=4), entdo P; era menor que o valor maximo
constante da tabela:

) 1.5 2.0 2.5 5.0 8.6 4.0 45 5.0

Max. Py .20 A1 05 02 L0 005 008 001

Esses valores foram escolhidos suficientemente altos para que se
possam aplicar indiferentemente aos dois tipos de funcoes de fre-
giiéncia.

Exemplo. Na distribuicao referida no Ex. 2.14 A, o desvio padrao é ¢=20.95
pés. Suponhamos que se escolhe ao acaso nesse grupo, 121 alunas; qual & a pro-
babilidade de que o desvio padrao désse subgrupo difira de o mais que 7.5 pés ?

Nao conhecendo a forma analitica da distribuicio de ¢, vamos aplicar o
critério de TcHEBYCHEFF. Temos

20,95 7.9
— = 1.905 , S
Vet 1,906

1
e portanto i 0.064 e Pg = 0.064.

oy = = 3.04

Contudo, para amostra désse tamanho, ja a distribuicdo de ¢ pode-se assi-
milar 4 normal. Ora, a tabela dessa curva nos da, para ésse desvio,

Py = 0.00003.

Vé-se que o critério de TcHEBYCHEFF pouco esclarece sobre a probabilidade
dos desvios. Empregando a desigualdade de Camp-MEIDELL, teriamos

1

8.95 (3.94)%

-

P5 < < 0.029.

Recorrendo A tabela de Camp, obteriamos melhor aproximacéo, Pg << 0.003,
mas, mesmo assim, longe da decorrente da curva normal.

3 Came, B. H., The Mathematical Part of Elementary Stotistics (Boston, 1931), p&g. 258.

190 s



CariTuro III
A DISTRIBUICAO BINOMIAL E SUAS APROXIMACOES

3.1 A distribuicdo binomial.

Consideremos um universo, cujos elementos estao sujeitos a uma

classificacdo dicotomica, isto é, caracterizam-se pela presenca ou au-
séncia de um certo atributo. Seja p a proporcao dos elementos porta-
dores désse atributo no universo. Em uma amostra de n elementos, um
certo nimero z deles possuird o atributo em questdo, o qual faltara
nos n-r restantes, sendo que x pode assumir todos os valores inteiros
de 0 a n.
. Por analogia com os problemas de esquemas de urnas, costuma-se
considerar a escolha de um elemento ao acaso como um acontecimento,
que sera favoravel ou contrario, conforme possua ou nao o atributo. A
proporcdo p é a probabilidade do acontecimento favoravel numa
tiragem.

Se p mantém-se constante durante as tiragens, entre tédas as pos-
siveis amostras de n elementos, a freqiiéncia relativa daquelas que cons-
tam exatamente de x acontecimentos favoraveis sera ¢: 5" "~ * ,isto é, o
(z + n=me térmo do desenvolvimento de (g4 p)". O desenvolvimento
désse binémio

a(n — 1)

@+pp=g+pp—14 ————pIg—2+ .,
2!

da-nos, pois, a distribuicdo das amostras possiveis de n elementos co-
Thidos num universo infinito caracterizado por p.

E’ essa a distribuicfo binomial, estudada por JACQUES BERNOULLI
em sua Ars Conjectandi, publicada postumamente em 1713, e que cons-
titui a primeira distribuicdo tedrica introduzida na estatistica. As sé-
ries de variaveis descontinuas, cujas classes tém freqliéncias propor-
cionais aos térmos do bindémio, também se chamam bernoullianas.

A importdncia do desenvolvimento binomial é consideriavel em
téda a ciéncia aplicada, como verificacio da independéncia de alter-
nativas e perequacdo matematica de dados de observacao. Freqiliente-
mente deparamos fendmenos sob formas mutuamente exclusivas, como
a sobrevivéncia ou a morte, o ataque ou nao de uma doenca, a eficacia
ou nao de um tratamento, o sexo num grupo ou numa linhagem, ete.,
que caem no ambito dessa distribuicao.

s

Para p = q = %, a distribuicdo é simétrica em térno de :=-,
pois C;=¢; _,. Para »=¢ ela é assimétrica. Para calcular o valor
mais provavel de z, escrevamos que a razao do térmo geral do bindmio
para o antecedente e o conseqiiente deve ser igual ou maior que a uni-
dade; obtém-se as desigualdades

k=4
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Chamando de z, o valor modal, devemos ter pois 7 p-g < SIS
np-+p. Se np-q € um numero mtelro, np -+ p também o sera, pois
a sua diferenca é 1gual a unidade; hé, entao, duas modas. Caso contré.r:io,
havera sempre um numero inteiro entre ésses limites, que sera a. moda

unica. Tomando as freqiiéncias relativas, vird p—i = 5— Zp+L

Para valores crescentes de n, ter-se-a z,, — np, que é uma das for-
mas da conhecida “lei dos grandes numeros”.

3.2 Momentos da distribuicdo binomial.

Para calcular os momentos da distribui¢de binomial, notemos que,
se designarmos por x a realizac@o do acontecimento, z tera o valor 1
quando éle for favoravel e 0 quando contrario. A funcao caracteristica
dessa grandeza aleatoria ! sera obviamente ¢ - ¢. Repitamos a prova
n vézes; o numero de realizacoes do acontecimento favoravel aleatoria
z, cuja funcéo caracteristica é ¢t = (pd + gin.

Consideremos a funcéo caracteristica dos momentos em relacéo a
n.p como origem; temos

Ul = ¢ "# (;.-e' + q}" = (q e P4 pew')" (3.1

Desenvolvendo a expressao entre parénteses, segundo as poténcias
de £, vem

2 2 “ n
i) = I:.f + pg — + pglg — p) — + pell — 3pg) —f—+ ]
at Vi, ;

donde se obtém a funcdo geratriz de semi-invariantes

1 13
L(ﬂ=ﬂ108-g|:1+#q + g — P -—F]
o 3!

12 13 ]
I:W —Sarale —P) — M= —r :I

2! 3! i
Os semi-invariantes sao pois »,=0, h»=npq, *,=npq (¢-p), *=npq
(1—6pq),... Segue-se que np € o numero provavel de acontecimen-

tos favoraveis; e os momentos da distribuicdo em relacdo & média séo

pe = npq, ps = npglg — p), py = npg[l + 3(n — Hpgl, ...

F i 1 . n == qg—p 1 —8 1 —6pg
Dai os coeficientes de assimetria e kurtosis, Vg, = 77—, i = +3.
» -\ ﬁf 1 'IIJ.ipq 1 J'“m

Entre os momentos da distribuicao binomial existe uma relacao
recorrente, que podemos estabelecer derivando a funcio caracteristica

YO = (0" "+ (1 — 9¢")" = U" em relacdo a ¢. Vem
tk Ouyp 1 oU

ol 1 dn
s =uu"—*'——‘=nu"—*[w~-———:|=mu"—--— ‘
K g dq O n o

1 No caso de varldvels descontinuas, a runcﬂo caracteristica define-se como () = Epplsi
onde p, é a probabilidade de se obter o valor z, i
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donde se conclui

Gl
M1 = Pq[ﬂfmuf = ———:l (5.2)
oq

férmula que permite calcular os momentos sucessivos, desde k > 1.

3.3 Erro padr@o de uma proporcdo.

Em muifas investigacoes estatisticas, os dados apresentam-se sob
a forma de proporcoes de atributos observados. A distribuicao désses
dados, suposta a existéncia de um sistema causal caracterizado pér
uma probabilidade constante, serd ainda binomial, mas numa escala
diferente, pois que a variavel é entao xz/n. Devido a essa mudanca de
escala, o semi-invariante %, vem dividido n"; e segue-se que

' ‘ "
=B G= I/—
n

A primeira equacdo é importante, pois mostra que, em média, as
proporcoes observadas nas amostras sao iguais & proporcao p do uni-
verso; noutros térmos, p deduzido da amostra é uma estimativa justa.

Note-se que o érro padrao do numero de acontecimentos z, quando
p mantém-se constante, cresce com o tamanho da amostra proporcio-

nalmente a \/n, enquanto que o érro padrdo da proporcido decresce
- !

proporcionalmente a — .
Vn

3.4 Teorema de BERNOULLI.

A segunda equacao conduz a imediata demonstracdo do teorema
de Bernoulli. Seja P; a probabilidade de que x/n caia fora do intervalo
(p-¢, p+ ¢) sendo « > 0. Considerando ¢ como um multiplo do desvio

padrao das freqiiéncias relativas, €= ( ) teremos, de conformidade

Pl —p)

com o critério de TCHEBYCHEFF, P5 = E!- ou seja, P5 = ;
ne

Para um dado ¢, P; pode-se tornar tdo pequeno quanto se queira,

pelo aumento de n. Noutros térmos, a probabilidade de ser a diferenca

( - ) — p, entre a freqiiéncia relativa de um acontecimento e sua verda-

deira probabilidade no universo, menor que qualquer quantidade dada,
tende para a certeza quando o numero de provas aumenta indefinida-
mente. E’ o conhecido feorema de BERNOULLI,

3.5 Verificacdo da casualidade nas séries empiricas.

Se os elementos sdo de duas espécies e acham-se repartidos em
grupos, a distribuicdo binomial permite verificar, numa dada série de
observacoes, se sdo independentes e se sua distribuicao pelos grupos e
inteiramente casual.

Notemos que a distribuicdo binomial s6 contém dois parametros,
e, portanto, apenas dois momentos s2o independentes. Mediante as

duas equacdes T = np, s* = npg podemos ajustar as observacoes.
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Estas nos dao apenas os valores de z e as freqliéncias correspon-
dentes «(z), mas nao contém nem p nem o ntmero teérico de obser-

= 2 I
vacoes n. Estes se deduzem de ¢= ST' n= -;f—’;—s--

Para que ésses valores tenham significacdo, é preciso que z > s?,
senao adviriam valores negativos de n, e valores p ou ¢ soblepassando
oS limxtes 0 e 1. O emprégo da série binomial nao seria entdo legitimo.*

Se z verifica a condicao, escolhe-se para n 0 maior dos inteiros, sa-
tisfazendo a relacdo acima, e dai resultam os valores tedricos correspon-
dentes aos observados. A aderéncia do ajustamento seria contrastada
pelo teste chi-quadrado (cap.V).

Outro método, devido a GULDBERG,? consiste no coniréle da estabili-
dade normal. Funda-se em que os valores teoriecos obedecem a relacdo
recorrente

wlr -+ 1) (n—2z) p (x+ Nofz4 1) xp np

—_—_—— = —— — u _— = =

T

(2) x4+ 1 q wlz) q q

Substituindo p, g e n pelos valores empiricos, conforme as férmu-
las dadas, obtém-se

2 (24 Dolz+ D z —f
— e ], (65

2 () 7

equacao que, dependendo apenas dos valores observados, permite veri-
ficar a adaptabilidade da distribuicdo binomial a série empirica.

3.6 Amostragem de atributos.

O desenvolvimento binomial pode ser imediatamente empregado
na verificacdo de hipoteses estatisticas. Suponhamos que numa amostra
de n elementos encontram-se = portadores de certo carater ou atributo.
A freqiiéncia relativa x/n diferird da probabilidade p que caracteriza o
universo devido a erros de amostragem, Dai a questdo: serda o valor de

x/n, correspondente & amostra, compativel com o de p na populacio?

A resposta a ésse quesito exige que avaliemos a probabilidade de
que, em 7 tiragens ao acaso désse universo, o numero de acontecimen-
tos difira do valor provavel x — np tanto ou mais que uma certa gran-
deza |d|. Como o desenvolvimento do binémio (g--p)* nos da as pro-
babilidades de todas as figuracoes possiveis, temos que a probabilidade
procurada resulta dos somatoérios

Pﬂ‘ I‘ CN 7 l'l - % — ; Cl‘lpl'l n—: (3‘4)
np+d

Ezxemplo. Num grupo de igual ntimero de criancas de ambos os sexos, ata-
cadas de difteria, foram observados os seguintes 6bitos: homens, 4; mulheres, 10.
Pode-se concluir que a mortalidade seja igual para ambos os sexos?

Nessa hipotese, deveriamos observar uma freqiiéncia de obitos entre homens
de 0.5 x 14 =7. A probabilidade de desvios iguais ou maiores que |d| =3 re-
sulta assim

2 Probabilidades negativas ou mailores que a unidade e nameros de observacbes negativos
foram empregados, com significacio puramente formal, por PeirsoN (Biometrika, vol. IV,
1905) e Miss WHITTAKER (Biometrika, vol. 10, 1914).

* Gu A., "On discontinuous frequency-functions and statistical series”, Skandinavisk
Aktuariehdskri!t 1931, phg. 167.
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Py=g 3 ool = z[un (0.5)”] = 0.8
a

pois que aqui C}=C, _, e p"¢" 7= p".

Logo, em mais de 18% dos casos verifica-se, por flutuacées de amostragem,
discrepéncias iguais ou maiores que a observada, pelo que néo se infirma a
hipotese de que a mortalidade por difteria independe do sexo.

A medida direta da probabilidade pelo desenvolvimento binomial
€, contudo, trabalhosa, se o numero de casos é elevado. E as dificulda-
des resultam, nao apenas de ser grande o numero de térmos incluidos
no somatoério, mas também de serem muito pequenas as probabilidades
correspondentes. Quando n € menor que 50, essas probabilidades podem
ser obtidas diretamente das Tables of the Incomplete Beta Function,*
onde a soma dos r primeiros térmos de (q - p)* é representado por
I, (n-r 4+ 1.7). Para grandes valores de n, ha vantagens de se estabe-
lecerem meétodos rapidos de calculo.,

3.7 Forma limite da distribuicGo binomial.
Para determinar a forma limite da distribuicao binomial para va-
lores crescentes de n, isto é, quando ao poligono substituimos uma curva

de freqiiéncia, vamo-nos apoiar no resultado seguinte, devido a
TCHEBYCHEFF

Seja f (r) uma funcdo continua e integravel entre — « e -+ w«,
admitindo derivadas f'(x), f“(x),... gozando das mesmas proprieda-

des. Ponhamos
oo oo
Yylif) = f &' (@D)dz, Yalin) = f et (dz, ...
— o — 00

onde i = — 1. A integracdo por partes da

o [ 2]
Pyit) = [f{z}aﬂx] — it f eitff()de = (— ). Yold) ,

Yali) = (— iy = (— i) olit), ...

Dai se conclui que a funcao a, f (z) + a; f’ (z) 4+ a. [’ (z) +...
considerada como funcao de probabilidade, admite a funcédo caracte-
ristica

Yolt) oy + (a; + @0)%ae + (%s + ...].

Posto isto, consideremos a func@o caracteristica da distribuicao
binomial ¥ = (p! +¢n. Introduzindo a varidvel z definida por z=np +
+ 2V apg =" + oz, teremos

A {4 __L: 'll n
i) = e Ul.f'(—)=[qe o + geo ]
b 0

¢+ Pearsow, K. (ed.), Tables of the Incomplete Beta Function (Londres, Biometrika Office,
1934) .
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Reportando-nos ao § 3.2, vemos que

# o g—p P  I—3p ¥
Yo =o' [EI-fe =l et RO

3t nfpg i
B g—¢r i—Gpp i :[
=e[:e = e g

2

R | IR el & g . 5 T ]
® [1 o 3!+ a? u+"'

isto é, obtemos um desenvolvimento da forma

W) = Yold) [1 — agl® + ap th — 0] .
42
Ora, ¥ = ez é a funcao caracteristica correspondente a densi-
22
dade de probabilidade o = I 2; donde se conclui que o (%)

\f.?ze

corresponde a funcao de probabilidade
J@) = @ + asd) + a1V -+ ... (3.9)
3.8 Aproximacdo pela funcdo normal.

Se nem p nem ¢ sao muito pequenos, os coeficientes a;, a,,... ten-
dem para zero quando n cresce indefinidamente. Por conseguinte, para
valores elevados de 7, podemos substituir ao poligono binomial a fun-
¢ao normal

A aplicacdo & verificac@o de hipoteses é imediata, pois que entéo a
probabilidade que o numero de acontecimentos favoraveis £ em n pro-
vas difira do valor provavel np tanto ou mais que um desvio |d| é dada

por
0 )
Pa = Ef Qla)dz = 1 — 2‘f d(2dz ,
] o
d— 12

onde ¢ = — . A razdo de termos corrigido d de '2 unidade resulta

de que as fregliéncias binomiais correspondem aos pontos médios

x=20,1,2,... das classes do histograma ao qual se ajusta a curva nor-

mal, e a integracdo estende-se até os limites das classes. Se se deseja

apenas a probabilidade de desvios maiores que |d|, deve-se tomar
+ 18

0 = ————

73

Exemplo. O coeficiente de letalidade de certa doenca é 1/3; em 450 casos

de incidéncia da mesma, qual é a probabilidade de se verificarem no minimo 131
e no maximo 179 obitos?

Temos np = 150, o = 10, e os desvios reduzidos &, = 1/,, (131 - 150 - 0.5) — —1.95,

8, =1/,,(179-150 + 0.5) = 2.95. Admitindo a aproximacdo binomial, segue-

se que
2. 85
QB Gt f Glzidz = 10,9728 .
=1.95

Canr calculou diretamente os térmos do desenvolvimento binomial, encontrando
o0 verdadeiro valor 0.9735.
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Tratando-se de freqliéncia relativa, P, d4 a probabilidade que a di-
ferenca entre a proporcéo de acontecimentos favoraveis verificada x/n
e a verdadeira probabilidade p satisfaca a relacdo H - pl Z3 (*’f )”"" ;

Baseando-nos nas relacoes acima, podemos estabelecer aproxima-
damente limites fiduciais em relacdo a p. A solucdo é idéntica a ex-
posta para a média numa amostragem de variaveis. Por exemplo, o
intervalo fiducial de 95% cobrird aproximadamente a amplitude
p—1.96c a p-+41.960.

3.9 Aprozximacdo por uma série de GRAM-CHARLIER.

Vimos que, quando p = g, o poligono binomial era assimétrico. Ao
lhe substituirmos a curva normal, a aproximacao, satisfatéria para os
valores centrais, piora nas extremidades. Podemos melhora-la utili-
zando no ajustamento uma curva assimétrica.

Retomemos o desenvolvimento em série de f(z) do § 3.7. Intro-
duzamos os polindémios de Hermite, definidos por

Ha =" —Cy 2+ 18034 — 135 ¢ 0 + ...

w _ & &
(—im —¢ 2=e 2 Hylz) .
dzn

Dai o desenvolvimento de f (2) em série de GRAM-CHARLIER (fipo 4)
-

e
j@ = T ¢ 2[1 — agHsle) + agHyl) — ...] . ($.6)
=

A probabilidade de que a variavel z caia no intervalo 0 a 5, depende
do sinal de 3, e resulta da integral

{ g 22 ! 22
ge) =——. ¢ gdet——¢ g [a3Hs(d) —ayHs) + ...] . (2.0
Ve Jy Vo= '

Os valores dos coeficientes a;, @,,... em funcéo dos momentos re-
duzidos da distribuicao obtém-se imediatamente, referindo-os & expres-
sao de o (£). Temos

Em geral, serd suficiente conservar apenas o primeiro térmo do
desenvolvimento. Temos, assim, a forma recomendada por EDGEWORTH
e BowLEY

1 i ag
Jj@=—e¢ 7 ]:I 4 — (% — 3;:):| ; 5.8)
Ve s/

e portanto
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O calculo do térmo corretivo faz-se mediante as tabelas das deriva-
das da funcdao normal.” BowLey ¢ da diretamente os valores da funcao

! 0 i 8
gld) = — [rb"'l.'z}] e I:e_ g (Bt —1) + I] -
3 0 3\

Ezemplo. Determinemos, em segunda aproximacdo, a probabilidade refe-
rida no Ex. 3.8.
I g ! !
Temos 23 = — (? = _g) - Apliquemos a formula (3.9). Entran-
do com os valores §, =—1.95 e &, = 2.95 nas tabelas de BowLEY, enconframos
g (6,) = 0943, g (5.) = .0731.

O térmo corretivo é pois 2/,, (.0943 —.0731) = .0007, donde se conclui a pro-
babilidade @& =.7928 4 .0007 =.9735, idéntica ao valor verdadeiro.

3.10 Significdncia da diferenca entre proporcoes.

Ocorre freqiientemente a necessidade de verificar a hipétese de que
as proporcoes p, e p., obtidas em duas amostras de tamanhos n, e n.,
sdo compativeis com a amostragem em um uUnico universo, caracteri-
zado por p.

Temos entdo que o valor provavel da diferenca E (p,—p:) =0,
de modo que o teste sera verificar se a diferenca observada é significan-
temente diferente de zero. O érro padrao da diferenca, admitida a in-
dependéncia entre as amostras, € (§2.11)

€1 s HeE Lt o, 1\12
Gpi—pz = ('79. 7 a?_-) = (P‘i‘) s + i (3.10)

ng

Logo, a razdo ¢ = 5 “ varia em térno de zero com desvio padrio
unitario. b

O céalculo dos momentos superiores da distribuicdo de 2z mostra
que, para valores fixos de p e g, & medida que o tamanho da amostra
cresce, «;—> 0 e o, — 3. Mesmo para amostras de tamanho moderado,
héa uma razoavel aproximacido da forma normal. Entdo, a probabilidade
de obtermos uma diferenca numericamente igual ou maior que [3| é

=+
dada por Pa =2, @, onde & é a diferenca observada em unidade do

desvio padrao.

E. S. PearsoN indica as seguintes regras praticas: denotemos por
n, a menor das amostras (n, < n.); se n,p > 5, pode-se usar a distri-
buicao normal. Se n, p = 5, ela ainda pode ser usada, desde que «;< .02;
para valores maiores de o, o teste nao inspira confianca.

As férmulas que vimos de deduzir sdo exatas, isto é, elas se expri-
mem em funcao dos parametros do universo. Freqiientemente, éste
valor é desconhecido, e temos de estima-lo, tao exatamente quanto pos-
sivel, a partir da amostra e de conformidade com a hipotese a ser ve-
rificada.

Por exemplo, a variancia da diferenca entre proporcoes em amos-
tras independentes é "% 2% = Ao verificar a hipotese de que as

L

ny
amostras provém do mesmo universo, ambos os p sio iguais, e deve-
mos, pois, estima-lo baseando-nos no conjunto das duas amostras.

8 Grover, J. W., Tables of Applied Mathematics (Ann Arbor, 1930); Rierz, H. L., Handbook
of Mathematical Statistics (Boston, 1924).

¢ Bowiey, A. L., Elements of Statistics (5.° ed., Londres, 1026), pag. 303.
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- Temos

A Iy + 1 n(py -+ nepy
il - ' (8.1
ny + ng ny + na

isto é, a melhor estimativa de p é a média ponderada das proporcoes nas

amostras. Demonstra-se que E (p =

Ao contrario, se desejamos uma medida da dispersao provavel das
diferencas entre pares de amostras oriundas de diferentes universos,
cada um dos p deve ser estimado em concordiancia com a respectiva
amostra.

Eremplo. Uma tabulacao dos ciclos economicos, feita por MITCHELL (Busi-
ness Cycles, pag. 400), mostra que, no periodo 1890-1905, em T paises industriais
observaram-se 43 ciclos, dos quais 17 com duracdo de 3 -4 anos, e em 10 paises
nao industriais observaram-se 62 ciclos, com 14 dessa duracao. Pode-se inferir
que as forcas ciclicas sdo diferentes num e noutro tipo de economia?

A proporc¢ao de ciclos de 3 -4 anos é, no primeiro caso, 39.5%, e no segundo,
22.6% Temos

A ( 29;) ( m,) ( ) = 0008, 2 = 1.87,
! . m —Psg [

e, entrando na tabela da curva normal, achamos Pd = .0614.
A diferenca nao ¢é significante. As observacdes nao apoiam a hipétese
formulada.

3.11 A lei de PoissoN ou dos fenémenos raros.

Em muitos setores das ciéncias naturais encontramos fenémenos
em que a probabilidade do acontecimento é extremamente pequena,
dando origem aos chamados fenémenos raros. Assim, o niumero de pes-
soas centendrias que morrem num dado ano, o numero de bactérias
existentes numa quadricula de lAmina de ensaio, o nuimero de vézes
que, num dado periodo, o volume de negécios numa boélsa ou a descar-
ga de um rio excedem certo limite, etec.

Suponhamos, pois, que a probabilidade p seja extremamenfe pe-
quena, mas » muito grande, de modo que o nimero provavel de acon-
tecimentos np tenha um valor finito w.

O numero x de realizacoes do acontecimento tem por funcao ca-
racteristica @ = (! + ¢» = [ + pl¢ — D]» . Ponhames u = ¢ — 1; yvem

log (1 A gy i s
N R o S B b o R R i

e, COmo 7P = K, segue-se que

i (__ g o P )
i) = M g 2 3 =

(3.12)

Il
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o
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mlg
=
e
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=
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b

3

Como p € muito pequeno, podemos desprezar os térmos que con-
tém suas poténcias sucessivas, e temos, em primeira aproximacao,
Yil) = M = e — 10  Ora, sabemos (§ 2.4 Ex.) que a variavel aleatéria
admitindo essa funcéo caracteristica € a variavel descontinua que toma
os valores x =0, 1, 2, ... com probalidade

T ’
wid) =& PFP—. (3.19)
zl
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E’ essa a lei exponencial de PoissoN ou dos fenémenos raros, tam-
bém chamada por voNn BorTkIEwicz de lei dos pequenos nuimeros. Os
valores dessa funcao acham-se tabelados na coletdnea de PrARsoN.?

Confendo a funcéo de PoissoNn um uUnico parametro, 1, o seu ajus-
tamento vai depender apenas do primeiro momento da distribuicdo
empirica. Como critério para verificar se uma série de observagoes segue
essa lei, podemos nos basear na relacao entre as freqiiéncias sucessivas

= )5 | :',:;jg ———————— {1‘ 4 N = .

wiz 4+ 1) 0 iz 4 1)
3 4+ ] 1w0(x)

w(z) z

Os valores do primeiro membro, calculados sobre os dados observados,
devem ser praticamente constantes.

Os térmos da série

- pd L
¢ p’(1+:z +—4 ... + ——)
21 z

dao as probabilidades de se obterem exatamente 0, 1,2, ... ocorréncias
do fenémeno raro em n observacoes. Em geral, porém, interessa-nos
conhecer a probabilidade de termos, em 7 observacoes, r ou menos
acontecimentos favoraveis. Essa probabilidade resulta da soma dos
térmos da série supra até o de ordem r - I

Lo g
Pr=¢ *F3 —, (3.19)
z=(

£

A soma dos primeiros térmos da série de Porsson é dada como

I (u,p) nas Tables of the Incomplete Gamma Function,® onde u — n\/1
e p=r—1, para todos os valores de 0 até 52. A coletdnea de PEARSON
contém também uma tébua, preparada por Miss WHITTAKER,® dando as
probabilidades de desvios em relacdo as freqiiéncias teoricas, no pres-
suposto da distribuicdo poissoniana.!® Pearson aconselha o emprégo dessa
distribuicéo desde que p /. 03.

Exemplo. Rierz (Mathematical Statistics, pig. 43), considera o caso da ex-
periéncia de uma companhia com um grupo de 10,000 assegurados de 30 anos
de idade, em que se verificaram 6 6bitos por pneumonia. Qual é a probabilidade
de, em casos andlogos, verificarem-se ndo menos de 3 nem mais de 9 mortes ?

As tabelas de Miss WHITTAKER dAo imediatamente, em correspondéncia ao
valor provavel 6, que é de se esperar desvios menores que 3 em 6.20% dos ¢asos,
e maiores que 3 em 8.39%; donde a probabilidade procurada de 14.59%.

A aplicacdo da aproximacio normal daria & = 1.43, @5 = 0.847, o que cor-
responde a desvios maiores ou menores que 3 em 15.3% dos casos. RIeTz calculou
o valor verdadeiro de @b pelo desenvolvimento binomial, achando 0.854, o que
corresponde & probabilidade de desvios de 14.6%. Como se vé, a aproximaciao
de Porsson da resultado praticamente idéntico ao verdadeiro. g

7 Peamsow, K. (ed.), Tables for Statisticians and B-imuctricimzs. vol, 1 (3. ed., Londres,
1830), tabela LI.

* PeapsoN, K. (ed.), Tables of the Incomplete Gamma Funetion (Londres, 1922).

" Peamson, K. (ed.), Tables jor Statisticians and Biomeétricians, vol. 1 (3.9 ed., Londres,
1930), tabela LII.

" Parg um céleulo expedito, podem-se utilizar nomogramas, como os de Miss THORNDIKE,
Applications of Poigson's Frobability Summation (Bell Telephone Laboratories, Mon. B-220),
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3.12 Forma limite da lei de PoISSON.

Tomando o logaritmo de o (¢), temos a funcdo geratriz de semi-
invariantes da lei de Poisson

(4 {3
L) = plet — 1) = p | 1+ —l——--I—..,]
8 3!

Logo, todos os semi-invariantes % sdo iguais ao valor médio p. Em par-
ticular, a variancia é igual 2 média. Dai se obtém os coeficientes de
1 1
assimetria e kurtosis, /g = —_\/# e f:=—+3.
A

t w

A amplitude da funcdo de Poisson vai de 0 a «». Para n <1, a
forma do poligono de probabilidade € de talho-J; para p=1, é de
talho-I, e para grandes valores de » tende a se tornar simétrica.

I ol !
Com efeito, se n cresce, a sua probabilidade () = © ”’ N
. ! v

ao mesmo tempo que \/z, —> 7 ¢ f:—> 3; isto €, essas grandezas ten-
dem para os valores caracteristicos da distribuicdo gaussiana.

A forma limite da lei dos fenémenos raros para valores crescen-
tes de n pode ser deduzida mediante a sua funcao caracteristica

#
il = 2= DS c(v‘ il o )

Mudando a escala das abscissas, de modo a tornar \/n igual a
unidade, obtém-se

® (LA
ﬂt):‘(\/?f-Fng;\/; +)

Em primeira aproximacdo, teremos, desprezando os térmos do
terceiro em diante, yy = ,\f‘” + %, que é a funcdo caracteristica da lei

normal

|

suln) = ——f-: 2 : (I —\“*-)g . (8.15)
2z

Para grandes valores de » retornamos assim da lei dos fenémenos
raros & distribuicdo gaussiana, com média igual a \/u e desvio padrdo
unitario.

Para obter uma aproximacéo geral da lei de Poisson, volvamos a
expressio (3.12). Devemos procurar as leis de probabilidade corres-
pondentes a funcoes caracteristicas da forma wukew*, Ora, sendo esta a
derivada k®me em relacdo a w» da funcdo ew¥, é claro que a lei de
probabilidade correspondente serd a derivada kesme de

B

B = ¢ F—-
@ g z!

0 el —j pE =
Temos 6:) =—0() = e ——e =0—0—0,
o (x—1}! zl
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isto é, 6, (x) é a diferenca inversa primeira de ¢ (), representada por
V'8 (z). Do mesmo modo, 6.(x), 6;(x), ... serdo as diferencas inversas
sucessivas de ¢ (2).

Por conseguinte,. a funcdo de probabilidade «(z), admitindo
como funcao caracteristica (3.12), tem por expressdo

pp ppt
w(z) = 0() — — 980 + — V3@ — ... (3.16)
2 8

ou Seja, € uma série de PoissoN-CHARLIER (fipo B).



Carituro IV
A DISPERSAO LEXIANA. DISTRIBUICOES DE CONTAGIO

4.1 A teoria de LExis.

A existéncia de fendmenos caracterizados por uma probabilidade
constante nem sempre se verifica na natureza. Seria irreal, por exem-
plo, supdér a probabilidade de morte constante para todos os indivi-
duos de uma dada populacéo e inalterdvel no decorrer do tempo.

Se a observacao de um fenémeno nos fornece uma série de fre-
qliéncias z,, ¥, ..., baseadas em 7n,, n,... provas ou casos, resta sa-
ber se as variacoes das freqiiéncias relativas sdo puramente fortuitas
ou atribuiveis a alguma causa especifica. Nao se verificando a cons-
tancia nas probabilidades de realizacao do acontecimento, devemos
examinar outras hipoteses, em que ela seja varidvel.

A teoria de Lexis® estabelece trés espécies de normas para com-
paracao da dispersdo observada na série empirica, caracterizadas
pelas seguintes propriedades:

1) a probabilidade do acontecimento permanece constante du-
rante todas as observacoes; obtém-se a série de BERNOULLI;

2) a probabilidade do acontecimento varia de uma prova a outra,
dentro de uma série de n tiragens, mas essas probabilidades sao cons-
tantes de uma a outra série de provas; obtém-se a série de PoISSON;

3) a probabilidade do acontecimento é constante em todas as
provas de uma série, mas varia de uma série a outra; obtém-se a série
de LExIs.

O caso de PoissoN corresponde, por exemplo, a termos varias re-
gides de condicbes mesolégicas idénticas, povoadas por n individuos de
diferentes idades, e portanto com probabilidades de mortes diferen-
tes. No caso de Lexis, os grupos seriam individuos da mesma idade,
e, pois, com a mesma probabilidade de morte, mas variavel de uma
regiag a outra.

A deducao das féormulas forna-se mais compreensivel assimilando
0s casos a esquemas de urnas, e admitindo o numero de provas cons-
tante em cada série. No caso de BernouLLi, as tiragens fazem-se de
uma Unica urna, contendo bolas brancas e pretas numa relacdo cons-
tante, isto é, com reposicio apés cada tiragem. Vimos que o ntimero
provavel de bolas brancas extraidas em cada série era np, e a varian-
cia oy = npy. A dispersao diz-se entdo normal.

4.2 0O esquema de POISSON.

Consideremos n urnas, contendo bolas brancas e pretas, e de com-
posicoes diferentes p,.p., ... p,, @ composicdo p; sendo representada
pelo mesmo niimero que a probabilidade de tirar uma bola branca na
urna de ordem i. 3

1 A meméria de Lexis, Zur theorie der Massenerscheinungen, fol publicada em 1877; um
pouco antes, o atuério Dormoy propusera um coeficlente anédlogo, denominado de divergéncia, e
baseado no afastamento médio.



— 48 —

Tiremos uma bola de cada uma das urnas, e repitamos a opera-
cdo k vézes; obtém-se uma série estatistica, z,, z., ...z, representan-
do as freqiiéncias de aparecimento da bola branca em cada série de
tiragens. E’ a dispersdo tedrica dessa série que vamos calcular.

A variancia das probabilidades p; €

! 1

n
o, =— % — p*, onde pi=— @t +pz2 + .. + o).
n =1 a

Em uma série qualquer de tiragens, o numero de aparicoes da
bola branca é, em média, p, + p. + .. + p, = np. O afastamento qua-
dratico médio dessa grandeza aleatoria é a soma dos afastamentos qua-
draticos médios relativos a cada tiragem, que se obtém fazendo n =1
na férmula habitual np; ¢;; temos, pois,

p1ar + pegz + oo+ Patn = _31 Pidi -
=

Considerando todas as séries de tiragens, teremos a varidncia do
esquema poissoniano

! i= =1

n n
ap = ;: L R [p +(ps—P)] [a—‘(P-‘—P)] =wpg— 2 (gi—?

n
pois que _‘-‘1 (i —p = 0.
=

Conclui-se que a dispersao dos x € dada por

op =of —noj, G0
o que mostra que a dispersdo da série de PorssoN € menor que a da
série de BErRNoULLI correspondente, em que a probabilidade constan-
te do acontecimento é igual & média aritmética das probabilidades va-
ridveis observadas. A série diz-se, entdo, hipo-normal.

4.3 O esquema de LEXIS.

Consideremos agora k urnas contendo bolas brancas e pretas, e
de composicoes diferentes p;, P:, ... Pr. Em uma urna qualquer efe-
tuemos 7 tiragens sucessivas com reposicdo; e repitamos a operacao
para as demais urnas.

Como anteriormente, a varidncia das probabilidades sera
n Ok 1

05 = = ,Elfﬂi— pe, comp =—(pr+pe+ ... +p). O niimero de bolas bran-
= N

cas extraido da urna i é uma variavel aleatoria de média np, e varian-
cia, em relacdo a essa média, np;q.. Calculemos o afastamento qua-
dratico médio relativo a np, temos np; qi -+ (npi— np)*.

Repetindo as tiragens em cada uma das urnas, teremos uma se-
qiiéncia de bolas brancas i, Zs, ... I, cuja média sera np e cuja va-
riancia sera
n®

— \’f vy~
; o e O
1 k3=l
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Vimos, porém, que L'I pgi = kpg— = (m—p*, donde
it -

L k -
o; = npg + = ‘zj (pi — P* = op + nln — Do . (-2
¢ S

Por conseguinte, a dispersdo da série de Lexis excede a da série
de BernNouLLI correspondente de uma quantidade que cresce rapida-
mente com o nimero de tiragens. A série diz-se hiper-normal.

4.4 Critérios de LEXiS e CHARLIER.

A discriminacdo entre os trés tipos de dispersdo faz-se pelo cri-
tério de LEx1s

=t (4.9
cR

onde s é o desvio padriao calculado diretamente sébre os dados obser-
vados, e o5 € o valor tedrico correspondente a hipotese de uma distri-
buicdao bernoulliana.

Esse critério é, enfretanto, sensivel as flutuacdes nos valores das
probabilidades p; e cresce com o aumento do nimero de observacoes.

: =" " A P <
Com efeito, temos L? =1 + “T ;. Para obviar ésses inconvenien-

tes, CHARLIER propds outro coeficiente para medir a intensidade das
influéncias perturbadoras. Considerando que, no esquema lexiano,
temos aproximadamente

Uf;

e

o =0} + no,, segue-se que ( )

n!p!

Temos assim, expresso como percenfagem, o coeficiente de perturba—
c¢do de CHARLIER

00 me—
= i —l‘rr/ 53_ EE L] (4"‘;)

sendo x a média aritmética dos dados. Vé-se que éle mede a flutua-
cdo relativa das probabilidades, e independe de n, pois que agora

C=—"7.
P

Quando L = 1 ou C = 0, temos uma série normal ou de BERNOULLI;
quando L <1 ou C imaginario, ela é hiponormal ou de PoIssoN;
quando L > 1 ou C > 0, ela é hipernormal ou de LEXIS.

Exemplo. S. N. MacaLHAEs di (Rev. Bras. Est., vol. 1, pg. 253) os coeficien-
tes de masculinidade no Distrito Federal de 1890 a 1938, tendo por média
p=.5163 e dlSpEISaD § =.00947. Para calcular a dispersdo correspondente a

hipétese bernoulliana, op = l /— notemos que, como o numero fotal de nas-
cimento varia de ano a ano, devemos tomar para 7 a média harmonica dos valores

anuos observados. Tem-se assim og

?
l/ M = (035 .

288310
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Dai o coeficiente de dispersio de Lexis L = 2.914, denotando a hipernormali-
dade da série.

Quanto ao coeficiente de perturbacio de CHARLIER, temos

100
¢ =— (009472 — (.00325)2 = 1.723 .
5163

4.5 A dispersdo lexiana e as modernas teorias.

A importancia da teoria da dispersdo de Lexis decorre de que, com
a sua introducao, poude-se esclarecer os efeitos resultantes da supres-
sao da hipotese de uma probabilidade constante como causa dos fe-
némenos. Depois, constitui ela um elemento de ligacdo entre as teo-
rias classicas e os modernos testes de significancia.

Veremos que o critério de Lexis guarda estreita ligacdo com o
teste cHi-Quabrapo. Por outro lado, a formula da dispersdo no esque-
ma de Lexis mostra a variancia desdobrada em duas componentes
parciais. A componente bernoulliana pode ser atribuda ao acaso, pois
ela aparece ainda quando a probabilidade do fenémeno é constante,
enquanto que a componente lexiana representa o efeito das altera-
coes sistematicas da probabilidade entre uma prova e outra. Essa re-
solucao da variancia em componentes distintas foi generalizada por
R. A. F1sHER no método da andlise da varidncia, permitindo a avalia-
cao dos efeitos da componente aleatéria e de varias componentes sis-
tematicas simultaneas.”

4.6 Os fenémenos de contdgio.

A teoria de Lexis pressupoe que todos os acontecimentos sejam
independentes; um valor de s maior ou menor que oz pode, pois, indi-
car, como interpretacao alternativa, que os acontecimentos sdo corre-
lacionados positiva ou negativamente.

Tem-se observado, por exemplo, que as taxas de mortalidade
apresentam dispersoes consideravelmente maiores que as correspon-
dentes & lei de BervourLL. Uma explicacdo dessa hipernormalidade é
que freqiientemente uma epidemia, uma calamidade climatica, etc.,
provocam um exagerado aumento do numero de falecimentos. Essas
circunstancias ocasionam a morte simultnea de grupos de indivi-
duos; e essas mortes, que se prendem a uma mesma causa, nao se po-
dem considerar independentes umas das outras.

A fim de representar matematicamente tais circunsténcias,
Porya® generalizou o esquema de BerNourLi, introduzindo a nocgao
de contdgio. Diz-se que ha contagio numa série de tiragens ou provas
quando o resultado de uma depende do resultado da prova precedente.

Consideremos uma urna contendo r bolas brancas e s bolas pre-
tas (r-+s=N), de modo que a probabilidade inicial de extracio de
uma bola branca é p—=17/N e de uma preta g — s/N. Apoés cada tira-
gem, recoloca-se na urna 1 -} A bolas da cor tirada. Para A — 0, te-
mos o esquema de BerNouLrLi; para A —=7—1, o esquema de bolas
sem reposicao, isto €, de amostragem num universo finito. Para va-
lores arbitrarios de A teremos novas distribuicoes. Se A é positivo,
um acontecimento atrai outro; entdo as probabilidades do aconteci-

¢ Sdbre o assunto, veja-se GERINGER, H., "Observations on Analysis of Variance Theory”,
An, Mathem. Stat., vol. XIIT (1942), pag. 350.

* Poryva, G., “Bur quelques points de la théorie des probabilités”, Annales de I!'Institut
Henri Poincaré, vol. I (1932), pag. 117
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mento aumenta pela sua repeticdo, e o jogo pode continuar indefini-
damente. No caso contrario (A < 0), ha repulsido entre os aconteci-
mentos, a probabilidade diminui com a repeticao, da-se uma mitua
imunizacao; o jogo dura até que a urna se esvasie.

4.7 A distribuicdo de contdgio de PoLYA,

: Suponhamos que se fazem 7 tiragens, e deseja-se calcular a pro-
babilidade «(z) de tirar z bolas brancas e n— x bolas pretas numa
ordem qualquer. A probabilidade de sé tirar bolas pretas é

n—|
) s+ A s+ (n — DA klla(8+kﬁ)
w(p) = —. — =
N

N N +@— DA

T + k&)

k=o

A probabilidade de tirar primeiro x bolas brancas e depois n — & pre-
tas é

o | —x—1
I (i) I (s+jA)

i=o j=z

1
“ﬁ (N + kA)

k=g

Para ter a probabilidade de uma figuracdo qualquer, basta multipli-
car ésse resultado pelo coeficiente binomial ¢}, pois que éste é o
numero de ordens possiveis em que os acontecimentos podem ocorrer
em n provas.

Introduzamos as probabilidades p, g e A/N = b, que serd o coefi-
ciente de contdgio ou repulsdo conforme seja positivo ou negativo.
Obtém-se

=1 n—z—1
I+ I -+

=0 j=0

wir) = C:
=F
I @+ kd
k=0
o 8
. gakk ‘_‘n(p—}w}
Como wy = II ——— V€M g(x) = (] ulo) -
k=0 [ + k3 ) 1
II  (g+kd)
k=n—z

Notando que o denominador, escrito em ordem inversa, é

=1
g+ @m—1—092,

i=0
obtemos finalmente
wle) z— (p 4 i8) (n — 1)
Te

wliy) = — e (4:8)
7] i=og 4 (m—1—1ud
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A relacao entre as freqiiéncias sucessivas seréd dada por

B— p + 18
ol + 1) = o

241 ¢+ —1—28
Para calcular os momentos,* escrevamos essa eépressé.o sob a forma
[ap + znd —p) — Bl o) = (& + D g + 8 — (& + D8] olz + 1), (4.6)
e somenos para todos os valores de . Notando que

y
sump &+ Dol 1) = _

¥
-

v a v
1 I‘*&I(J’) - ;:o Ik"](':}’ Obtém'se np =+ Py {Ra ‘_ F) i a!"‘s =

=p.;1‘q+nal—ag_;.ou sejay;=np.

A expectancia de z é, pois, independente do contagio ou repul-
s80; ela conserva sempre o valor bernoulliano.

Para obter a varidncia, multipliquemos novamente a relacao
(4.6) por x e somenos; vé-se, empregando a relacdo simbdlica

L) = Sz + 1 — %, que |p.;)! -4 |1.); (na—pu—p,'a = p.,_: (g-+ 113}—-11.; —(q + luﬁ)p.; + p,; 8,
ou seja, @) + u (g + 8 = po (1 +9) .
np ]

- : L
Dai se conclui ¢f = — (g 4+ n8 —qmdp) = —— {1 + nd) . (4.7
14+ 8 1+¢

Logo, a dispersao aumenta com o contagio, diminui com a repulsao.
A correlacao positiva entre os acontecimentos provoca uma hipernor-
malidade, a correlacdo negativa uma hiponormalidade.

Sabemos que, nos fenomenos sociais, depara-se mais freqiiente-
mente a dispersao hipernormal. Isso quer dizer que as conexoes posi-
tivas sdo mais freqlientes na vida social que a independéncia ou re-
pulsao.

4.8 Formas especiais. A distribuicdo hipergeométrica.

O esquema de PoLya gera varias formas especiais, segundo certos
valores particulares da probabilidade p, do coeficiente de contagio o
e do numero ficticio de provas n.

Quando A—I, temos as tiragens sem reposi¢cdo, ou seja, a amos-
tragem num universo finito. Entao

rl s! (N — )t il ol Ve oNu
wln) = C" e (4-8)
r—2 f—m—2) N C, c,

distribuicao descontinua, chamada hipergeoméirica, porque a proba-
bilidade das diversas figuracoes é dada pelos térmos de uma série hi-
pergeométrica. A variancia ¢ entdo

N-—n

g = apg ———— (4.9
N
Se n = N, a distribuicio degenera; quando se esgota a urna, te-

mos absoluta certeza de conhecermos a sua composicao. Para p — g,
a distribuicao é simétrica em torno de

4 n # n
I = — i — + z) = -—z).
s.pOISm 2. w P

4 S6bre o ecdlculo do momento de ordem n mediante a funclo caracteristica, veja-se
Dievrerarr, C. E., “Sui momentl delle distribuzioni ipergeometriche”, Giorn, dell'lst. Ital. degli
Attuari, vol. 10 (1939), pig. 221,
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Para N -» « ela aproxima-se da distribuicdo normal com varidncia

n
cf =gl —— ] . (4.10)
N

Porya estudou também os casos limites n —» « para valores po-
sitivos de o. Se p € aproximadamente igual a ¢, e 8 > 0 com né — d,
obtém-se uma curva gaussiana com varidncia o' =npg (1 4d); é o
caso de contagio fraco. Se d > 0, = in, temos o contagio forte, e

et —p @ :
s (2 q
l(a) P(e)

E’ esta uma curva do sistema pearsoniano.

§f) =

4.9 Fenomenos raros com contdgio.

A noci@o de contagio pode-se estender ao estudo dos fenémenos
raros. Consideremos o esquema de PoLya para o caso especial de uma
probabilidade pequena (p —» 0) e um contagio fraco (8 — 0). Admi-
tamos que n — « com np = u, nd = d. Vimos que a expectancia de x
era independente do contagio; quanto & dispersao, obtém-se (4.7)
o —u (14 d), sendo pois superior & dispersao da lei cléssica de Poisson,
Introduzindo os valores de r e d em (4.5), vem

: : 1
wlo) :ﬁ; (ll- | td) (f + - )
7] i=0 i+ nd

=

'aE = '

I 4+d—

que, em vista da condicdo 7 - «, se reduz a -

wl{l) —i
wig) = ————— II (@ + id .
2@+ d= 0

O coeficiente «(0) determina-se pela condicdo de ser a area da

I\
curva de probabilidade igual & unidade, obtendo-se () = ( 1+ )?'

s+ z—10d] ¢!
Resulta finalmente ©¢ = " (.00

y 4+ 4=

i — DL - d)

para forma analtica da distribuicao.



Capituro V

CHI-QUADRADO E A VERIFICACAO DE LEIS EMPIRICAS

5.1 A lei multinomial.

A comparacdo entre duas distribuicoes tem sido feita, até aqui,
através de seus indices caracteristicos. Ora, salvo casos excepcionais,
ésses indices nao sintetizam todas as peculiaridades das mesmas, e ha,
pois, vantagem em se estabelecer um processo que permita a compa-
racao global das distribuicoes. Foi o que conseguiu KARL PEARSON com
o seu teste de aderéncia (goodness of fit)?.

Consideremos um evento caracterizado pela varidvel aleatoéria
v, que admite k& valores v,, V., ... ¥, com probabilidades p;, s, ... D5

k
sendo lf.ns =1, A probabilidade de que, em 7 provas independen-

tes, tenhamos m, eventos da classe v,, m. da classe v,, e assim por
diante, é dado por

' n!

m. m m
—— Pt p o P k
myl mel ... my! : = 9

p [mj] =

- k
onde [m;] representa abreviadamente (m;, m., .... m) e ?ms =n.

E’ éste o térmo geral do desenvolvimento do multinémio (p,+p.}-...
-+ p)* . O desenvolvimento binomial, considerado anteriormente, re-
sulta como caso particular para k = 2.

A formula acima é, contudo, praticamente inusitdvel, e vamos
transforma-la, admitindo que os m; s@o suficientemente grandes para
que possamos substituir os fatoriais pelos valores dados pela formula de
STIRLING

Introduzindo tais valores, obtém-se, apés certas reducaes,

1
= 2
1 kogoap\™ 77
plm] = = T iLll(*—") . (6.1)
2

my
@ * Grpe ... 20

Computemos os desvios de m; em relacao a suas expectancias, e

: oo
alteremos a escala de modo que % = F\{TT_L . Com essa transfor-
1]

1 A memodria fundamental de Pearsow, “On the Criterion that a given System of Deviations
from the Probable In the case of a Correlated System of Variables is such that it can be
reasonably supposed to have arisen from Random Sampling”, fol publicada no Philosophical
Magazine, vol. 50 (1900), péag. 157.
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macao, temos que

e R )
el 1. 30 = i _5.. e
( ""') ( Vup;

Tomando o logaritmo do segundo membro e desenvolvendo-o em

série, vem
np; + /—n-—ki I e e = 1 n-—!-izg—{—
Py t]_r Pi . We Vn_p, i Pi g i

onde os térmos seguintes, contendo em denominador as poténcias de
np;, podem ser desprezados. Dai

i\ + % — % Vpi — ':,“I'?
=y
my
Substituindo ésses valores em (5.1), o resultado se simplifica,
pois temos entdo em expoente

k / k
2% l/ np; = ?(m— ap) = 0, (5.2
1

e a formula se reduz a

1 i
plm] = =7 e

(#rn)

l-..

F;
(p1. pa. oo pp) *

Ora, em vista da relacdo linear (5.2), apenas k—1 dos desvios

z; sao independentes, digamos os primeiros k— 1. Imaginemos os

m e x como coordenadas retangulares num hiper-espaco euclidiano.

Seja R a regido no espaco r, sujeita aquela restricdo, correspondendo

a regido R, no espaco m; como 0s m; sao essencialmente positivos, a
1

variacdo unitaria de m; corresponderd a Az = (np;)? , e dai, em vir-
tude do teorema sobre a existéncia de integrais definidas,

lim Zplry, Zs ... zp) AzpArg... Amp—p = -—-*-E:I‘;———h,' e dr, (5.8)
n—>»o £ e
(2m) () /R

a somacdo estendendo-se, para um dado n, a todos os pontos da re-
gido R correspondente & de R, para os quais se define p[m;]. Tem-
se uma integral k-miultipla, onde dz — dz,dz. ... dZ-;.

5.2 A distribuicdo de Chi-quadrado.

Obtivemos, assim, a distribuicao de probabilidade do conjunto de
desvios entre os m; e suas expectancias como uma funcdo da expressao
quadratica

x!=

- b

3:? g (8.4)
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Foi ésse o indice que PearsoN adotou para medir a aderéncia dos
valores observados m; aos valores tedricos. Cumpre agora fransformar
a diferencial (5.3) numa diferencial do préprio x°.

No espaco k-dimensional dos z;, a relacdo (5.4) define um siste-
ma de hiper-esferas tendo os centros coincidentes com a origem. Cal-
culemos a integral quando se passa da hiper-esfera de raio x a de raio

«x + dx, sujeita a restricao (5.2). Sendo esta uma equacao linear ho-
mogénea relativamente as discrepancias, ela representa um hiper-
plano passando pelo centro comum das esferas, e a integracdo nio se
estende a todo o volume entre as duas esferas concéntricas, mas a
porcao do espaco k—1 dimensional compreendido entre ambas.

Ora, o volume V de uma hiper-esfera k-dimensional de raio r é
V =Cr* , sendo a constante C independente de 7; logo, o volume entre
as duas esferas concéntricas é aproximadamente dV — C’ré—idr. Apli-
cando essa formula ao caso vertente, e ponde k' = k— 1, vemos que a
probabilidade de que x esteja compreendido entre x e x 4 dx é dada
por

A constante K independe de x, e deve ser tal que a soma de todas
as probabilidades possiveis iguale a unidade; isto é, devemos ter

£
a_ X
Kfe X dy = 1.
@

Mediante a transformacgéo -’—f— = u , a integral se reconduz a fun-
¢do Gama, e vem

e (x9) dix®) . (6.5)

P
; 4 !

2 T ("_)
2

F(x8)d(xs =

5.3 Graus de liberdade.

Supusemos que as freqiiéncias teéricas das diversas classes eram
conhecidas a priori. Nem sempre essa circunstdncia se verifica. Ao
ajustar uma lei matematica aos dados de observacdo, os parametros
sao estimados s6bre a amostra colhida, o que importa em forcar a
igualdade entre os momentos, ou outros indices estatisticos, das dis-
tribuicdes tedrica e empirica.

A restricao (5.2) traduz a igualdade entre as freqi'iéncias totais.
Se também usamos a média dos dados para determinar uma das cons-
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tantes da funcao interpolatriz, teremos Sa;m; =n3a;p; sendo a&; 0
atributo relativo a classe i. Essa relacdo pode-se escrever

Saiim; — npp) = 0 (5.5)

Se usamos outros momentos de ordem superior na fixacdo dos
parametros, resultardao outras equacoes désse tipo, em que apenas os
coeficientes a; diferirdo. Por exemplo, para o desvio padrdo temos que
substitui-lo por a’. De qualquer modo, essas restricoes equivalem a
tantas outras equacoes do tipo (5.6), que s3o lineares homogéneas
em relacdo as discrepéncias.

Na representacao geométrica usada, cada uma dessas equactes
indica um hiper-plano passando pelo centro comum das esferas. O
caleulo do volume dV desta deve-se, pois, restringir & porcdo situada
na interseccdo das superficies definidas por (5.6). Ora, cada uma
das equacoOes baixa de uma unidade o ntimero de dimensoes do espago
em que se efetua a integrac@o. Se, pois, temos ¢ condigdes, isto €, se
a nossa lei tedrica contém g parametros, dV passa a ser um elemento
de volume num espaco de k-g dimensoes. A equacao (5.5) prevalece,
desde que se ponha k' —k-g. Entdo k' representa os graus de liber-
dade do sistema.

E’ éste um ponto capital. PEaRrsoN, ao introduzir a estatistica x,
observou que apenas k—1 dos desvios eram independentes, e pois o
expoente da distribuicdo devia-se tomar como k’=k—1. Mas essa
regra foi aplicada erréneamente para os demais casos, em que se re-
constréi o universo, calculando os seus parametros a partir da amos-
tra observada. Caberia a R. A. Fisuer 2 assinalar, quase um quarto de
século depois, ésse érro de interpretacéo, e dar a exata distribuicdo de
x?, levando em conta os seus graus de liberdade.

5.4 Aditividade de 2.

Se adicionarmos varias quantidades que tém distribuicao x*, a
soma também tera essa distribuicdo, com um ntmero de graus de li-
berdade igual & soma dos graus de liberdade das componentes.

Para prova-lo, consideremos k,- k. - ... + k, variaveis x.. As
somas dos quadrados das variaveis, isto é,

7 S R R

possuem a distribuicdo x* com k’;, K, ... K’,, graus de liberdade. So-
mando essas quantidades, vem

X+t =t gt tg gty
Mas essa soma possui a distribuicdo x* com kK’ =k, + k.4 ... + Ky

—m=FkK;+ K:+ ... + K'»n graus de liberdade, de confirmidade
com a proposicao enunciada.

—_— L

¢ Fisgrr, R. A., “On the Interpretation of ' for Contingency Tables and the Calculation
of P", Jour. Roy. Stat. Soc., vol. B85 (1922), paAg. BT.



5.5 Aplicacdo e tabelas.

A aplicacdo de x*® é imediata a questoes déste género: dada uma
série de observacoes, pode ela ser considerada como se originando de
um universo de forma especificada, apenas por flutuacoes de amos-
tragem? Isso importa em calcular a probabilidade de, na hipétese da
série ser uma amostra aleatoria de certo universo, obtermos discre-
pancias entre os valores teéricos e os empiricos conduzindo a um va-
lor de x* igual ou maior que o obtido. Temos assim que calcular

=2
P(xX’> X)) = _/;3 Fixtd(x®.
0

Aqui, como s6 se trata de desvios positivos, o nivel de significan-
cia de p por cento corresponde ao valor em que a ordenada corta uma
area no ramo crescente da distribuicdo equivalente a p por cento.

O célculo da integral acima, considerada como funcdo de x, pode
se efetuar por sucessivas integracoes por partes. Se k’ é par, obtém-se

X2 K—2

== x? 1 X2\ 2 1 x2 3
P L ) RO _-)
2 21 2 k'—2 2
( 2 )! ]

e se k é impar, a féormula termina por uma integral da funcdo normal,

='l_'/-je_T[;x+:—:+...+ XE ’_g}:l{_]//zf iy

Os valores dessas integrais foram calculados por ELDERTON e en-
contram-se nas Tables for Statisticians,® onde n’ representa o niimero
de classes k. R. A. F1sHER * d4 o0s valores de x* correspondentes a cer-
tos valores da probabilidade P; a entrada na tabela faz-se de acdrdo
com os graus de liberdade k’. Notemos que F (x*) é uma curva pear-
soniana do tipo III, e a sua integral é na realidade uma integral Gama
Incompleta; no seu célculo podem-se, pois, usar as tabelas de PEARSON.?
Ai, ovalor de 1 —P é I (u,p), onde

x* k—2

o = ——— = —

= P
Vek 2

Para valores elevados de k, isto é, k¥’ > 30, pode-se considerar, se-
gundo FIsHER, que \/2y¢ se distribua normalmente com média
\Vzk —; e desvio padrdo unitario. Logo, os valores de x* obtém-se
entrando na tabela da integral da curva normal com a quantidade

l(_
2

1 1

exd® —ew—n’

e .

® Peansw, K., Tables for Statisticians and Biometricians (3. ed., Londres, 1930), 1.° vol.,
tabela XII.

‘ Fisum, R, A., Statistical Methods jor Research Workers (8.* ed., Edimburgo, 1941),
tab. IIT; Frmer, R. A., e YaTes, F., Statistical Tables (Edimburgo, 1938), tab. IV.

® Pearsw, K. (ed.), Tables of the Incomplete Gamma Function (Londres, 1922).
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Se denotarmos por %, o ponto da distribuicac normal, que corres-
ponde ao seccionamento de uma area a direita de p por cento, a‘regra

I _,r" 8
de FisHER equivale a tomar x}, = — Iiw;. + ]/f gK — 1 :I . Uma melhor
2

aproximacao é dada por WiLson e HILFERTY ® como

B 2 o
o =k\|1—— =
rut 9K it l’/ 9k’

Comparemos essas aproximacoes. Para o nivel de significincia de
5 por cento e kK’ = 30, a primeira férmula dd x* = 43.487; a segunda,
x*=43.749. O valor exato é x* =43.773.

5.6 Verificacdo de leis empiricas.

Ao verificarmos a hipotese de que a série de observacoes da varia-
vel » provém de um universo de forma funcional f (v, 4,, 6s, ... 4,),
algumas precaucoes devem ser observadas na aplicacdo do teste x°.

Primeiramente, nenhuma das classes deve conter poucos itens,
porque na deducao dessa distribuicao admitimos que os fatoriais pu-
dessem ser substituidos pela aproximacdo de STIRLING. A fregiiéncia
minima de uma classe deve ser 10, e, para satisfazer ésse preceito, as
classes exfremas da série observada, que em geral apresentam dimi-
nutas freqgiiéncias, sao recombinadas em grupos maiores.

Também o numero de classes ndo deve ser muito grande, pois
para k — « o desenvolvimento de P em série de poténcias mostra
que P — 1, Uma regra pratica é tomar k < 20.7

Notemos que a regido critica para verificar a hipétese nula é o
ramo superior da distribuicdo; isto é, o nivel de significancia de p
por cento corresponde a uma area no ramo a direita equivalente a essa
percentagem. Em geral, admite-se que valores de z* superiores ao nivel de
P = .05 indicam uma discrepancia real. Contudo, valores excepcio-
nalmente elevados de x*? devem ser considerados com suspeicao, por
denotarem, seja o uso de formulas inadequadas, seja o fato da amos-
tra néo ter sido colhida estritamente ao acaso.

Ezemplo. Numa experiéncia de cruzamento com dunas variedades de milho,
obtiveram-se graos com as freqiiéncias de coloracio constantes da tabela abai-

x0. Verificar se a segregacéo corresponde a proporcao tedrica 9:3:3:1.

FREQUENCIA Amareio Alaranj. Avermel. Vermelho

OBAVRAR T - o i asics s i ks 430 155 162 51

Toleion, Ti i saivadns e 477 159 159 53
fo—1H

e = Ji 0189 1006 0566 0755

¢ WimsonN, E. B,, e Hirerry, M. M., Proc. Nat. Acad. of Seiences, val. 17 (i31), paz. 68.

7 Sbbre o numero e intervalo “natural” para as classes, veja-se MANN, H. B. ¢ Wawp, A,
“On the choice of the number of class intervals in the Chi Square Test”, Ann, Mthem. Stut;_.
wol. 13 (1942), pag. 306; Gumser, E. J., "On the reliability of the classical Chi-quare Test".
Ann, Mathem. Stat., vol. 14 (1943), pég. 253.
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Temos x* =.2516, com k’=3. A iabela mostra gue desvios como estes verifi-
cam-se em mais de 95 por cento dos casos, e portanto a distribuicao tedrica
corresponde & mendeliana.

5.7 Teste de independéncia. Tabelas de contingéncia.

A aplicacao do teste chi-quadrado estende-se imediatamente ao
m que se quer verificar a independéncia, ou nao, de dois, ou
@principios de classificacio. Suponhamos que, num mesmo gru-

po de individuos, observam-se simultineamente duas espécies de atri-
putos e reglstram -se as respectivas freqiiéncias; obtém-se uma fabela
de contingéncia.

Seja fi; a freqiiéncia observada na célula ij, f; a soma das freqiiéncias
na linha i, f ; a soma das freqiliéncias na coluna j/N o numero total de
elementos. A probabilidade de que um elemento qualquer caia na li-

nha i é {‘ , € que caia na coluna j é %;,L, se os dois atributos sdao in-

dependentes, a probabilidade de que caia na célula ij € !—;\I{L , e a fre-

giiéncia teorica correspondente ’i\fi- Podemos agora comparar as

discrepancias entre as freqiiéncias observadas e tedricas mediante o
teste x?*, calculando-se
LGy

Y T
N

No caso vertente, as probabilidades correspondentes as diversas
células ndo sdo conhecidas a priori, mas resultam das freqiiéncias
marginais da tabela; isto é, o calculo efetuado forca os totais margi-
nais dos valores tedricos e empiricos a igualarem-se, o que diminui o
numero de desvios independentes. Se a tabela for de ! X h elementos,
apenas (I—1) (h—1) sao independentes. Logo, na interpretacao
de 7°, a entrada na tabela far-se-4 com um numero de graus de
liberdade igual a ¥’ = (I1—1) (h—1).

&0

5.8 Coeficiente de 'contingéncia.

O teste x* permite verificar a associacao entre os atributos obser-
vados, mas néo nos da uma medida da intensidade da mesma.

Como ° mede a dispersdo global de N individuos, relativamente
aos valores tedéricos, PearsoNn toma a dispersdo média por individuo

2 = __e\_ , que denomina contingéncia quadratica média. Para uma

distribuicdo normal de correlacdo a duas variaveis, subdividida em
classes de amplitude infinitamente pequena, PearsoN estabeleceu as
relacoes

= pt(l —p2) , p? =2/l + %,

sendo ¢ o coeficiente de correlacdo do universo, pelo que, por analogia,
definiu o coeficiente de contingéncia quadratico meédio como C? —
$2/(1 + ¢* ). Evidentemente
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5.9 Relacdo enire os métodos de LEXIS e 1%,

Observa R. A. Fi1suer ® que a descoberta de x* na realidade com-
pleta o método de Lexis. Com efeito, éste tiltimo n@o permitia distin-
guir, quando se obtinha para uma série empirica o critério L = 1, se
a desigualdade era geral ou devida apenas a flutuacoes de amostra-
gem, o que se consegue calculando o x°.

Se temos uma série de freqliéncias f; (i=1,2, ... k), observado
em amostras de n elementos derivadas de uma populacao em que a
probabilidade do acontecimentos favoravel presume-se ser uma cons-
tante p, entdo o critério de Lexis é, notando que a média verdadeira
é np,
i

k
— 2 (fy —np?
1

npq

Por outro lado, a hipétese de uma probabilidade constante pode
ser verificada pelo método de x*, observando que entdo a expectincia
de f; € np, e a de n — f; é n— np, donde

X2 _ % |:Ui"' )’ = {(ﬂ—)'.-)— (n—np)}’]
s=l np n— np L

It =

com k graus de liberdade. Ora, temos p - g=1, e a expressao re-
duz-se a h

~ b

(f; — wp)*

PR s
5 fipq

(5.8)

que € o indice de dispersao baseado na distribuicdo binomial. Segue-se

: = = i 2
imediatamente que o critério de Lexis L equivale a 2—-

Se a probabilidade p for estimada a partir dos dados observados,
=i , 0 numero de graus de liberdade sera ’c — 1. Neste caso, se-
ria preferivel modificar L?, substituindo o fator k¥ por k — 1, de modo
que a sua expectidncia permanecesse igual a unidade.
O indice de dispersao para a distribuicdo exponencial de Porsson
sera
(fi — np)?

Rl e
X 5

~ 4=

(5.9)
pois que entdo a variancia é igual a meédia.

Ezxemplo. No § 4.4 Ex., vimos que o critério de Lexis para a série de coefi-
cientes de masculinidade no Distrito Federal era L = 2.914 para 48 observa-
¢oes. Temos portanto 2 =48 (2.914) = 407.96, com Kk’ = 47. Nao abrangendo
as tabelas ésse valor, vamos reduzir x? a desvios estandardizados da curvanor-
mal pela formula (2x# — (2k! — 1Y = 28.56 — 9.6 = 18.92.

A probabilidade de desvios dessa ordem é infinitésima.

* TisuEm, R. A., Statistical Methods for Research Workers, 8. ed., pag. 78.



5.10 SignificAncia e limites fiduciais de uma proporcdo.

O teste x? aplica-se de pronto a medida da significAncia de uma
propor¢ao. Suponhamos que se,tenha apenas uma alternativa, isto é,
que os individuos se achem classificados segundo a presenca ou au-
séncia de certo atributo. A formula (5.8) nos da

i 2
(f — np¥ (T ¥ P)
npq weie

n

Comumenta a significancia de uma propor¢do determina-se com-
parando a diferenca entre ela e o valor teérico com o seu érro padrao
(8§3.8); o valor de x* que obtivemos é exatamente o quadrado dessa
relacao. Por conseguinte, as tabelas de v* podem ser utilizadas para
determinar a significAncia de uma proporcao em vez das da curva
normal.

Alias, era ésse um resultado de se esperar. Se fizermos k=1 na
‘x!

_‘E? e ¢ dx, queé a distribuicao

distribuicao de #°, ela se reduz a (2n)
normal.

O processo € interessante porque permite uma estima mais rigo-
rosa dos limites fiduciais de p.? E' claro que o sentido das diferencas
entre os valores observados e os tebricos nao importa, havendo em to-
dos os casos contribuicdo para o aumento de x* e diminuicdo de sua
probabilidade P. Se quisermos os limites correspondentes ao nivel de
95%, podemos por na féormula acima y* igual ao valor correspondente
a P = .05, seja »*. Tem-se entdo npq #*, = (f — np)*, ou seja,

o js
P Oo+m)—p (xg+ 2f) +— =0, (.11)
n

equacdo quadratica, cujas raizes d@o os limites fidueiais p’ e p”. No-
tar-se-4 que ésses limites, em contraste com o processo aproximado do
§ 4.3, ndo sao equidistantes em relacio & percentagem observada.

Exemplo. Numa experiéncia sobre a duracdo de dormentes tratados com
creosoto, verificou-se que, apés 20 anos de uso, 22 dormentes de um lote de 50
estavam ainda em boas condicOes. enquanto anteriores experiéncias com dor-
mentes nao tratados indicavam que apenas 27% deveriam subsistir. E’ eficiente
o tratamento pelo creosoto ? Entre que limites pode-se esperar, com uma pro-
babilidade de 95%, que oscilard a percentagem de aproveitamento dos dormen-
tes tratados ?

a0 (.44 — .27
Temos f/n= .44, p= .27, e portanto 2 = ——— = 7.9}.
(.27) (.73)
Para k! = 1 grau de liberdade, a probabilidade désse x? é menor que 0.01. A
proporecao de dormentes tratados gue subsistem é significantemente maior que
a dos nao tratados; logo a aplicacdo do creosoto € vantajosa.

Para estabelecer os limites fiduciais da percentagem de aproveitamento
devemos entrar na equacado (5.11) com o valor de x,® = 3.841, correspondente
ao nivel de 0.05. Obtém-se 53.84 p?* —47.84p 4 9.68 =0, que, resolvida, nos da
as duas raizes p’ —.312 e p” =.577, que nio sdo simétricas em relacdo a percen-
tagem encontrada de 0.44.

" Qutro método exato deve-se a Crorprm, C. J., e PzarsoN, E. 8., “The Use of Confidence
or Fiducial Limits in the Caze of the Binomial", Biomemk«. vol. 28, pag. 404.
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/(. 44) (.56
O processo habitual (§ 3.8) levaria, notando que no caso s, = (_ﬁ}_(__)_
50
= .07, aos limites fiduciais p’' =.44 — (1.96 x .07) =.303 e p”’ —.577.

5.11 Teste de homogeneidade.

O célculo do indice de dispersao (§ 5.9) importa, na realidade, em
verificar a homogeneidade dos dados em relagdo a proporcédo teoérica p.
Ele também equivale ao célculo de x* baseado numa tabela de con-
tingéncia de 2 X k elementos. Podemos generalizar o método, tornando-o
aplicavel aos casos em que as amostras sucessivas néo tém o mesmo
tamanho.

Seja f; a freqiiéncia do atributo observado na amostra i, de tama-
nho n;. Se considerarmos Unicamente a propor¢ao resultante do con-

junto global de observacoes, p = —g‘;—‘ , pode-se ter a impressdo de

uma menor variabilidade do que a realmente existente entre as dife-
rentes amostras. Imagine-se, por exemplo, que os valores de z* para
cada uma delas situam-se proximo ao nivel de significancia, mas que
as razoes f;/m; variam num sentido e outro em térno do valor teé-
rico p. Ao totalizarmos ésses valores, as diferencas tendem a se can-
celar, e dai resulta para a proporcao global um x* correspondendo a
uma probabilidade exagerada.

Para obviar ésse inconveniente, apoiar-nos-emos na propriedade
aditiva de x*. Os valores de x* relativos a cada uma das amostras séo
adicionados, e a probabilidade de X =xI+x+ ... resultante é
obtida da tabela com um numero de graus de liberdade igual ao nume-

ro de amostras.

Exemplo. MEeNDEL observou o nimero de grios redondos e angulosos obti-
dos numa hibridizacio de ervilhas, obtendo os resultados constantes da tabela
abaixo. Verificar se o0s resultados correspondem a expectacio mendeliana
de p=.75.

Num. grios Graos red. ;)
PLANTA - x?

n f n
A R AR R 57 45 L7895 AT
B e S e i 20 19 552 1.39
& NN 32 26 8125 .67
8 R S s L 32 22 875 it
e s R s S e R oo O 34 28 8235 08

TN oy S P A s Ao e 184 140 L1609

A percentagem observada sobre o resultado global p =.7609 corresponde a
x*= .09% com 1 grau de liberdade, ou seja a uma probabilidade de desvies maio-
res de P—.76, confirmando-se a hipétese. Nenhum dos resultados parciais a in-
firma, pois x? para o nivel de significancia de 5% é 3.841. Contudo, baseando-nos
nesses x* parciais, que constam da altima coluna, obtemos para o experimento to-
tal x® =4.18, com 5 graus de liberdade, o que corresponde a apenas P=.51.
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5.12 Tabelas de conlingéncia 2x2. Significincia da diferenca
entre proporcoes.

O caso particular de tabelas de contingéncia relativas a dois atri-
butos, ambos classificados segundo a alternativa de sua presenca-ausén-
cia, é de grande importancia pratica. Entdo, ha apenas um grau de li-
berdade; isto é, basta calcular a diferenca entre o valor teérico e o obser-
vado em uma das células, as discrepancias nas demais obtendo-se soman-
do ou subtraindo aquela diferenca das freqiliéncias observadas. Ou en-
tao, designando por a, b, ¢, d as freqiiéncias celulares e N a total, obtém-
se x? diretamente pela formula

N (ad — bo)?

= . (5.18)
@+ ble+d@+e@d+d

x;‘.‘

A ésse caso se reconduz o teste de significincia da diferenca entre
duas proporcoes. Basta converté-las em freqiiéncias e aplicar a férmula
acima. Obtém-se resultados idénticos aos expostos no § 3.10, em vir-
tude da reducdo da distribuicdo de x* a normql neste caso.

5.13 Correcdo de continuidade de YATES.

A distribuicao x* € uma funcéo continua enquanto que a distribui-
cdo de freqiiéncias numa tabela de contingéncia € sempre descontinua.
Os testes baseados em z* sdo, pois, aproximados, e supde-se ue a amos-
tra seja suficientemente grande para que se possa admitir a continui-
dade entre as freqliéncias nas diversas células.

Uma correcao para essa falta de continuidade foi estabelecida por
YaTEs '* para o caso de uma tabela de 2x2 elementos. Neste caso, x*
pode ser calculado a partir da freqiiéncia observada numa sé célula e
os totais marginais. Suponhamos que aquela freqiiéncia seja muito pe-
guena; a probabilidade de termos desvios menores é, na realidade, a
soma de um numero limitado de probabilidades finitas, enquanto que
x* corresponde a fracdo do ramo superior de uma curva continua. O
calculo da integral deve-se estender, pois, até o limite da classe cujo ponto
médio é a freqliéncia observada; isto é, devemos acrescer % unidade a
essa freqliéncia para obter o limite de integracao. Feita essa retifica-
cao, as freqiiéncias das demais células s@o corrigidas de modo a man-
terem-se constantes os totais marginais. Noutros térmos, a correcdo
de YaTes importa em calcular x?, ndo sobre os valores observados, mas
sObre aquéles que se obteriam se as freqiiéncias féssem menos extre-
mas do que sdo de meia unidade.

Isso equivale a substituir & formula (5.12) esta outra

N\
N ('cm‘ — be —,-)

X ="t +de+ol+d (i)

sendo que N/2 sempre reduz o valor numérico de |ad - be|.

Para tabelas 2x 3 a correcdo de continuidade ja nao é tdo impor-
tante; a elevacdo do nimero de graus de liberdade também aumenta
as combinacOes possiveis, e melhora a aderéncia a distribuigdo con-
tinua.

i Yares, P., “Contlngency Tables involving small numbers and the 2! test"”, Supplement

Jour. Roy. Stat. Soc., vol, 1 (1834), pag. 217; Inwin, J. O., “Tests of significance for differences
between percentages based on small numbers”, Metron, vol. 12 (19835), pig. 83.

=5



Quando o menor dos valores cai abaixo de 10, e preferivelmente
até 100, deve-se também levar em consideracdo a assimetria da distri-
buicdao resultante. FisHErR e YAaTEs !! ddo tabelas contendo os valores
de x*® para os niveis de 5 a 1% em cada um dos ramos da curva.

Em casos de duvida, pode-se recorrer ao calculo exato da probabi-
lidade de se obter um qualquer conjunto de valores celulares a, b, ¢, d.

,

Demonstra-se ' que essa probabilidade é
(@ + B+ O @+ o b+ N

NI ol B el d!

Se a representa a menor das fregiiéncias, a probabilidade de termos a .
figuracao observada ou outras mais extremas é dada pela soma das
probabilidades calculadas como acima, em que se supoe a freqiiéncia
a decrescer désse valor até 0, mantendo-se constantes os totais mar-
ginais.

Erxemplo. Num inguérito sébre a pratica habitual de atos religiosos, obti-
veram-se as respostas constantes do quadro abaixo. Verificar se a religiosidade
difere significantemente ehtre os dois sexos.

(i) Freq. observadas (i) Freq. corrigidas
SEX0 Praticam | Ndo prat. | Tetal SEXO Praticam | Ndo prat. | Total
Maseulino. ........ 68 32 100 Masgulino. . ....... 67.5 32.5 100
Feminino..,...... b2 48 100 Feminino.:,...... 52.5 47.5 100
Tl —eess 120 80 200 Total......... 120 80 200

Calculando x? diretamente sobre os valores tabulares, teremos, para a pri-
meira tabela

[(68 x 48) — (32 x 62)]# x 200
¥ = = 5.88,
120 x 80 x 100 x 100

a que corresponde, com 1 grau de liberdade, a probabilidade P= .022. A dife-
renca de pratica religiosa €, pois, significante.

Introduzindo a correcio de YATES na tabela (ii), teremos x’ = 4.688, donde
P=.034. Assim, a falta da correcdo de continuidade sobrestima a significincia
da diferenca.

Podiamos ter utilizado a tabela de FisHer e YaTEs. Calculariamos x,= 2.165,

109 x 80 40

a menor expectancia m = =40 e a razao p = = —.50. Como a me-

200
nor fregiiéncia observada, 32, estd abaixo de m, devemos utilizar o ramo infe-
rior da distribuicao e a tabela nos da o valor critico 1.96. O calculado é supe-
rior a ésse valor, confirmando-se a significincia da variacdo de religiosidade
com o Sexo.

5.14 Combinacdo de probabilidades de testes de significdncia.

Oufro uso de chi-quadrado, indicado por R. A. FISHER, refere-se ao
caso de termos varios testes de significAncia independentes, dos quais
apenas poucos ou nenhum é individualmente significante, mas que,
em conjunto, dao a impressdo de significdncia, que se quer verificar.

u FisHer, R, A., e Yates, F., Statistical Tables, tab, VIII,
2 FisHER, R. A., Statistical Methods for Research Workers, 8. ed,, pag. 95.
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Sejam '® p,, s, ... Pr @s probabilidades dos diferentes testes, nao
sendo necessario que éles se refiram a mesma estatistica para as va-
rias amostras. Como a distribuicdo de p ndo depende de uma parti-
cular distribuicdo da estatistica, da qual éle é a integral de probabili-
dade, podemos admitir que p se possa obter como a integral de proba-
bilidade de uma qualquer distribuicdo continua. Fisaer admite que
esta seja a distribuicdo #* com 2 graus de liberdade.

Temos entdo que a integral de probabilidade €
.!— x!

" 1 1
fuo _.Txﬂ -—?XS
e xdx = e .
X
2

Se p:e_ , vemos que — 2 log,p segue a mesma distribuicao
que x* com 2 graus de liberdade, e

1
log, (8] = log, By + 1og 2y + oo+ g, Py = = — O+ G+ -+ x3)
Em vista da propriedade aditiva de x°, a expressdo entre parénteses
segue esta distribuicdo com 2k graus de liberdade.

Por conseguinte, as probabilidades de k diferentes testes podem
ser combinadas num teste de conjunto, cuja significancia sers verifi-
cada mediante a tabela de x* com 2k graus de liberdade.

Exzemplo. Numa experiéncia sébre novo método de ensino, 3 turmas fica-
ram a cargo de professores diferentes, que, medindo o aproveitamento por tes-
tes diversos, obtiveram, para probabilidade de uma diferenca igual ou maior,
relativamente ao método ordinario de ensine, os valores de 0.09, 0.12 e 0.06
respectivamente. Que conclusdes se podem firmar a respeito do novo meétodo ?

Evidentemente, ésses resultados nio podem ser englobados num experi-
mento 1nico, por terem sido diferentes os testes de aproveitamento usados.

Nenhuma das turmas revelou uma diferenca significante, embora todas
confirmassem a superioridade do novo método. Usando 0 processo descrito,
teriamos

log, .09 = 3.592
log, .12 = 3.888
log, .06 = 3.187
log, = 8.66T7 = — 7.333,

donde x* = 14.666 com 6 graus de liberdade. A tabela mostra que entdo P< .05,
de modo que o resultado coletivo.€ significante.

13 ¢of, Nam, E. R., A note on the exact distribution of }.”, Sankyd-The Indiam Journ.
Stat., vol, 3 (1837), pag. 171.



Carituro VI
A DISTRIBUICAO DE STUDENT

6.1 A significdncia da média.

O processo habitual de determinacao da significancia da média, que
expusemos no Cap. II, pressupde o conhecimento da variancia do uni-
verso. Na realidade, raramente éste elemento é dado a priori, e antes
cumpre calcula-lo a partir da amostra.

Se dispomos de N observacoes i, &:,... &y, a melhor estimativa
N
P : : 2 (5 — 2

da variancia do universo €, como veremos adiante, ¢ = 1

N—1

8 a ~
—— 0 érro padrao
VA .
da média. Para verificar se a média da amostra 2 difere significante-
mente da média 1 do universo, utiliza-se a estatistica

Entao, s sera o érro padrao de uma observacao, e

—mw VN
—_— 6.1

=
3

Durante mais de um século, admitiu-se que esta estatistica tinha
distribuicao normal, e a avaliacao da probabilidade de um determi-
nado desvio fazia-se mediante a tabela das areas da curva normal. E’
esta uma conclusao errénea, pois tanto o numerador como o denomi-
nador sdo funcoes das observacoes, e pois estdo sujeitos a erros de
amostragem. S6 em 1908 W. S. GosseT, mais conhecido sob o pseud6-
nimo de “StupENT? !, assinalou essa circunstiancia e determinou, em-
bora empiricamente, a verdadeira distribuicao de ¢. A deducao rigo-
rosa da forma analitica dessa distribuicdo foi obtida em 1925 por
R. A, FisHER.? Na realidade, StupenT lidou com a variavel z, definida

1

pela relacao 2—=1% (N-1) %
6.2 A distribuic@o de STUDENT.

Consideremos um universo caracterizado pela distribuicdo normal
;. (-t e
df = (fmo®) 2 e g2 dz. Se dele colhermos uma amostra aleatéria de
N elementos (z;, z:, ... Ty), a probabilidade de que esta amostra caia
no elemento de volume dv =dx, dz, ... dxy €

Lo ({f.:' 1&)3
. 2~
F=ret) * e PuN TSy ©.2)

Em vista da identidade 3 (z;—n)!=3(2;—2z)*+ N (z—n)?, a
diferencial dF se reduz a

N 1 =i : ~ "
F=(mot) 8 e 2@ WE— i+ W —=Ds, .8)

1 SrvpeNT, “The probable error of a mean", Biometrika, vol. 6 (1808), pég. 1.
? FisHER, R. A., “Applications of “Student” ‘s distribution”, Metron, vol. 5 (1825), phg. 80.
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6.3 Independéncia das distribuicoes de X e s

Escrevamos a equacdo (6.3) sob a forma

(N—n& N—38
—AN=0 3

F=k e %07 dxX ks € 80”3 2 d@ . (6.8)

O primeiro fator é uma funcdo apenas de T, G (), e o segundo
apenas de s*, H (s*); isto é, F (Z,8*) =G (%) H (s'). Quer isso dizer
que a meédia e a variancia se distribuem independentemente, no sen-
tido do calculo de probabilidades. Geary * provou que a condicdo ne-
cessaria e suficiente para que essas duas estatisticas tenham distribui-
coes independentes € que a varidvel x se distribua normalmente no
universo a que pertence a amostra.

G () nos da a distribuicdo por amostragem de médias de um univer-

~ . = Srot\ — 1
so normal. Pela condicao da area f E &= 145 © Ve k; =( ) 7
— 00 N

donde

frad\—-L :’!'.,({7‘}_—3 '
G (z) = ( ) i e 2 @9
N

que é uma distribuicdo normal com média igual a u e desvio padrao
igual a o/ /y, resultado ja conhecido.

A distribuicado da variancia

=i -3
H(s?) =k € 805 (8) * A, (6.10)

sera estudada no capitulo seguinte.

6.4 Propriedades e tabelas da distribuicao de t.

A propriedade fundamental da distribuicao de {, como também
da de z, é que nao depende da variancia o' do universo, e pode, pois,
ser usada quando esta grandeza é desconhecida. Isso € importante
quando se lida com pequenas amostras, devido aos erros na esti-
ma de o,

A equacao da curva de { mostra que ela é simétrica em térno de
t =0, a que corresponde a ordenada maxima; quando ¢ —> = o, a
curva torna-se asimptotica ao eixo das abscissas. A distribuicdo de ¢
assemelha-se a normal, da qual se aproxima para valores crescentes
de n. Contudo, para um dado n, ela é platykuartica, e, portanto, para
valores suficientemente grandes de n, as suas ordenadas sobrepas-
sam as da curva normal. Isso implica que a pratica habitual de cal-
cular a probabilidade dos desvios mediante a curva normal erra no
sentido de exagerar a significancia dos grandes desvios, imputando-
Ihe probabilidades escassas.

Para verificar a normalizacdo da curva de £, escrevamo-la sob a

forma
tN—Lats
F)=kK{r+—) * ;
n

* Geary, R, C., “The Distribution of “Student’s” Ratio for Non-Normal Samples”, Supple
Jour, Roy. Stat. Soc., vol. 3 (1936), p&g. 90. R Bk o
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| ED) ; 5
onde K = . Tomando os logaritmos de ambos os tér-

SEIEe)

a1 i
log. F () = log, K — —— log. { | + -——)
2

n

mos, vem

"

Desenvolvendo o ultimo térmo em série, segundo as poténcias de —

n

a qual converge uniformemente quando n>%*, obtemos

w41 i2 2
—r————l0 1+——)=—-—-'+...

g n n

Por outro lado, substituindo a log, I'(n) € log, T (f ) 0S Seus
a

=

desenvolvimentos em série de StirLING,* resulta, apds certas reducdes,

1 ki 24— 92— 1
e FDS ==Ceon =g ==
2 2 in
i i f zs . -
Dai se conclui  tim log, F () = — — log, #r — — , €, pela continuidade
n—> 0 2 g

2

! = : %
~ ¢ e ¢,que e afuncao normal.

da funcao exponencial, im F@® = (#m)
n=—7 0

Para avaliar a probabilidade de se ter um desvio igual ou maior
s E e S
que ¢, devemos calcular a integral p - g f ( P __) FotD
(1 n

Pela substituicdo fan 6 — t\/n, essa integral se reduz a forma

s

f e 441 , que se integra por partes, obtendo-se
0

1 1 ’ ! 1.8 l

ara n par. Pi=— ——sn51 4+ —cos 0 - — cosd 8 4 ...
8 £ 2 e s 2.4 J
. 1 (] sen 0 g 2.4 ]
para n impar: Ppi=r————————ar i =3 O =l s
2 . 3 35 f

Como no caso da distribuicao de x?, o célculo da integral para n im-
par envolve uma funcéo transcendente, que é aqui uma funcédo eir-
cular inversa.

i i
STUDENT * publicou extensas tabelas da integral f F)d =1 —Py,
—0

com os argumentos £ e n. Mais praticas sdo, contudo, as tabelas de
FisHER,® que dao os valores de ¢ para os argumentos P; e n.

‘25WHZ"1'.I'A‘K‘ER. E. T. ¢ Warson, G, N,, A Course of Modern Analysis (3.2 ed., Cambridge, 1920),
pag. 252.

& “Srupent”, *“New tables for testing the significance of observations”, Metron, vol, 5
(1925) , pag. 105.

¢ Fisuer, R. A. Statistical Methods for Research Worker's, tab. IV; Fisurr, R. A., e
Yares, F., Statistical Tables, tab. III.
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Para os valores de = > 30, STupENT mostrou que a distribuicado

de z tende para a forma normal com desvio padrdo igual a (N—3) — +
Dai se conclui que podemos entdo usar as tabelas da curva normal,

n— M=

4 3 ¥

tomando f(——) como desvio reduzido. DEMING e BIRGE?
n

1
o T <k I = -~
sugerem tomar-se t( g) @ que da melhor aproximacao que a

anterior para valores centrais (P, >.30), mas pior para valores extre-
mos. HoTELLING e FRANKEL® mostraram que, quando n = {¢, é prati-
41
camente suficiente tratar f(f — como distribuido normalmen-
in
te, o que dispensa o uso da propria tabela de {. Outra aproximacao &
devida a FisHER,” envolvendo porém o uso de tabelas auxiliares.

Acima de 100, admite-se que ¢ se distribui normalmente com des-
vio padréo unitario. Para uma avaliacdo de P,, pode ser utilizado o
nomograma de NEKRASSOFF.'?

6.5 Significancia e limites fiduciais da média.

A aplicacao da distribuicio de STUDENT na verificacdo da signifi-
cancia da média, ou no estabelecimento de seus limites fiduciais, ope-
ra-se nas mesmas linhas expostas relativamente as grandes amostras.
Dada a média do universo donde se presume derivar a amostra, cal-
cula-se a estatistica Z, e, conforme o nivel de significancia em que
caia P, é a hipotese confirmada ou rejeitada.

Se se trata de estabelecer limites fiduciais da média, a tabela nos
da, para o nivel de significancia de p por cento escolhido, o valor £, sa-
11
tisfazendo a relacao P (|t| ={,) = p,, donde se conclui Iz — ul =1 e
E 5
e portanto os limites W =z—t,—— e W =z +4 —5=.
P V¥ VN
Exemplo A. Retomemos o EX. 2.9 A, supondo nao conhecido o érro padrao
da determinacao experimental de densidade. A que resultado se chega?

Temos de estimar s mediante os dados observados, obtendo-se s = 1.097.
1.007 .2
Dai s-=—— = .4§ e t=-—— = /it . Reportando-nos & tabela de
4 . 648
t com n =3 graus de liberdade, vem'os que P, esta compreendido entre 0.60 e
0.70, podendo-se, pois, concluir que a amostra € de ouro.

Exemplo B. Suponhamos que as determinactes de densidade tivessem for-
necido os valores 19.31, 19.20, 18.90, 18.79, cuja média é ainda 19.05.

7 Deming, W. E., e Bmcg, R. T., "On the Statistieal Theory of Errors”, Revicws of Modern
Physics, vol. 6 (1934), péag. 130.

& HoreLuiNe, H., e Fuanker, L. R., “The transformation of statistics to simplify their dis-
tribution”, Ann. Mathem. Stat., vol. 9 (1928), pag. 89.

R. A., “Expansion of “Stupent" ’'s integral in powers of r:_l,", Metron, vol. 5

¥ FISHER,
(1925), péag. 109.
) 1"95N:xnssson'. V. A., “Nomography In Applications of Statistics”, Metron, vol. B (1930),
pag, 95,
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A dispersao € agora muito menor, obtendo-se a estimativa s =.245, e por-
.25
tanto sy =.122. Dal t = —— = 205, a que corresponde, com 3 graus de liberda-
122
de, uma probabilidade P, > .10. A diferenca néo é significante. Mas, se seguir-
mos a pratica habitual de referir o desvio 2.05 & tabela da curva normal, va-
mos achar uma probabilidade P =.04, indicando uma diferenca significante.
No primeiro caso a amostra seria considerada de ouro, no segundo nao,

6.6 A distribuicdo de t em wuniversos ndo-normais.

A distribuicao de StupEnT foi deduzida supondo-se normal a po-
pulacdo donde deriva a amostra. Abre-se, pois, a questao de se saber se,
no inadimplemento dessa condicao, deve-se preferir €sse processo ou
o classico, baseado na distribuicdo normal. E isso é de grande rele-
vancia pratica, pois muitas vézes nada conhecemos s6bre a forma do
universo.

Da normalidade do universo resultam as propriedades seguintes,
utilizadas na deducao da distribuicao de #: (i) a distribuicao da mé-
dia é normal; (ii) a da varidncia é uma curva do tipo III de PEARSON;
(iii) T e s* ndo sao correlacionados. Ora, quando o universo nao é nor-
mal, se a primeira condicao ainda se verifica aproximadamente, o
mesmo nao acontece com as demais, se o tamanho da amostra é pe-
queno.

Neyman ! determinou a regressio da variancia sobre a meédia
para amostras derivadas de universos caracterizados pelos pariame-
tros B, e B,, mostrando que é aproximadamente parabélica, o sinal do
térmo quadratico dependendo de B, -£,-3. Se essa expressdo é nula,
isto é, se B, e B, sdo pontos de uma reta no plano B, f,, a regressao é li-
near. Para os pontos situados acima dessa linha, a parabola de regres-
sdo no plano T-u e s* € concava no sentido positivo do eixo s?, e vice-
versa. O efeito dessa regressdo sébre a distribuicao de z é 6bvio. Para
grandes valores de T - 1, o0 valor de s’ tende a ser menor que o seu valor
médio, e |z| maior; logo, havera um maior adensamento de valores
de 2z aléem do particular |z| considerado, do que no caso do universo
normal. Por outro lado, para valores de T -u proximos de zero ha ra-
refacao.

Tais efeitos foram verificados teoricamente por RIDER, e experimen-
talmente por SHEWHART e WINTERS, e NEYMAN e PEARSON, para amos-
tras de 4 elementos extraidos de universos retangulares e triangula-
res. Estes estatisticos mostraram ainda que uma assimetria positiva
do universo provoca uma assimetria negativa da distribuicéo de z, e
inversamente. Outros estudos sdo devidos a BARTLETT, GEARY, RIETZ,
e outros, e levam & conclusao de que a aplicacdo da teoria de STUDENT
d4a melhor resultado que a teoria classica para grande numero de dis-
tribuigbes nao-normais, mas que ha falhas, atribuiveis sobretudo ao
grau e a natureza da correlacao enter z-p e s*. De qualquer modo,
obtém-se melhores resultados quando se calcula a probabilidade de
que ¢ caia no intervalo — ¢, a + £, do que quando essa probabilidade
se refere ao intervalo £, a . No primeiro caso, ha uma compensacao
das deficiéncias dos valores de ¢ no intervalo — =« a ¢. contra um ex-
cesso no intervalo £, a + co.

L NevamaN, J., “On the correlation of the mean and the variance in samples from an
“infinite” population”, Biometrika, vol, 18 (1526), pag. 401.
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6.7 Generalizagdo do uso da distribuicdo de STUDENT.

Reportando-nos ao exposto no § 6.3, notemos que R. A. FISHER 12
assinalou que a distribuicao de STupENT compoe-se das duas distribui-

i G—wVN
coes independentes: (i) de ————— , distribuida normalmente
0
= A s A 2 = (N — .") 52
com media igual a zero e varidncia unitaria; (ii) de =" xX?
- a

t 2
gl e —SEAA X \N—2
distribuida '* segundo ke ° (7) ¢ dix®, de modo que

G—w VN X2 \1a
{ = — — ) : (6.11)

o N—1

Isso mostra que o emprégo da distribuicdo de STubDENT pode-se
generalizar a todos os casos que importam na comparacao de uma va-
riavel distribuida normalmente com uma estimativa de seu érro pa-
drédo de distribuicdo independente, sendo o numero de graus de liber-
dade igual ao utilizado nessa estimativa.

Déste modo, poude-se estender o uso dessa distribuicao a proble-
mas referentes a significancia da diferenca entre médias e a verifica-
¢ao de hipoteses relativas aos coeficientes de regressao.

6.8 Significancia da diferenca enitre médias.

Para determinar a significancia da diferenca entre duas médias,
verificamos a hipétese de que elas provenham da mesma populacéo
normal. Sejam I, e T, as médias, e s, e s, os desvios padroes de duas
amostras de tamanhos N, e N, respectivamente. Supondo-as nao cor-
relacionadas, a varidncia da diferenca entre essas médias sera

1 1 Ny <4 Ng
of| — + — ) =0?—— e a estatistica

N; Ng NiN:
Ty — }3 N; Ng % o)
= ST = E ]
a N; + Na

distribui-se normalmente com desvio padrdo unitario. Como nao co-
nhecemos o, vamos estimé-lo combinando as dispersoes de ambas as
amostras, isto é, tomando

Ny Ng

Z oy —z28 4 2 (22 — 70t 2 E]

Rkl 1 . ny g+ mgdy

8? = =

Ni+ Ng— 2 n; + ne

que tem a distribuicdo #* com N,-+ N, —2=mn,+ n, graus de liber-
dade. Conseqgiientemente,

X — 8 N Ng =l s ¥ ~ Ny Ny (n;+ ng) 2
o R 8 -=— =(zj~—z¢) - =1 (6.18)
G Nip+ Ng a (Ni+ Ng) (ny8; + ny33)

tera a distribuicdo de STuDENT com 7, 4 1, graus de liberdade.

2 FisHER, R. A, “Applications of “Srupent” 's distribution, Metron, vol. 5 (1825), pag. 94.
3 Essa grandeza gque nfo é o mesmo ?_ﬂ usado nos testes de aderéncia de ajustamentos,
tem porém a mesma distribuicéo.



Se ambas as amosfras sdo do mesmo tamanho, 7, =n,, a for-
mula simplifica-se para
( . )L
t = f}! —'J':EJ 2 (6-13.'
af -+ ai

com n=2 (N-1) graus de liberdade.

Se se trata de grandes amostras, pode-se por aproximadamente
n,=N; e n.=N,, e obtém-se a formula habitual

S = N N, L
f=(x.-—xz)( . s)’ & (6.15)
N o4 Nyl

Como t tem distribuicao assimptética normal, justifica-se o emprégo
das tabelas da curva normal para grandes amostras.

Exemplo. (Wis=ART) A fim de confrontar dois tipos de segadeiras, um tri-
gal foi dividido em seccdes longitudinais, e cada duas seccoes contiguas trata-
das pelas duas maquinas. Obteve-se a producdo constante da tabela abaixo, e
pede-se verificar a signicincia das médias.

Secgdo Maguina A Maquina B D
1 8.0 5.6 3.5
8 8.4 7.4 1.0
3 8.0 7.3 0.7
4 6.4 6.4 0.0
5 8.6 7.5 1.1
6 g 6.1 1.6
7 7 6.6 1.1
8 5.6 6.0 — 0.4
9 5.6 5.5 0.1
10 6.2 5.5 0.7
Total 12.2 63.9 8.3
Média 1.22 6.33 0.83
Tx—n2 11.936 5,569 6.001

Temos primeiramente que estimar a varidnecia comum, gque, no caso, é

11.936 -+ 5.669 7.22 — 6.39

i D ores g i gzer. POSEO st temios = ———— Ny g
0+ 10—2 . D882

Entrando na tabela de £ com n = 18 graus de liberdade, vemos que nao atinge

o nivel de 5%, e pois' ndo ha superioridade significante de uma segadeira so-
bre outra.

6.9 Diferenca entre medidas empuarelhadas,

A fim de diminuir a variabilidade das medidas, e assim aumentar
a precisao dos experimentos, podemos escolher os casos aos pares, de
modo que ambos os membros de cada par estejam sujeitos as mesmas
influéncias perturbadoras. Por exemplo, ao estudar a eficiéncia de
dois métodos de ensino, podemos formar as turmas com alunos que
tenham obtido o mesmo escore num teste de inteligéncia; as vézes,
comparamos as notas obtidas pelos mesmos alunos antes e depois da
introducéo de novo sistema.

-
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Nesses casos, calculamos as diferencas d — z;, — 2z, entre as me-
didas de cada par, e verificamos se a média da distribuicdo dessas di-

ferencas, isto é, a diferenca média d, difere significantemente de zero.
Temos
TN =11
i =d — 8. (8.15)
2 d—de

A estima da variancia de d baseia-se agora em N —1 graus de li-
berdade. Se tivessemos considerado os x; € 0s x; como duas amostras
separadas, a comparacdo de suas médias apoiar-se-ia em 2 (N—1)
graus de liberdade, e resta saber se o aumento de precisdo de d resul-
tante da reducao da variabilidade pelo emparelhamento das medidas
€ ou nao contrabalancado pela perda de precisdo devida ao abaixa-
mento de 50% nos graus de liberdade.

Exemplo. Reportando-nos ao Ex. 6.8, vemos que, o fato de terem sido tra-
balhadas as seccoes aos pares com os dois tipos de segadeiras, permite fazer a
comparacao mediante as diferencas d, que constam da ultima coluna do
quadro.

il AT

Tem-se d = .83, t = ., 83 7 ?;'-ETG_! = 3.22. A tabela de f, com n =9, mostra

que ésse valor estd aproximadamente no nivel de 0.01, e portanto o novo

calculo revela a superioridade da maquina A.

Superficialmente, podiamos esperar que ambos 0S processos con-
duzissem ao mesmo resultado. Isso ndo acontece porque cada uma das
medidas da primeira amostra liga-se, de um certo modo, a da segunda,
isto é, elas sao correlacionadas, enquanto que o processo habitual as
pressupoe independentes.

Por conseqiiéncia, devemos corrigir a estimativa da variancia co-
mum s* do efeito dessa correlacao, usando

S —FF+ D —— 23— g —7D)
i =

2N —1)

E’ facil de ver que o numerador corresponde agora a = (d —d)*, e os
graus de liberdade se reduzem a N — 1, pois N — 1 sao absorvidos pela
estimativa da covariancia.

11.936 -+ 5.869 — 2(5.752)

No exemplo tratado, teriamos = : = . 38334,
i

e portanto £ = 3.22, como no segundo processo.

Nada se pode afirmar antecipadamente sobre a eficiéncia de um
ou outro processo, no caso de medidas emparelhadas. Se hid uma cor-
relacdo positiva entre as varidveis, ou formando as diferencas, ou
corrigindo a estimativa de s?, reduzimos a varidncia da diferenca
T, — I, e, pois, aumentamos a precisdo do experimento. Mas ésse ga-
nho pode ser anulado pela perca da metade dos primitivos graus de
liberdade.

6.10 Universos com diferentes wvaridncias. O teste FISHER-
BEHRENS.

A aplicacao de ¢ como teste da significAncia da diferenca entre
médias importa na aceitacdo ou rejeicao da hipétese de que duas po-
pulagoes normais tém a mesma média Z; = Z, e a mesma varidncia
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o;, = o. . Se i =< o, , qualquer inferéncia relativa & validade da

hipétese da igualdade das médias é questionéavel, pois um valor alto
de ¢t pode traduzir antes diferencas entre as variancias que entre as
médias. Veremos no capitulo seguinte processos que permitem discer-
nir se as variancias sao ou nao iguais. S6 no primeiro caso podemos

utilizar, a rigor, o teste %.

Suponhamos, por conseguintfe, diferentes as varidncias das duas
populacoes. Sejam sz, e sz, as estimativas dos erros padroes das duas
medias; i; e £, quantidades seguindo a distribuicdo de StupexT. Entio
R. A. FiseER '* mostrou que a estatistica

!
Ry
—ai)s = {3 c08 @ — 1; sen 0 (6.18)

I '

NS
d =zs—7 (-'-
I

8 . s ;
onde n@ = — , devida originariamente a BEHRENsS, fornecia um

8x2

teste para verificar a hipétese de que a diferenca entre as médias das
duas populacoes era nula. Para tanto, devemos considerar a distribui-
caodet,cos § —t,sen femfuncdoden, =N,—1,n, = N,—1ed,afim
de avaliar a probabilidade de que d exceda um certo valor. A forma
analitica da distribuicdo é dificil de se obter, mas podem ser calcula-
dos os valores correspondentes a dados niveis de significAncia. Para
a aplicacdo désse teste, SukaaTME !° calculou tabelas dando os valores
de d para o nivel de 5 por cento.

A comparacao dos valores a 5% de d e £, baseados em 7, + 7,
graus de liberdade, mostra que os valores de d sao maiores que os de Z,
evidenciando as conclusdes erréneas a que pode levar a aplicacdo do
teste £ em vez do d, especialmente quando n, = n, = n. E-se entao le-
vado rejeitar a hipotese nula, embora sendo verdadeira, quando o
valor calculado cai entre &% e %% . Pelo teste £ a conclusdo é que
as duas amostras ndo provém da mesma populacdo normal, ao passo
que o teste d indica essa possibilidade. Freqiientemente, o exagerado
valor de £ que se enconfra é devido a diversidade das variancias.

Exemplo. As percentagens médias de cinzas em dois carvoes A e B, con-

forme ensaios tabelados no Ex. 7.12, sdo z, = 9.8 e =, =7.9. Verificar se a di-
ferenca é significante.

Nesse Ex. 7.12 veremos que as varidncias s = 18.398 e s;= 3.476 dos dois
carvoes diferem significantemente, e por isso nao podemos empregar com se-
guranca o teste . Para o teste FisHER-BEHRENS, calculemos

‘ » 1.62! 7.9— 9.8
= = 2.0%8, §- =51, mf=—=212, 0=6F, d= ——— =— 1.06! .
£ I 761 V 2.628 = 519

Entrando na tabela de SuxsATME, vemos que o valor de d para o nivel de
significincia de 5% e os valores n,=n,=6 e § = 60° é 2.436, evidenciando,
pois, que os dois carvoes ndo diferem guanto ao teor médio de cinza.

% PisHER, R. A., “The Fiduclal Argument in Statistical Inference”, Anneals of Eugenics,
vol. 6 (1935). pag. 391.

¥ SuRHATME, P. V., “On Pisurr and Benrens test of significance for the diference in means
of two normal samples”, Sankhya — The Indian Jour. Stat., vol. 4 (1938), pég. 39.



Carituro VII
A ESTIMACAO E COMPARACAO DE VARIANCIAS

7.1 A distribuicdo da varidncia.
Vimos, no capitulo anterior (§ 6.3), que a distribuicao da varian-
cia, em amostras oriundas de um universo normal, era dada por
ni n—1_
(7.0

H@t) =ke e 20 (2 * dp),

onde n =N —1 sado os graus de liberdade usados na estimacdo de o*.

E’ essa uma curva do tipo III de Pearson, com amplitude limita-
da de um lado a s* = 0, e estendendo-se até o infinito do outro. O va-
lor da constante k., determina-se mediante a condicdao da area

n# n—2g

o L n—¢
ke =f e ) ? d =1
{1

ns?
=rl obtém-se

Pela substituicao - :
g

1 goft\ L 9 A28 ¥ N —h .
I ) ),
ks n 0 203

o

e portanto
= > n s n—2
(4.9

|
H(@) = —————— e %07 0 * 409,
i n
@on* I (—)
2

Essa distribuicao foi obtida pelo astronomo alemdo HELMERT em
1876; mas o seu trabalho' passou desapercebido, e s6 em 1908 foi a

distribuicdo redescoberta empiricamente por STUDENT.
Podemos reconduzir a distribuicdo de s* a outra, j& conhecida
Z2(x—28 asf? }
Ponhamos x* = ——— =——. Obtém-se
of a?

L)
@)

. S n — —3-?
H (%) = [s R (-—)] e *(xt ' d(xy,
2

que é a distribuicdo chi-quadrado.

1 Publicado nos Astronomische Nachrichten (vol. B8, phg. 122) sob o titulo “Dle Genauigkeit
der Formel von Peters zur Berechung des wahrscheinlichen Beobachtungsfehlers™,

O



o

A vantagem dessa transformacao é que, na verificacdo de hipote-
ses relativas a s, podemos empregar tabelas da distribuicao x*. Utili-
zando a expressao (7.2), teriamos de recorrer a outras tabelas, de ma-

nuseio muito mais incomodo. Com efeito, a probabilidade de s° ex-
n st

ceder um certo valor, ou seja, = T exceder o valor corresponden-
2o

te, & dada por

onde I',(z) é a funcdo Gama Incompleta, tabelada por PEARsoNn.?

Exemplo. A variabilidade do teor de cinza de um carvao, tipo A, obtida
em 7 analises, é de s* = 18.398 (ver Ex. 7.12). Sabendo-se que os anteriores for-
necimentos tinham uma variabilidade média de o' = 10.560, pode-se admitir
que esta partida tenha sido obtida nas mesmas condicoes ?

6 X i8.398
Temos que xf =———— = [0.460. Para 6 graus de liberdade, a tabela de
10,660
v# nos da a probabilidade désse desvio P =.10, denotando que nao houve al-
teracao significante na homogeneidade do carvao.

7.2 Estimativa otima da varidincia.

Apliquemos o método da maxima verossimilhanca (§1.5) para
obter a estimativa 6tima da varidncia. A equacao (7.2) nos mostra

que a verossimilhanca é proporcional a ¢ = € ‘¢°, Para determinar o

valor maximo dessa expressdo, tomemos primeiramente o seu loga-
nsd

ritmo  —nly, o — —— , e igualemos a zero a sua derivada em rela-
2t
o - ns?
¢do a o. Designando por ¢ a estimativa dtima, temos —» + — - =0,
o
ou seja &°= s’.

Quer isso dizer que a melhor estimativa da varidncia do universo
oRtém-se calculando a varidncia da amostra com n =N —1 graus de
liberdade. A razao de adotar o divisor N — I para a soma dos quadra-
dos das discrepancias, e nao N, é que a estimativa da média T nessa
expressao faz-se com os mesmos dados da amostra, reduzindo de uma
unidade o numero de variacoes independentes.

7.3 Graus de liberdade na distribuicdo de s*.

Suponhamos, porém, que tivessemos um conhecimento prévio do
valor da média do universo r. Ndo mais subsistindo a exigéncia do
ponto P situar-se no hiper-plano definido pelo valor de x (vide § 6.2), as
superficies de densidade constante serao hiper-esferas a N-dimensoes. A
diferencial de volume sera proporcional a s¥—!ds, e é facil de ver que se
obtém entdo a mesma equacdo (7.2), desde que se substitua z por N.

* Pearson, K. (ed.), Tables of the Incomplete Gamma Functiion (Londres, 1922).



Lo an e

Aplicando o método da maxima verossimilhanca, segue-se que a esti-
mativa otima da varidncia basear-se-& em N graus de liberdade,
-
Z (zp — p?

isto & o1 = T

Ordinariamente, adota-se essa mesma féormula ainda quando nao
se conhece 1, mas apenas x. Se a amostra é suficientemente grande, a
diferenca entre N e N—1 é de somenos importancia; mas se é pequena,
resultam diferencas apreciaveis.

Consideremos, ao invés, o caso enl que, além da relacdo entre a
media da amostra e seus valores constituintes, existem p relacées in-
dependentes entre z,, ., ... zx. O ponto P representativo da amos-
tra, além de jazer no hiper-plano =x; = NZ, também pertence a p ou-
tros hiper-planos. A superficie da hiper-esfera, de centro em M, a qual
pertence P, tera, entdo, dimensoes iguais a N —p-—2. Se definirmos

I N
a varidncia como & = — -‘; (zi — 3¢ , com n=N—p—1, obteremos a
n
mesma equacdo (7.2) que é, assim, a forma geral da distribuicao de s*.
A estimativa otima sera aqui baseada em N-—p—1 graus de li-
berdade.

Os graus de liberdade do sistema equivalem, pois, ao numero de
observacoes dadas, menos o numero de relacoes independentes que en-
tre elas existem, levando-se em conta que a média da populacao tam-
bém é estimada a partir da amostra.

7.4 Expeclancia de s* em universos nao-normais.

A deducdo acima fundamenta-se na forma analitica do universo,
que supusemos normal. Ha interésse em determinar a expectancia de
s, quando essa forma é desconhecida.

Consideremos amostras independentes de tamanho N da variavel
u, sendo u a discrepincia relativa & média do universo, isto é, u — 2 — n.
Definamos a variancia da amostra como habitualmente se faz,

1 1 N ¢
o= 3 (U — ) = — S I:-—-lnl]
N 1 N 1 N 1
1 N I N I
= —.‘_“.n"—-——-:u?—-—- Z i
N 1 xg 1 NE i)

]

1 ¥ o, 1 N g 1 L
EQ) = —ESD uit —— EBE{Zu o —— E4 2wy
N | Ne 1 Nt $=j
3% 5 1 N . 1
SE i — ZSE ¢ — — Z {E(ww)
N 1 NE It N? i7j

Notando que a expectancia do produto das discrepancias de duas
variaveis independentes relativamente as proprias expecténcias € nula,
E (wu;) =E (x;—w) E (z;—un;) = 0, obtém-se finalmente

i
|

N—1
ot

E ('s2) =

-~

"\r
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Por conseguinte, a expectancia de ’s* para um universo arbitrario
N—1
é igual a variancia do universo multiplicada pelo fator ——.

Tal resultado era de se esperar. Para cada amostra, » constitui
uma origem arbitraria. Como a soma dos quadrados das discrepin-
cias é minima em relacao & média, a média de todos os valores ’s?, cal-
culados em relacdo as médias das respectivas amostras T, serd menor
que of, calculado em relacao a n.

Segue-se que a estatistica ’3’, obtida pela divisdo da soma dos qua-

N
drados das discrepéncias por N, nao é justa (§ 1.5). Como £ {m—; sr}

= g,

a estimativa justa &¢da varidncia do universo sera
N =

2l — 22

:

Demonstra-se que ¢¢ também é uma estatistica eficiente, isto é, nenhu-
ma outra estimativa de ¢* tem menor érro de amostragem.

O fator — denomma-se “correcdo de BesseL”, embora tenha sido
usado prlmeu'ament;e por GAuUSsS.

7.5 Momentos da distribuicdo de s°.

Tomemos a distribuicdo de s* sob a forma

FET T ETG)

A sua funcdo caracteristica serd

s P G

xs
Pondo -—(r — =1z, vem

e o & = n—k" N
Y@ = [( )] (t—1 ’f & ool (= A
1]

x n : 20.. o, n
Como e, a funcio caracteristica de s® sera ¥ ()= (-‘ = f) ;
2o

e a funcao geratriz de semi-invariantes nos da

ol o4i?
ol __,ugt(,__,)_-_ 1

~a£!+-—— o S
n 2!

4 - - ~
; dai o érro padrdo

O valor médio de s* é pois o*,
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Quando n cresce, a funcao geratriz tende para equivaléncia as-
) 1y, 241
simptotica ecom ¢ @) = e‘I R , € portanto a distribuicao de s*
tende para a normalidade.
7.6 A distribuicdo de s e seus momentos.

A distribuicdo de s obtém-se imediatamente de (7.1), e resulta

& . 4
n= 2 na

_—— =1 n o S

= = 1
HE) =2k e % ; it e oo BL g e ds . (7.5)

o)

Anulando a derivada primeira dessa equacido, acha-se o valor modal
fn— 1

§=6]/
n

Pela substituicdo x — s —§, verifica-se que a distribuicdo de z= é, em

primeira aproximacdo, uma curva normal com desvio padrao \{—a_—
¢N
O célculo do momento de ordem h da distribuicao de s efetua-se
a partir de sua definicao

= -—-;—.—z n—1I4%
My=2ks e S ds
0

Substituindo a variavel s =+/z, vem

r
Wil xE A—EnY gae\ath  rp Ly
“’rﬁ = klf e g £ # dz = ks (—) 2 F( ) =
0 n 2

Dai se conclui o valor médio de

G
n 2
E(s) = g=b(N)o (7.6)
*{7)
2
Resulta também que a estimativa justa de ¢ é ¢ = [b(N)] s, sen-
do que os valores de b(N) acham-se tabelados.!? E' costume* tomar-se

5.
)

=)

T R -
como estimativa & = [\ ]’ ¢ . Ora Romanowsky mostrou que
N.—1
3 7
BN = e e
iN  s2)e

1 V. g., Saewnart, W. A, Economic Control of Quality of Manujactured Product (Nova
Torque, 1931), pig. 185.
4 Kennry, J. F., Mathematics oj Statistics, vol. 2, pég. 126.
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A pratica habitual corresponde a substituir essa expressdo por

L e e e

A relacao entre as duas expressoes R —... da-nos a

b (N) IN  s2N
grandeza do érro que assim se comete.
Vejamos agora o érro padrao de s. Temos

LI o
55
2 £

FE=E[S"‘E(8)]'=E(")~[E{s}]’=03[:-————]_

n %
Iz —
)

]
RomManNowsKy ° indicou o desenvolvimento ——— = — [: - — +

2 3
+—4—-+... , donde Se conclui
sNE 16 N3

! 2 3 £
ame| - - o]t
AN—1) BN(N—1) 16NN —I)
A féormula usualmente apresentada nos compéndios corresponde

-+ . - . . a a .
apenas a aproximacao do primeiro térmo ¢ = ——, que € interpreta-
VN
A ¢ Lt 2 ys
da como sendo o érro do desvio padrdo -— vezes o da média. Para sua
V2

utilizacao na pratica fazem-se mister mais duas suposicoes, que s6 sdo
validas para N suficientemente grande. Primeiro, a incégnita ¢ é subs-
tituida pelo s calculado; depois, admite-se que a distribuicdo de s é
normal.*

7.7 Varidncia de s em universos nao-normais

Suponhamos desconhecida a férma analitica do universo, que
admitimos apenas definido pelos seus momentos u., 1, ... referidos a
meédia. Adotemos um sistema de coordenadas tal que o valor médio

da variavel x seja nulo; entdo = E 2~
A varidncia de uma amostra de tamanho N sera

Calculemos a sua varidncia. Temos

o= B[ — E(9] = E(9¢ — [E(9))2.

5 RoMmaNowsxy, V., “On the moments of standard deviation and of correlation coefficient in
samples from normal”, Metron, vol. 5 (1925), pag. 3.

¢ Cf, Horzumvg, H,, “The Consistency and Ultimate Distribution of Optimum Statistics",
Trans. Amer. Mathem, Soc., vol. 32 (1930), pAg. 851.
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N
Como as amostras sdo independentes, g (:!zf) = (4" »* = 4} , e portanto

2 Tatne o '
Ora, E2=E — = ;e E(s’)*——‘b‘(-—‘—) 3—{.‘\"3::;!+N(N—J')E(:c?:f)}.
L N Ne

1 :
E @) = - [;4,, + W —1 ui]. Obtém-se finalmente

#4—“;
=

2
Tz =

@

Para obter a varidncia do desvio padrédo de uma amostra de tama-
nho N, notemos que, como a média de s em amostras suficientemente
grandes difere tao pouco quanto se queira de ¢, temos que o valor
meédio da variancia sera aproximadamente o valor de (s — 0)? =

(82 — o%)2 x
= ST O numerador tem por valor médio ¢.. Para grandes

L Fia e L
amostras, podemos substituir s - ¢ por 2o, e temos, assim, aproxima-
damente, o; = ¢=/4¢”, ou seja

2

T

AN pe

g=l
0'!

(7.8)

Para uma populacao de distribuicdo normal, 1, — 3 1,*, e obtém-se

e s
Z ?
0'33=]/£ =a‘}_./_, Oy = l," £= —
J N / N 4

aN VN

como anteriormente acharamos,

7.8 A superficie de freqiiéncia u;s. Teste .

A distribuicao (6.8) pode ser transformada de modo a dar a dis-
tribuicao conjunta das discrepéncias das médias das amostras em re-
lacdo 4 do universo, # = —un, e de s, Obtém-se uma funcao do tipo
F(us) =G (u)H (s), a qual define a superficie de freqiiéncia u,s.7

O volume elementar F (u,s) da a percentagem de amostras cujas
discrepancias caem no intervalo # == Y du e cujos desvios padroes
caem em s == 1 ds; integrando, obtém-se o volume sob essa superficie
compreendido num contorno fechado no plano u,s, que d4 a propor-
cao de amostras cujas discrepancias e desvios padroes caem simulta-
neamente nos intervalos definidos pela figura de contorno.

Em vista da independéncia de « e s, todas as seccOes planas
u = const. dessa superficie serao curvas assimétricas definidas pela
equacao H (s); para valores crescentes de N, elas tendem para a nor-
malidade, com centro em s—o¢ e desvio padrdo o/\/2y . As curvas
s = const. sao normais, todas com centro em % =0 e desvio padrao
o/y\/N. Quando N cresce, a superficie tende a se concentrar em torno
do ponto u=0,5 =o.

A posicao de uma amostra no plano u,s s6 se pode fixar se conhe-
cido o parametro n do universo. A consideracdo da superficie u,s tor-
na-se util para a verificacao de hipoteses relativas & média, ou ao des-

7 Deming, W. E., e Bmgg, R. T., “On the Statistical Theory of Errors”, Rev, Modern Physics,
vol. 6 (1934), pag. 130.
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vio padrdo, ou a ambos. Dados os valores hipotéticos de n e o, marca-
mos a posicao do ponto representativo da amostra («,s). Por ésse ponto
podem ser tracados varios contornos que dividem o volume simétrica-
mente em relacao ao eixo dos s. Esses contornos sdo: :

u
U = consl., & = consl. , e =— =consl.,
]

N
$\V — S utd—o?
A=(—) e O = conal ,
G

Os trés primeiros s@o retas prolongando-se até o infinito: o 1lti-
mo consiste em curvas ovais fechadas, rodeando o ponto maximo da

N—2¢

superficie de coordenadas v =0, s=¢ ]/

4

t {u) 4

A 0 B

A fracdo de volume exterior aos contornos simétricos A4 e BB
equivale a probabilidade de se obter uma amostra de N elementos,
cuja média difira da do universo mais que dado valor de #. Temos as-
sim o teste # (§2.9).® Tomando a fragao do volume além do contoérno
EE, temos a probabilidade de se obter uma amostra com desvio padrao
maior que um dado s. O célculo désse volume conduz a funcdo Gama

N—1 N—1 n a?
Incompleta (§ 7.1), pois P, =11, (____)/r‘(_) sendo z=—.
2 2 202
Os contornos CO e CD sdo tracados de modo a formar os dngulos
u
=+ arec tan — com o eixo dos s. A fracdo P, do volume exterior a ésses

8
contornos mede a probabilidade de se obter uma amostra onde a ra-
U
z30 2 = — Seja maior que a razao entre o valor hipotético de v e 0 s
]

* Notemos que o u definido no § 2.9 equivale 2o atual }T/" .
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observado. Chega-se a funcdo Beta Incompleta, ou, mais precisamen-
te, & integral da distribuicdo de StupeNT (§ 6.4). Notemos que os con-
tornos 2 s@o os unicos independentes de o.

Os testes descritos dependem de contornos que se estendem até
o infinito; por isso, para extrair tédas as informacoes referentes ao
universo donde porém a amostra, devemos recorrer as vézes a mais de
um deles. Notavel contribuicdo deve-se a NEYMAN e PEARSON,” cujo
teste L baseia-se numa unica familia de contfornos fechados, as cur-
vas %1% Ao longo de uma dessas curvas, permanece constante a razao
entre a freqiiéncia de um dado ponto da superficie %,s para o valor ma-
ximo correspondente ao ponto de coordenadas (0,0). A fracdo de vo-
lume compreendido pela superficie u,s, exterior ao contorno %, é

dada por
gy = = ;-‘}_— (u® + %)
Py =K (---) g . = du ds |
o

a integracdo se realizando externamente & curva ». NEYMAN e PEAR-
soN publicaram tabelas e diagramas facultando a aplicacdo désse
teste, que permite distinguir, quando P) é excepcionalmente pequeno,
se a infirmacdo da hipétese se deve atribuir a » ou o, ou a ambos.

7.9 A estimacd@o de o a parlir de vdrias amostras.

Se tivermos vérias séries de observacoes, do mesmo grau de pre-
cisao, mas de diferentes médias, devemos avaliar a variancia do con-
junto para determinar a precis@o das medias. Se as médias dos uni-
versos, como geralmente acontece, sao desconhecidas, calculamos a
varidncia de cada série em relagdo & sua média. Seja N;=a;+1 o
numero de elementos e s a variancia da amostra i, e m o namero de
séries observadas (i—1,2,... m). Segue-se que 7;s¢ dividido pela
verdadeira varidncia o¢ tem a distribuicdo x* com n; graus de liber-

I m
dade; e, em virtude da aditividade dessa estatistica, também — 2 » 5
o

tem a distribuicdo x* com um ntmero de graus de liberdade igual a
sn=N;+ N, ... N,—m, isto é, a diferenca entre o numero total

de observacdes e o numero de series.

[}
2 ngs;

.
--}.i‘.'

A verossimilhanca é aqui proporcional a o e o

e, por conseguinte, a estimativa otima de o, obtida pelo método da
méxima verossimilhanca, sera

b ALY

A i

ot = - (7.9)
=

Se a verdadeira média é conhecida para cada caso, € a partir dela
que se computardo os devios, e a féormula sera valida, substituindo
7n; por N

¢ Neyman, J., e Pearsow, E. 8, “On the use and interpretation of certain test criterla for :
purposes of statistical inference", Biometrika, vol. 20 A (1928), phg. 175.

1 Qutro sistema de curves fechadas, os contornos §, fornecem também um teste pelo
célculo de P.; mas a diferenca entre éste e Pl € insignificante e o Ultimo & preferivel por

certas razdes tedricas.
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Quando a varidncia difere de uma série para outra, mas numa de-
terminada proporcao, entao a varidncia da série i sera k; ¢, e a varia-
i 5 crid
vel = . terd a distribuicdo x? com X k;n; graus de liberdade. A
b O 2

Sl

estimativa otima da varidncia sera s* = e
¢ mi

7.10 Comparacd@o de duas varidncias. A distribuicdo F.

O desenvolvimento de um teste de significancia para a diferenca
entre as varidncias de duas amostras aleatérias, além de sua impor-
tancia intrinseca, € capital para a exata comparacdo entre duas médias
pelo teste Z. Com efeito, uma das hipoteses ai implicitas é que a va-
riancia de duas amostras podiam ser utilizadas conjuntamente como
estimativa da varidncia do universo, e precisamos verificar até que
ponto tal suposicdo € real.

Para tal fim, R. A. Fisaer ' considerou, nao a propria diferenca
entre as varidncias s,* e s,%, mas a sua relacao s,°/.*. Além das dificul-
dades analiticas que assim sdo aplainadas, demonstra-se que essa es-
tatistica corresponde ao principio da raz@o de verossimilhanca (like-
lihood ratio), estabelecido por NEYMAN e PEARSON.

Sejam n, e n, os graus de liberdade das estimativas das variancias
das duas amostras, obtidas independentemente; sabemos que as ex-

1 2
= Bis i 1 S o
pressoes ; e — tém distribuicdo x; e x; com 7, e n,
Oy Ta

2 .
graus de liberdade respectivamente. Para a hipdtese nula, isto é, de
que ambas as amostras provenham de universos com a mesma varian-

2
Ty X‘,

cia, temos que s,%/,* se distribui como F = -- —.

ny Xs
E’ essa a distribuicao da andlise da variGncia, também chamada
da razao de varidncias (variance ratio),'* a qual se reconduzem todos
os problemas oriundos daquele método de analise, a notacao F tendo
sido adotada em honra de seu inventor, R. A. FISHER.

Como x; e x: se distribuem independentemente, a sua distribui-
cdo conjunta obtém-se como o produto de ambas as distribuicoes,
donde

”; — £ By — 3

] - ey i ¢
1 :I'.I'e e - —( ‘!"‘ ‘ o o
I:ﬂ ; [‘( ) I“('_)] G % (D ¢ e ¢ T Maytayt g
2 2

2
ek e F S G e
Introduzamos as novas variaveis definidas por — Fexi+ xi=x"

Xz M

ny ny il ny —1
Dai se conclui xf=x”——F(t —:——F) exg:xf(;_s’___p) .

np ha M2

. Fisper, R. R., “On a distribution yleld!ng the error functions of several weil known
statistics”, Proc. Int. Math. Congress, Toronto (1524), vol. 2, pfg. 806.

3 TFisHER, R. A, e Yates, F., Statitsical Tables, pig. 2.
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Para obter a distribuicdo conjunta de x* e F, temos de substituir
x! e x; por seus valores dados pelas equacoes acima, e dx,’, dz.” pela

£ (Xp X2 3 . -
expressao J o irdxt, onde J é o Jacobiano da transformacao
e
axf Bxf
aF ax’
J =
ax; axs
ar ax’

No caso vertente, temos

ny ny )_‘9 ny ( ny )‘-f
X — il i——F — Fli 4 —F
ng L) fe ng ny ny
1= =x3—~(f+-—ﬁ‘)‘
n ny ny =1 na ne

e ( +_F) ' ( +-_F)
ng L] ng

Substituindo ésse valor na equacdo (7.10), obtém-se

np+ng—7?

£1+ﬂ’ ny nz =4 "y 2! = ny -—'flﬂ? — _x_#n:
[e : 1“(.2.)1‘(;)] (—-F) g (1 + ——F) ! () * e F_axtir
ng "3 L
= — — —_ ’ 14— — —— &
2 2 nag na 2 2

Para obter agora a distribuicio de uma das varidveis, devemos
integrar a distribuicdo conjunta em relacao a outra variavel em todo
o seu intervalo de variacdo. Ora, F dé-nos exatamente a distribuicao

X2 y
procurada; quanto a —, o seu intervalo é de 0 a - =, pois também
a

sses sdo os intervalos de . x; e x:. Dai temos que

n ne —1 /g i Si=F ny \— B tihe
PR 1B Y (el B e =)t p 4 +—F 2
p= ; = dF
2 2 fg ne
o oy M1 Mg —2 A 2
P, Gl e e X
TG
0 2 ]

r (n’ ok n?) g R B

s 2 ny e g
L] L Lig B gl
*(3)7G) v

que é a distribuicfio da andlise da variéncia. O seu intervalo de varia-
cao vaide 0 a + =, e, tal como 2 distribuicao de £, ela nao depende de o.

ou seja

...
|
e

»|
w

dF (7.11)

o
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7.11 A disiribuicd@o z de FISHER.

Na realidade, para verificar a significincia da diferenca de duas
variancias, R. A. FisgEr ndo utilizou a razdo s,?/s.’, mas a metade de

!

seu logaritimo neperiano. Pondo ' : = -— Iy, F, tem-se F = ¢, e por-
2

tanto a diferencial de probabilidade (7.11) transforma-se em

n
2 f'?, gz
2 ny * g~ e =
£, (7.12)
3 ny Ma . !{!_1...'13
—— T
R ’ p (g e +ng) #

onde B representa a funcédo Beta.

A varidvel z varia entre — « e 4- «, sendo negativa quando s,/s.
€ menor que a unidade, e reciprocamente. A sua distribuicdo € assi-
métrica, a menos que 7, — n,; mas a parte positiva da curva 2 — log, §,/S:
€ a mesma que a parte negativa de z = log, 5,/s,, de modo que basta o
conhecimento das integrais de probabilidade do ramo positivo para o
calculo relativo a qualquer combinacdo de graus de liberdade.

A distribuicao de z é extremamente geral, e compreende como

casos particulares diversas outras. Por exemplo, para 7, = «, 2, =1n,
— - 3 - - xs " Xg

temos a distribuicdo x* mediante substituicio ¢”=— ou z=—iy, —.
n

n 2
Para n, = 1, n, — n, temos a distribuicio de STupENT com a substitui-

1
¢80 z=—Iwt*. Para n; — , n, — o, vem a distribuicdo normal me-
&

1
diante a transformacgéo z= — log u.
2

7.12 Aplicag@o e tabelas das distribuicoes F e z.

Para verificar a significAncia da diferenca entre duas varidncias,
devemos caleular a probabilidade de que F seja maior que o valor

8,%/8,* observado; isto é, devemos calcular a integral da funcao (7.11)

32

/| -
j,emte-

| 1
entre ésse valor e | =. Alternativamente, toma-se — ly.
2 3
f |

gra-se a funcéo (7.12) dai até 4 «.

Tabelas tém sido calculadas, dando os valores de F ou 2z corres-
pondentes a varios valores de n, e 7., € 0s niveis de 0.05, 0.01 e 0.001,
isto €, os valores que seccionam uma parte do ramo positivo da curva
de distribuicdo equivalente a essas fracgoes.

As tabelas de 2 sdo devidas a FiIsHER M para os niveis de 0.05 e
0.01, e sua extensdo .a 0.001 a Corcorp e DEMING '?; essa extensdo
facilita conjeturas sobre a probabilidade P, quando 2 cai além do nivel
de 0.01. Nessas tabelas os ultimos argumentos estdo em progressédo
harmonica, e a interpolacdo € aproximadamente linear se se tomam os
inversos de n; e n,.

i3 Esse 2 nfio se deve confundir com o utilizado por StupERT em sua distribuigfio.
* FIsHER, R. A., Statistical Methods for Research Workers, tab., VI; Fisuzr, R. A,
e Yares, F., Sitatistical Tables, tab. V.

15 Concorp, C. G., e DEminG, L. 8, “The One-tenth Percent Level of 2”, Sankhya — The
Indian Jour. Stat., vol. 2 (1936), pég. 423.
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Para valores altos de n, e n, (n, > 24, n, > 30), FisHER indica a

U 1 1

aproximacao z = = —?\(— = —") , onde u € o desvio correspondente
—-] ny g

ao nivel de significancia em questdo para um dos ramos da curva nor-

2 1 !
mal, i indica a média harmoénica de n, e n., isto é,—; =—+4—, 8

ny ng
T3+ 2 L
A= —— . CocHRAN !® obtém melhores resultados substituindo Vh-1
G

43
por \/h-2', onde \' = e Os valores dessas constantes estao con-

signados abaixo.

Nivel sign. .05 .01 .001
U 1.6449 2.3263 3.09802
A .1843 1.235 1.925
8 .95 1.40 2.09

Para o calculo de 2z podem-se empregar, evidentemente, os logaritmos
decimais; temos a relacio

i sf s 8
—= log, e 1.151 logip — .
2 5y i

Nas aplicagoes, torna-se mais pratico o emprégo das tabelas de F,
que evitam o calculo de logaritmos. Tais tabelas foram apresentadas
por MAHALANOBIS '* e por SNEDECOR. '*

E usual a adverténcia nessas tabuas de que n, deve sempre cor-
responder & maior varidncia. Assinalou A. Warp em suas licoes (Co-
lumbia University, 1941) que, nessas condicoes, a regiso critica com-
preende todos os pontos que satisfazem ao menos uma das desigual-
dades

g X; i ny x; )
Fa-—e== = oy —=—=of,,
n X Fooone o

onde F, corresponde aos valores criticos da tabela relativos a n, e n,
graus de liberdade, e F', os relativos a n, e n,. Como essas desigualda-
des sdo mutuamente exclusivas, a probabilidade de que ao menos uma
delas seja satisfeita ¢ igual & soma das probabilidades de ambas, isto €,

i 1
P = Prob. (F =2F, o0 — = F'n) = Prob. (F > F,) + Prob. (— e F'ﬂ) .
F F

e como cada uma dessas probabilidades é igual ao nivel de significan-
cia de 5% (ou 1%), segue-se que P —=10% (ou 2%). Por conseguinte,
a aplicacdo estrita da regra corresponde ao uso da regiao critica de
10% (ou 2%).

s CocHRAN, W. G., “"Note on an approximate formula for the slgnificance levels of Z,
Ann. Math, Stat., vol, 11 (1940), pag. 93.

17 Mamatanopis, P. C., “Auxiliary tables for Fisher's Z-test for use in the Analysis of
Varinnce”, Ind. Jour. Agric, Scien., vol. 2 (1932), pdg. 679.

¥ SnEpeEcoR, G. W., Calculation ond Interpretation of Analysis of Variance and Covarignce
(Ames, Towa, 1834).
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Na maioria dos problemas de analise da varidncia, temos a con-
siderar apenas as alternativas o, > o,, e portanto devemos usar ape-
nas o ramo a direita da curva; as tabelas devem ser usadas sem se
atender a adverténcia mencionada. Isto é, dividiremos sempre s, por
s,?; se acontecer que s,* seja menor que s.%, entdo ndo € necessario a
consulta as tabuas, porque todos os valores criticos (para o ramo a di-
reita) sdo maiores que a unidade. A hipotese ¢ entdo rejeitada.

Exemplo. A tabela abaixo da os resultados de ensaios para determinar as
percentagens de cinza em amostras de carvoes provenientes de duas minas,
A e B. Pede-se comparar os dois carvoes relativamente a homogeneidade.

Amostra Carvao A Carvao B
1 5.6 8.3
2 13.2 7.8
3 12.5 4.7
4 4.6 10.2
b 13.7 9.1
0 5.8 7.5
7 13.5 -
Kédia 9.0 1.9

Varidncia 18.398 3.476

18.898 )
Dos elementos fornecidos conclui-se F = —— = 5295, Fara n, = 6, . = 5,

3.476

temos que o valor de F correspondente ao nivel de significancia de 5% € 4.95.
Por conseguinte, a variabilidade do carvao A é significantemente maior que a
do carvao B.

O teste poderia ter sido feito com a fabela z. Teriamos log, s, —log,s.? =
3.9122 — 1.2459 = 2.6663, donde z = 1.332. A tabela nos da, para n, — 6, n,=—35,
o valor de z = 0.7997, donde se confirma a significancia da diferenca.

7.13 Comparacdo entre variincias de grandes amostras

Quando tanto n: como 7n: sdo grandes numeros, ou, se moderados,
sdao iguais ou quase iguais, a distribuicdo de z aproxima-se suficiente-

t 1 !
mente da forma normal, com média zero e varidncia — (—— +—).
2 L ng

5

— —— a tabela da
[ I ( I J )jlL
) E —+ - 3
2 g ne
curva normal.

Outro processo baseia-se em que a variancia da diferenca w = s,
— 8,° é, de conformidade com a formula 2.6 e por se tratar de grandes
1 R R s?—s:
amostras, cu=0 3 =+ _\‘_) 2. A estatistica u= - tem, entao,
2Ny ENg Ty
distribuicio normal, em t6rno da meédia zero e desvio padrao
unitéario. A estima de o faz-secomo indicado no § 7.9. Se as
amostras sao suficientemente grandes para que se possam confundir

Podemos, pois, referir a estatistica « =




n; e n, com N, e N,, resulta finalmente 4 = , que se

D 5.1
[_ X, -}‘ : ] 3
2Ny 2N,

interpreta mediante a tabela da curva normal. t

7.14 Significnecia das variacées entre vdrias amostras.

Analisando dados experimentais, tem-se freqiientemente necessi-
dade de verificar a homogeneidade de um conjunto de estimativas de
variancias. Por exemplo, se queremos combinar os resultados de va-
rias experiéncias ou de varias fontes, devemos primeiro perquirir sébre
essa possibilidade; ou ainda, ao aplicar os processos de analise da va-
ridncia, convém verificar essa homogeneidade, sobre a qual éles se
baseiam.

O problema foi abordado com carater mais geral por NEYMAN
e PrarsoN ' que procuraram critérios para verificar se um grupo de
amostras, oriundas da mesma populacao normal, se diferenciam esta-
tisticamente em suas médias ou variancias. Trés foram as hipoteses
consideradas e os respectivos testes de significincia:

(i) Hipotese H,: as amostras provém de populacoes normais, tendo
a mesma média e a mesma varidncia (teste L,).

(ii) Hipotese H,: as amostras provém de populacdes tendo a mesma
variincia, independentemente de terem ou nado a mesma média
(teste L,).

(iii) Hipotese H,: as amostras provém de populacoes tendo meédias
aproximadamente iguais, admitindo-se que as varidncias também
sejam iguais (teste L.).

Seja k o numero de amostras consideradas, e n,, =, e s o tama-
nho, a média e a varidncia da amostra ¢, entao

ny i
Z (z) Z @i—z)f
t= i=1
e : 4
I = = §=—
ny iy

Lo

Z s?)
on . T - t=1
A varidncia meédia de todas as amostras serda £ - —— , onde
N

a

k
N = T n, Quanto a variancia geral de todos os valores, temos
=1

18

(I;,‘ T Eo)s

L4
I 1g 22

]
o]
[
‘r)

Iz

2 () 2

1= i=1 t=1 i
iy Tl e g =

V "N

=

No caso particular em que tédas as amostras sdo do mesmo ta-
manho, n;, =, = ... =n;=n,N=nk, as estatisticas L tomam a
forma simplificada

W O seu trabalho “On the problem of Xk samples” fol publicade no Bull. Acad. Polonaise
Scien. et Let., ser. A, 1831.
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a
BB
L, = ’u/'n-

Estas estatisticas sdo iguais & unidade quando as hipéteses H,, H,
e H, sao verdadeiras, e decrescem até zero & medida que erramos nes-
sas afirmativas.

A forma exata da distribuicao dessas estatisticas ainda nao é co-
nhecida, mas, baseados nos seus primeiros momentos, pode-se ajustar-
lhes curvas do tipo I de PrARsoN, e calcular os valores corresponden-
tes aos varios niveis de significancia. Essas tabelas foram preparadas
por MAHALANOBIS *° para L, e L,, e por NAYER #' para L,, com maior am-
plitude de valores k e n.

Constata-se que L. — v*, sendo n a razao de correlacao de PEARSON.

k—1 i
Também L; = [r 2 ¥ eﬁ] , onde 2 é a funcdo usada por FISHER
N—k

como teste da analise da variancia. Quando =0, Ly—=>NBfo o
do®z = w, L.-—> 0. Assim, L. fornece apenas uma forma alternativa
do teste z de FISHER.

A aplicacao dos testes L, e L, faz-se como segue: se o valor de L,
obtido da amostra nao é significante, confirma-se a hipétese H,, isto é,
todas as amostras provém de populacoes normais caracterizadas pela
mesma média e mesma variancia, quer dizer, idénticas; o teste L, e a
analise da variancia nenhuma informacdo podem acrescentar, pois
éles apenas verificam a natureza da heterogeneidade das amostras.

Se L, é significante, cumpre discenir se a heterogeneidade € de-
vida a diferencas nas médias, ou nas variancias, ou em ambas. Apli-
cando o teste L,, verificamos se a hipotese da igualdade das variancias
é plausivel ou ndo. Se L, = 1, a variabilidade pode-se considerar cons-
tante, o que permite aplicar com seguranca o teste da analise da va-
ridncia para verificar a variabilidade das médias. Ao contrario, se
L, — 0, a variabilidade nao é constante para as amostras, e se o teste z
também é positivo, conclui-se que as amostras diferem tanto relativa-
mente as médias como as variancias.

Exemplo. Para comparar a eficiéncia de 3 métodos de ensino, realizaram-
se experiéncia com 3 turmas de 20 alunos cada, constatando-se as seguintes
variabilidades no teste final de aproveitamento: s/*=74, s', =132, 8 =97
A variancia do resultado global das 3 turmas é s,”= 107. Podem-se considerar
as turmas como homogéneas, isto é, derivando de uma populaciao normal comum?
Podem-se considerar como homogéneas em relacao a varidncia, independente-
mente das médias de aproveitamento?

A primeira questdo resolve-se pelo teste L, a segunda pelo L,. Temos

2 = e Mo pe———— . 2
/8] 8y 0 =0/ TXIBX 9T =9822, f=— b+ 13+ 07 =10l.
i 90
® MauHALawOBIS, P. C, “Tables for L-Tests", Sankhya — The Indian Jour. Stat. vol. 1

(1833), pag. 109.
2. Naver, P. N., “An investigation into the application of Neyman and Pearson's L, test”,
Stat. Res. Memoirs, vol. 1 (1936), pag. 38,
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98.22
Dai Ly =

= .98 . A tabela nos da o valor de L, correspondente ao nivel
107
de 5% para k=23 e n =20 como 0.8450; donde se conclui que as amostras sao

heterogéneas.

98 .22
Aplicando o segundo teste, temos Ly = = . 87¢ , enquanfo que a
101
tabela nos fornece o valor critico 0.8980. Segue-se que também as variancias,

quaisquer que sejam os aproveitamentos médios, diferem significativamente
entre si.

7.15 Os testes L, generalizado e n.

No caso geral, em que os tamanhos das amostras diferem, temos que

ny
I GHw
Ly = — 88—, (7.14)

/|
— Z n, s;")
N ¢

isto é, L, é a razdo da média geométrica ponderada das variancias das
amostras para a sua média aritmética. Naver estudou a aproxima#ao
dessa estatistica por uma curva pearsoniana. Seria impossivel cal-
cular tabelas para tédas as combinaces possiveis dos valores k e ny;
mas éle mostrou que podiam ser utilizadas as tabelas de L,, calcula-
das na hip6tese da constancia dos 7, fazendo-se a entrada com k e
n,
i e isto é, com o tamanho médio das amostras. Admite-se que

3
k

essa aproximacdo seja vélida se nenhum dos 7, for menor do que
20, ou mesmo 15.

Quando o nimero de observacoes n, de cada amostra € grande,
NEYMAN e PEArsoN mostraram que a distribuicdo de L, se confundia
X!
praticamente com a de z°, se usarmos a transformacao L,—e N¥
e entrarmos nas tabelas com k— 1 graus de liberdade. Os niveis de
significancia de L, podem entdo ser obtidos introduzindo os respecti-
vos valores de z* nessa equacdo. Notemos que a distribuicdo de L, s6
depende entdo de N—37n, e k, e ndo dos valores individuais de 7. Essa
aproximacao é satisfatoria para n>60, isto €, além dos limites da ta-
bela de NAYER.

Outro teste para verificar a homogeneidade de diversas varian-
cias foi proposto por BARTLETT **. Consideremos k populagdes nor-
mais com varidncia of (t = 1,2,... k). Seja s* uma estimativa
justa de o baseada em f, graus de liberdade, e F o numero total de
graus de liberdade 7 = >‘Jf: . A estatistica » de BARTLETT 6

dada por

— 2 lg = F'Iug,{?(j‘sf}/ﬁ'}—?jtlogesf.

£ PBarTLETT, M. 8., “Properties of sufficiesney and statistical tests”, Proc. Roy. Soe. London,
ser. ‘A, vol. 160 (1037), pag. 273. .

P, o
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Designemos o segundo membro dessa equacao por r. Verifica-se
que a distribuicdo de z aproxima-se da de xf, e BARTLETT sugere que

z 1 1 1
o teste se faca com a estatistica —, onde ¢ =1+— (E (—) ~-—),
c 3k—1n\t \fi F

entrando-se na tabela de z* com k — 1 graus de liberdade. Como C > 1,
dispensa-se o0 seu calculo, se x* para C=1 é significante.

Ezemplo. Além dos carvoes A e B, referidos no Ex. 7.12, foi examinado

mais um carvao C, realizando-se 10 ensaios com os resultados: E,:s.z,
§'. = 12.560. Verificar se as trés varidncias divergem significativamente.

Aplicando o teste u, teriamos:

Carvio sf fi 1 af log, sf my log, sf
A 18.308 6| 110,388 [ 2.9197 | 17.506
B 3.476 5 17.380 1.2459 |  6.230
C 12.560 9| 113.040 | 2.5806 | 2.775

Total - 20 | 240,808 — 46,511

Dai =02 log. — 46.511 = 3.185. Para 2 graus de liberdade, o valor

critico de x# a 5% é 5.991. Nao é preciso, portanto, calcular o divisor C; as
variancias dos trés tipos de carvio nao diferem significativamente.



Carituro VIII
A ANALISE DA VARIANCIA

8.1 A andlise da varidncia.

A variacao de uma certa grandeza pode-se, geralmente, atribuir
a um certo numero de causas principais, s quais se superpoem as acoes
de uma multidao de pequenas eausas fortuitas. Por exemplo, o rendi-
mento de uma certa variedade agricola depende da variacdo da fer-
tilidade do sélo, ou da diferente adubacdo aplicada ao mesmo, e tam-
bém de varias causas acidentais, como a dissemelhanca das sementes, os
fatéres climaticos, etc. A qualidade de um certo produto industrial
varia com o tipo de maguina ou a técnica de producao empregada, e
ainda com outros fatdres acidentais, dependentes do operador, con-
dicoes de trabalho, ete.

O processo da analise da variancia, estabelecido por R. A. FisHER ',
tem precisamente por objetivo analisar a variacao total de um material
heterogéneo segundo as variacdoes componentes devidas a fatores in-
dependentes, possibilitando assim segregar aquéles que produzem va-
riacoes significantes.

8.2 A decomposicdo da varidncia.

Consideremos o caso mais simples, da existéncia de um tinico fator
principal. Seja N o numero total de observacoes, classificadas em k clas-
ses de h elementos cada uma, segundo a intensidade désse fator, isto
é, N — hk. Representemos por X;; a medida da caracteristica do issime
individuo da jes'me classe, por X; a média da jes'ms classe, por X a média
geral. Podemos dispor os dados segundo a forma tabelar

X” S X}j ran ‘\‘ﬂ:
Xip oo Xygo ove Xige
X oor Xagoooo Xhk
Temos, entao, que a variagio total dos elementos X;; pode ser de-
composta como segue

L e kb
b 2(.-‘-.,';,—X,'£ =‘E .2‘

= - A g k ok g i,
[Gs- + -D] =225 —20 +
1i=1 j=11i 11

k h k h v Eh = ko = )
+ 8 L;?E(x,-,- — XX — %)+ ?-}; G—3» = ?;2;(4\,-,‘ — X 4 k20— X, (6.1
1 1

.

1 FisHER, R. A, "On a distribution yielding the error functions of several well-known
statistics", Proc. Int. Mathem. Congress (Toronto, 1824), pag. 805, e artigos subseqiientes; Siatistical
Methods for Research Workers, cap. VII.
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o térmo produto anulando-se na somacdo. Operou-se assim a decompo-
sicdo em duas parcelas, a primeira representando a variacao de cada
elemento em térno da média da respectiva classe, a segunda a variacao
ponderada, segundo o numero de elementos nas classes, da média das
mesmas em torno da média geral. Chama-se & primeira componente de
variacdo intra-classes, a segunda de variacdo inter-classes. Essa ultima
componente representa a influéncia do fator principal considerado, a
outra o efeito dos demais fatores, aleatorios ou estranhos aquele fator.

Suponhamos que os X;; representem observacoes independentes de
}Eé(.\'ij — X
I 1

hle — 1

serda, como sabemos, uma estimativa justa dessa variancia, baseada em
hk—1 graus de liberdade.

Calculemos as expectancias do segundo membro da identidade
(8.1). Temos, denotando por » a média da populacao,

uma populacao normal homogénea, de variancia ¢°. Entéao,

r a2
E@X—X8 = 3[-— 2 (Xg—it) — (& — .u)]
hoi=i

1 EX —m
Bl — 2 (X — 1 — — ‘-‘a! & —mw + @ —pt
i=

K i=t h
o a2
Ora, E@E;—pt =0, EE@—W@j—w=—.,EF—w=—,
hic rs
at 202 o2 a? =
e portanto pF, -3 = — — A By (R
h kil hk: h k

’ k
Dai se segue que ,n:-l h ):: & — -\}.l = of(h— 1)
i

| I

- (X — X2 ¢ . - o 2
Assim, i—}}l_—TL é uma estimativa justa de o*. Como os X se dis-

tribuem normalmente, também X, que depende apenas de uma soma
déles, tera essa distribuicao; e a distribuicdo da grandeza considerada
obtém-se conforme exposto no capitulo anterior. Ela é, com efeito, uma
estimativa da varidncia da populacdo baseada em k—I graus de liber-
dade, os quais resultam das K classes consideradas, um grau de liber-
dade tendo sido absorvido na estimativa de X.

Quanto ao outro térmo, temos
2
E(Xyi — X = E[(Xij — W —Xj— .‘1)1 = E(Xy— e — 2E(Xy; — p) (X — ) + E(X; — .
o o?

Ora, B —m & —p) = - By —) =—,
h

donde E(;—X)t = of - ; L e portanto E[ZZ(X;; —X)¢ = o%k(k — 1)
-5
Conclui-se que —::k-!—} também €& uma estimativa justa

de o?, cuja distribuicao nos é conhecida, por se tratar de funcdo linear
de variaveis normalmente distribuidas. Essa estimativa baseia-se em
k (h—1) graus de liberdade, pois temos k classes com h—I1 graus de
liberdade cada, sendo que um grau ¢ absorvido na estimativa da média
da classe.
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Podemos, por conseqiiéncia, escrever a identidade (8.1) sob a forma
(hk —o® =k —1)o? + (k—1)o%, ou seja

hk—1 =kh— 1)+ (k—1) (8.2)

o que mostra que os graus de liberdade gosam da mesma propriedade
aditiva que a soma de quadrados.

8.3 Significancia de um conjunto de médias.

Os resultados precedentes podem ser sumariados sob a forma ta-
belar seguinte:

NATUR. VAR. Stma quadrados Grdus liberdade Variineia
inter-elasses.... ... hZ(X;— X)* k—1 sf
Intra-classes....... 2E (X — X0 k(h—1) a;

Totali~zus i ZZ(Xy — X8 K —1

Se a amostra com que lidamos provém de uma populacao homogeé-
nea normal, de varidncia o*, cada uma dessas somas de quadrados, di-
vidida pelos respectivos graus de liberdade, fornece uma estimativa
justa dessa variancia. Demonstra-se * que essas estimativas sdo inde-
pendentes, pelo que podemos utilizar a teoria da distribuicao de z ou F
para verificar se diferem significantemente entre si.

Nessas consideracoes se apoia o teste da analise da variancia. Mes-
mo lidando com uma populacdo homogénea, € natural que as diversas
estimativas de o difiram por erros de amostragem. O célculo das esta-
tisticas 2 ou F permitira descriminar se ha diferenciacao significante
entre as mesmas. Se a probabilidade do valor 2z ou F enconfrado é muito
pequena, rejeita-se a hipotese da homogeneidade do material.

A comparacao faz-se relativamente a variacao intra-classes, s,*. Com
efeito, ela compreende todas as causas aleatérias e fatoéres secundarios
que influem no fenémeno, depois de isolado o fator principal; isto é, a
sua natureza é a mesma dos erros de observacao, inerentes a todas
as medidas fisicas. Dai também ser denominada essa componente de erro
ou variacdo residual. A estatistica F' — s,%/s.* seré, pois, o elemento afe-
ridor da homogeneidade dos dados observacionais.

Se o teste é negativo, a heterogeneidade pode provir da variacdo das
médias, ou da diversa variabilidade dos elementos nas classes, ou de
ambos. Em geral, admite-se que a varidncia nas classes é constante,
hipotese que, aliads, podemos verificar pelo teste L,. Entdo, a analise da
varidncia importa em verificar a significincia de um conjunto de mé-
dias, constituindo assim uma generalizacao do teste .

8.4 Simplificacao de cdlculos.

Cada uma das expressoes que figura no quadro da analise da va-
riancia pode ser calculada diretamente, a partir de sua defini¢do. Con-
tudo, o céalculo da variacdo residual é trabalhoso, e costuma-se obté-lo
por diferenca entre a total e a inter-classes.

2 Fisuer, R. A., "“Aplications of "Student's distribution", Metron, vol. § (1925), pég. 97,
Cocrrax, W, G., “The distribution of quadratic forms in a normal system", Proc. of the Cambridge
Phil, Soc., vol. 30 (1933-34), pag. 178,
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Na prética, os calculos sdo simplificados recorrendo-se a identidade
seguinte 3 (X —X)*=3X* —NX*=3X*—T%/N, onde T representa
a soma dos valores da variavel para as N observacoes, isto é, T = 33X,

Aplicando essa identidade, obtém-se as férmulas simplificadas

wEre e Loiby | I
?‘-;(-\ij — X = .;E._xh. = Ty_
B2 o @3)
k2 Oy =38 = - i
1
STy — TP =ITxe— .

i ji
onde T} é o total dos valores da coluna j.

Podemos também referir a varidvel a uma origem arbitraria, ou
dividi-la por uma constante arbitraria ¢, de modo a simplificar o calculo
dos quadrados e somas. Nestes casos, apos a aplicacao das formulas
8.3, devem-se multiplicar as somas de quadrados resultantes por c*.

Exzemplo. Para verificar a qualidade de cimentos de 5 procedéncias, fizeram-
se ensaios de ruptura em cinco briquetes de cada um, obtendo-se os resultados
(em lbs.) do gquadro (i). Verificar se as médias de carga de ruptura diferem signi-
ficantemente. S

® (i)

A B (3 D A B ¢ D
518 | 508 77 555 18 8 54 55
so0 | 674 498 567 0 74 98 67
538 | 428 574 360 38 2 79 &0
510 | 534 538 38 10 84 8 38
54t | 438 644 40 £ 38 i 40

Tolais. .- .- 1o | 182 313 247

Considerando 500 como origem arbitrdaria, obtemos o quadro (ii). A soma
total de valores é T = 852, e o térmo corretivo T'*/N = (852)2/20 = 31290. Tomando

os quadrados dos elementos na tabela (il), vém ZEX*={ (18°+ ' +...4 (0’ )=

47708, donde se conclui a variacdo total =X (X, — X)* = 47708 — 31295 = 11413.
1 s ;

Quanto & variacdo inter-classes, temos Z; Tf/ = {(Hﬂ“ + (182)° -r{i’-'ﬁ}g-HﬂJ)'}

= 30840, e portanto h S (X; — X)'= 4545.

Temos assim o quadro da andlise da variancia:

NATUR. VAR. Soma quadrados Grdus 1. Varidnein
Infer—classes.. ...... Ja45 3 1515
Residual. . ......5» 6868 16 429

ol il 11413 19

Calculemos a estabistica F = 1515/729 = 3.88. Das tabelas se vé gque o valor
de F para o nivel de 5% € 3.24, donde se conclui que a resisténcia meédia a
ruptura dos diversos cimentos difere significantemente.
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8.5 Tabelas com classes desiguais.

A analise da varidncia pode ser aplicada a tabelas, em que o nu-
mero de elementos varia de uma classe a outra. Seja n; o numero de
elementos na classe j ,; entao, a identidade (&8.1) transforma-se em

ZZX;— X = 22X, — X+ (X — D 64

As férmulas (8.3) modificam-se consoantemente, devendo-se sub-
stituir nelas Z;7j/k por Z(7j/n).

8.6 Andlise da varidncia segundo duas componentes.

A anilise da varidncia exposta pode ser facilmente estendida ao
caso em que os elementos estdo subordinados a dois critérios de classifi-
cacdo. Suponhamos, com efeito, que a disposicao dos elementos segun-
do as linhas se faca obedecendo a um segundo critério, traduzindo a
influéncia de outro fator principal.

A influéncia désse fator, que na andlise precedente estava englo-
bada na variacdo residual, deve agora ser isolada. Consideremos as ex-
pectancias dos elementos X;; relativamente as médias das colunas, isto

é, os valores X;;— X,. Imaginemo-los dispostos segundo um retangulo,
do mesmo modo que anteriormente dispusemos os X;;, e tratemo-los

analogamente. Denotemos por X ., a média da coluna j esima por X;. a
meédia da lina iema; isto é, o ponto denota a somacéo para todo os ele-
mentos que éle substitui.

Prevalece entdo a identidade

22— %) = 22— % -+ D+ & - D

iy
= 22— X, %+ D+ &, - (8.4)

em vista do térmo produto anular-se na somacao.

A expecténcia do térmo kZ;(Xi. —X)* ¢, de conformidade com a
X — X

h—1

€ uma estimativa justa da varidncia da populacéo ¢*, baseada em h —1
graus de liberdade.

exposicao anterior, g {k %%, — %'} = & — 1, de modo que

Vejamos o térmo residuo. Temos
E@—X 4+ X+ 0= E{X = — @ — W — & — )+ X —p) }’
= B{(@;— '+ @ ="+ X — '+ @ — 00— 2 (X — W (= )
—2 (X — W X — Wt 2 — ) §— ) — m.,~—m & —p)
— @ W E -+ X — 0 & — ) )
Recordando as expectdncias ja calculadas, e que
EX;— ) X — ), EQ, — ) B — ) e BE ;—p) K. — )

~ g s 2 s ’
sdo todos iguais a — , temos finalmente que

— = = 1 1 i ofth — ) (k —1)
EXy—X;— X+ D=0l ——— —— ) S
h 2 hke R




=

E{ZZ(x,—X;— %, + D)
(h— 1) (b — 1)

uma estimativa justa de ¢, baseada em (h—1) ( k—I ) graus de liber-
dade. E facil ver que ésses graus de liberdade sdo a diferenca entre os
totais hk—1 e os absorvidos pelos dois outros térmos calculados, isto €,

(e — D =%tk —0D +hk—1) -G —=1FE—10. {8.6)

também constitui

Por consegiiéncia,

O quadro da analise da varidncia com dois critérios de classificacao
assume, pois, a forma.

NATUR. VAR. Soma quadrados Grdus lib. Vartgneia
COHENE s o iraeas W2 (X.; — X8 k—1 sf
217 T SR EZ: 0. — X h— 1 &
Residual. .ooovnn.s (=X — X+ T8 | G—Dk—1) sg

Tolad....o 555 2 (X — X hke — 1

Na hipdtese de perfeita homogeneidade do material, todas as so-
mas de quadrados, divididas pelos respectivos graus de liberdade, dao
estimativas justas da varidncia da populagao. Para contrastar essa
hipotese, comparam-se as variancias devidas aos dois principios de clas-
sificacdo, s,® e s,%, com a residual s?;, devida a causas aleatorias ou estra-
nhas aquéles principios. Entrando nas tabelas de z ou F, verifica-se até
que ponto as diferencas enftre essas estimativas se podem considerar
como fortuitas ou reais.

Ezemplo. (SanDERs). Numa experiéncia para confrontar o rendimento de
variedades de milho, utilizaram-se seis replicacoes e obtiveram-se os resultados
seguintes (em lbs.):

VARIEDADES

BLOCOS
A B c D E Total
i L RN 82.1 70.2 81.1 | 78.4 88.4 396.2
e era T e 85.7 2.8 84.46 82,6 89.4 425.0
o ey R Wl e £5.10 84.8 77.9 844 85.7 HT.8
Y B R A 86.6 8.0 8.7 78.2 86.6 808.1
S .4 78.1 76.0 76.8 78.0 380.6
B e i i e e 71.6 63.8 4.8 79.6 78.0 367.8
Total=acs e 4844 8.0 | 4124 480.0 401.1 2885.0
Média....... 81.40 78.53 78.75 80.0 §8.42 78.4

A soma total dos valores é 2385.0, e o térmo corretivo 189,607.5. Posto isto,
calculamos:

(a) soma dos quadrados para todo sos rendimentos (82.1)2  (85.7)* 4
...+ (78.0)2 = 190,667.24, donde, deduzida a correcdo, temos que a soma dos
quadrados das discrepancias é 1,059.74;

(b) soma dos quadrados dos totais das variedades, dividida por 6, igual a
189,923 .5, donde, deduzida a correcdo, temos a soma dos quadrados das discre-
pancias para as variedades como 316.00;
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(c) soma dos quadrados dos tfotais dos blocos, dividida por 5, igual a
190,081.11, donde, deduzida a correcao, temos a soma dos quadrados das dis-
crepéncias para o8 blocos como 473.61.

Com ésses elementos, formamos o quadro da analise da varidncia:

NATUR, VAR| Soma quadr. Grdus lih, Varigneia 14 log,
Variedades, . . . 316.00 4 79.00 2.1847
Blbeos. ... .... 473.61 & 094.72 2.8754
Residual...... 270.18 20 13,51 1.3017
Velalis e 1058.74 29 — L8830

Para verificar a significincia dos resultados, usaremos neste caso o teste z,
calculando para tal, a ultima coluna. Apenas temos de considerar o valor de 2
referente a variedades e residual, pois a classificacio segundo blocos teve por
finalidade isolar o fator da heterogeneidade do solo da componente do érro.
Entdo, 2 = 2.1847/1.3017 = .8830. Entrando na tabelda com n, =4, n.= 20, vemos
gue o valor de z no nivel de 5% € .5265 e no de 1% € .7443. O valor encontrado &,
pois, altamente significante, isto €, os rendimentos das diferentes variedades di-
ferem significantemente.

8.7 SubdivisGo da variancia em mais de duas componentes.

O processo exposto pode-se generalizar, permitindo a subdivisao
da variancia em mais de duas componentes, além da residual. Sempre
se decompoe a variacdao total =2 (X;—X» em um cerfo nimero de
formas quadraticas que, divididas pelos correspondentes graus de li-
berdade, fornecem estimativas justas da variancia da populacao. Po-
rém, & medida que se introduzem novas componentes, a complexidade
das férmulas aumenta muito.

Atentemos para o caso de trés componentes principais. Dispomos
de N = h km valores observados, sujeitos a uma triplice classificacédo
segundo grupos, colunas e linhas. Sejam m os grupos, de k colunas
e h linhas cada um, e denotemos por x; o elemento constituinte
da linha i da coluna j do grupo I.

Os valores serao distribuidos no quadro seguinte:

Colunas L et k
.‘\—;“ .................. \ 1kl
(1 5o e i
BRI vre ovincm aiaeeinls Fiv o3 X bt
) FE i e SRR B
o o M e N LI
Xk dugren iy sty ssose XNhlim

Despresando por um instante a circunstancia das linhas estarem
reunidas segundo um certo numero de grupos, consideremos a tabela
como consistindo de hm linhas. A andlise da varidncia comum daria
entao :
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NATUR. VAR, Grdua [ib.
Colunas......ccau k—1
Linhas (tot.)........ hm — 1
Residuo (tob.)....... (k— 1) (hm— 1)
Totalsosionaiiie hkm — 1

Na realidade, os hm — 1 graus de liberdade atribuidos as linhas
(tot.) podem-se decompor num outro quadro da analise da varidncia,
levando em conta a subdivisao em grupos; temos

NATUR. VAR. Grdus [th.
Linkay, . o ovan vy k—1
CYUIIOR. ...+ comiais winca miaerseinaims m—1
IRBROaRNO o v s i th— Dim — 1)
Linhas (fob).. ... hm — 1

Aparece aqui uma nocdo nova, a da interacdo linhas T grupos,
que representa a acdo simultdnea de dois fatéres principais sébre o
fenomeno em estudo. Isto é, a presenca do fator G pode modificar a
acao do outro fator L sbbre o fenémeno; é ésse efeito diferencial que
aparece representado na andlise da variancia pelo térmo interacdo
L X G.

Por sua vez, o térmo residuo (tot.) representa a interacdo entre
estes trés ultimos elementos considerados e as colunas. Dai podermos
decomp6-l0' como segue:

NATUR. VAR.

Graus lib.

Inferagin CX L
% CX 6
4 CXLXE

k—Dk—1)
(k—1)(m—1)
(o=—-1)(h— 1) (m—:1)

Residuo (tol.).. ..

(k—1DMkm—10

O tltimo térmo, interacdo C X L X G, engloba o efeito dos trés fa-
tores além das flutuacoes casuais; é o equivalente da variacao residual
na analise a dois componentes, e serve de térmo de comparacao para
avaliar a significancia dos fatores considerados.

No calculo pratico de uma andlise da variancia segundo trés cri-
térios de classificacdo serdo utilizadas as mesmas simplificacoes de
calculos expostas no § 3.4.

Observemos, finalmente, que temos exposto os principios de clas-
sificacfo bindria ou multipla supondo a freqiiéncia constante em cada
uma das classes. Caso contrario, faz-se mister a introducido de certas
modificacoes de calculo, cuja exposicao excede o Ambito déste trabalho.®

¢ Cf, Yarss, F., “The analysis of multiple classifications with unegual numbers in ths
different classes”, Jour. Amer. Stat. Assoe., vol. 29 (1834), pag. 51.



CariTuro IX

VERIFICACAO DA INTERDEPENDENCIA ENTRE FENOMENOS
ANALISE DA COVARIANCIA

9.1 Significincia do coeficiente de correlacdo.

A interdependéncia entre fendmenos pode ser medida, ou pelos
coeficientes de correlacao ou pelos coeficientes de regressio. Ambos
estao sujeitos a flutuagGes por amostragem, e importa estabelecer tes-
tes permitindo a verificacdo de sua significancia,

Consideremos, em primeiro lugar, a significncia do coeficiente de
correlacao pearsoniano 7, calculado sbObre uma amostra de N pares
de valores (X,Y). Para verificar se ésse coeficiente difere significan-
temente de zero, devemos calcular a probabilidade de que éle possa pro-
vir, por flutuacoes de amostragem, de uma populacao caracterizada pelo
parimetro ¢e—=0. Si essa populacdo tem uma distribuicio f(X,Y)
normal, entdo a distribuicdo por amostragem de 7 é dada por

e

= 151‘(%) (1 —r9)

As curvas correspondentes sao simétricas em torno de r=20, e
tem-se

-

= (N — I)'_!s jo g8 — =,

Para valores elevados de N, a funcao torna-se praticamente normal,
e podemos pois referir a expressao

t=r(N— )4 @.10

a tabela das areas da curva normal.
Para pequenos valores de N, a aproximacao deixa de ser valida.
Facamos, porém, a transformacao r = t/»’¢ (1 + f—:‘)‘lﬁ, »= N —2. Obtém-se

Pl

F(r)dr

7 (I—‘- v,

di,

(’rn)’[‘_( ) ( )

que € a distribuicdo de StupenT (6.7), com » = N —2 graus de liber-
dade.
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Portanto, para verificar se a populacdo donde provém a amostra
é correlacionada ou nao, utilizamos a transfermacao inversa

15
rn?

N =, | SR (9.2)

(f — Tf)!"'
e ufilizamos a tabela da distribuicdo de STUDENT.

Da mesma forma, si tivermos um coefiente de correlacao parcial
Ti2.s;. .. baseado em N pares de valores, a verificacdo de sua signi-
ficAncia pode ser obtida pela transformacao precedente e a' utilizacao
da tabela de distribuicdo de STUDPENT com n =N —F.

R. A. FisgEr ! calculou tabelas permitindo a aplicagao direta déste
teste, as quais dao os valores de 7 para os niveis de significAncia de
P— .10, .05, .02, e .01, e para varios valores de n. Um exame dessas
tabelas evidencia a precariedade da classificacao costumeira do coefi-
ciente de correlacdo como desprezivel (r < .30); sensivel (.30 < r <.50);
meédio (.50 < r <.70) e forte (r >.70). Um coeficiente de 0.30 é perfei-
tamente valido no nivel de significancia de 5%, para amostras de 40
elementos, enquanto um de 0.80 nao o sera para amostras de 4 elementos.

Aproveitemos ésses resultados par aconfrontar a validade da apro-
«ximacao normal, quando se trata de pequenas amostras. Para N=20,
if\/N —7 = .229, € 0 coeficiente de correlacao 0.449 corresponde ao ni-
vel de significAncia de 5%; a tabela de Fisuer da o valor exato de r
para N—2 = 18 graus de liberdade como 0.444. Para N =10 e N =5,
temos respectivamente, com a aproximacido normal, os valores de 7
no nivel de significancia de 5% como 0.664 e 0.980, enquanto que a
tabela de FisHeER nos da os valores exatos 0.632 e 0.878. Como se Vé,
a aproximacdo normal ndo conduz a erros exagerados, mesmo para
amostras de 10 elementos; mas abaixo désse limite, ela exagera as con-
dicoes de significancia.

Ezxemplo. Num estudo biométrico feito por Pearn sébre 292 ingléses adultos,
obteve-se o coeficiente de correlacdo --.12 entre a estatura e o péso do cérebro.
Verificar se éle € significante, e, caso nao seja, de que tamanho deveria ser a
amostra para torna-lo altamente significante.

Usando a transformacao (9.2) temos 1 = —QE“— 17.029 = 2.058. As tabelas
nos dao, no nivel de 5%, t=1.958, e no de 1%, t =2.593. O coeficiente
de correlacao encontrado é significante, mas nao altamente significante (nivel
1%). Para alterar sua significAncia, o tamanho da amostra deveria ser
Vy—2 = 2.493(.9928).12) = 21}, donde N = (24P + 2 = [60.

9.2 Aplicacdo da andlise da variancia

A questdo poderia, também, ser ventilada a luz da analise da va-
ridncia. Representemos por Y’ a estimativa da varidvel ¥ obtida me-
diante a equacado de regressao linear y' = .+ px . Veremos adiante
(§ 9.5) que a variacio total de ¥ em toérno da meédia geral Y € igual a
variacao da reta de regressao em to6rno da média, mais a variacao resi-
dual em térno daquela reta, isto é,

SF-V=30" -9+20-7Y

! Fisaer, R. A., Statistical Methods for Research Waorkers, tab. V A.
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e que os graus de liberdade correspondentes & primeira e segunda par-
., celas sao respectivamente 1 e N-2. Ora,
S = 2@ - =@ -0 -D[ZEx-D'= 2@ -7"
portanto z(r—v)=¢—-AHSr— i

- A anilise da varidncia correspondente serd, pois,

NATUR. VAR. Soma fuadrados (F i
Regressilo....... .. o) (r— n? 1
Residual........... (=S E—" N—2

Tobadesioss -1 ¥—1

Comparando a variacdo devida a regressao com a residual, esta-
mos, ipso facto, verificando a significancia do coeficiente de correlacaog.

Dai o teste r = (¥ —2), que, referimos & tabela da distribuicdo da

1 —8
andlise da variancia, com n; =1 e n, = N-2 graus de liberdade. Ora,
vimos (§ 7.11) que, para n, = 1, a distribuicédo de z se reconduz & de

= 1 a
STupENT com a transformacdo 2= E log,t?, 0 que se consegue

correlativamente com a distribuicdo # mediante a transformacaq
F —?*. Recaimos destarte na expressdo (9.2).

9.3 O caso das populagdes correlacionadas (o 0).

Se a populacdo se caracteriza por um coeficiente de €orrelacdo o,
a distribuiciio de ¢ obtida por R. A. FisHErR® em 1915, assume uma
forma muito mais complicada

! 1 ;
— N ety —(N—4 gN—2 are cos (— rp)
7 2 [
b=k — pg) - N—2 === :
d(rp)’ = r pt

As curvas correspondentes sdo assimétricas, e nalguns casos de
talho-U. Compreende-se a existéncia da assimetria, e que ela cresca
com ¢. Suponhamos o universo com ¢ — .8; a amplitude de variacao
de 7 acima de e € apenas 0.2, enquanto que abaixo de ¢ € 1.8.

Para grandes amostras e baixos valores de ¢ a distribuicdo tende
para a forma normal, com média igual a ¢ e desvio padrao
o,— (I —¢*) (N—1)—'. Dai a pratica habitual de interpretar a es-
tatistica ¢ —= (r — ) /o, mediante a tabela de areas da curva normal.

Um estudo extensivo da distribuicao de r e de sua normalizacéo,
foi realizado cooperativamente por Sorer e outros,” mediante o calculo
dos coeficientes f, e B,. As conclusoes sdo que as condicoes de norma-
lidade, B,=0 e B,=3, ndo sdo satisfeitas para amostras de 25, e mesmo
50 elementos, qualquer que seja o valor de ¢. Para amostras de 100,
a aproximacfo é aceitavel para baixos valores de o, isto é, e<.5, mas

= Fisuen, R. A., “Frequency distribution of the wvalues of the correlation coefficlent in
samples from an indefinitely large population”, Biometrike, vol, 10 (1915), pag. 507

i Soper, H. E., and OTHERS, “On the distribution of the correlation coefficient in small
samples™, Biometrika, vol. 11 (1915-17). pdg. 328.
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invélida para valores superiores. Para amostras de 400 elementos, a
normalizacdo melhora, mas hé ainda desvios sensiveis para ¢ >>.8. Tais
resultados evidenciam os perigos da interpretacdo de r mediante a for-
mula habitual de seu érro padrao, referido & tabela da curva normal.

No estudo citado, figura um conjunto de tabelas das ordenadas
da distribuicdo de r para valores de ¢ de 0 a 1. Outras tabelas, e a in-
tegral da funcao de distribuico, foram calculadas por Davip* para
e=.1,.2, ..., .9,en=3,4, ..., 25, 50, 100, 200 e 400.

R. A. Fisger’ mosfrou que a transformacao da tangente hiper-

bolica
1+ I+ p
ik, (R Py
L —ip

produz uma distribuicao que, mesmo para amostras com N=20, é apro-
ximadamente normal, com média & e desvio padrao o' = (N — 3)—%, in-
dependente pois de e.

Déste modo, para verificar se um dado valor de » difere significan-
temente do valor hipotético da populacao e, calcula-se a estatistica

t=(—§ O —38, (9.4)
que € referida a tabela da curva normal.

Se se trata de um coeficiente de correlacdo parcial, 2 mesma trans-
formacao é utilizada, mas o seu desvio padrio € o/ = (N—m —3)
onde m o numero de variaveis eliminadas; isto é, para o coeficiente
T sp.sy. .2, adota-se t = (7" —8) (N—k—1)%.

O processo estende-se ao caso da verificagdo da significAncia da
diferenca entre dois coeficientes de correlacdo. Se 7, e r, sdo calculados
sobre amostras de tamanhos N, e N, respectivamente, obtém-se os
valores transformados 2’; € #’;. O desvio padréo da diferenca d=z’;- 2’

1 I
r = 2 2\g
serd o, = (0'2; + a,,) = (

M
) e a entrada na tabela
;\"j y— 8 .N's — 3 b ]

da curva normal faz-se com a estatistica

1 1 \ 4
l= (g —2) ( e (2.6)
Ny—8 ° Ny—8

Notemos que os testes da significancia de r foram estabelecidos
sem aplicacao da correcao de SHEPPARD, e portanto estas nao detem
ser utilizadas no calculo do coeficiente de correlagao, para o fim de ve-
rificar a sua significancia, pois elas tendem a aumentar o valor de 7.

Observemos também que éstes testes se baseiam na normalidade
da populacdo donde derivam as amostras. Ha, porém, estudos experi-
mentais evidenciando que éles prevalecem, dentro de limites praticos
razoaveis, desde que as distribuicoes marginais de uma ou ambas as
variaveis nao sejam de falho-J ou U. Mas, nesses casos, € a propria
validade do uso de r como medida de associacdo que se forna questio-
navel.

4 Davin, F. N., Tables cf the Distribution of the Correlation Coefficient (Londres, Biometrika
Office, 1838).

5 Fisgper, R. A.,, “On the “probable error” of a coefficient of correlation deduced from a
small sample”, Mctron vol. 1 (1821), phg. 1.
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Ezemplo. Num estudo biométrico, Pearr determinou os coeficientes de cor-
relac@ao entre o péso do cérebro e a estatura de mulheres suécas e tchécas, obten-
do respectivamente . 345 numa amostra de 253 individuos da primeira nacio-
nalidade, e 4+ . 216 numa amostra de 128 da segunda. Verificar se a diferenca en-
tre os dois valores de r é significante.

Temos, no primeiro caso, z: = .3598, e no segundo, 2'= .2195, donde a

- p ! !
diferenca .1403. O érro padrio dessa diferenca é l'/ +— = .1095. Dai
. 860 125
t = .1403/.1095 = 1.281, que nao € significante. Desvios numéricamente maiores
obter-se-iam ao acaso em 20 vézes sobre 100,

9.4 Combinacdo de estimativas homogéneas do coeficiente de
correlacdo .

A transformacio 2’ vai-nos permitir combinar diversos coeficien-
tes de correlacédo, calculados sObre amostras extraidas de populacoes
caracterizadas pelo mesmo coeficiente de correlagdo ¢ de modo a se obter
uma estimativa melhor désse parametro.

Sejam 7, 7., ... 1 0S k coeficientes procedentes de amostras de
tamanhos N;, N,;, ... N, respectivamente. Feita a transformacéo
I ? i ol

o=y, ———, =18 ..k toma-se a média ponderada dos 2’
2 ii—1;
sendo os pesos as respectivas varidneias; logo, o valor médio dos 2
- Y o
: < Ny — 9)5 % ; ; =
serg ¢ = b . Désse valor retorna-se a estimativa do coefici-
Vg =

ente de correlacdo mediante a transformaca@o inversa
r= (r.’" - J') / (a‘g"-!-— 1) = tank 2

Uma precaucgio, contudo, deve ser observada antes de se combi-
narem os coeficientes; urge verificar se éles realmente provém de po-
pulacoes homogéneas relativamente ao coeficiente ¢. Cada um dos 7
€ uma estimativa de um coeficiente populacional ¢, e a hipotese a ser
verificada é que os ¢; = ¢, ou seja que 2 = & = &, sendo ¢ e & constantes
(=02, .. )

Sob essa hipotese, temos k grandezas indgpendentes 2, distribuidas

1
de modo aproximadamente normal com média £ e varidncia a{; e
A estimativa da varidncia comum é dada por
[EWi— 921
k—1t=SW;—9 @ —2)=SW;— g — ——. (9.6)
ZNi— 3 :

Entdo, a grandeza x* — (k— 1)'s?/¢* tem a distribuicdo #* com k—1
graus de liberdade. Como no caso ¢* — 1, a expressdo (9.6) é o préprio
2%, o qual permitird verificar se a variacdo dos 2; é devida apenas a
flutuacdoes de amostragem ou nao. Se o teste for negativo, podemos
fazer a combinacao dos coeficientes.

Ezemplo. Em trés anos sucessivos (1925-27), o coeficientu; de correlacao en-
tre o volume de vendas semanais de peras Bartlett em Nova Iorque e o preco
foi o seguinte: —.75, —.80 e —.70, tendo as observ&;odes abrangido 14, 16 e 13
semanas de estacao respectivamente. Verificar se os trés resultados diferem
significantemente, e, caso nao, combina-los numa estimativa melhorada.
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Com ésses elementos, organizamos o quadro seguinte:

2 Ni—3$ (N;—3) 2, W, —9)zf

9730 11 10.703 10414
1.0886 13 14.282 15,608
8673 10 8.673 7.6022
34 33.658 35,632

Dai ’s? = 33.632 —1132.99/34 = .309. Para n = 2, temos gue z* no nivel de
5% ¢ 5.99, pelo que o nosso x* nao € significante e as trés estimativas podem-se
considerar como homogéneas.

A estimativa melhorada serd entdo 2! = { (11X .9730) + (13 X 1.9086)
+ (10 x .8673) } /34 = .9899, donde 7 =.757.

9.5 Aplicacdo da andlise da variancia @ regressdo linear.

Consideremos uma série de pares de valores da varidvel dependente
Y e da independente X, tais que a regresséo de ¥ sObre X se possa re-
presentar pela equacao linear ¥’ — a 4 bX. Ora, a soma dos quadrados
dos desvios de ¥ em relacao & média geral Y pode ser decomposta como
segue:

Sr—-1=z[o—+r-D
O térmo produto vai anular-se, pcis que
B =)' —¥)=ZF—a—bX)@+ X —Y)
=@—Y) 3 —a—bX)+ bZX (¥ — o — bX),

e ambos os térmos sdo nulos em vista das equagdes normais sobre gue
baseamos o calculo da regressdo. Temos, por conseguinte, que

S —TY = 2@ — ¥+ S — P

A primeira parcela representa os desvios em relacdo a funcéo de
regressao, pois, para cada valor de Y, consideramos o quadrado de sua
discrepancia para o valor ¥’ calculado segundo essa funcao; a segun-
da parcela representa a funcido de regressio porque, para cada valor
de ¥, tomamos o quadrado da discrepancia entre o valor estimado ¥’
e a média geral Y.

Ao térmo (Y — Y’)* correspondem N — 2 graus de liberdade, pois
as discrepancias sdo calculadas a partir de uma reta, cuja fixacao
absorve 2 graus de liberdade. Quanto ao segundo térmo, temos que

S =T =Se+ix—D=zx -1

Como =(X-X)* é independente da correlagido, qualquer variacdo em
3(Y’ —Y)*? é devida uficamente a b, o que mostra que ésse térmo, para
uma dada distribuicdo de Y, depende apenas da estatistica b e repre-
senta 1 grau de liberdade.
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Podemos assim organizar o quadro da andlise da varidncia:

NATUR. VAR. Soma quadrados G. L.
Pegreasio ......... HEX —32 1
Residual........... (Y —Yy)p N—2

Tolal. vcair e 2(¥ — Y N—1

Para verificar a significAncia da regressdo linear usamos entdo a
estatistica
HEIX—X2EWN —2

F = r (9‘7)
Sy — Yy

ou, alternativamente, tomamos a raiz quadrada dessa expressiao e re-
portamo-nos a tabela da distribuicdo de STubENT, com » = N — 2 graus
de liberdade.

A questdao pode ser apreciada sob um ponto de vista mais geral.
Suponhamos que se quer verificar a hipdétese da compatibilidade da
equacao de regressao obtida com a regressao hipotética da populacdo
Yo = a+ Bz, admitindo que a origem das abscissas coincide com a
média. A decomposicao faz.se agora segundo os térmos

S — Y = z[(r —a— i+ a—a)+ 6~ z]’
=(Y—a—b)+Na—a +0t— 8"

os térmos produtos anulando-se. Dai o quadro da andlise da varidncia:

NATUR. VAR. Soma quadrados G. L.
Térmo constante.. . N — o 1
Térmo 12 griu..... (b — B2 = s !
Residual........... (Y —a—b)? N—2

T BT R Z(Y —a—p8 N—1

Calculamos as estatisticas F, para verificar a significancia do térmo
constante e do 1.2 grau isoladamente, ou entdao, tomando-os em con-
junto,

[N@ —a)® + (b — 3¢ ..,x-J (\ — 2)
F = —, (8.8)
Z(¥Y—a— bX}‘ .

a significAncia da regressao observada em relagao a regressao hipol:e-
tica da populagao Notemos que neste caso, %y = 2, n, = N-2, e ndo
podemos pois usar o teste £.
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9.6 Aplicacdo a correlagdo curva ou mulitipla.

O processo exposto generaliza-se facilmente para os casos de re-
gressdo curva ou multipla. Consideremos o caso de uma regressao para-
bélica. Quando verificamos a regresséo linear, decompusemos a varia-
cao total em uma parcela devida a esta regressao e outra residual, a
qual inclui, além dos efeitos fortuitos, possivelmente regressoes de
ordem superior. Seja R, ésse primeiro residuo, isto é, R, = S(Y — Y’)2.
A analise da variancia corresponde a

NATUR. VAR. Soma guadrados & L.
Regressio linear.. . P8 0 i 1
Re#idu0. .....vv... Ry =3(¥ — Y N—32

Polal..c.reiiin Ry=Z(¥ —V)* N—1

Se introduzirmos um segundo térmo na funcao de regressdo, isto
é, tomando-a como ¥’ =a, - b, X -} c.X?, ésse residuo R,, se decom-
poréa em dois outros térmos: um representando a variacao da parabola
em térno da reta de regressido, o outro a segunda variacio residual
R, ; e a analise serda

NATUR. VAR. Soma quadrados G. L.
Regressio parabdl. . (YT —rn 1
Residuo........... Es N—38

Tkl ssinas Ry N—4

Essa decomposicdo continua indefinidamente, permitindo a cada
passo verificar a significancia do térmo adicional introduzido. Tanto
que o resultado do teste é positivo, o térmo introduzido representa uma
peculiaridade real do fenémeno. Evidentemente, para-se quando o novo
térmo nao atinge a significdncia, ficando entao englobado com os res|-
duos devidos a causas aleatorias.

No caso de regressao multipla, Y =b, + 0, X, + b. X. + ... + b X,
a decomposicao da variacao total compreendendo um térmo representa-
tivo da funcao de regresséo, e os residuos em torno da mesma. Tem-se,
em virtude de propriedades conhecidas, representando por R* o coefici-
ente de correlagao multipla, que

NATUR. VAR. Semae quadredos G. L.
L R AN A e S(V -V =REE(Y — VS k
PR S —YE=(—R)S(Y—TE|N—k—1

PN 5wy s < e (¥ -7 N—1
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O teste de significancia da regressao multipla importa, pois, em ve-
rificar a significancia do coeficiente R. Para tal fim, temos a estatistica
R e

F = ot : 9.9
(1—0Y k

entrando-se na tabela de F com os graus de liberdade n,—=%k e
ﬂ, = N ppe—, k — I .

9.7 Significancia da razdo de correlacdo.

Z; nj (Y; — 1)

2 By — T
mede a variabilidade total das médias das colunas, independentemente
da nature_za linear ou nao da relacao entre as variaveis. Temos que
SB(Yy—Y)P=32n(Y;,—Y)* L33(Y;— Y))* e dai o quadro da anéalise
da variancia:

A razdo de correlacdo.n,., definida como 7. =

NATUR. VAR. Soma quadradoz G. L.
Inter-colunar..::... | 2 n;{_}:j—'f’)’ = P ZE(Y — Y k—1
Infra~columar........ ZE(Yy; —T';-J’ =) (¥ -1 N —Fk

Tl vieieieies: Z(Y — Y2 N—1

Para verificar a existéncia da correlacdo, ou, o que € o mesmo, se 0
n* difere significantemente de zero, usamos a estatistica

R (9.10)

9.8 Teste de linearidade da regressdo.

O teste de lineridade da regressao equivale a verificar se »* difere
significantemente de r*. Para tal fim, subdividimos a variacdo interco-
lunar em duas parcelas, correspondendo a primeira 4 soma dos qua-
drados dos desvios das médias das colunas relativamente a regressao li-
near, a segunda a soma dos quadrados dos desvios devidos a essa ultima
regressao. Temos assim

Sai(Y; — YR =Zu(Y; — ¥ + Sm(v — ¥R

Se as médias das colunas caem sobre a linha de regressio,
sn;( Y;,—Y’ )’ anula-se, a0 passo que o seu valor aumenta a medida
que a linha de tendéncia das médias colunares se afasta da regressao
linear. Tomando a variac@o intracolunar, devida a flutuacotes casuais,
como térmo de comparacao, podemos verificar a linearidade da re-
gressao.
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O quadro da analise da variancia toma a forma:

NATUR. VAR. Soma quadrados G. L.
Média eol [regressio | Zmy {]_J — YR = (p*— ) T2 (¥ —¥) k— 2
Regressdo........... p Y — YE = @ I (Y5 —Y) 1
Restduomédia col... | EE(Yyu—Y)8 = (1 —n8) ZS(¥,;— V1 N—&

1 I3 (vy— 1) N

Dai a estatistica

'qu'f — ok ‘_“.' —k
F=——
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Se ndo tiver sido calculado o coeficiente n*, podemos verificar a Ii-
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nearidade da regressao diretamente, usando F = ST i
SREtiEd =l Lk

Para calcular as diversas somas de quadrados, partimos da identidade
AT T;\¢ T2

T —Yp =2 (—’) = Em seguida calcula-se = n; (Y'— Y)?, e por
‘Mj N

diferenca obtém-se o numerador. Quanto ao denominador, resulta por
diferenca entre =3(Y —Y)* e 3 n; (¥Y;—Y)*.

Este teste, que é exato, substitui o habitual teste de linearidade de
BLACKEMAN, que ¢ erroneamente utilizado, pois a distribuicao de
(v —r*) nem para grandes amostras tende para a normalidade.

Exemplo. Num estudo sébre a relacic entre o rendimento unitirio do trigo
e 0 custo de producao em 216 fazendas nos Estados Unidos, os resultados foram
grupados em 7 classes de rendimento, e obtiveram-se o coeficiente de correlacao
linear r = — .642 e a razao de correlacio n = .7574. Pede-se verificar a lineari-
dade da regressao.

0866 200

Temos n* —r? = .4988 — .4522 = .0866, e portanto F = - 'r;u-; — = 4.1z
Para os graus de liberdade 7. =7 e 7, = 200, o valor de F no nivel de 5% €
2.05. Por conseguinte, os dados nao satisfazem a condicdo de linearidade, e
nao deve ser utilisado o coeficiente r.

9.9 A andlise da covaridncia.

A precisao dos experimentos estatisticos aumenta, se conseguimos
igualar as fontes de érro incidentes sobre os fatoéres principais ou tra-
tamentos. Suponhamos uma experiéncia para determinar a eficiéncia
de dois métodos de ensino; se as turmas sdo escolhidas de modo que a
cada aluno da primeira corresponde outro tendo obtido num teste ini-
cial 0 mesmo escore, € 6bvio que eliminamos as perturbacoes oriundas das
diferencas individuais de aprendizagem anterior. Nem sempre, porém,
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é possivel obter um emparelhamento dos grupos experimentais. Por
exemplo, num experimento agricola, nao se pode eliminar totalmente
a diferenca de fertilidade entre os diversos lotes de um bloca, ou as di-
ferencas de rendimento oriundas do diverso numero de plantas por
unidade de area. Devemos, contudo, levar em conta ésses fatores, que
nao podem ser igualados satisfatoriamente. E o que se consegue com a
andlise da covaridncia. O seu escopo €, portanto, verificar a homogenei-
dade do material em problemas envolvendo duas ou mais variaveis corre-
lacionadas. Atendendo & natureza das diferencas iniciais existentes, ela
permite ajustar convenientemente as médias dos grupos que se vao
comparar pela analise da variancia.

A covariancia da populacao define-se como E (X —u;) (Y —un,),
denotando por », e 1, as médias das duas variaveis. A estimativa da co-
variancia a partir de uma dada amostra basear-se-4 na soma de pro-
dutos 3 (X —X) (Y —Y). O processo focalizado funda-se, em suma,
na possibilidade de decomp6r essa soma de produtos em componentes
tal como decompusemos a soma de quadrados. Obtém-se, dest’arte,
estimativas da covaridncia, e ainda dos coeficientes de correlacao e
regressao, dos quais se isolam os efeitos representados pelos diversos
critérios de classificacao adotados.

9.10 A decomposicao da covariancia.

Consideremos os resultados de observacoes simultaneas sobre duas
variaveis X, Y, dispostos em k classes com h elementos cada. Contém
cada célula um par de valores X;;, Y; representemos por X;;, ¥;; as me-
dias de X e Y respectivamente na classe jesima,

CLASSES I SRR k

Médias Xty i weren X, Yy

Podemos entdo decompoér a soma de produtos como segue:

A k - e — fimy - — oy .y
= ,31 X=X (Yy—V =3 [X;—X) + &;— 0] [V =) + ¥ —1)]
ot

= I —N)(¥5—T) + hZ0—0((G—1, 0.1

pois que se anulam os produtos da forma 33(X,—X) (Y, —7Y) =
=X, —X)h ¥,—Y) =0.

Déste modo, a soma de produtos das discrepancias em relacdo as
médias gerais € igual a soma dos produtos das discrepancias intra-clas-
ses mais a soma de produtos das discrepancias das médias dos grupos,
multiplicada pelo numero de elementos nas classes. A ésses dois térmos
correspondem os graus de liberdade respectivamente de k (R —1) e
k—1. Dai podermos organizar o quadro da analise da covaridncia:
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BINOR . v i h Ag By Co
Tratamento.............. k 4, By Cy =B84, byB;
) e e n Ag Bg Cz  |ba=Baf A4 beBy

T+E. ... n+ k Ay By Cy b= By Ay byBy

Esse quadro nos fornece, além da estimativa da regressao baseada
na totalidade dos dados, as correspondentes a blocos, tratamentos e
erros, mas a que nos interessa é a b,, que traduz a regressao dos valores
observados sbre os iniciais, apds eliminacdo do efeito dos blocos e tra-
tamentos.

A significAncia désse coeficiente de regressiao sera verificada pelos
processos anteriormente indicados. A soma de quadrados devida a re-
gressao € b, B,, e a das discrepancias relativamente & regressio
C;,— b, B.,, com os graus de liberdade respectivamente de 1 e n—1.

beBe(n— 1)

Dai o teste F= ——.
Cg— by Ba

9.11 Ajustamento de valores na andlise da varidncia.

Podemos agora corrigir os valores observados Y segundo a regres-

sao observada, isto é, tomando os valores ajustados ¥ — b (X — X). Es-
sas sdo as melhores estimativas do que se presume que as médias te-
riam sido, caso nao tivesse havido a perturbacdo devido a variavel inde-
pendente. Como a primitiva varidncia devida ao érro dos dados experi-
mentais contém uma componente devida & regressao, a soma de qua-
drados adequada para verificar a significancia dos valores ajustados
é a residual, apdés eliminacdo da parte devida a regressdo, isto é
C,— b, B. com n—1 graus de liberdade.

Além disso, como o coeficiente de regressao esta €le mesmo sujeito
a erros de amostragem, os valores ajustados tem precisao variavel, o que
deve ser levado em conta ao obter a estimativa justa da soma de quadra-
dos devida a tratamentos. Consideremos os valores inscritos na linha
T -+ E; a estimativa da soma de quadrades mais érro é C,; dessa gran-
.deza devemos abater b; B, , que representa a quantidade com a qual essa
soma de quadrados, inclusive a regressido, estd inflacionada, devido aos
erros do coeficiente de regressiao. Deduzindo, pois, de C, — b, B, a parte
relativa ao érro, teremos a justa estimativa referente aos tratamentos.

A analise toma assim a forma:

NATUR. VAR. G Iu Soma quadrados Varidneia
Tratamento. ....... q Cy 4 be By — by By Vi
e n—1 Cg = bg Bg I‘g

T-+E. .. .onln B =g —1 Ce— by B
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O teste de significancia da diferenca de tratamentos, apés ajusta-
mento devido a regressdo dos Y sébre os X , importa, pois, na compara-
¢ao das variancias V, e V..

Se as diferencas entre as médias da variavel independente sao pe-
quenas, podemos utilizar um érro padrao comum para todas as compa-
racoes; caso contrario, deve-se calcular um érro para cada diferenca
entre as médias dos valores ajustados, de modo a levar em conta a varia-
bilidade de X. A variancia da diferenca entre as médias ¥; e ¥, sera

igual a
[ g (?j—ﬁgw}
#l—tf ———> (9.13)
k Z((X—X¢

onde s* € a varidncia correspondente ao érro na tabela da andlise da .
varidncia, e X,, X, sao as médias usadas no calculo de ¥, e Y,.
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