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NOTA PRÉVIA 

O grande desenvolvimento da estatística teórica nos derradeiros 
anos do século XIX, deve-se sobretudo a KARL PEARSON. Pelo seu 
gênio criador, e pelo seu incansável devotamento de professor e orien
tador de uma escola de pesquisadores de difusão mundial, a êle de
vemos a estruturação fundamental, que deu à estatística um caráter 
verdadeiramente científico. 

Paralelamente a êsse surto na metodologia, ampliou-se vertigi
nosamente o campo de aplicação das novas técnicas criadas, mor
mente na elucidação dos problemas da hereditariedade e evolução. 
Essa constante associação da pesquisa teórica à sua aplicação a fenô
menos naturais, que caracteriza a obra pearsoniana, deu-lhe um as
pecto singular. Como o material biológico que servia de base a êsses 
estudos podia ser coletado em grandes amostras, foi nesse pressuposto 
que êle desenvolveu o seu sistema. Em muitos casos, as conclusões a 
que chegou foram assim meramente aproximativas; e, embora essas 
aproximações fôssem adequadas aos problemas com que lidava, deixa
vam de o ser quando se teve de estender o seu emprêgo a problemas 
oriundos de outros setores científicos. 

Deve-se a W. S. GossET, que escreveu sob o pseudônimo de "STUDENT", 

o primeiro tratamento do problema das pequenas amostras, quando 
descobriu empiricamente, em 1908, a distribuição de médias obtidas de 
um universo normal. A dedução exata dessa distribuição só seria obtida 
em 1925, e desde então têm sido determinadas as distribuições de vá
rias estatísticas, e estabelecidos métodos rigorosos de tratamento dos 
dados de observação, sobretudo sob a liderança de R. A. FISHER, o su
cessor de PEARSON na cátedra da Universidade de Londres, e aos quais 
a Norte América tem trazido notável contribuição, com os trabalhos de 
HOTELLING, WALD, WILKS e outros. 

Note-se que o objetivo dêsses estudos não é tornar desnecessária a 
coleta de grandes amostras, mas a elucidação das verdadeiras bases do 
mciocínio estatístico. Não há uma sepamção estanque entre as duas 
teorias, mas sim continuidade. E. S. PEARSON esclarece alhures a dite
Tença essencial entre a antiga e nova concepção. Os métodos antigos 
eram apropriados para tratar com duas amostras de 100 elementos; 
os novos métodos abrangem, além dês se, o caso de 100 amostms de dois 
elementos. A distinção é importante: em ambos os casos, temos o mes
mo número de dados; mas, em certos problemas, a compreensão e con
trôle adequado da situação só se podem obter secionando as observa
ções em um grande número de pequenos grupos. 

O desenvolvimento moderno da estatística se tem processado, pois, 
no sentido de estabelecer as exatas distribuições por amostmgem dos 
vários índices estatísticos. Êsse conhecimento é absolutamente neces
sário, em primeiro lugar, para podermos escolher as estatísticas mais 
eficientes, que permitirão, sôbre uma dada amostra, obter a melhor 
aproximação dos verdadeiros valores das características da população 
donde provém a mesma. Chega-se, assim, ao conceito de estimação, 
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associado ao princzpzo da máxima verossimilhança de FrsHER, e cuja 
fundamentação exige novos processos de lógica indutiva, além dos 
moldes da teoria clássica da probabilidade. 

Em segundo lugar, é sôbre êsse conhecimento que se apoiam os 
modernos testes de significância, a que se ligam os nomes de E. S. 
PEARSON e NEYMAN, e cujo emprêgo é indispensável para podermos dis
criminar se as diferenças e relações aparentemente observadas são efe
tivamente reais ou devidas a causas fortuitas. 

Finalmente, outra característica da moderna conceituação diz 
respeito às interconexões entre a análise estatística e o planejamento 
dos experimentos, que, consoante R. A. FISHER, se devem considerar 
apenas como dois aspectos de um único problema. Trata-se de ques
tões de eficiência, de determinação da forma da experiência, de modo 
a dela poder extrair o máximo de informações. Pôs-se assim a lume 
a inanidade do princípio tradicional de que, numa experiência ideal, 
apenas um dos fatôres devia variar, todos os outros sendo mantidos 
constantes. Ao contrário, a combinação de vários fatôres numa expe
riência única, de arranjo adequado, onde êles variem concon·ente
mente segundo as suas possíveis combinações, fornece, quase sem 
aumento do trabalho ou custo correspondente à experimentação de 
um só, maior soma de informações do que no caso em que cada um 
dêles fôsse experimentado separadamente, por isso que esclarece tam
bém sôbre as interações entre os vários fatôres. 

São alguns dos aspectos fundamentais dessas novas teorias que 
afloramos no presente trabalho. Creio que já é tempo, entre nós, de 
se processar a 1·enovação do conteúdo dos manuais e programas de 
ensino da estatística. A aplicação dos métodos modernos não é mais 
difícil que a dos antigos, muitos dos quais, obsoletos, grosseiramente 
aproximados, ou mesmo errôneos, continuam a ser expostos e ensina
dos mtineiramente. 

Papel primacial na divulgação das novas técnicas deverá caber, 
sem dúvida, aos professôres de estatística. Urge, pois, que êles se com
penetrem de que não se trata de uma ciência fossilizada, mas que a 
sua matéria se renova de dia a dia, com ímpeto cada vez maior. A 
formação adequada do professorado é uma questão primordial, para 
que não permaneçamos impermeáveis às novas conquistas. 

O depoimento que, sôbre o recrutamento de professôres, nos pTesta 
um grande mestre, HAROLD HoTELLING, é altamente pitoresco, mas ve
rídico. A escolha faz-se quase segundo as leis do acaso, recaindo num 
qualquer jovem JoNES, que então se inicia no estudo da disciplina. 
"He pursues "statistics" through the library card catalog and the en
cyclopedias ... Perhaps he encounters probable errors. Eventually he 
learns that KARL PEARSON is the great man o f statistics, and that 
Biometrika is the central source of information. Unfortunately most 
of the papers in Biometrika and of PEARSON's writings, while not lacking 
in vigor, trail of into mathematical discourse of a kind with which 
young JoNES feels ill at ease. What he wants is a textbook, couched in 
simple language and omitting all mathematics, to make the subject 
clear to a beginner . .. JoNES decides that a simple book on statistics 
must be written, and that he will do it if he can ever succeed in 
mastering the subject" .1 Aos trambulhões, êle leva o curso a final, 
conterttando-se entrementes com "such nonmathematical textbooks 

1 HoTELLING, H., " The T eachln g of Sta t l.s t ics " , Ann als ot Mathemati cal Statistics, vol. XI 
(1940)' pãg. 460' 
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as may have been written by other young men who have earlier trod 
the same path". Daí a proliferação malsã de compêndios de forma es
tereotipada, onde as falhas e erros se repetem continuadamente. O 
mal, como se vê, não é apenas nosso . .. 

O conhecimento da estatística não é assim fácil de se adquirir. 
Isso provém, não tanto do lato emprêgo que aí se faz das matemáti
cas superiores, mas ainda de que a bibliografia pertinente se acha es
palhada por um sem número de revistas, correspondendo às suas mais 
variadas aplicações. E o pior é que "the seeker after truth regarding 
statistical theory must make his way through or around an enormous 
amount of trash and downright error". Não apenas. "He must also 
contend with the fact that a good deal that is important in statistics 
is still a matter of oral tradition, and some consists of laboratory 
techniques" .2 

Tivemos a sorte de poder aperfeiçoar os nossos conhecimentos de 
estatística - embora por um período que empecilhos de ordem admi
nistrativa, a nosso pezar, excessivamente encurtaram- no grande cen
tro que é a COLUMBIA UNIVERSITY. Cumprimos um dever ao consignar 
aqui a nossa gratidão a nossos mestres, os professôres H. HoTELLING, 
F. C. ~ILLS e A. WALD, e ao professor E. J. GUMBEL, da NEW SCHOOL 
FOR SociAL RESEARCH, pelo muito que lhes devemos de nossa iniciação 
nessas teorias. Especialmente nos penhorou o professor HoTELLING, assim 
pelo generoso apoio à concessão da bôlsa de estudos, como pela infa
tigável dedicação em orientá-los e em dirimir nossas dúvidas. 

Mais do que poderíamos externá-lo, é imenso o nosso reconheci
mento para com a "JOHN SIMON GUGGENHEIM MEMORIAL FOUNDATION", 
que, numa distinção desvanecedora, nos ensejou êsse período de es
tudos. Uma entre tantas florações do espírito liberal norte-americano, 
fixou-lhe as diretrizes o seu fundador, o Senador GuGGENHEIM, nos 
seguintes têrmos: "We strongly hope that this Foundation will advance 
human achievement by aiding students to push foTward the boun
daries of understanding, and will enrich human life by aiding them 
in the cultivation of beauty and taste". E, seguindo êsses ditames, 
vem a Fundação, com esplêndida generosidade, contribuindo para o 
avanço da cultura, no seu país e na América Latina. Restringindo-nos 
a exemplos . no setor estatístico-econômico, foi sob seus auspícios que 
realizaram trabalhos notáveis cientistas e professôres do porte de 
EZEKIEL, HANSEN, KNIGHT, LEONTIEF, Roos, SCHULTZ, e tantos outros, 
que, nas cátedras universitárias, na orientação dos negócios. públicos 
ou na administração das indústrias, vêm cumprindo o lema da Fun
dação: "There is, moreover, a republic of learning and aTt which 
knows no boundary lines, and we desire only that scholars and artists 
of the American Tepublics should meet and learn and teach what to 
them is Truth". 

Consideramos como inestimável privilégio o termos sido agracia
dos com uma bôlsa da FuNDAÇÃo GuGGENHEIM, a que nomes tão ilus
tres têm emprestado o brilho de sua atuação. Recebemo-la como um 
incentivo para porfiar sempre nos trabalhos de investigação pura. 

Finalmente, agradecemos ao INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA 
E EsTATÍSTICA, e ao seu eminente Secretário-Geral, DR. M. A. TEIXEIRA 
DE FREITAS, as facilidades concedidas para a impressão dêste trabalho. 

2 HOTELLING, H., Op. Cit., págs. 462 e 463. 
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CAPÍTULO I 

OS PROBLEMAS DA ESTATíSTICA TEóRICA 

1 .1 Estatística Descritiva e Indutiva. 

Os problemas da estatística teórica têm sido correntemente clas-
sificados em dois grupos distintos.1 No primeiro incluem-se aquêles 
que têm por objetivo descrever as séries de observações mediante re-
d zido número de elementos característicos. As peculiaridades mais 
importantes do fenômeno são assim sumariadas, e as constantes cal-
culadas sintetizam o máximo, senão tôdas as informações contidas 
na série original. É a parte conhecida como Estatística Descritiva, 
porque apenas se propõe a descrição dos dados, independentemente 
de qualquer inferência indutiva. 

A caracterização da série empírica faz-se, em geral, calculando 
certas funções dos- dados observados, denominadas estatísticas, como 
as medidas de tendência central, assimetria, kurtosis, etc., ou ainda, 
de maneira mais lata, pesquisando a sua representação mediante uma 
função matemática. KARL PEARSON estabeleceu um sistema de curvas 
contínuas, às quais se reconduz a maioria das distribuições obtidas na 
prática, ao passo que a escola escandinava de THIELE e CHARLIER chega 
aos mesmos resultados utilizando desenvolvimentos em séries. Con-
tudo, êsses ajustamentos, pela deficiência de enquadramento num 
sistema lógico geral, podem-se considerar apenas como um tratamento 
preliminar' dos dados experimentais, servindo de base às induções teó-
ricas finais.~ 

O que importa, com efeito, é generalizar as conclusões, induzir as 
características de fenômenos não observados das constatadas nos que 
foram observados. Postula-se então que os dados com que lidamos 
constituem uma amostra, escolhida ao acaso, de um grupo mais geral 
ou infinito de dados, denominado população ou universo, e o proble-
ma que defrontamos é o de ajuizar sôbre os elementos característicos 
dessa população, denominados parâmetros, a partir da amostra obser-
vada. As inferências são aqui de natureza indutiva, e a esta parte de-
nomina-se Estatística Indutiva. O seu escôpo é estimar a grandeza 
dos parâmetros no universo correspondente à série empírica, e as pos-
síveis variações nas estatísticas oriundas de flutuações de amos-
tragem. 

1. 2 Os problemas da Estatística Teórica. 

A divisão dicotômica assim introduzida na estatística é, contudo, 
puramente formal. Na realidade, ambas as partes se entrosam inti-
mamente. 

Assinala R. A. FISHER 3 que a redução dos dados de observação a 
um certo número de características só se pode fazer construindo uma 

• "Rn:rz. H. L., Mathematical Statis t i cs (Chicago, 1927), pág. 4 ; KENNEY, J. F . , M athemat ics 
oj Statístics (Nova Iorque, 1939), vol. 2, pãg. 97. 

o voN MisEs, R . , Probability, Statistics anã Truth (Londres, 1939), pág. 235 . 
s FISHER, R. A. , "On tlle Mathem atlcal Foundatlons of Theoret lcal Stat tstlcs" , Phil. Trans. 

lloy. Soe. ot Lonàon, Ser. A, vol. 222 (1922) , p ág. 312 . 
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população hipotética infinita, da qual os dados se consideram como 
constituindo uma amostra ao acaso. A lei de distribuição dessa po-
pulação contém apenas poucos parâmetros, que são suficientes para 
descrevê-la exaustivamente em relação aos atributos sob estudo. 

A existência dessa população está implícita na concepção de uma 
distribuição de freqüência capaz de sintetizar os dados empíricos. 
Com efeito, nenhuma amostra finita pode ser descrita por uma curva 
de freqüência; ela só o pode ser por um histograma ou um polígono 
de freqüência. A construção da curva populacional implica a existên-
cia de um número infinito de elementos em cada classe, ao mesmo 
tempo que o número de classes em que se subdivide a população tam-
bém se torna infinito. 

Por conseguinte, o conceito de curva de freqüência corresponde 
à postulação de um universo hipotético infinito, distribuído segundo 
uma função matemática f da variável x e de m parâmetros. Isto é, a 
probabilidade estatística de que um valor observado de x caia no in-
tervalo x + % dx é dada por 

dp = j (r, O t. Ot , ... 6m)dx 

em que os parâmetros 8 são suficientes para caracterizar o universo. 
O problema fundamental é, pois, a descoberta ou inferência dessa lei 
a partir dos dados de observação. Uma série estatística de n elemen-
tos corresponde a uma amostra de tamanho n colhida nessa popula-
ção, e o método estatístico tem por fim extrair dêsses dados os elemen-
tos relevantes de informação acêrca dos parâmetros 8, rejeitando os 
demais como irrelevantes. 

Conceituação análoga emana da obra de VON MisEs, quando esta-
belece que o problema geral da estatística é verificar se uma série de 
dados de observação goza das propriedades de um grupo finito deri-
vado de uma seqüência infinita possuindo as características de um 
"coletivo", isto é, tal que as freqüências relativas dos atributos parti-
culares dos elementos da seqüência tendam para limites fixos, inde-
pendentemente da ordem de seleção. 

No tratamento estatístico dos dados observacionais, distingue 
FISHER três tipos de problemas: 

1) problemas de especificação, cm·respondendo à fixação da for-
ma matemática da população; 

2) problemas de distribuição, envolvendo a dedução das distri-
buições de estatísticas em amostras extraídas ao acaso de um universo 
de forma específica; 

3) problemas de estimação, compreendendo a escolha dos méto-
dos para calcular, a partir da amostra, as estatísticas capazes de for-
necer uma boa avaliação dos parâmetros do universo, e a verificação 
de hipóteses formuladas sôbre os mesmos. 

1 . 3 A especificação do universo. 

O problema da especificação consiste essencialmente em estÇtbe-
lecer a forma funcional de f, dependente dos parâmetros 8 desconhe-
cidos, de modo a poder utilizá-la como base hipotética para a solução 
dos dois outros problemas mencionados. 
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A escolha do tipo de função é assunto pertinente ao estatístico 
prático, que se guia pela experiência para construir um modêlo teó-
rico do fenômeno que observa. Evidentemente, devem tais modelos se 
restringir a funções de propriedades tonhecidas, e cujo cálculo seja 
facilitado por tabelas existentes. Um dos mais antigos exemplos de es-
pecificação é a lei gaussiana dos erros. Desenvolvimentos subseqüen-
tes levaram à introdução do sistema de curvas assimétricas de PEARSON 
e aos 'desenvolvimentos em séries de GRAM-CHARLIER. 

Consideremos, por exemplo, um conjunto de observações dando os 
valores do custo da alimentação y correspondente a vários níveis de 
renda x. ENGEL mostrou que existe uma relação linear ligando essas 
variáveis 

Y = Ot + Oex. 

É esta porém uma relação ideal, e, na prática, os valores obser-
vados y flutuam em tôrno de Y, de maneira que Y é apenas o valor mé-
dio correspondente a um dado x. Podemos admitir que y se distribua 
normalmente em tôrno de Y, isto é, segundo a lei 

Completa-se assim o problema da especificação. Os dados da amos-
tra permitem estimar os valores dos parâmetros desconhecidos 
()lJ 02 e cr. 

Muitas vêzes o estudo do fenômeno não levanta questões de espe-
cificação, porque a natureza qualitativa da população hipotética é co-
nhecida; é o que se dá, por exemplo, nos estudos de hereditariedade 
mendeliana. 

A especificação do universo deve ser tão realística quanto possí-
vel; entretanto, costuma-se freqüentemente introduzir hipóteses sim-
plificadoras, de modo a ensejar o uso de métodos simples de estimação 
dos parâmetros e o emprêgo de conhecidos testes de significância. Daí 
a utilização generalizada da distribuição normal. Nesses casos, deve-
mos porém ter em vista que tôdas as condições do problema, que fo-
ram abandonadas na simplificação da forma funcional, devem ser re-
consideradas ao serem interpretados os resultados. 

1.4 Problemas de distribuição. 

A fim de verificar a hipótese de que um conjunto de valores de 
certa variável, obtidos presumidamente sob as mesmas condições, 
constitui uma amostra derivada fortuitamente de um universo hi-
potético, é necessário conhecer as possíveis variações oriundas do pro-
cesso de amostragem, de maneira a poder compará-las com as real-
mente observadas. O mesmo critério se aplica quando se trata de fun-
ções das observações, ou seja, de estatísticas. Somente pelo estudo da 
distribuição por amostragem das diferentes estatísticas propostas, é 
que podemos nos guiar na escolha daquelas cujo emprêgo é o mais 
vantajoso. 

Suponhamos que, de um universo contendo N elementos, extrai-
mos amostras de tamanho n, estritamente ao acaso, isto é, de modo 
que a probabilidade de extração de cada elemento seja a mesma que 
a dos demais. Os resultados das extrações denominam-se amostras 
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aleatóTias.4 Se os elementos constituintes das amostras são anotados 
na ordem de extração e com reposição após cada tiragem, obtém-se 
assim Nn amostras. O processo denomina-se então de amostragem 
simples ou irrestrita, caracterizando-se por ser a probabilidad& de ex-
tração de cada elemento igual e independente da dos demais. ~sse 
tipo corresponde também à amostragem de um universo infinito. 

Outras condições de amostragem podem restringir o número de 
amostras de dado tamanho, deriváveis de um universo particular, mas 
quando tôdas as possíveis amostras, que dêle se podem extrair sob 
essas condições, são classificadas segundo o valor de uma certa esta-
tística, a distribuição de freqüência que assim se obtém denomina-se 
a distribuição por amostragem dessa estatística. 

O escopo da teoria da amostragem é exatamente a derivação e 
interpretação das características dessas distribuições. Por exemplo, a 
fórmula do êrro padrão da média caracteriza a dispersão da distribui-
ção por amostragem da média aritmética em função do número de 
elementos na amostra e dos parâmetros do universo. Se êste é normal, 
êsse êrro padrão é uma das constantes da curva normal que descreve 
a distribuição de médias. 

Nem sempre se conhece a forma funcional da distribuição, e por 
vêzes ela: é de natureza tão complexa que há, em ambos os casos, van-
tagens em se utilizar funções de freqüência de propriedades conheci-
das, como aproximações daquelas. Lembremos, a propósito, o exten-
sivo uso que se faz da integral da curva normal na interpretação de 
erros padrões obtidos de grandes amostras. De grande alcance prático 
é também a possibilidade de reduzir as distribuições referentes a và-
rias estatísticas a um pequeno número de distribuições fundamen-
tais, pois assim se limita o número de tabelas a serem empregadas na 
verificação de hipóteses estatísticas. 

A caracterização das distribuições por amostragem faz-se através 
das mesmas medidas de tendência central, dispersão, assimetria e kur-
tosis utilizadas para as comuns distribuições de freqüência; em par-
ticular, o desvio padrão denomina-se o êrro padrão da estatística 
aferente. 

Antigamente usava-se preferentemente o êrro provável, que tem 
sido abandonado por corresponder a duas definições divergentes: a) 
ao desvio quartílico da distribuição; b) a 0.6745 vêzes o êrro padrão. 
A identidade entre ambos os conceitos só se dá rigorosamente para as 
distribuições normais. Depois, a probabilidade de 50 por cento a que 
corresponde a definição é de nenhum valor na interpretação de testes 
de significância, que exigem probabilidades muito menores. 

1. 5 Estimação de parâmetros. 

O problema da estimação tem por finalidade, dada uma amostra 
extraída ao acaso de um universo de forma funcional conhecida, de-
terminar as estatísticas que melhor permitem avaliar as grandezas 
dos m parâmetros desconhecidos que caracterizam o universo segundo 
a equação 

dp = j(x, 01. 6,e, ... Om) dx . 

• Na terminologia !nglêsa "random samples". Note-se que a qual!f!cação de aleatória 
refere-se mais propriamente à operação de escolha que à amostra mesma. Por Isso, não nos 
parece adequada a tradução de "amostras equ!prováve!s", proposta pelo Dr. OCTAVIO L. MARTINS. 
Com efeito, suponhamos que se joga com 10 moedas; a probab!l!dade de obter uma amostra 
de 10 caras não é a mesma de 5 caras e 5 coroas. 
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Se t , representa a estatística correspondente ao parâmetro 8,, 
obtemos assim a equação 

dy = j (x, tt. is, ... lm)dx 

como aproximação teórica da equação anterior, que representa a ver-
dadeira distribuição de probabilidade. 

Seja, por exemplo, uma distribuição normal, como a do § 1. 3. A 
estimação do parâmetro cr pode ser feita de diferentes modos, entre 
os quais os que utilizam as fórmulas familiares 

V;;- iy- Yl 
I~= - ~--

2 n 
e 

a somação estendendo-se a todos os n valores da amostra. A teoria da 
estimação estabelece critérios que permitem a escolha da forma mais 
vantajosa. 

Um dêsses critérios é que a estima do parâmetro que se venha a 
obter se deve caracteriz.ar pelo menor êrro ou maior precisão. No 
exemplo acima, a estima de t8 exige uma amostra de 1.14 n para dar 
a mesma precisão que a estima de t'3 baseada numa amostra de ta-
manho n, porque a razão do êrro de t8 para t'3 é v 1.14. Ainda outros 
critérios devem ser atendidos. · 

Notemos que, tanto o processo de estimação, como o de amostra-
gem, podem ser tendenciosos (biased), cumprindo discriminar os er-
ros advindos num e noutro caso. Seja t , a média da distribuição por 
amostragem da estatística t,, adotada como estimativa do parâmetro 
8;; e seja li a média numa distribuição de amostras obtidas rigorosa-
mente ao acaso. Se a diferença l ,- t , fôr nula, o processo de amos-
tragem é justo (unbiased); caso contrário, o processo e os erros de 
amostragem se dizem tendenciosos. Em contraposição, quando f, igua-
la e,, o processo de estima é justo, e, sob condições de amostragem ao 
acaso, a estatística t , chama-se uma estimativa justa do parâmetro 81• 

A diferença f.- 8ü quando diferente de zero, dá-nos uma medida da 
tendenciosidade introduzida pelo processo de estimação. 

Um critério muito empregado para a escolha do processo de es-
timação é o da máxima verossimilhança (maximum likelihood), que 
apresenta certas vantagens de precisão sôbre os demais. A probabili-
dade de que o conjunto parcial de valores constituindo a nossa amos-
tra provenha de uma população, caracterizada por certa distribuição 
e certos parâmetros, é uma função dêsses parâmetros. A veros~imi
lhança define-se como um múltiplo constante dessa probabilidade; 
e o critério de estima consiste em escolher os valores dos parâmetros 
que tornam máxima a verossimilhança. Os valores assim estimados 
denominam-se estimativas ótimas dos parâmetros. Por exemplo, as 
médias de amostras provenientes de universos normais são estimati-
vas ótimas, ao passo que as variâncias têm de ser ajustadas segundo 
os graus de liberdade, a fim de satisfazer o critério de máxima veros-
similhança. 

1. 6 Verificação de hipóteses estatísticas. 

Estreitamente ligados à estimação, estão os processos de verifi-
cação de hipóteses estatísticas. Com efeito, uma das finalidades da 
análise estatística é estabelecer critérios para a aceitação ou rejeição 
de hipóteses que se possam formular sôbre os fatôres causais dos fenô-
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menos observados, tal como influenciaram a amostra colhida. O cri-
tério ou critérios são calculados a partir da mesma, e confrontados 
com as suas distribuições teóricas, a fim de se obter uma medida da 
verossimilhança da hipótese. Se a probabilidade resultante é pequena, 
rejeita-se a hipótese; caso contrário, é ela aceita. 

Uma hipótese que se submete à verificação, no pressuposto de 
que seja verdadeira, foi chamada por Fisher de hipótese nula. Isto é, 
postula-se a existência de uma população hipotética com certas ca-
racterísticas, e pesquisa-se até que ponto uma amostra como a obtida, 
poderia razoàvelmente dela provir. Devido às flutuações de amostra-
gem não se pode, contudo, estabelecer um limite definido, a partir 
do qual seria impossível obter da população a amostra em causa; po-
demos apenas calcular a maior ou menor probabilidade de obtê-la. 
Conforme essa probabilidade seja pequena ou grande, a hipótese é re-
jeitada ou aceita, e, nesse último caso, atribuem-se os desvios entre os 
valores da amostra e da população a erros de amostragem. O que fi-
xamos, pois, é o valor da probabilidade, a partir do qual rejeita-se a 
hipótese: é o que se chama nível de significância para a verificação 
da hipótese. Por exemplo, numa estatística com distribuição normal, 
a probabilidade de um desvio por amostragem maior de -+- 1 . 96 vêzes 
o êrro padrão é de 5 por cento; se o valor da estatística, calculada para 
a amostra, c01-responde a um desvio maior que o citado, diremos que 
a hipótese nula é rejeitada no nível de significância de 5 por cento. 
Qualquer desvio, correspondente a uma baixa probabilidade, que leve 
à rejeição da hipótese, considera-se como estatisticamente signi-
ficante. 

Desde logo apresenta-se o problema: para que probabilidade de-
vemos considerar um desvio como significante, isto é, que nível de 
significância devemos adotar? Os motivos que determinam a escolha 
dêsse nível serão ponderados mais tarde, mas antecipamos que uma 
regra prática que tem dado resultados satisfatórios é adotar 5 por 
cento como o nível crítico, o que corresponde aproximadamente, nas 
distribuições normais, a um desvio igual a 2 vêzes o êrro padrão ou 
3 vêzes o êrro provável. Então, se a probabilidade P 0 de um desvio 
igual ou maior que lõl fôr P0 ~.05, õ não é significante; se tivermos 
.05 > P0 >. 01, õ é significante; e se Pô ~. 01, õ é altamente signifi-
cante. Outros autores exigem para a significância que Pô ~.01, e 
para valores compreendidos entre . 05 e . 01, reputam necessárias in-
formações adicionais para concluir pela significância do resultado. 



CAPÍTULO II 

SIGNIFICANCIA DE MÉDIAS E OUTRAS ESTATíSTICAS 

2 .1 Valores médios e momentos. 

Observamos que nem sempre era possível, devido a dificuldades 
analíticas, determinar a forma funcional da distribuição de estatísti-
cas em amostras aleatórias provindas de um universo especificado. 
Recorre-se então, para caracterizar a distribuição, ao cálculo de seus 
momentos. 

Seja uma variável contínua x , distribuída segundo uma lei f (x), 
sendo essa função monotônica e positiva, de modo que a freqüência 
relativa ou probabilidade de ocorrência de x no intervalo a< x < b 

seja medida por J! f (x) dx. 
Diz-se, então, que x é uma variável aleatória ou casual, e f (x) a 

sua distribuição ou função de probabilidade. A diferencial dp =f (x) dx 
dá a probabilidade de que x esteja contido no intervalo x + % dx. 

Consideremos agora uma função arbitrária q, ( x) . Denomina-se 
valor médio ou provável, ou ainda expectância 1 dessa função, e re-
presenta-se mediante o operador E, a integral 

E {w (x)} = i oo W(x)f (x) dx. 

Dessa definição decorrem as seguintes propriedades da expectân-
cia, de verificação imediata: 

1) a expectância de uma soma de variáveis é igual à soma de 
suas expectâncias, 

E(x + y + ... ) = E(x) + E(y) + ... , 

2) a expectância do produto de uma variável por uma constante 
é igual ao produto da constante pela expectância da variável, 

E(cx) = cE(x), 

3) a expectância de um produto de variáveis independentes é 
igual ao produto de suas expectâncias, 

E(x.y.z ... ) = E(x). E(y). E(z) .... 

Se, em particular, considerarmos uma função do tipo q, (x) = xk, 
sendo k = 1, 2, . . . , teremos 

E(xk) =f : xk j (x)dx, 

que é o momento~'" de ordem k da variável aleatória x em relação à ori-
gem. É o valor médio da potência k esima da grandeza x. 

1 Preferimos essa denominação à usual de "esperan ça matemática" por ser têrmo castiço 
e afastar qualquer subj etivismo do con ceito, além de corresponder ao inglês "expectation". 

-2-
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Para k = 1, temos E(x) = ~L'1 = x, sendo x a média do universo. 
Para k = 2, temos o momento quadrático E (x 2

) = ~·t · Chama-se va-
riância O m0mento quadrático da grandeza aleatória (X- X), isto é, 

• ' ( ')! u; = E(x - x)! = E(xt) - (x)! = P.! - p.1 . 

A raiz quadrada da variância é o desvio ou êrro padrão da distribuição. 
Se tivermos duas variáveis aleatórias x e y com uma distribuição 

conjunta, f (x,y), definiremos a expectância de q:> (x,y) como 

E {<;?(.t,y)}= 1: 1: <;?(I,y)f(x,y)dxdy 

Não sendo x e y independentes, no sentido estatístico, então o coefi-
ciente de correlação Q do universo será por definição 

P = E {ex - x) (y - y)} . 
<Tz<Tv 

2.2 Média e variância de uma função linear. 

Consideremos uma variável w, que seja função linear de outras 
variáveis x, (i= 1,2 ... n), cada uma das quais distribuída arbitrária 
e independentemente; isto é, 

onde os c, são constantes quaisquer. Calculemos a média e a variân-
cia de w em função dos momentos ' das distribuições das variáveis x1• 

Seja cr,! a variância de x, no universo a que pertence, e Q;; o coeficiente 
de correlação entre x i e Xj. Então, a expectância de w será 

isto é 
(2.1) 

Temos ainda 

E(w - W)! = 3 c~ E(x; - 1J! + E c, c, B {Cx; - i:J (:ri - Í;)} 
i~J' i=f.j 

ou seja, introduzindo os coeficientes de correlação entre as variáveis, 

Se, porém os x i são mutuamente independentes, no sentido esta-
tístico, de modo que Qi; = O, a fórmula simplifica-se para 

(!U) 

2. 3 ~rro padrão da média. 

Apliquemos essas fórmulas a distribuições de médias de amostras 
aleatórias de um universo arbitrário. Suponhamos os x, provindo to-
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dos de um mesmo universo, constituindo amostras de tamanho n. Se 
fizermos c1 = c$ = ... = c,. =1 

;,., será w igual à média da amostra, 
w = x, e, pelas condições de amostragem, E (x1J = x para cada um 
dos valores i. Portanto, 

E{X) = ..!_ ~ E(:r;) = x. 
ni=l 

Isto é, a média de tôdas as possíveis amostras é igual à média do uni-
verso. Noutros têrmos, a média da amostra constitui uma estimativa 
justa de i. 

Anàlogamente, pondo em (2. 2) w = x, e notando que a,2 = a.,! 
para todos os valores i, segue-se que 

CTt 
t 1 " e z 

(J- = -~(f =-
:t nf!i= 1 X n 

Isto é, a vanancia da distribuição de médias é igual à do universo 
dividida pelo número de elementos na amostra. Daí se conclui o êrro 
padrão da média como 

CT-= ~. 
X y :;; {2.3) 

Em vista do uso corrente da distribuição normal como uma 
aproximação da distribuição por amostragem da média, convém ve-. 
rificar como esta distribuição se normaliza com o aumento do tama-
nho da amostra. A forma da distribuição depende dos momentos de 
ordem superior (assimetria e kurtosis). Poderíamos obtê-los pela re-
petição do processo acima; mas é preferível recorrer à noção de função 
característica. 

2. 4 Função característica. 

A expectância da função e1" , onde t é uma variável ordinária e x 
uma grandeza aleatória de distribuição f (x), denomina-se função ca
racterística ou função geratriz de momentos 2 de f (x). Representan-
do-a por 'Ir (t), temos 

\[t(t) = 1: /xf(x)d:r. 

Essa única integral permite calcular todos os momentos de 
f (x). Com efeito, supondo que e1" se possa desenvolver em série de 
MACLAURIN, temos 

t! tS 
'll(t) = 1 + 11; t + 11; - + 11; -- + ... 

2! 8! 

O momento 11\ de ordem k é, pois, o coeficiente de ~~ no desen-
volvimento da função característica. Podemos também definí-lo como 
a derivada de ordem k dessa função 

• É de se estranhar que autores franceses, repetindo P. LÊVY (Calcul de Probabilités, Paris, 
1925, pág. 161) , atribuam a Introdução da função característica a CAuchY, em 1853, quando 
essa noção já aparece na obra de LAPLACE (Théorie Analytique des Probabi.lités, 3.• ed., pág. 83) , 
quando transforma a sua função geratriz mediante a substituição I' = eiWx . 
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' [ dk'l'(t) J 
P.t-= --

• dtlc I= O 

Sejam várias distribuições independentes f ( x 1), f ( x2), . • • às 
quais correspondem as funções características '1' 1 (t), '1'2 (t), ... ; a 
função característica 'l'(t) aferente à soma das variáveis x=xt+Xz+ ... 
não é senão o produto das funções 'l'1 (t). 'I'! (t) . ... Com efeito, a ex-
ponencial etx = et (x,+z,+ ... ) é o produto das exponenciais etz, etx, ···; logo, 
a integral múltipla 

é o produto de integrais simples /
00

00 /:ri J(x;) dx; isto é 

'1'(1) = '1' J(t) . '1' s(f) ... 

Se pudermos desenvolver o logarítmo da função característica 
.y (t) em série convergente segundo as potências de t, teremos 

tt t3 
L(f) = lo~,'lt(l) = ÀJI + l.s -- + À3 - + ... , 

21 31 

Ç- os coeficientes J.,, serão os semi-invariantes da função f (x), introdu-
zidos por TmELE. L (t) denomina-se a função geratriz de semi-in
variantes. 

Assim como as .y, (t) compõem-se segundo um produto, as L , (t) 
compõem-se segundo uma soma; e daí o teorema: quando uma distri-
buição resulta da adição de várias distribuçiões independentes, o seu 
semi-invariante !.."é a soma dos semi-invariantes da mesma ordem das 
distribuições parciais. E' precisamente essa propriedade aditiva dos 
semi-invariantes que justifica o seu emprêgo. 

Exemplo A. Calculemos a função característica da distribuição normal. 
Temos 

1 xf u!t 1 

'l!(t) = ---= e '3 use dx = e 2 . ~ e ~ a~ = 
1 1 oo - - - tx - 1 f co - >u! (x - utt)t 

a- '-/f -rr. -co GV.2r: -co 

Desenvolvendo ()) (t) em série, obtém-se 

CX> 1 [( t! ) '' J \II(f) = ~ - - u!k 
o kl 2 

Todos os momentos ímpares se anulam, e o momento par de ordem 2 k é 
dado por 

Em particular, ~t 10= 3 a1, de modo que o coeficiente de kurtosis é B, = 3. 
Observemos que Zog, 'I' (t) = ~ a't". O único semi-invariante, além da média, 

é assim o de ordem 2, que tem por valor a' . 
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Exemplo B. Seja uma grandeza aleatória descontínua, que admite os 
valores x =O, 1, 2,. .. com probabilidade ~e - fl. (função exponencial de 

xl 
PoxssoN) . A sua função característica será 

00 fl.z - 11 tx oo (fJ-et)x - 11 f1(et - 1) 
o/(1) = ~ -e e = l: -- e = e 

x=O xJ x=O x! 

2. 5 Normalização da distribuição de médias. 

Consideremos a amostra x 11 x2 ... x,.. Em vista da atividade dos 
semi-invariantes, temos que, provindo todos os x do mesmo universo, 
o semi-invariante de ordem k da soma dêsses n elementos será igual 
a n vêzes o semi-invariante do universo, n t..k:x; e portanto, para a dis-
tribuição de médias de amostras de tamanho n, teremos 

Àk:x 
Àk;; = --. 

nk-1 

Denotando a razão do semi-invariante de ordem k para kesima 

potência do desvio padrão por 7k:z = "k=~1 , segue-se que 
O·!:z) t 

- 1k:X 
1k:z = -k--

--1 
nJl 

Como casos particulares, temos os coeficientes de 
~1:z 

assimetria ~~=i = - , 

~t;x-S 

kurtosis ~~ =x = s + --- . 
n 

As fórmulas acima mostram que, embora o universo se afaste do 
tipo normal, a distribuição de médias aproxima-se muito mais dêsse 
tipo, pois os índices característicos vêm divididos por n. Se o tama-
nho da amostra cresce indefinidamente, n ~ oo, também 1k:x ~ o 
para todos os valores de k maiores que 2, contando que as razões cor-
respondentes no universo 1k: x sejam finitas. Ora, essa propriedade 
caracteriza a curva normal (§ 2 .4), donde se conclui que, se a amos-
tra fôr suficientemente grande, a distribuição de médias tende para 
a normalidade, qualquer que seja a forma do universo donde pro-
venham. 

2. 6 Distribuições provenientes de universos normais. 

No caso de ser dada a especificação do universo, podemos deter-
minar a forma analítica da distribuição por amostragem de médias. 
Um caso especial, de grande relevância, é o do universo normal. 

Consideremos as variáveis independentes x, (i= 1, 2, ... n), obe-
decendo à lei normal com dispersão oi, 

1 
j(x) = , 1- e 

a v :ir. 

cuja função característica é (§ 2.4) 'lt(t) = e 
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n Se tomarmos a soma w = ~ c; x; 
i=l ' 

a sua função característica será 

- --
e 2 , donde se conclui que w também segue a lei normal, com 

n 
variância definida por u! = ~ cf u; . 

i=l 

A essa conclusão poder-se-ia, aliás, chegar imediatamente, obser-
vando que, pela aditividade dos semi-invariantes, a distribuição de w 
tem também todos os semi-invariantes nulos, exceto os de ordem 
1 e 2, resultando que também ela é normal. 

É esta a chamada propriedade reprodutiva da lei normal: a soma 
de variáveis aleatórias independentes obedecendo a esta lei, também 
a obedece. Por isso, diz-se que a lei normal é estável. 

Suponhamos agora que os x, constituem uma amostra obtida de 
um universo de variância u; , isto é, u; = u; para cada valor i, e 
c; = ..!.._ • Então w = x, e, de acôrdo com a propriedade acima u~ = ~ 

11 x n 
Donde se conclui que a distribuição por amostragem de médias de :um 
universo normal também é normal, com a mesma média do universo 
e variância igual à do universo dividida pelo tamanho da amostra. 

2. 7 Amostragem em universos finitos. 

Nem sempre as condições de amostragem corresporl.dem às que 
definimos como simples (§ 1.4); ao invés, na prática ela se realiza ge-
ralmente sem reposição dos elementos extraídos, e tem-se a amostra-
gem em um universo finito, onde a extração de um elemento de dada 
categoria modifica a probabilidade da extração dos demais. 

Seja N o número de elementos do universo e n o da amostra. A 
fórmula (2 .1) ainda prevalece, e temos E (x) = x. Para calcular a 
variância da distribuição, notemos que ela independe da origem de 
coordenadas, pelo que podemos supôr que esta coincide com a média 
do universo. Então a variância da soma w = X1 + X z + ... + x, será 

E(wB) = ~ E (xf ) + :E E(x;r;) 
i=l • i=Fj 

= na-; + n(n - 1) E(r; x), 

pois cada um dos x , compõe-se com os restantes n-1 valores X;. 

O têrmo E (X; X j) obtém-se calculando E (w2) para todo o uni-
verso, que é evidentemente nula. Segue-se que 

Substituindo êsse valor na expressão acima, tem-se 

( n-1) N-n e ! ~ uw = nux 1--- = nux --. 
!1'-1 i\'-1 
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Para obter a variância da distribuição de médias, façamos a subs-
• u!N-n . tituição de x, para ~ virá ui= --;- N _ 

1
, ou seJa 

X- - --
u- _ 3i_ VN -n 

Vn N -1 · 

De maneira análoga calcular-se-iam as demais características da 
distribuição 3• As fórmulas obtidas são mais gerais e se reduzem às 
do § 2. 5 para N ~ co. As conclusões de CHURCH são que a distribuição 
por amostragem de médias de qualquer universo finito é pràticamente 
normal. 

Torna-se interessante comparar as vantagens de um e outro pro-
cesso de amostragem. Não havendo reposição, a variância dos erros de 
amostragem tende para zero, quando o número de elementos da 
amostra aproxima-se do tamanho do universo, o que só se dá no outro 
processo para n ~ co. Também a variância é sempre ligeiramente 
menor não havendo reposição, mesmo quando a amostra constitui 
apenas uma diminuta parte do universo. Há, pois, certas vantagens 
no uso da amostragem sem reposição. 

Contudo, as fórmulas correntes de erros padrões baseiam-se, por 
comodidade de derivação analítica, em amostragem num universo in-
finito. Invoca-se a favor de seu uso, além de sua simplicidade, o fato 
de que, quando o universo é muito grande relativamente à amostra, 
as diferenças entre os dois tipos de fórmulas são desprezíveis, e as in-
terpretações baseadas sôbre as primeiras pecam a favor de uma maior 
segurança. 

2.8 Universos não-normais. Verificações expe1·imentais. 

As distribuições por amostragem de médias provenientes de uni-
versos não-normais têm sido determinadas analiticamente para vá-
rios tipos de especificação.4 Assim, as derivadas de um universo assi-
métrico do tipo III de PEARSON foram estudadas separadamente por 
CHURCH, IRWIN e CRAIG. O resultado é outra distribuição do mesmo 
tipo, que se normaliza mesmo para n <50. IRWIN ocupou-se de distri-
buições oriundas de universos do tipo II de PEARSON, entre cujos casos 
particulares se inclui o universo retangular, também tratado por 
RIETZ e HALL. Outros tipos de universo foram estudados por BAKER, 
CRAIG e outros autores. 

As conclusões são uniformes em evidenciar que, para os mais va-
riados tipos de universo, as distribuições de médias aproximam-se do 
tipo normal, mesmo para baixos valores de n. 

Essas conclusões também têm sido confirmadas por várias veri-
ficações experimentais. Assim, SHEWHART ~ fez 4 000 tiragens com re-
posição de dois universos, um retangular e outro triangular, e regis-
trou as distribuições de médias em amostras de 4 elementos. Os resul-
tados experimentais situam-se pràticamente sôbre uma curva normal 
teórica, calculada mediante as características conhecidas do universo. 

" Cf. CHURCH, A. E. R. , "On the means and squared standard-deviatlons of small samples r 
!rom any population", Biometrika, vol. 18 (1926), pág. 321. 

• Cf. RmER, P. R., "A Survey of the Theory of Small Samples", Annals ot Mathematics, 
vol. 31, 1930; RrETZ, H . L ., "Some Topics In Sampling Theory", Bull. Amer . Mathem. Soe., 
vol. 43, 1937. 

• SHEWHART, w. A., Economic Control ot the Quality o f Manutactured Produot (Nova 
Iorque, 1931), pág. 181. 
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CARVER 6 apresenta o resultado da distribuição de médias de 1 000 
amostras de 25 elementos, extraídas sem recolocação de um universo 
arbitrário, extremamente assimétrico, constatando-se a normalidade 
da distribuição. Dêsse e de outros resultados experimentais, CARVER 

conclui que, se a amostra se compõe de 50 ou mais elementos, e o uni-
verso é no mínimo 10 vêzes maior que a amostra, a forma do universo 
tem relativamente pouca influência sôbre a forma da distribuição de 
médias. 

2. 9 A significância da média. O teste u. 

Tôdas as conclusões relatadas são no sentido de que, mesmo quan-
do a população se afasta do tipo normal, a distribuição por amostra-
gem de médias é aproximadamente dêsse tipo, com média x e variân-
cia ..);- . podemos, pois, utilizar a distribuição normal para deter-
minar a significância da média, isto é, para verificar a hipótese de que 
ela difira significantemente de certo valor prefixado para a média 
da população. 

Fazendo a transformação u = x- i , u distribuir-se-á normalmente 
u;; 

(ou aproximadamente) em tôrno de zero e com desvio padrão unitá-
rio, e podemos utilizar a tabela das áreas da curva normal 

u2 

cp(u) = , ;_ e ! 
y2r-

para calcular a probabilidade de se obter uma amostra aleatória, na 
qual x difira de x tanto ou mais que o desvio reduzido lõl calculado 
sôbre a amostra. Essa probabilidade será , pela simetria da curva 
normal, 

P;; = :!1 00 

cp(u)du = 1 - 2 { ô cp(u) du. 
ô -"0 

É êste o chamado teste u, a ser empregado quando conhecemos 
a variância do universo, ou quando lidamos com grandes amostras, de 
modo que os erros de amostragem na estimativa da variância sejam 
desprezíveis. Em geral, as tabelas existentes nos manuais dão apenas 
a segunda integral; as de FrsHER e YATES 7 fornecem diretamente P 

Exemplo A. A densidade do ouro é 19.3 gr/cm•, e admite-se que o pro-
cesso de sua determinação está sujeito a um êrro padrão de O .12. Uma amos-
tra de metal, que se presume seja ouro, é examinada mediante 4 determina-
ções de densidade, obtendo-se os resultados 19.5, 19.2, 18.8 e 18.7, cuja média 
é 19. 05. Pode-se concluir que se trata realmente de ouro ? 

O. 12 
O êrro padrão de uma amostra de 4 elementos é u x_ = v' i = 0.06 ; e como 

a diferença entre o valor determinado e o teórico é 0.25, segue-se que 

• CARVER, H. c., "Fundamentais of the Tbeory of Sampllng", Annals ot Mathematical 
Statistics, vol. 1 (1930), pág. 111. 

7 FrsHER, R. A., e YATES, F., Statistical Tables for Biological, Agricultura! anã Medica! 
Besearch (Edinburgo, 1938). 
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0. ~5 
õ = 

0
_
06 

= 1;.17 • A tabela de áreas da curva normal mostra que a probabili-
dade de um desvio numericamente maior que êsse é Pô = O. 00005, donde se 
conclui que a amostra não é de ouro puro. 

Exemplo B. A idade média, ao morrer, de uma população, é de 41.5 anos, 
com desvio padrão r1 = 10. Uma companhia de seguros quer determinar essa 
característica num grupo de assegurados com um êrro máximo de 2% e segu-
rança de 95%. De que tamanho deve ser a amostra? 

O êrro admitido é nesse caso O. 02 x = O. 83 anos; portanto 

O.BS , ,-
ll =- = 0.083yll. 

tTi 

De outro lado, a probabilidade de 95% corresponde a 

i ô 0.95 
rf>(u)du = - = 0.1;75, 

:: 

e a interpolação inversa na tabela da integral da curva normal fornece 1131=1.96. 
Igualando os dois valores, temos 

n= ( 
1.96 )e 
0.088 = 557 ' 

Uma solução rápida poder-se-ia obter utilizando nomogramas.s Calculado 

o coeficiente de variação CV = 4:~5 = 0.21;1 tem-se imediatamente, ligando êsse 
ponto a P=0.02, que n=560 aproximadamente. 

2.10 Limites fiduciais da média do universo. 

Freqüentemente não nos é possível ajuizar a priori nenhum valor 
para a média da população, e o que queremos é precisamente inferir êsse 
valor a partir da amostra que possuímos. Trata-se, então, de estabe-
lecer limites entre os quais podemos, com certa confiança, presumir 
que se enquadre essa característica da população. 

Suponhamos que se deseja alcançar uma precisão de 95%. Se con-
siderarmos a probabilidade P 0 de um desvio maior que I õ I e fizermo-la 
igual a O. 05, uma interpolação inversa na tabela das áreas da 
curva normal nos dará o valor do desvio correspondente lul = õ, ou seja 
I; - xl = õ Da1' x = x + õu- . ux • - :z: 

Os dois valores XL= X- /lu;; e xs =x + õaz foram denominados por 
FISHER 9 limites fiduciais correspondentes à probabilidade P 0 , e a pro-
porção de inferências corretas probabilidade fiducial (no caso ver-
tente 95 %) correspondente à amostra observada. NEYMAN 10 usa as 
denominações correspondentes de limites e coeficiente de confidência. 

Temos, com efeito, que 

equivale a 

• K.INGSTON, J., "Dimensionamento de amostras", Revista Brasileira de Estatística, num. 19 
(1944). pág. 303. 

• FrsHER, R. A., "Inverse Probabil!ty", Proc. Cambridge Phil. Soe., vol. 26 (1930), pág. 528. 
10 N EYMAN, J ., "On two different aspects of the representa tive method", Jour. Roy. Stat. 

Soe., vol. 97 (1934), pág. 558. 
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Ora, a probabilidade de que x satisfaça essa última desigualdade 
é O. 95, de modo que, em média, acertaremos em nosso julgamento re-
lativo ao valor dêsse parâmetro em 95 % dos casos. 

Exemplo. Em face das determinações físicas constantes do Ex. 2. 9, entre 
que limites se deve presumir, com uma segurança de 95%, que se enquadre a 
verdadeira densidade do metal examinado? 

A probabilidade de O. 95 corresponde na curva normal a um desvio de 
lô 1=1.96; portanto ô a3) =1.96x0.06=0.118. Os limites fiduciais da média são 
pois x , =19.05-0.118=18.92 e x . =19.05+0.118=19.17. 

àbviamente, podemos determinar limites correspondentes a ou-
tras probabilidades fiduciais, por exemplo para nível de 99 % e para 
outras constantes estatísticas, que possuam distribuições por amostra-
gem contínuas e conhecidas. De um modo geral, definiremos os limi-
tes fiduciais do seguinte modo: se usamos uma estatística t para es-
timar uma grandeza desconhecida 8, denominamos t 1 e t 2 (t1 < (} < t 2 ) 

os limites fiduciais de (} relativamente às observações dadas e à pro-
babilidade P se, na hipótese de que (} = t 1, a probabilidade de que a 
estatística calculada do mesmo modo que t e sôbre uma amostra se-
melhante exceda t é %P, e se a probabilidade, na hipótese de (} = t2, 
de que esta estatística seja menor que t é também :Y2P. 

O conceito de probabilidade fiducial não se deve confundir com 
conclusões baseadas no teorema de BAYES, e que resultam em afirma-
ções do tipo: "dado o valor x da amostra, a probabilidade do valor x do 
universo estar compreendido entre t1 e t 2 é 0.95". Isso implica a con-
cepção de uma super-população de valores correspondentes ao valor x, 
e dos quais 95 % estariam compreendidos entre os limites. Diversas di-
ficuldades adviriam dessa situação, entre as quais se destaca a falta de 
elementos em que basear as características da distribuição dessa super-
população. Ao contrário, fundamentados na probabilidade fiducial, o 
que afirmamos é que, para todos os possíveis valores x de amostras ex-
traídas de quaisquer populações, 95 % dos valores x dessas populações 
enquadram-se entre os limites fiduciais, o que não envolve nenhuma 
hipótese relativa à distribuição dos parâmetros x. 

2.11 Diferenças e funções lineares de estatísticas. 

Na dedução do § 2.2, consideremos os xi como estatísticas t i, cujas 
variâncias a 1, são conhecidas; então, a variância da distribuição por 
amostragem de uma função linear qualquer das mesmas será dada por 

(; .5) 

Se as estatísticas provêm de amostras independentes, P;,; =O, e a 
fórmula simplifica-se para 

(2.6) 

Um caso especial, de grande utilidade prática, é o atinente à va-
riância da diferença entre médias de duas amostras X1 e x 2 • Fazendo 
c1 = 1, Cz = -1, ten1os 

• 
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(2. 7) 

sendo n1 e ng os tamanhos respectivos das amostras. Se, em particular, 
as amostras provêm do mesmo universo, 

(2.8) 

Essas expressões permitem verificar a hipótese de que duas médias 
diferem apenas por flutuações de amostragem. Suposto que as médias 
se originem de universos com a mesma média, a diferença entre elas 
terá uma distribuição, cuja média é E(xl -x2) =O, e cuja dispersão 
é dada pelas fórmulas acima. Como a distribuição de médias é aproxi-
madamente normal, a distribuição de diferenças entre elas também 
será (§ 2. 6) dêsse tipo, e, portanto, a probabilidade de que a diferença 
Xt- X:! = Ô seja excedida numericamente é dada por 

Pa = 2 { 

00 

tj;(u) du. 
)a 

Suponhamos agora ambas as amostras do mesmo tamanho. Ado-
tando o nível de significância correspondente a 2 a, deduz-se a regra 
prática de que a diferença entre médias é significante se fôr maior que 
3 vêzes o êrro padrão de uma das médias, pois então 

a: - = \ ;-;; o·! e ~ r-; 
X 1 - :t:.! "" X z y "' 

é aproximadamente igual a 3. 

Exemplo. Suponhamos que em uma segunda amostra, que se presume ser 
do mesmo metal referido no Ex. 2. 9 A, fizeram-se 6 determinações de densidade, 
obtendo-se os resultados 19 .1, 19 .1, 19. O, 18. 8, 18.7 e 18. 6, cuja média é 18. 88. 
Confirma-se a expectativa de que se trata realmente do mesmo metal? 

Temos 

V1 1 
a-; _ x" = 0.12 - +- = 0.12 X 0.646 = 0.078, 

I • 4 6 

19.05 - 18.88 
a=-----= 2.18, 

0.078 

a que corresponde a probabilidade Põ =O. 029. A diferença é, pois, significante, 
e mostra que, no caso, se trata de metais diferentes. 

Se a média da segunda amostra, 18. 85, tivesse resultado também de 4 de-
terminações, poderíamos empregar a regra prática mencionada. Teríamos que a 
diferença O .17 é menor que 3 x O. 06, e portanto não significante, confirmando-se 
a hipótese formulada. 

2.12 Erros padrões de outras estatísticas. 

Determinemos os erros padrões de outras estatísticas de uso fre-
qüente. Temos assim: 

A) Separatrizes.n 

11 Para um estudo geral da distribuição por amostragem das separatrizes, vêr GUMBEL, E. J ., 
"Les valeurs extrêmes des distributions statistiques", Annales de l'Institut Hemi Poincaré, 
vol. 4 (Paris, 1935), pág. 115. 
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Consideremos a separatriz S, de grau p, de uma amostra de tama-
nho n da variável x, que obedece a uma lei de distribuição contínua 
f (x). Seja S a separatriz de mesmo grau dessa distribuição ideal. Em 
vista da definição, a probabilidade de que um qualquer valor x esco-
lhido ao acaso seja menor que S é p. A separatriz S da amostra situar-
se-á a uma distância õ x = õ S de S, e o número de elementos da amos-
t ra acima de S é np + d. Se y corresponde ao valor médio de x no in-
tervalo d S, então, a menos de infinitésimos de ordem superior, temos 
y õ s = d. 

E' esta a equação que liga a variação d S do valor da separatriz da 
amostra ao desvio por amostragem d da freqüência acima de S. Daí 

d 1 
dS = - e a; = - a~ 

y yf 

Ora, o êrro padrão da freqüência de uma categoria definida pela 
proporção pé(§ 3.2) aã=ynpq; por conseguinte a.= ynpq/ y. 

Se a variável x se distribui normalmente, o valor de y é dado por 
y = n [<f>(u)], / a onde [<f>(u)]p é a ordenada que corresponde à divisão 
da área da curva normal na proporção p. Logo 

<T, = _ <T_ l /!i. 
[cp(u)]p Jl n 

<T 
Para a mediana, p= 1/ 2 e <f>(u)=O .3989; donde aMã=1.253 V n 

Logo, a mediana tem um êrro padrão 1 . 253 vêzes maior que a média 
aritmética baseada na mesma amostra, conclusão, contudo, só estrita-
mente válida para distribuições normais. 

Para os quartis, p = ~ (ou % ) e 4> (u) = 0 .3178; donde aQl ou Q2 = 
1 .3626 ,/n . Como na curva normal o desvio quartílico Q equivale a 
O. 6745 a, basta multiplicar ambos os têrmos das fórmulas acima por 
êsse fator para termos os êrros prováveis. Assim 

Q 
E.P.ltfd = 1.f!53 V n 

Q 
E.P.Qt ou Q! = 1.3626 V n 

B ) Desvio Padr ão. 

O êrro padrão do desvio padrão s, quando essa estatística se baseia 
no momento de segunda ordem da distribuição, é aproximadamente 
dada por 

<T ---.- V2n (2.9) 

A distribuição não é normal, mas aproxima-se dêsse tipo com o 
crescer da amostra, como veremos adiante. Por exemplo, para n= 100, 
já a distribuição tem as características tl1=0. 0051 e tl!=3. 0000. 
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Se a dispersão é medida pelo afastamento médio, temos que, para 
grandes amostras, 

li cr 
cr AM = 1.068 , 

1
_ = 0.861 ~ 

1
_ 

y2n y J!tl 

sendo ô o valor do afastamento médio na população. Se, por conseguin-
te, estima-se o a partir do afastamento médio, então o seu êrro padrão 

, cr 
sera 1. 253 a.ur=1. 068 , 1- , denotando a inconveniência dêsse proces-

v 2n 
so de estimação. 

2 .13 ÊrTO padrão de uma função. 

Importa também determinar o êrro padrão de uma função qual-
quer. Já cuidamos dêsse problema, referentemente às funções lineares, 
e vamos agora generalizá-lo, supondo porém que se trata de grandes 
amostras, estatísticamente independentes. 

Seja 1. =f (81, 82, ... Bm) a função ligando os valores dos parâme-
tros no universo, e sejam Z, t1, t~ , . .. tm os valores correspondentes numa 
amostra aleatória. Então, os erros cometidos na determinação dessas 
constantes serão l = 1, + ô À, t1 = 81 + ô 81, t ! = 82 + ô Oe, .. . , onde ô signi-
fica um desvio muito pequeno. Teremos I = j (01 + aob Os+ ao~ • .. . 8m + liBm) , 

e, se os erros forem tão pequenos que os seus produtos e potências pos-
sam ser desprezados, poderemos desenvolver essa expressão em série 
de TAYLOR, obtendo, aproximadamente, 

i'J c] cf 
ô).. = - li61 + - õOz + ... + - õOm . 

à81 àOz iJBm 

O grau de aproximação implícita corresponde a desprezar quanti-
dades da ordem de 1/ n em comparação com a unidade, sendo n o 
número de elementos na amostra. 

Tomando os valores médios de ô 1., ô 81, ô 82, • •• para tôdas as amos-
tras que se possam extrair do universo, teremos os quadrados dos cor-
respondentes erros padrões uJ, u:.. cr~ . . . . . . . Ora, observando que ô À é 
uma função linear de ô 81 , õ(J " ' ••• , podemos aplicar a fórmula (2. 6), 
obtendo 

( 
of ) ' ( of )! ( of )t crf = - cri = - cri, + ... + - - crz . 

óO 1 I àOg - àOm m 
(? .10) 

Nessa expressão, as derivadas parciais referem-se aos verdadeiros 
valores no universo. Apliquemo-la à determinação de algumas funções 
importantes. 

A) Variância. 

c! f 
Temos v= st, 81 = u, - = f!u. 

iJ81 

e finalmen te u, = u'll ~ . 
5!!14 

Logo u; = 4us(cr;)1 = -
n 
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B) Coeficiente de variação. 

Como a média e o desvio padrão, estimados a partir da mesma 
amostra, são independentes, podemos aplicar o processo. Temos te = ~ 

J.l. 
2 , G$ (f2 (Jf • v 2K2 + I 

e portanto CJ
1
• = - -- = -- ou seJa (J k = K --- • 
' J.l.e f!n J.i-4 n 2n 

Relativamente aos erros padrões que vimos de calcular, dois fatos 
devem ser notados. Primeiro, as fórmulas envolvem os valores dos pa-
râmetros do universo, que, em geral, são desconhecidos. Sàmente para 
grandes amostras podemos substituir aos mesmos, com aproximação 
razoável, os valores deduzidos das amostras. 

Em segundo lugar, a interpretação dêsses erros padrões, mediante 
a estimativa da probabilidade de se verificarem desvios maiores, depende 
da forma da distribuição, que nem sempre é conhecida. Muitas dessas 
distribuições, com o aumento do tamanho da amostra, tendem para o 
tipo normal, justificando-se assim o largo emprêgo dessa função na de-
terminação da significância das constantes estatísticas. 

2.14 Testes da normalidade do universo. 

Para muitas estatísticas, a forma analítica de sua distribuição tem 
sido determinada no pressuposto de que as amostras provenham de 
um universo normal. Daí o interêsse em se poder discriminar até 
quando uma dada população, à vista da amostra que dela se tem, pode 
ser considerada normal ou não. 

As duas constantes usualmente empregadas para caracterizar a 
forma das distribuições são: 

para a assimetria , ,- !f.~ • v ~1 = !f.!J3t, 

para a kurtosis ~e = !f.! · 
J.l.~ 

Dada uma amostra, calculamos as estatísticas yb1 e b2, e devemos 
avaliar se elas desviam significantemente em relação aos correspon-
dentes parâmetros da curva normal, que são yF; =O e ~z = 3. As dis-
tribuições dessas duas estatísticas não são ainda exatamente conhecidas, 
mas FISHER 12 calculou os seus quatro primeiros momentos, aos quais 
E. S. PEARSON ajustou curvas empíricas do sistema pearsoniano, e pos-
teriormente GEARY e PEARSON 13 calcularam tabelas dando os valores 
correspondentes aos níveis de significância de 5% e 1 7o . . 

Para grandes amostras, yb, e b2 aproximam-se da normalidade, 
com erros padrões respectivamente de y6 /,. e -yz1 In; mas, para valores 
de n < 1000, devem-se preferir as tabelas de GEARY-PEARSON, sobretudo 
para b2, cuja distribuição é fortemente assimétrica. Para yb1, podemos 
considerar que o duplo do êrro padrão cai pràticamente no nível de 
significância de 5%. 

12 FISHER, R. A., "The moments of the distrlbution for normal samples of m easures ot 
departure from normallty", Proc. R oy. Soe. o{ London, ser . A, vol. 130 (1930), pág. 16. 

13 GEARY, R. C., e P EARSON, E. S., Tests O{ Nonnality (LOndres, Blometr ika Office , 1938). 
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A assimetria também se pode estimar mediante o afastamento 
médio õ; tem, então, por medida 

a - _i_ - 13lx - xl 
- fu - [n~(x - X)t]~ 

Para a curva normal, a. = -,p I 1r = O . 798. As tabelas da distribuição 
desta estatística utili~am-se da mesma maneira que as de yb

1
• Para 

pequenas amostras, é preferível o emprêgo de a. . 

Exemplo A . CROXTON e COWDEN ( Applied General St atistics, pág. 273) dão 
a distribuição das distâncias de jogada em "baseball" de um grupo de 303 
alunas de colégio, caracterizada por yb 1 = O .102, b2 = 2 . 77. Pode-se considerar 
normal essa população ? 

As tabelas de GEARY-PEARSON dão, para n = 300, os desvios correspondentes 
à probabilidade de 5% como yb1 = 0 .230, b2 = 2.59; logo justifica-se, no caso, 
a assimilação à curva normal. 

Exemplo B. Suponhamos que um grupo de 300 alunas tivesse fornecido exa-
tamente os valores yb1 =O .230 e b2 = 2. 59, correspondentes ao nível de 5%. 
Confrontemos êsse resultado com o que se obtém interpretando os erros padrões 
dos coeficientes à luz da tabela da curva normal. Temos 

V24 
() - = = 0 .11,1 ' ()b = -- = 0 .283 

V b1 g 3oo 

• 0 .230 No primeiro caso, o desvio reduzido e ó = 
0

_
141 

= 1.63 , a que corresponde a 
probabilidade de um desvio no sentido positivo P (> õ) =O .052. No segundo, 

ô 0.41 
temos = 0_283 = 1 .1,5 donde P (>õJ = 0 .074. Por conseguinte, em ambos os ca-
sos a aproximação normal sobrestima as probabilidades dos desvios considerados. 
Sobretudo para b~ é preciso cautela na interpretação, pois, para um valor um 
pouco inferior a 2.59, a tabela de GEARY-PEARSON daria o desvio como signifi-
cantemente diferente de 3, ao passo que a aproximação normal o consideraria 
como não significante, por ser a área à sua esquerda maior que 5%. 

Se a curva fôsse leptokurtica, com b2 = 3 .47, correspondente ao nível de 
- • 0 .47 5%, a aproximaçao normal daria u = 

0
_
283 

= 1 .66 e P (> õJ = 0 .049, subesti-
mando ligeiramente a probabilidade do desvio. 

2 .15 0 critério de TCHEBYCHEFF. 

O critério de TcHEBYCHEFF permite aJUizar sôbre a grandeza do 
êrro padrão, independentemente do conhecimento da natureza da dis-
tribuição da estatística em causa. Ele estabelece que: para uma distri-
buição qualquer f ( x), a probabilidade de um desvio relativo à média 

1 maior que um múltiplo iõl do desvio padrão é, no máximo, igual a 82 ' 
Com efeito, essa probabilidade é 

f -0() 1"" P = j(x)dx + j (x)dx 
ô co Ô() 

f -Ô() xt l c.o xt f cc xt 
~ -- J(x)dx + -~ j (x)dx L -- j(x)dx , 

• co 82()2 0() Õi()JJ - co ótat 
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:rt pois que õsus ~ 1 no intervalo abrangido pela integração, e f (x) é 
essencialmente positiva. Notando que a última integral iguala 

1 f- 00 
1 - - xtj (x) d:c = -, 

ó~ue - 00 ó~ 

segue-se que (2.11) 

:f:sse resultado também é conhecido sob a ·denominação de desi
gualdade ou teorema de TcHEBYCHEFF; na realidade, êle fôra anteci-
pado por BIENAYMÉ. 

A importância do critério de TcHEBYCHEFF deflui de ser válido para 
qualquer tipo de distribuição; mas, devido a essa extrema generalida-
de, êle pouco pode informar a respeito da distribuição particular com 
que lidamos. Isto é, os limites decorrentes do critério são tão afastados, 
que perdem o valor prático na interpretação das estatísticas. 

2 .16 Generalizações do critério de TcHEBYCHEFF. 

Diversas generalizações têm sido propostas para êsse critério. As
sim, PEARSON mostrou que, para distribuições contínuas, 

J.ltk 
p .L - 
ó - 0skutk 

desigualdade, porém, que ainda não conduz a resultados práticos. 
Outra generalização é devida a CAMP,14 que, para distribuições uni-

modais, com a moda a menos de a da média (assimetria:::;; 1), estabelece 
que 

mais um resto, geralmente desprezível. Aí, a.2k representa o momento 
reduzido ~!~ . Para k = 1, temos 

1 

Pó< --. 
2.25 ut 

também conhecida como desigualdade de CAMP-MEIDELL. 

(2.12) 

Comparemos os resultados que se obtém pela aplicação dessas de-
sigualdades e da integral da curva normal. Se na de CAMP-MEIDELL fi-
zermos õ = O. 667 e na de TCHEBYCHEFF õ = 1, resulta P 0 = 1; isto é, 
a primeira não nos fornece nenhuma informação sôbre desvios com-
preendidos nos limites positivos e negativos de um êrro provável, e a 
de TcHEBYCHEFF nos limites de um êrro padrão. 

O nível de significância de 5% corresponde, na curva normal, a 
um desvio lõl = 1.96 vêzes o desvio padrão; para a desigualdade de 
CAMP-MEIDELL êle corresponde a 2.98 a e para a de TCHEBYCHEFF 4.47 a. 
Para o nível de significância de 1%, os valores correspondentes são 
2. 58 a, 6. 67 a e 10 a . 

14 CAMP, B. H ., " A new generallzation of T chebycheff's statistlcal in equality", Bull. Amer. 
Mathem. Soe .• vol. 28 (1922), p ãg. 427 . 
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Os limites fornecidos por essas desigualdades podem, ainda, ser 
melhorados. CAMP mostrou que, se a distribuição podia ser assimilada 
a uma curva de GRAM-CHARLIER (até o têrmo de 4.a ordem) ou a um 
dos tipos fundamentais de PEARSON, com valores usuais de a3 e a 4 (isto 
é, la3 l < 1.22, 2 L a4 L 4), então P 0 era menor que o valor máximo 
constante da tabela: 

õ 1.5 2.0 2.5 3 .0 3 .5 4 o 4 5 5.0 
- ---

l\Iax. P0 .20 .11 .05 .02 .01 .005 .002 .001 

Êsses valores foram escolhidos suficientemente altos para que se 
possam aplicar indiferentemente aos dois tipos de funções de fre-
qüência. 

Exemplo . Na distribuição referida no Ex. 2.14 A, o desvio padrão é cr=20. 95 
pés. Suponhamos que se escolhe ao acaso nesse grupo, 121 alunas ; qual é a pro-
babilidade de que o desvio padrão dêsse subgrupo difira de cr mais que 7. 5 pés ? 

Não conhecendo a forma analítica da distribuição de a, vamos aplicar o 
critério de TCHEBYCHEFF. TemOS 

20.95 
cr, =-= = 1.905, vm 

1 e portanto 5! = 0.064 e P0 L. 0.064. 

7.95 
Õ= -= 3.94 

1.905 

Contudo, para amostra dêsse tamanho, já a distribuição de a pode-se assi-
milar à normal. Ora, a tabela dessa curva nos dá, para êsse desvio, 

P0 = o.oooos. 

Vê-se que o critério de TcHEBYCHEFF pouco esclarece sôbre a probabilidade 
dos desvios. Empregando a desigualdade de CAMP-MEIDELL, teríamos 

1 
P0 < < )! < o. o29. 2.25 3 .94 

Recorrendo à tabela de CAMP, obteríamos melhor aproximação, P0 < 0 .005, 
mas, mesmo assim, longe da decorrente da curva normal. 

"' CAMP, B . H ., T he Mathematical Part of El em en.tarv Stati3tic3 (Bol!ton, 1931), pé.g. 258. 
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CAPÍTULO III 

A DISTRIBUIÇÃO BINOMIAL E SUAS APROXIMAÇõES 

3 .1 A distribuição binomial. 

Consideremos um universo, cujos elementos estão sujeitos a uma 
classificação dicotômica, isto é, caracterizam-se pela presença ou au-
sência de um certo atributo. Seja p a proporção dos elementos porta-
dores dêsse atributo no universo. Em uma amostra de n elementos, um 
cer to número x deles possuirá o atributo em questão, o qual faltará 
nos n-x restantes, sendo que x pode assumir todos os valores inteiros 
de O a n. 

Por analogia com os problemas de esquemas de urnas, costuma-se 
considerar a escolha de um elemento ao acaso como um acontecimento, 
que será favorável ou contrário, conforme possua ou não o atributo. A 
proporção p é a probabilidade do acontecimento favorável numa 
tiragem. 

Se p mantém-se constante durante as tiragens, entre tôdas as pos-
síveis amostras de n elementos, a freqüência relativa daquelas que cons-
tam exatamente de x acontecimentos favoráveis será C: p' q" - • , isto é, o 
(x + 1)•nmo têrmo do desenvolvimento de (q + p)n. O desenvolvimento 
dêsse binômio 

n(n - 1) 
(q + p)n = qn + pqn - 1 + --- pJqn-e + ... 

2! 

dá-nos, pois, a distribuição das amostras possíveis de n elementos co-
lhidos num universo infinito caracterizado por p. 

E' essa a distribuição binomial, estudada por JACQUES BERNOULLI 
em sua Ars Conjectandi, publicada postumamente em 1713, e que cons-
titui a primeira distribuição teórica introduzida na estatística. As sé-
ries de variáveis descontínuas, cujas classes têm freqüências propor-
cionais aos têrmos do binômio, também se chamam bernoullianas. 

A importância do desenvolvimento binomial é considerável em 
tôda a ciência aplicada, como verificação da independência de alter-
nativas e perequação matemática de dados de observação. Freqüente-
mente deparamos fenômenos sob formas mutuamente exclusivas, como 
a sobrevivência ou a morte, o ataque ou não de uma doença, a eficácia 
ou não de um tratamento, o sexo num grupo ou numa linhagem, etc., 
que caem no âmbito dessa distribuição. 

Para p = q = Vz, a distribuição é simétrica em tôrno de x = ; , 

pois C: = c~_. . Para p =F q ela é assimétrica. Para calcular o valor 
mais provável de x, escrevamos que a razão do têrmo geral do binômio 
para o antecedente e o conseqüente deve ser igual ou maior que a uni-
dade; obtém-se as desigualdades 

n - x -: 1 p :+ 1 q 
- -----;;;,.1 e -----::::,.1. 

x q n-x p 
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Chamando de x "' o valor modal, devemos ter pois n p-q :( x,.:( 
n p + p. Se n p-q é um número inteiro, n p + p também o será, pois 
a sua diferença é igual à unidade; há, então, duas modas. Caso contrário, 
haverá sempre um número inteiro entre êsses limites, que será a moda 
única. Tomando as freqüências r ela ti v as, virá 11- .!L L. xm L. p + .!!.. . 

n n n 
Para valores crescep.tes de n, ter-se-á x, ~ np, que é uma das for-

mas da conhecida "lei dos grandes números". 

3 . 2 Momentos da distribuição binomial. 

Para calcular os momentos da distribuição binomial, notemos que, 
se designarmos por x a realização do acontecimento, x terá o valor 1 
quando êle fôr favorável e O quando contrário. A função característica 
dessa grandeza aleatória 1 será àbviamente 11e1 + q . Repitamos a prova 
n vêzes; o número de realizações do acontecimento favorável aleatória 
x , cuja função característica é \v(t) = (pet + q)n . 

• Consideremos a função característica dos momentos em relação a 
n p como origem; temos 

(3.1) 

Desenvolvendo a expressão entre parênteses, segundo as potências 
de t, vem 

[ 

tD tS t4 ]11 
1/;(t) = I+ pq- + pq(q - p) - + pq(1- 3pq) -- + ... 

2! 31 4! ' 

donde se obtém a função geratriz de semi-invariantes 

[ 
t1 fS J 

L(t) = n log. e 1 + pq- + pq(q- p)- + .. . 
21 3! 

[ 
tt (3 ~~ J 

= n pq -- + pq (q - p) -- + pq(l- 6pq)- + ... 
:J! 3! 41 

Os semi-invariantes são pois 1-z=O, 'A2= npq, 1-3= npq (q~p), 'A4=npq 
(1 - 6 pq),. . . Segue-se que np é o número provável de acontecimen-
tos favoráveis; e os momentos da distribuição em relação à média são 

JLs = npq, JL s = npq(q - p), JL.t, = npq [1 + 3 (n - 2) pq ], ... 

Daí os coeficientes de assimetria e kurtosis, y~ = :;::=!. ~1 = 
1

-
6

pq + s. 
ynpq Vnpq 

Entre os momentos da distribuição binomial existe uma relação 
recorrente, que podemos estabelecer derivando a função característica 
tf;(t) = (qe<q- 1Jt + (1 - q)eqt)n = un em relação a q. Vem 

tk OJLk àU [ 1 àU J 1 à Un , " n-1 -1 n E--- = nU - = n if tU --- = ntU - -- -- , 
k! cq õq pq àt pq àt 

1 No caso de variáveis descontínuas, a função característica define-se como t/;(1) = 'Ep;et:ri , 
on de P, é a probabilidade de se obter o valor X;. i 
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donde se conclui 

[ 
DJ.L k J J.Li:+I = pq n/cJ.Lk-1 ---
Gq ' 

(3 !!) 

fórmula que permite calcular os momentos sucessivos, desde k ;:=: 1. 

3.3 Êrro padrão de uma proporção. 

Em muitas investigações estatísticas, os dados apresentam-se sob 
a forma de proporções de atributos observados. A distribuição dêsses 
dados, suposta a existência de um sistema causal caracterizado pAr 
uma probabilidade constante, será ainda binomial, mas numa escala 
diferente, pois que a variável é então x/ n . Devido a essa mudança de 
escala, o semi-invariante 1.,, vem dividido n (· ; e segue-se que 

A primeira equação é importante, pois mostra que, em média, as 
proporções observadas nas amostras são iguais à proporção p do uni-
verso; noutros têrmos, p deduzido da amostra é uma estimativa justa. 

Note-se que o êrro padrão do número de acontecimentos x, quando 
p mantém-se constante, cresce com o tamanho da amostra proporcio-
nalmente a yn, enquanto que o êrro padrão da proporção decresce 

• f 

proporcionalmente a --= . 
Vn 

3.4 Teorema de BERNOULLI. 

A segunda equação conduz à imediata demonstração do teorema 
de Bernoulli. Seja P0 a probabilidade de que x/ n caia fora do intervalo 
(p-€, p + €) sendo E > O. Considerando E como um múltiplo do desvio 

(
pq)n 

padrão das freqüências relativas, E = á -.;; teremos, de conformidade 
1 p(l - p) 

com O critério de TCHEBYCHEFF, P0 ~- OU Seja, P0 L--. 
/j! nE! 

Para um dado € , P 0 pode-se tornar tão pequeno quanto se queira, 
pelo aumento de n. Noutros têrmos, a probabilidade de ser a diferença 
(-7. ) - p, entre a freqüência relativa de um acontecimento e sua verda-
deira probabilidade no universo, menor que qualquer quantidade dada, 
tende para a certeza quando o número de provas aumenta indefinida-
mente. E' o conhecido teorema de BERNOULLI. 

3 . 5 Verificação da casualidade nas séries empíricas. 

Se os elementos são de duas espécies e acham-se repartidos em 
grupos, a distribuição binomial permite verificar, numa dada série de 
observações, se são independentes e se sua distribuição pelos grupos é 
inteiramente casual. 

Notemos que a distribuição binomial só contém dois parâmetros, 
e, portanto, apenas dois momentos são independentes. ,Mediante as 
duas equações x = np, s! = npq podemos ajustar as observações. 
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Estas nos dão apenas os valores de x e as freqüências correspon-
dentes w (x) , mas não contém nem p nem o número teórico de obser-

- $' -xe vaçoes n . Estes se deduzem de q = --=-' n = ----. · 
X X - $• 

Para que êsses valores tenham significação, é preciso que x > s2, 

senão adviriam valores negativos de n, e valores p ou q sobrepassando 
os limites O e 1. O emprêgo da série binomial não seria então legítimo.2 

Se x verifica a condição, escolhe-se para n o maior dos inteiros, sa-
tisfazendo a relação acima, e daí resultam os valores teóricos correspon-
dentes aos observados. A aderência do ajustamento seria contrastada 
pelo teste chi-quadrado ( cap. V). 

Outro método, devido a GuLDBERG,3 consiste no contrôle da estabili
dade normal. Funda-se em que os valores teóricos obedecem à relação 
recorrente 

w (x + 1) (n- x) p (x + 1) w(x + 1) xp np 
ou ------+-=-. 

w (x) x + 1 q w(x) q q 

Substituindo p, q e n pelos valores empíricos, conforme as fórmu-
las dadas, obtêm-se 

s! (x + 1) w(x + 1) x- st 
----+x---=1, 

zl w(x) xt 
(S.S) 

equação que, dependendo apenas dos valores observados, permite veri-
ficar a adaptabilidade da distribuição binomial à série empírica. 

3. 6 Amostragem de atributos. 

O desenvolvimento binomial pode ser imediatamente empregado 
na verificação de hipóteses estatísticas. Suponhamos que numa amostra 
de n elementos encontram-se x portadores de certo caráter ou atributo. 
A freqüência relativa x/ n diferirá da probabilidade p que caracteriza o 
universo devido a erros de amostragem. Daí a questão: será o valor de 
x/ n , correspondente à amostra, compatível com o de p na população? 

A resposta a êsse quesito exige que avaliemos a probabilidade de 
que, em n tiragens ao acaso dêsse universo, o número de acontecimen-
tos difira do valor provável x = np tanto ou mais que uma certa gran-
deza !d!. Como o desenvolvimento do binômio (q+p) " nos dá as pro-
babilidades de tôdas as figurações possíveis, temos que a probabilidade 
procurada resulta dos somatórios 

(8.4) 

Exemplo. Num grupo de igual número de crianças de ambos os sexos, a ta-
cadas de difteria, foram observados os seguintes óbitos: homens, 4; mulheres, 10. 
Pode-se concluir que a mortalidade seja igual para ambos os sexos? 

Nessa hipótese, deveríamos observar uma freqüência de óbitos entre homens 
de O. 5 x 14 = 7. A probabilidade de desvios iguais ou maiores que ldl = 3 re-
sulta assim 

2 Probabilidades n egativas ou m aiores que a unidade e n úmeros de observações negat ivos 
fo ram empregados, com slgnlflcação puramen t e formal, por PEABSON (Biomet rika, vol. IV, 
1905 ) e Mlss WHITTAKER (Biometrika, VOI. 10, 1914). 

• G U LDBERG, A ., " On d!scon tin u ous frequen cy-functlons and statlstical series", Skan dinavisk 
A ktuarietidskr i / t , 1931, pâg . 167. 
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pois que aqui c~ = c;:_,. e p'" qn-% = pn . 

Logo, em mais de 18% dos casos verifica-se, por flutuações de amostragem, 
discrepâncias iguais ou maiores que a observada, pelo que não se infirma a 
hipótese de que a mortalidade por difteria independe do sexo. 

A medida direta da probabilidade pelo desenvolvimento binomial 
é, contudo, trabalhosa, se o número de casos é elevado. E as dificulda-
des resultam, não apenas de ser grande o número de têrmos incluídos 
no somatório, mas também de serem muito pequenas as probabilidades 
correspondentes. Quando n é menor que 50, essas probabilidades podem 
ser obtidas diretamente das Tables of the Incomplete Beta Function/
onde a soma dos r primeiros têrmos de (q + p)n é representado por 
I q ( n-r + 1, r). Para grandes valores de n , há vantagens de se estabe-
lecerem métodos rápidos de cálculo. 

3. 7 Forma limite da distribuição binomial. 

Para determinar a forma limite da distribuição binomial para va-
lores crescentes de n , isto é, quando ao polígono substituímos uma curva 
de freqüência, vamo-nos apoiar no resultado seguinte, devido a 
TCHEBYCHEFF: 

Seja f (x) uma função contínua e integrável entre- co e + co, 
admitindo derivadas f' ( x), f"(x) , . .. gozando das mesmas proprieda-
des. Ponhamos 

1/IJ(i/) =1 00 
eilzJ'(x}dr, 1/le(it) =i 00 

eilzj"(x)dx, ... 
-00 -00 

onde i= -1. A integração por partes dá 

1/lt(it) = (- it) 1/11(it) = (- W 1/lo(it), ... 

Daí se conclui que a função ao f (x) + a1 f ' (x) + ai f" (x) + .. . 
considerada como função de probabilidade, admite a função caracte-
rística 

1/lo(t) [ao + (it)at + (Wae + (it)3a3 + ... ] . 

Pôsto isto, consideremos a função característica da distribuição 
binomial 1/1 t) = (pe1 + q)n . Introduzindo a variável z definida por x = np + 
+ z V npq = np + rTZ, teremOS 

• PEARSON, K. ( ed .), T ab les ot t he Incom plete Beta FunC'tion (Londres, B lometr lk a O!tlce . 
1934) . 



-40-

Reportando-nos ao § 3. 2, vemos que 

[ 
t! q - p ~~ 1 - 3 pq t-1 J 

.!. n Iocr 1 + - + -- - + • - + ... 
'l'(t) = e ~ 2n n!J" 3! n• pq 4! 

[ !:._- p- q !._ + 1-6 pq .!!._ + ... ] 
= e 2 IJ" 3! IJ"t 4f 

t2 

= e g [1 - p - q !._ + 1 - 6 p q ~ + ... J 
(]" 3! (J"l 4! 

isto é, obtemos um desenvolvimento da forma 
if;(t) = ifio(t) [1 - a~t~ + a• t4 - .. . ] . 

te 
Ora, if;.(t) = e 2 é a função característica correspondente à densi-

z2 

dade de probabilidade cp!z) = .. J
2 
.. e - 2 ; donde se conclui que C!l (t) 

corresponde à função de probabilidade 
(8 . . ;) 

3. 8 Aproximação pela função normal. 

Se nem p nem q são muito pequenos, os coeficientes a3, a~,, . .. ten-
dem para zero quando n cresce indefinidamente. Por conseguinte, para 
valores elevados de n, podemos substituir ao polígono binomial a fun-
ção normal 

1 zl 
cf;(z) = --e 2. 

V 2o. 

A aplicação à verificação de hipóteses é imediata, pois que então a 
probabilidade que o número de acontecimentos favoráveis x em n pro-
vas difira do valor provável np tanto ou mais que um desvio jd j é dada 
por 

d- 1/2 
onde õ = -- . A razão de termos corrigido d de % unidade resulta 

(J 

de que as freqüências binomiais cmTespondem aos pontos médios 
x = O, 1, 2,. . . das classes do histograma ao qual se ajusta a curva nor-
mal, e a integração estende-se até os limites das classes. Se se deseja 
apenas a probabilidade de desvios maiores que jd j, deve-se tomar 

d + ,12 
o=---

(J 

Exemplo. O coeficiente de letalidade de certa doença é 1/3; em 450 casos 
de incidência da mesma, qual é a probabilidade de se verificarem no mínimo 131 
e no máximo 179 óbitos? 

Temos np = 150, CJ = 10, e os desvios reduzidos õ1 = I/10 (131 -150- 0.5)= - 1.95, 
ô2 = 1 / 10 (179 -150 + 0 .5) = 2 .95. Admitindo a aproximação binomial, segue-
se que 

12.9J 
Q0 = cp(z)dz = 0,9728 . 

1.95 

CAMP calculou diretamente os têrmos do desenvolvimento binomial, encontrando 
o verdadeiro valor 0.9735. 
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Tratando-se de freqüência relativa, Pó dá a probabilidade que a di-
ferença entre a proporção de acontecimentos favoráveis verificada x/ n 
e a verdadeira probabilidade p satisfaça a rela~ão I ~ - p I L õ enqy/~. 

Baseando-nos nas relações acima, podemos estabelecer aproxima-
damente limites fiduciais em relação a p. A solução é idêntica à ex-
posta para a média numa amostragem de variáveis. Por exemplo, o 
intervalo fiducial de 95 % cobrirá aproximadamente a amplitude 
p-1.96a a p+1.96a . 

3. 9 Aproximação por uma série de GRAM-CHARLIER. 

Vimos que, quando p =1= q, o polígono binomial era assimétrico. Ao 
lhe substituirmos a curva normal, a aproximação, satisfatória para os 
valores centrais, piora nas extremidades. Podemos melhorá-la utili-
zando no ajustamento uma curva assimétrica. 

Retomemos o desenvolvimento em série de f (z) do § 3. 7. Intro-
duzamos os polinômios de Hermite, definidos por 

dn zl z! 
(-J)n- e- 2 =e- 2 Hn(z) . 

dzn 

Daí o desenvolvimento de f (z) em série de GRAM-CHARLIER (tipo A) 

1 
zt 

j (z) = --=:e v 2'it 
2 [1 - a3H3(z) + a4H4(z) - . . . ] . (3.6) 

A probabilidade de que a variável z caia no intervalo O a ô, depende 
do sinal de õ, e resulta, da integral 

Os valores dos coeficientes a3 , a,, . .. em função dos momentos re-
duzidos da distribuição obtém-se imediatamente, referindo-os à expres-
são de <fi (t). Temos 

1 p-q 1 1-6 pq 
as = - -- = -- • "4 = - ---- = --- ' · · · 

3! (]" 8 ! J,! (]"3 41 

Em geral, será suficiente conservar apenas o primeiro têrmo do 
desenvolvimento. Temos, assim, a forma recomendada por EDGEWORTH 
e BOWLEY 

1 zl [ " 3 J j(z) = -=e- 2 1 +- (z~- Sz) , V 2tt S! 
(3 8) 

e portanto 

l·~ .:.) 
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O cálculo do têrmo corretivo faz-se mediante as tabelas das deriva-
das da função normal.5 BowLEY 6 dá diretamente os valores da função 

I [ J õ I [ (;2 J g(ô) = - (f/'(z) = --:1- e- 2 (õt- 1) + 1 . 
3! o 3! v 2;c; 

Exemplo. Determinemos, em segunda aproximação, a probabilidade refe-
rida no Ex. 3 . 8. 

I ( ~ 1) 1 . Temos "-3 = -w 3 - 3 = sr; . Apliquemos a formula (3. 9) . Entran-
do com os valores õ1 = - 1.95 e õ2 = 2.95 nas tabelas de BoWLEY, encontramos 
g (õ,) = .0943, g (õ,) = .0731 . 

O têrmo corretivo é pois 1 j 30 (.0943-.0731) =.0007, donde se conclui a pro-
babilidade Qõ =. 7928 + .0007 = .9735, idêntica ao valor verdadeiro. 

3.10 Significância da diferença entre proporções. 

Ocorre freqüentemente a necessidade de verificar a hipótese de que 
as proporções P1 e Pz, obtidas em duas amostras de tamanhos n1 e n, 
são compatíveis com a amostragem em um único universo, caracteri-
zado por p. 

Temos então que o valor provável da diferença E (pl- pJ) =O, 
de modo que o teste será verificar se a diferença observada é significan-
temente diferente de zero. O êrro padrão da diferença, admitida a in-
dependência entre as amostras, é (§2 .11) 

- ( ~ + 2 ) 1!2 - ( ) 1/2 ( 1 + 1 )1/2 Up, -Po - (} (} - pq - - . 
- p, Po nl nf 

(,1.10) 

Pl- Pt Logo, a razão z = u varia em tôrno de zero com desvio padrão 
unitário. p1-p2 

O cálculo dos momentos superiores da distribuição de z mostra 
que, para valores fixos de p e q, à medida que o tamanho da amostra 
cresce, a.~ ~ O e a, ~ 3. Mesmo para amostras de tamanho moderado, 
há uma razoável aproximação da forma normal. Então, a probabilidade 
de obtermos uma diferença numericamente igual ou maior que lõl é 
dada por P = 2J::' <}J(z)dz , onde õ é a diferença observada em unidade do /) o -
desvio padrão. 

E. S. PEARSON indica as seguintes regras práticas: denotemos por 
n 1 a menor das amostras (n 1 < n 2 ); se n1 p > 5, pode-se usar a distri-
buição normal. Se n 1 p L 5, ela ainda pode ser usada, desde que a.j<. 02; 
para valores maiores de a 3, o teste não inspira confiança. 

As fórmulas que vimos de deduzir são exatas, isto é, elas se expri-
mem em função dos parâmetros do universo. Freqüentemente, êste 
valor é desconhecido, e temos de estimá-lo, tão exatamente quanto pos-
sível, a partir da amostra e de conformidade com a hipótese a ser ve-
rificada. 

Por exemplo, a variância da diferença entre proporções em amos-
tras independentes é PlQI + PsQt . Ao verificar a hipótese de que a& 

nl ns 
amostras provêm do mesmo universo, ambos os p são iguais, e deve-
mos, pois, estimá-lo baseando-nos no conjunto das duas amostras. 

• GLOVER, J. W., Tab les o/ Applied Mathematics (Ann Arbor, 1930); RIETZ, H. L., Handbook 
ot Mathematical Statistics (Boston, 1924). 

• BowLEY, A. L., Elements oj Statistics (5.o ed., Londres, 1926), p ãg. 303 . 
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Temos 
A 

p (S.J/) 

isto é, a melhor estimativa de pé a média ponderada das proporções nas 
amostras. Demonstra-se que E (p) = p. 

Ao contrário, se desejamos uma medida da dispersão provável das 
diferenças entre pares de amostras oriundas de diferentes universos, 
cada um dos p deve ser estimado em concordância com a respectiva 
amostra. 

Exemplo. Uma tabulação dos ciclos econômicos, feita por MITCHELL (Busi
ness Cycles, pág. 400), mostra que, no período 1890-1905, em 7 países industriais 
observaram-se 43 ciclos, dos quais 17 com duração de 3-4 anos, e em 10 países 
não industriais observaram-se 62 ciclos, com 14 dessa duração. Pode-se inferir 
que as fôrças cíclicas são diferentes num e noutro tipo de economia? 

A proporção de ciclos de 3-4 anos é, no primeiro caso, 39.5%, e no segundo, 
22.6% Temos 

;, = .295, CT~1-PS = (. 295 ) (. 705 ) c~ + 6~ ) = .0906, z = 1.87, 

e, entrando na tabela da curva normal, achamos Pô= .0614. 
A diferença não é significante. As observações não apoiam a hipótese 

formulada. 

3.11 A lei de PorssoN ou dos fenômenos raros. 

Em muitos setores das ciências naturais encontramos fenômenos 
em que a probabilidade do acontecimento é extremamente pequena, 
dando origem aos chamados fenômenos raros. Assim, o número de pes-
soas centenárias que morrem num dado ano, o número de bactérias 
existentes numa quadrícula de lâmina de ensaio, o número de vêzes 
que, num dado período, o volume de negócios numa bôlsa ou a descar-
ga de um rio excedem certo limite, etc. 

Suponhamos, pois, que a probabilidade p seja extremamente pe-
quena, mas n muito grande, de modo que o número provável de acon-
tecimentos np tenha um valor finito ~J.. 

O número x de realizações do acontecimento tem por função ca-
racterística >/;(t) = (p.1 + q)n = [1 + p(e1 - 1)]n . Ponhamos u = e1 - 1 ; vem 

1 1 
n log (l+pu) __ e n[pu - • ptul + • psus- •.. ] 

>/;(t) = (1 + pu)" = e • • 

e, como np = ~J., segue-se que 

>/;(t) 
( 

ut ptuS ) 
11 - p- +--- .. 

= el1u .e 2 s 

u ( 11P 11Pt ) 
= el1 1 - ----;- ut + -

3
- us - . . . . (S./2) 

Como p é muito pequeno, podemos desprezar os têrmos que con-
têm suas potências sucessivas, e temos, em primeira aproximação, 
if;(t) = eJ..Lu = eJ..L(el- 1) . Ora, sabemos (§ 2. 4 Ex.) que a variável aleatória 
admitindo essa função característica é a variável descontínua que toma 
os valores x =O, 1, 2, ... com probalidade 

11" 
tc (x) = e- 11 - • 

xl 
(!J . /~) 
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E' essa a lei exponencial de PmssoN ou dos fenômenos raros, tam-
bém chamada por voN BoRTKIEWICZ de lei dos pequenos números. Os 
valores dessa função acham-se tabelados na coletânea de PEARSON.7 

Contendo a função de PorssoN um único parâmetro, 1-l, o seu ajus-
tamento vai depender apenas do primeiro momento da distribuição 
empírica. Como critério para verificar se uma série de observações segue 
essa lei, podemos nos basear na relação entre as freqüências sucessivas 

w(:r + 1) p. w(x + 1) 
--- = -- c u seja----- (.r+ 1) = 11 . 

w(:r) L + 1 u(r) 

Os valores do primeiro membro, calculados sôbre os dados observados, 
devem ser pràticamente constantes. 

Os têrmos da série 

p.~ P.') +v.+-+ ... +-I-1 
21 

dão as probabilidades de se obterem exatamente O, 1, 2, ocorrências 
do fenômeno raro em n observações. Em geral, porém, interessa-nos 
conhecer a probabilidade de termos, em n observações, r ou menos 
acontecimentos favoráveis. Essa probabilidade resulta da soma dos 
têrmos da série supra até o de ordem r+ 1 

(3.14) 

A soma dos primeiros têrmos da série de PorssoN é dada como 
I (u,p) nas Tables of the Incomplete Gamma Function,8 onde u = 1-l Vr 
e p =r -1, para todos os valores de O até 52. A coletânea de PEARSON 
contém também uma tábua, preparada por Miss WHITTAKER,9 dando as 
probabilidades de desvios em relação às freqüências teóricas, no pres-
suposto da distribuição poissoniana.10 PEARSON aconselha o emprêgo dessa 
distribuição desde que p L. 03. 

Exemplo. RIETZ (Mathematical Statistics, pág. 43), considera o caso da ex-
periência de uma companhia com um grupo de 10,000 assegurados de 30 anos 
de idade, em que se verificaram 6 óbitos por pneumonia. Qual é a probabilidade 
de, em casos análogos, verificarem-se não menos de 3 nem mais de 9 mortes ? 

As tabelas de Miss WHITTAKER dão imediatamente, em correspondência ao 
valor provável 6, que é de se esperar desvios menores que 3 em 6.20 % dos casos, 
e maiores que 3 em 8.39 %; donde a probabilidade procurada de 14.59 %. 

A aplicação da aproximação normal daria ô = 1.43, Qô = O .847, o que cor-
responde a desvios maiores ou menores que 3 em 15 . 3% dos casos. RrETZ calculou 
o valor verdadeiro de Qõ pelo desenvolvimento binomial, achando O. 854, o que 
corresponde à probabilidade de desvios de 14 .6%. Como se vê, a aproximação 
de PmssoN dà resultado pràticamente idêntico ao verdadeiro. 

7 PEARSON, K. (ed.), Tables for Statisticians and Biometricians, vol. 1 (3.0 ed., Londres, 
1930), tabela LI. 

8 PEARSON, K. (ed.), Tables ot the I ncomplete Gamma Function (Londres. 1922) . 
• PEARSON, K . (ed.), Tables jor Statisticians and Biometricians, vol. 1 (3. 0 ed., Londres, 

1930 l , tabela LI!. 
"' Para um cálculo expedito, p odem -se u til!zar nomogramas, como os de Mrss THORNDIKE, 

.Applications ot Poisson's Probability Summation (Bell Telephone L a boratories, Mon. B -220) . 
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3.12 Forma limite da lei de PmssoN. 

Tomando o logarítmo de (~ (t), temos a função geratriz de semi-
invariantes da lei de PmssoN 

L(t) = !l(et - 1) = 11 [t + ~ + ~ + .. . J 
2! SI 

Logo, todos os semi-invariantes /,, são iguais ao valor médio J.t. Em par-
ticular, a variância é igual à média. Daí se obtêm os coeficientes de 

1 1 

assimetria e kurtosis, v fi = 'r e ~ J = - + s . 
VIL P. 

A amplitude da função de PmssoN vai de O a oo. Para J.t < 1, a 
forma do polígono de probabilidade é de talho-J; para J.t;;:: 1, é de 
talho-I, e para grandes valores de J.t tende a se tornar simétrica. 

11 - 11 1 ' 
Com efeito, se J.t cresce, a sua probabilidade w(11) = ~ ~ , 1_ • 

!11 v 21tiJ· 
ao mesmo tempo que v~ ~ o e ~l ~ 3; isto é, essas grandezas ten-
dem para os valores característicos da distribuição gaussiana. 

A forma limite da lei dos fenômenos raros para valores crescen-
tes de J.t pode ser deduzida mediante a sua função característica 

·'· !l(et -1) (!lt + P. ~t' + . . ) 
'l'(t) = e = e · 

Mudando a escala das abscissas, de modo a tornar 0 igual à 
unidade, obtém-se 

( 
- t! ~~ ) 

t/;(t) = e v pJ. + 21 + 3! v V. + ... 

Em primeira aproximação, teremos, desprezando os têrmos do -v- t! 
terceiro em diante, t/;(1) = e p.t + 2t , que é a função característica da lei 

normal 

•w(x) 
(3.15) 

Para grandes valores de J.t retornamos assim da lei dos fenômenos 
raros à distribuição gaussiana, com média igual a y~; e desvio padrão 
unitário. 

Para obter uma aproximação geral da lei de PmssoN, volvamos à 
expressão (3 .12) . Devemos procurar as leis de probabilidade corres-
pondentes a funções características da forma ukeJ.tu. Ora, sendo esta a 
derivada kesima. em relação a J.t da função e~tu, é claro que a lei de 
probabilidade correspondente será a derivada k esima. de 

Temos 
() 

01(r) = - O(x) 
Op. 

!lz 
O(x) = e- 11 - · 

xl 

p.x--1 - 11 p.z - p. 
= -- e - - e = O(x - 1) - O(x) , 

(x-1)! :r! 
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isto é, 61 (x) é a diferença inversa primeira de (} (x), representada por 
v' (} (x). Do mesmo modo, 6d x), 63{x), ... serão as diferenças inversas 
sucessivas de 6 (x). 

Por conseguinte, a função de probabilidade w(x), admitindo 
como função característica (3 .12), tem por expressão 

P.P p.pt 
w(x) = 6(:r) - - vsa + - v~a (x) - ... (3 .16) 

2 3 

OU seja, é uma série de POISSON-CHARLIER (tipo B). 



• CAPÍTULO IV 

A DISPERSÃO LEXIAL"\TA. DISTRIBUIÇõES DE CONTAGIO 

4.1 A t eoria de LEXIS. 

A existência de fenômenos caracterizados por uma probabilidade 
constante nem sempre se verifica na natureza. Seria irreal, por exem-
plo, supôr a probabilidade de morte constante para todos os indiví-
duos de uma dada população e inalterável no decorrer do tempo. 

Se a observação de um fenômeno nos fornece uma série de fre-
qüências x1, x2, ... , baseadas em n 1, n 2, . .. provas ou casos, resta sa-
ber se as variações das freqüências relativas são puramente fortuitas 
ou atribuíveis a alguma causa específica. Não se verificando a cons-
tância nas probabilidades de realização do acontecimento, devemos 
examinar outras hipóteses, em que ela seja variável. 

A teoria de LExis 1 estabelece três espécies de normas para com-
paração da dispersão observada na série empírica, caracterizadas 
pelas seguintes propriedades: 

1) a probabilidade do acontecimento permanece constante du-
rante tôdas as observações; obtém-se a série de BERNOULLI; 

2) a probabilidade do acontecimento varia de uma prova a outra, 
dentro de uma série de n tiragens, mas essas probabilidades são cons-
tantes de uma a outra série de provas; obtém-se a série de PmssoN; 

3) a probabilidade do acontecimento é constante em tôdas as 
provas de uma série, mas varia de uma série a outra; obtém-se a série 
de LEXIS. 

O caso de PmssoN corresponde, por exemplo, a termos várias re-
giões de condições mesológicas idênticas, povoadas por n indivíduos de 
diferentes idades, e portanto com probabilidades de mortes diferen-
tes. No caso de LExis, os grupos seriam indivíduos da mesma idade, 
e, pois, com a mesma probabilidade de morte, mas variável de uma 
região a outra. 

A dedução das fórmulas torna-se mais compreensível assimilando 
os casos a esquemas de urnas, e admitindo o número de provas cons-
tante em cada série. No caso de BERNOULLI, as tiragens fazem-se de 
uma única urna, contendo bolas brancas e pretas numa relação cons-
tante, isto é, com reposição após cada tiragem. Vimos que o número 
provável de bolas brancas extraídas em cada série era np, e a variân-
cia (J~ = npq , A dispersão diz-se então normal. 

4. 2 O esquema de PmssoN. 

Consideremos n urnas, contendo bolas brancas e pretas, e de com-
posições diferentes p1, p2, ... Pn, a composição p; sendo representada 
pelo mesmo número que a probabilidade de tirar uma bola branca na 
urna de ordem i. • 

1 A m emória de LEXIS, Zur theorie d€r Massenerscheinungen, foi publ!cada em 1877; um 
pouco antes, o atuário DORMOY propusera u m coeficiente a n álogo, den ominado d e divergência, e 
baseado n o afastamento m éd io. 
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Tiremos uma bola de cada uma das urnas, e repitamos a opera-
ção k vêzes; obtém-se uma série estatística, xh x2, .. . x ,,, representan-
do as freqüências de aparecimento da bola branca em cada série de 
tiragens. E' a dispersão teórica dessa série que vamos calcular. 

A variância das probabilidades P• é 

1 n 1 
u; = - .~ (p;- p)!, onde p;=- (711 + P2 + ·· · + Pnl . 

n •=1 n 

Em uma série qualquer de tiragens, o número de aparições da 
bola branca é, em média, P1 + Ps + .. + Pn = np. O afastamento qua-
drático médio dessa grandeza aleatória é a soma dos afastamentos qua-
dráticos médios relativos a cada tiragem, que se obtém fazendo n = 1 
na fórmula habitual np. q.; temos, pois, 

n 
P1Q1 + 1'fill2 + · · · + PnQn = E p;q; . 

i=1 

Considerando tôdas as séries de tiragens, teremos a variância do 
esquema poissoniano 

CJ~ = ~ p;q; = ~ [p + (p; - p)J [q - (p; - p)J = npq - ~ (p; - p)t 
i=l i=l i=1 

n 
pois que " (p; - p) = o. 

i=l 

Conclui-se que a dispersão dos x é dada por 

(4 .1) 

o que mostra que a dispersão da série de PoissoN é menor que a da 
série de BERNOULLI correspondente, em que a probabilidade constan-
te do acontecimento é igual à média aritmética das probabilidades va-
riáveis observadas. A série diz-se, então, hipo-normal. 

4. 3 O esquema de LEXIS. 

Consideremos agora k urnas contendo bolas brancas e pretas, e 
de composições diferentes P1, Ps, ... p". Em uma urna qualquer efe-
tuemos n tiragens sucessivas com reposição; e repitamos a operação 
para as demais urnas. 

Como anteriormente, a variância das probabilidades será 
n k 1 

u; = -. ~ (p ; - p)t, com p = - (Pt + Pe + ... + Pkl. O número de bolas bran-
k •=I n 

cas extraído da urna i é uma variável aleatória de média np; e variân-
cia, em relação a essa média, np, qi. Calculemos o afastamento qua-
drático médio relativo a np; temos np. qi + (np. - np) ~ . 

Repetindo as tiragens em cada uma das urnas, teremos uma se-
qüência de bolas brancas x1, x2, ... x ,,, cuja média será np e cuja va-
riância será 

! n k n! k 
a L = - E p;q; + - l: (p; - p)B . 

k i=l k i=l 
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k k Vimos, porém, que }.; p;q; = kpq - E (p; - p)! , donde 
i= J i=I 

nt- n k uf = npq + --- :E (p; - p)! = u~ + n(n - 1)0"! • 
k i =1 

(4-.f) 

Por conseguinte, a dispersão da série de LExrs excede a da série 
de BERNOULLI correspondente de uma quantidade que cresce ràpida-
mente com o número de tiragens. A série diz-se hiper-normal. 

4. 4 Critérios de LEXIS e CHARLIER. 

A discriminação entre os três tipos de dispersão faz-se pelo cri
tério de LEXIS 

s 
L= - . 

O"B 
(.p) 

onde s é o desvio padrão calculado diretamente sôbre os dados obser-
vados, e crs é o valor teórico correspondente à hipótese de uma distri-
buição bernoulliana. 

~sse critério é, entretanto, sensível às flutuações nos valores das 
probabilidades p , e cresce com o aumento do número de observações. 

Com efeito, temos Lt = 1 + n-
1 

(js. Para obviar êsses inconvenien-
pq p 

tes, CHARLIE'R propôs outro coeficiente para medir a intensidade das 
influências perturbadoras. Considerando que, no esquema lexiano, 
temos aproximadamente 

segue-se que 

Temos assim, expresso como percentagem, o coeficiente de perturba
ção de CHARLIER 

100 v--c=~ sS- Q"~, (.4,4) 

sendo x a média aritmética dos dados. Vê-se que êle mede a flutua-
ção relativa das probabilidades, e independe de n, pois que agora 

100 
C= --u. 

p 

Quando L = 1 ou C= O, temos uma série normal ou de BERNOULLI; 
quando L < 1 ou C imaginário, ela é hiponormal ou de PmssoN; 
quando L > 1 ou C > O, ela é hipernormal ou de LEXIS. 

Exemplo. S. N. MAGALHÃEs dá (Rev. Bras. Est ., vol. 1, pg. 253) os coeficien-
tes de masculinidade no Distrito Federal de 1890 a 1938, tendo por média 
p = . 5163 e dispersão s = . 00947. Para calcular a dispersão correspondente à 

hipótese bernoulliana, O"B = ~, notemos que, como o número total de nas-

cimento varia de ano a ano, devemos tomar para n a média harmônica dos valores 

ânuos observados. Tem-se assim O"B = 1 / <· 5163) ( . .)8!37) = .003.5 . 
Jl 23570 

-4-
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Daí o coeficiente de dispersão de LExrs L= 2 .914, denotando a hipernormali-
dade da série. 

Quanto ao coeficiente de perturbação de CHARLIER, temos 

100 v c = -- (.00947)1 - (.00825)t = 1 728 . 
. 5163 

4. 5 A dispersão lexiana e as modernas teorias. 

A importância da teoria da dispersão de LExrs decorre de que, com 
a sua introdução, poude-se esclarecer os efeitos resultantes da supres-
são da hipótese de uma probabilidade constante como causa dos fe-
nômenos. Depois, constitui ela um elemento de ligação entre as teo-
rias clássicas e os modérnos testes de significância. 

Veremos que o critério de LEXIS guarda estreita ligação com o 
teste CrU-QUADRADO. Por outro lado, a fórmula da dispersão no esque-
ma de LEXIS mostra a variância desdobrada em duas componentes 
parciais. A componente bernoulliana pode ser atribuda ao acaso, pois 
ela aparece ainda quando a probabilidad~ do fenômeno é constante, 
enquanto que a componente lexiana representa o efeito das altera-
ções sistemáticas da probabilidade entre uma prova e outra. Essa re-
solução da variância em componentes distintas foi generalizada por 
R. A. FISHER no método da análise da variância, permitindo a avalia-
ção dos efeitos da componente aleatória e de várias componentes sis-
temáticas simultâneas.2 

4. 6 Os fenômenos de contágio. 

A teoria de LEXIS pressupõe que todos os acontecimentos sejam 
independentes; um valor de s maior ou menor que on pode, pois, indi-
car, como interpretação alternativa, que os acontecimentos são corre-
lacionados positiva ou negativamente. 

Tem-se observado, por exemplo, que as taxas de mortalidade 
apresentam dispersões consideràvelmente maiores que as correspon-
dentes à lei de BERNOULLI. Uma explicação dessa hipernormalidade é 
que freqüentemente uma epidemia, uma calamidade climática, etc., 
provocam um exagerado aumento do númt!ro de falecimentos. Essas 
circunstâncias ocasionam a morte simultânea de grupos de indiví-
duos; e essas mortes, que se prendem a uma mesma causa, não se po-
dem considerar independentes umas das outras. 

A fim de representar matemàticamente tais circunstâncias, 
PoLYA3 generalizou o esquema de BERNOULLI, introduzindo a noção 
de contágio. Diz-se que há contágio numa série de tiragens ou provas 
quando o resultado de uma depende do resultado da prova precedente. 

Consideremos uma urna contendo r bolas brancas e s bolas pre-
tas (r+ s = N), de modo que a probabilidade inicial de extração de 
uma bola branca é p = r/ N e de uma preta q = s/ N. Após cada tira-
gem, recoloca-se na urna 1 + t::,. bolas da côr tirada. Para t::,. = O, te-
mos o esquema de BERNOULLI; para t::,. =r -1, o esquema de bolas 
sem reposição, isto é, de amostragem num universo finito. Para va-
lores arbitrários de !::,. teremos novas distribuições. Se t::,. é positivo, 
um acontecimento atrai outro; então as probabilidades do aconteci-

2 Sôbre o assunto, ' '.eja-se GEIRINGER, H., " Observatlons on Analysls of Variance Theory", 
An . Mathem . Stat., vol. XIII (1942), pág. 350. 

8 PoLYA, G., "Sur quelques polnts d.e la théorle des probabll!tés", Annales de l'Institut 
Henri Poincaré, vol. I (1932), pág. 117 . 
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menta aumenta pela sua repetição, e o jôgo pode continuar indefini-
damente. No caso contrário ( 6. < 0), há repulsão entre os aconteci-
mentos, a probabilidade diminui com a repetição, dá-se uma mútua 
imunização; o jôgo dura até que a urna se esvasie. 

# 

4. 7 A distribuição de contágio de PoL Y A. 

Suponhamos que se fazem n tiragens, e deseja-se calcular a pro-
babilidade w (x) de tirar x bolas brancas e n- x bolas pretas numa 
ordem qualquer. A probabilidade de só tirar bolas pretas é 

3 + d 
<o(o) 

N N 

3 + (n - 1)6. 

N + (n- 1)A 

n-1 
TI (1 + kA) 

k=o 

n- 1 
TI (N + kô.) 

k=o 

A probabilidade de tirar primeiro x bolas brancas e depois n- x pre-
tas é 

z---1 n---r.-1 
TI (r + iô.) TI <•+jâ ) 

i= o j = z 

n- 1 
TI (N + k<ll 

k=o 

Para ter a probabilidade de uma figuração qualquer, basta multipli-
car êsse resultado pelo coeficiente binomial C:, pois que êste é o 
número de ordens possíveis em que os acontecimentos podem ocorrer 
em n provas. 

Introduzamos as probabilidades p, q e 6./N = õ, que será o coefi
ciente de contágio ou repulsão conforme seja positivo ou negativo. 
Obtém-se 

Como 

z---1 n---r.-1 
TI (p + iõ) TI (q + j~) 

i = o ; - o 
co(x) = c; ----------

n- 1 

n-1 q + kô 
w0 =TI--- , 

k~o 1 + kô 

TI (1 + kõ) 
k=o 

z--t 
TI (p + illJ 

i= o vem w(x) = c: w(o) -----
:<-1 
TI (q+kà) 

k=n-z 

Notando que o denominador, escrito em ordem inversa, é 

obtemos finalmente 

z-1 
TI [q + (n - 1 - ,)õ] , 

i=o 

<•l (o) r-t (p + iõ) (n - 1) 
w(z) =-- n 

7/ i= o q + (11 - 1 - i,êi 
(.4,5) 
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A relação entre as freqüências sucessivas será dada por 
n-x p-1-.ro 

~' x + I) = w(x) ---
x + 1 q + (n - 1 - x)a 

• Para calcular os momentos,4 escrevamos essa expressão sob a forma 
[np + .r(no - p) - x~c3] w(x) = (x + 1) [q + nll - (x + 1)t] w(x + 1) , (4.6) 

e somenos para todos os valores de x. Notando que 

= 1'-; lq + no) - ai'-;, ou seja 1'-; = np . 

A expectância de x é, pois, independente do contágio ou repul-
são; ela conserva sempre o valor bernoulliano. 

Para obter a variância, multipliquemos novamente a relação 
(4.6) por x e somenos; vê-se, empregando a relação simbólica 
~(x) = ~(x + 1)- ~, que (tJ.;)! + 1'-; (na -p) -I'-; ô = 1'-; (q-1- nil)- 1'-; - (q + nÓ)tJ.; + p.; a, 

ou seja, <fL;)I + 1'-; (q + nll ) = 1'-; (1 + a . 
np npq 

Daí se conclui u! = -- tq + nll- nõp) = -- u + nõ) (4 . 7) 
1 +c; 1 -1- a 

Logo, a dispersão aumenta com o contágio, diminui com a repulsão. 
A correlação positiva entre os acontecimentos provoca uma hipernor-
malidade, a correlação negativa uma hiponormalidade. 

Sabemos que, nos fenômenos sociais, depara-se mais freqüente-
mente a dispersão hipernormal. Isso quer dizer que as conexões posi-
tivas são mais freqüentes na vida social que a independência ou re-
pulsão. 

4. 8 Formas especiais. A distribuição hipergeométrica. 

O esquema de PoLYA gera várias formas especiais, segundo certos 
valores particulares da probabilidade p, do coeficiente de contágio ô 
e do número fictício de provas n. 

Quando 6.-1, temos as tiragens sem reposição, ou seja, a amos-
ti·agem num universo finito. Então 

r I &I (1'.; - n)l 
w(.r) = C"_ --- --------

x (r - .r)/ [• - (11 - .r)]/ AI 

c:P c:fl___. x 

cN 
n 

(H) 

distribuição descontínua, chamada hipergeométrica, porque a proba-
bilidade das diversas figurações é dada pelos têrmos de uma série hi-
pergeométrica. A variância é então 

N- 11 

v2 = npq --- (1.9) 
N - 1 

Se n = N, a distribuição degenera; quando se esgota a urna, te-
mos absoluta certeza de conhecermos a sua composição. Para p = q, 
a distribuição é simétrica em tôrno de 

x = : pois ~ ( : + z) w ( : - z) 
• Sôbre o cálculo do momento de ordem n mediante a função característica, veja-se 

DIEULEFAIT , C. E .. "Sul momentl delle dlstrlbuzlonl lpergeometrlcbe", Giorn. dell'Jst. !tal . deg!i 
A ttuari, vol. 10 (1939), pág. 221. 
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Para N _,... oo ela aproxima-se da distribuição normal com variância 

ut = npq ( 1 - .: ) . (.~. 10\ 

PoLYA estudou também os casos limites n ~ co para valores po-
sitivos de ô. Se p é aproximadamente igual a q, e õ ~ O com nõ ~ d, 
obtém-se uma curva gaussiana com variância o! = npq (1 + d); é o 
caso de contágio fraco. Se õ >O, x = tn, temos o contágio forte, e 

r(!) 9 - a 
.,(tJ = - --"---'---- tPfõ (1 - o -a- · 

r(:) r(~) 
E' esta uma curva do sistema pearsoniano. 

4.9 Fenômenos raros com contágio. 

A noção de contágio pode-se estender ao estudo dos fenômenos 
raros. Consideremos o esquema de PoLYA para o caso especial de uma 
probabilidade pequena (p -:lo- O) e um contágio fraco (ô ~ 0). Admi-
tamos que n -4> co com np = J.A., nõ = d. Vimos que a expectância de x 
era independente do contágio; quanto à dispersão, obtêm-se ( 4. 7) 
o'= J.A. (1 + d), sendo pois superior à dispersão da lei clássica de PorssoN. 
Introduzindo os valores de J.A. e d em ( 4. 5), vem 

ro(o) :t-1 
ro (.t) = - - II 

xl i= o 

( 11 + id) ( 1 + ~) 
1 + d- (i+ 1) d 

n 

que, em vista da condição n ~ oo, se reduz a 
w (O) r-I 

w(z) = II (p. + iti) . 
xl(l+d)" i=O 

O coeficiente w(O) determina-se pela condição de ser a área da 

curva de probabilidade igual à unidade, obtendo-se ro(O) = ( 

1 

) ~ • 
1 + d 

Resulta finalmente ro (z) 
[p. + (x - 1) d] I 

I t- _fL 
d 

xl liJ- - 1)1 (1 + '~ 
para forma analtica da distribuição. 

c; .11) 



CAPÍTULO v 

CRI-QUADRADO E A VERIFICAÇAO DE LEIS EMPíRICAS 

5 .1 A lei multinomial. 

A comparação entre duas distribuições tem sido feita, até aqui, 
através de seus índices característicos. Ora, salvo casos excepcionais, 
êsses índices não sintetizam tôdas as peculiaridades das mesmas, e há, 
pois, vantagem em se estabelecer um processo que permita a compa-
ração global das distribuições. Foi o que conseguiu KARL PEARSON coro. 
o seu teste de aderência (goodness of fit) 1• 

Consideremos um evento caracterizado pela variável aleatória 
v, que admite k valores v1, Vz, •.• v"' com probabilidades p1, p2, ... pk, 

k 

sendo ~ Pi = 1 • A probabilidade de que, em n provas independen-
1 

tes, tenhamos m1 eventos da classe v1, m 2 da classe v 2 , e assim por 
diante, é dado por 

k 
onde [md representa abreviadamente (m1, m 2, •••• m k) e 1: m; = n. 

1 

E' êste o têrmo geral do desenvolvimento do multinômio (p1+P2+ ... 
+ pk)n . O desenvolvimento binomial, considerado anteriormente, re-
sulta como caso particular para k = 2. 

A fórmula acima é, contudo, pràticamente inusitável, e vamos 
transformá-la, admitindo que os m, são suficientemente grandes para 
que possamos substituir os fatoriais pelos valores dados pela fórmula de 
STIRLING 

~~ m+.!. - >n 
m/ = (27r) m 2 e • 

Introduzindo tais valores, obtém-se, após certas reduções, 
1 

p[m;] = ----:----:---------,.- .fr ( np.; )m; +""i. 
_k_- _1 2._ •= 1 m, (5.1) 

(f7rn) 1 
(Pl· Pt· · ·. P!) 

2 

Computemos os desvios de m, em relação a suas expectâncias, e 

alteremos a escala de modo que Xi = 
m;- np, 
y;p; . Com essa transfor-

1 A memória fundamental de PEARSON, "On the Criterion that a given System o! Deviations 
from the Probable in the case of a Correlated System of Variables is such that it can be 
reasonably supposed to have arisen from Random Sampllng", foi publicada no Philosophical 
Magazine, vol. 50 (1900), pág. 157. 
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Tomando o logarítmo do segundo membro e desenvolvendo-o em 
série, vem 

( np; + x; Vnp; + ~) loge (1 + ~) = x; Vnp; + ~ x~ + .... 

onde os têrmos seguintes, contendo em denominador as potências de 
npi, podem ser desprezados. Daí 

Substituindo êsses valores em (5 .1), o resultado se simplifica, 
pois temos então em expoente 

fx;l Ç = fcm; -npj) =o, 
1 v "I'• 1 

(5.2) 

e a fórmula se reduz a 

p [m;] 
k -,-I 1 e 

(2?Tn) - t - (pJ. Pt· · · · Pk) I 

Ora, em vista da relação linear (5. 2) , apenas k -1 dos desvios 
x, são independentes, digamos os primeiros k -1. Imaginemos os 
m e x como coordenadas retangulares num hiper-espaço euclidiano. 
Seja R a região no espaço x, sujeita àquela restrição, correspondendo 
à região R"' no espaço m; como os m ;, são essencialmente positivos, a 

1 

variação unitária de m ; corresponderá a D,.x, = (np;)l , e daí, em vir-
tude do teorema sôbre a existência de integrais definidas, 

k-11 72 f - T *x;dx, 

(2?T) l (pk) 

(5.3) 

a somação estendendo-se, para um dado n, a todos os pontos da re-
gião R correspondente à de R,, para os quais se define p[m;,]. Tem-
se uma integral k-múltipla, onde dx = dx1 dx2 ... dxk-1. 

5. 2 A distribuição de Chi-quadrado. 

Obtivemos, assim, a distribuição de probabilidade do conjunto de 
desvios entre os m ; e suas expectâncias como uma função da expressão 
quadrática 

k t 
xt = 7 x,. (5.4) 
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Foi êsse o índice que PEARSON adotou para medir a aderência dos 
valores observados m; aos valores teóricos. Cumpre agora transformar 
a diferencial (5. 3) numa diferencial do próprio xf. 

No espaço k-dimensional dos X;, a relação (5. 4) define um siste-
ma de hiper-esferas tendo os centros coincidentes com a origem. Cal-
culemos a integral quando se passa da hiper-esfera de raio x à de raio 
x + d x , sujeita à restrição (5. 2). Sendo esta uma equação linear ho-
mogênea relativamente às discrepâncias, ela representa um hiper-
plano passando pelo centro comum das esferas, e a integração não se 
estende a todo o volume entre as duas esferas concêntricas, mas à 
porção do espaço k-1 dimensional compreendido entre ambas. 

Ora, o volume V de uma hiper-esfera k-dimensional de raio r é 
V= Cr" , sendo a constante C independente de r; logo, o volume entre 
as duas esferas concêntricas é aproximadamente dV = C'rk-1 dr. Apli-
cando essa fórmula ao caso vertente, e ponde k' = k -1, vemos que a 
probabilidade de que x esteja compreendido entre x e x + d x é dada 
por 

_ L k'-1 
B v dp = Ke "' dx . 

A constante K independe de x, e deve ser tal que a soma de tôdas 
as probabilidades possíveis iguale a unidade; isto é, devemos ter 

xs 

1 
00 - -f- k'-1 

K e x dx = 1. 
o 

Mediante a transformação ~z = u, a integral se reconduz à fun-
ção Gama, e vem 

k'- t 

1 -~ (k') --;;= 2 r -
2
- . 

Obtém-se finalmente a distribuição de x' 

(5.5) 

5. 3 Graus de liberdade. 

Supusemos que as freqüências teóricas das diversas classes eram 
conhecidas a priori. Nem sempre essa circunstância se verifica. Ao 
ajustar uma lei matemática aos dados de observação, os parâmetros 
são estimados sôbre a amostra colhida, o que importa em forçar a 
igualdade entre os momentos, ou outros índices estatísticos, das dis-
tribuições teórica e empírica. 

• A restrição (5. 2) traduz a igualdade entre as freqüências totais. 
Se também usamos a média dos dados para determinar uma das cons-



-58-

tantes da função interpolatriz, teremos ~ a, m i = n ~ a, p, sendo a, o 
atributo relativo à classe i. Essa relação pode-se escrever 

~ai (mi - np;) = O (5.6) 

Se usamos outros momentos de ordem superior na fixação dos 
parâmetros, resultarão outras equações dêsse tipo, em que apenas os 
coeficientes a, diferirão. Por exemplo, para o desvio padrão temos que 
substituí-lo por a,2 • De qualquer modo, essas restrições equivalem a 
tantas outras equações do tipo (5. 6), que são lineares homogêneas 
em relação às discrepâncias. 

Na representação geométrica usada, cada uma dessas equações 
indica um hiper-plano passando pelo centro comum das esferas. O 
cálculo do volume dV desta deve-se, pois, restringir à porção situada 
na intersecção das superfícies definidas por (5. 6). Ora, cada uma 
das equações baixa de uma unidade o número de dimensões do espaço 
em que se efetua a integração. Se, pois, temos q condições, isto é, se 
a nossa lei teórica contém q parâmetros, dV passa a ser um elemento 
de volume num espaço de k-q dimensões. A equação (5. 5) prevalece, 
desde que se ponha k' = k-q. Então k' representa os graus de liber
dade do sistema. 

E' êste um ponto capital. PEARSON, ao introduzir a estatística xt, 
observou que apenas k-1 dos desvios eram independentes, e pois o 
expoente da distribuição devia-se tomar como k ' = k - 1. Mas essa 
regra foi aplicada errôneamente para os demais casos, em que se re-
constrói o universo, calculando os seus parâmetros a partir da amos-
tra observada. Caberia a R. A. FrsHER 2 assinalar, quase um quarto de 
século depois, êsse êrro de interpretação, e dar a exata distribuição de 
x 2, levando em conta os seus graus de liberdade. 

5 . 4 Aditividade de 2 

Se adicionarmos várias quantidades que têm distribuição x2
, a 

soma também terá essa distribuição, com um número de graus de li-
berdade igual à soma dos graus de liberdade das componentes. 

Para prová-lo, consideremos k 1 + k s + ... + k,. variáveis x,. As 
somas dos quadrados das variáveis, isto é, 

s $ f ' x1 = x1 + xB + ... + xk, 

e s ! 
X!= xk,+,+ · · · · · · + xk,+T;, 

possuem a distribuição x 2 com k' 1, k' s .•• k',.. graus de liberdade. So-
mando essas quantidades, vem 

Mas essa soma possui a distribuição x 2 com k' = k 1 + k 2 + ... + k,. 
- m = k' 1 + k' 2 + . . . + k ',. graus de liberdade, de confirmidade 
com a proposição enunciada. 

2 FISHER, R . A., " On the lnterpretatlon Of 'X! for Contlngency Tables and t he Calculatlon 
o! P", Jour. Roy . Stat . Soe., vol. 85 (1922), pág. 87. 
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5. 5 Aplicação e tabelas. 

A aplicação de x 2 é imediata a questões dêste gênero: dada uma 
série de observações, pode ela ser considerada como se originando de 
um universo de forma especificada, apenas por flutuações de amos-
tragem? Isso importa em calcular a probabilidade de, na hipótese da 

ser uma amostra aleatória de certo universo, obtermos discre-
entre os valores teóricos e os empíricos conduzindo a um va-

de x 2 igual ou maior que o obtido. Temos assim que calcular 

P(l ) x~) = { sro F(xt)d(xf). 
Jxo 

Aqui, como só se trata de desvios positivos, o nível de significân-
cia de p por cento corresponde ao valor em que a ordenada corta uma 
área no ramo crescente da distribuição equivalente a p por cento. 

O cálculo da integral acima, considerada como função de x, pode 
se efetuar por sucessivas integrações por partes. Se k' é par, obtém-se 

e se k é ímpar, a fórmula termina por uma integral da função normal, 

V1r - ~s xs xk'-t J /71oo - ~t 
P = - ;: e [x + -1 .~ + ... + +l i _ e dx. 

,. ... 1.3.5 ... (k'-2) r 7T x 

Os valores dessas integrais foram calculados por ELDERTON e en-
oontram-se nas Tables for Statisticians,3 onde n' representa o número 
de classes k. R. A. FrsHER 4 dá os valores de x 2 correspondentes a cer-
tos valores da probabilidade P; a entrada na tabela faz-se de acôrdo 
com os graus de liberdade k'. Notemos que F ( x 2) é uma curva pear-
soniana do tipo III, e a sua integral é na realidade uma integral Gama 
Incompleta; no seu cálculo podem-se, pois, usar as tabelas de PEARSON.5 

Aí, o valor de 1-P é I (u, p), onde 
k-2 

• u e P = 

Para valores elevados de k, isto é, k' > 30, pode-se considerar, se-
gundo FrsHER, que v 2 xt se distribua normalmente com média 
y 2 k ' - 1 e desvio padrão unitário. Logo, os valores de x2 obtém-se 
entrando na tabela da integral da curva normal com a quantidade 

I I 

(2xt?- (U' -1) T 

• PEARSN, K., Tables jor Statisticians anã BiometT<icians (3 .• ed., Londres, 1930), 1.0 vol., 
tabela XII. 

' FrsHx, R. A. Statistical Methoàs jor Research Workers (8.• ed., Edimburgo, 1941), 
tab. III; FmER, R. A., e YATES, F., Statistical Tables (Edimburgo, 1938), tab. IV. 

• PEAR&N, K. (ed.), Tables oj the Incomplete Gamma Function (Londres, 1922). 
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Se denotarmos por up o ponto da distribuição normal, que corres~ 
ponde ao seccionamento de uma área à direita de p por cento, a·regra 

de FISHER equivale a tomar x!,k' = + [uv + V.ek' -1 J. Uma melhor 

aproximação é dada por WILSON e HILFERTY 6 como 

X~/;' = k' [1- _!_ + Up 1 0]~ 
' 9k' v 9]; 

Comparemos essas aproximações. Para o nível de significância de 
5 por cento e k ' = 30, a primeira fórmula dá x2 = 43. 487; a segunda, 
xt = 43. 749. O valor exato é x! = 43.773. 

5 . 6 Verificação de leis empíricas. 

Ao verificarmos a hipótese de que a série de observações da vana~ 
vel v provém de um universo de forma funcional f (v, 011 02, ••• Oq}, 
algumas precauções devem ser observadas na aplicação do teste x2

• 

Primeiramente, nenhuma das classes deve conter poucos ltens, 
porque na dedução dessa distribuição admitimos que os fatoriais pu-
dessem ser substituídos pela aproximação de STIRLING. A freqüência 
mínima de uma classe deve ser 10, e, para satisfazer êsse preceito, as 
classes extremas da série observada, que em geral apresentam dimi-
nutas freqüências, são recombinadas em grupos maiores. 

Também o número de classes não deve ser muito grande, pois 
para k ~ oo o desenvolvimento de P em série de potências mostra 
que P ~ 1. Uma regra prática é tomar k < 20.7 

Notemos que a região crítica para verificar a hipótese nula é o 
ramo superior da distribuição; isto é, o nível de significância de p 
por cento corresponde a uma área no ramo à direita equivalente a essa 
percentagem. Em geral, admite-se que valores de ·t! superiores ao nível de 
p = . 05 indicam uma discrepância real. Contudo, valores excepcio-
nalmente elevados de x 2 devem ser considerados com suspeição, por 
denotarem, seja o uso de fórmulas inadequadas, seja o fato da amos-
tra não ter sido colhida estritamente ao acaso. 

Exemplo. Numa experiência de cruzamento com duas variedades de milho, 
obtiveram-se grãos com as freqüências de coloração constantes da tabela abai-
xo. Verificar se a segregação corresponde à proporção teórica 9:3:3: 1. 

FREQUENCIA Amarelo Alaranj. A ver mel. Vermelho 

Observada f o . ...................... 480 155 162 51 
Teórica ft ....................... 477 159 159 53 

Uo - h) 
.0189 .1006 .0566 .0755 

ft 

• WILSON, E. B . , e Hll.FERTY, M. M., Proc . Nat. Acad. of Sciences, vol. 17 (lU), p ág. 68. 

• Sõbre o número e intervalo "natural" para as classes, veja-se MANN, H. B. e W ALD , A ., 
"On the choice o! the number of class lntervals in the Chl Squa re Test", Ann. Mthem. Stat., 
vol. 13 (1942), pág . 306; GUMBEL, E . J., "On the rellabllity of the classlcal Chi-quare Test". 
Ann. Mathem. Stat., vol. 14 (1943) , p ág . 253. 
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Temos x~ = .2516, com k' = 3. A tabela mostra que desvios como estes verifi-
cam-se em mais de 95 por cento dos casos, e portanto a distribuição teórica 
corresponde à mendeliana. 

5. 7 Teste de independência. Tabelas de contingência. 

'\ aplicação do teste chi-quadrado estende-se imediatamente ao 
m que se quer verificar a independência, ou não, de dois, ou 

ca'prineípios de classificação. Suponhamos que, num mesmo gru-
~ ..J Je indivíduos, observam-se simultâneamente duas espécies de atri-
butos e registram-se as respectivas freqüências; obtém-se uma tabela 
de contingência. 

Seja f;j a freqüência observada na célula ij, f, a soma das freqüências 
na linha i, fi a soma das freqüências na coluna j / N o número total de 
elementos. A probabilidade de que um elemento qualquer caia na li-
nha i é A, e que caia na coluna j é JN; ; se os dois atributos são in-

N 

dependentes, a probabilidade de que caia na célula ij é 1;/1 , e a fre-

qüência teórica correspondente f~; . Podemos agora comparar as 
discrepâncias entre as freqüências observadas e teóricas mediante o 
teste x 2 , calculando-se 

(5.7) 

No caso vertente, as probabilidades correspondentes às diversas 
células não são conhecidas a priori, mas resultam das freqüências 
marginais da tabela; isto é, o cálculo efetuado força os totais margi-
nais dos valores teóricos e empíricos a igualarem-se, o que diminui o 
número de desvios independentes. Se a tabela fôr de l X h elementos, 
apenas (l-1) (h -1) são independentes. Logo, na interpretação 
de x.2, a entrada na tabela far-se-á com um número de graus de 
liberdade igual a k ' = (l-1) (h -1). 

5. 8 Coeficiente de contingência. 

O teste x2 permite verificar a associação entre os atributos obser-
V!ldos, mas não nos dá uma medida da intensidade da mesma. 

~orno 2 mede a dispersão global de N indivíduos, relativamente 
aos va.' )res teóricos, PEARSON toma a dispersão média por indivíduo 
cf>Z = ;~ , que denomina contingência quadrática média. Para uma 
distribuição normal de correlação a duas variáveis, subdividida em 
classes de amplitude infinitamente pequena, PEARSON estabeleceu as 
relações 

cpS = pt (/ - p f ) J p! = cpt I (1 + rjJ!) J 

se1~1o r o coeficiente de correlação do universo, pelo que, por analogia, 
definiu ,:~ coeficiente de contingência quadrático médio como C2 = 
4>2/ (1 + cf>2'). Evidentemente 

I 
l 

C2 = -----. 
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5 . 9 Relação entre os métodos de LExrs e r}. 

Observa R. A. FrsHER 8 que a descoberta de x2 na realidade com-
pleta o método de LExrs. Com efeito, êste último não permitia distin-
guir, quando se obtinha para uma série empírica o critério L ::;; 1, se 
a desigualdade era geral ou devida apenas a flutuações de amostra-
gem, o que se consegue calculando o x 2 • 

Se temos uma série de freqüências fi (i = 1, 2, ... k), .observaà 
em amostras de n elementos derivadas de uma população em que a 
probabilidade do acontecimentos favorável presume-se ser uma cons-
tante p, então o critério de LExrs é, notando que a média verdadeira 
é np, 

1 k 
-~(f;- np)t 

LS = _k_t ___ _ 
npq 

Por outro lado, a hipótese de uma probabilidade constante pode 
ser verificada pelo método de x!, observando que então a expectância 
de f, é np, e a de n- fi é n- np, donde 

k [(j .-np)~ {<n- j .)-(n -np) }t ] xt = ~ • + _,___ __ • -----'-
i=t np n- np , 

com k graus de liberdade. Ora, temos p + q = 1, e a expressão re-
duz-se a 

I; 
~(f;- np)t 
1 xs = ----

npq 
(5.8) 

que é o índice de dispersão baseado na distribuição binomial. Segue-se 
imediatamente que o critério de LExrs U equivale a ~s • 

Se a probabilidade p fôr estimada a partir dos dados observados, 
p = :~; , o número de graus de liberdade será k -1. Neste caso, se-
ria preferível modificar U, substituindo o fator k por k -1, de modo 
que a sua expectância permanecesse igual à unidade. 

O índice de dispersão para a distribuição exponencial de PorssoN 
será 

k 
~(f; - np)S 
1 xs = -----

np 

pois que então a variância é igual à média. 

(õ.9) 

Exemplo. No § 4.4 Ex., vimos que o critério de LExrs para a série de coefi-
cientes de masculinidade no Distrito Federal era L = 2. 914 para 48 observa- __.,r-"" 
ções. Temos portanto x.2 = 48 (2 .914) = 407.96, com k' = 47. Não abrangen~ ... u "' 
as tabelas êsse valor, vamos reduzir xt a desvios estandardizados da cur~"t\.~1.-
mal pela fórmula (2xBJ~ - (2kt - 1)~ = 28.56 9 .64 = 18.9? . 

A probabilidade de desvios dessa ordem é infinitésima. 

• FrsHER, R . A., Statistical Methods jor Research Workers, 8.• ed., pág. 78. 
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5.10 Signijicância e limites jiduciais de uma proporção. 

O teste x 2 aplica-se de pronto à medida da significância de uma 
proporção. Suponhamos que se tenha apenas uma alternativa, isto é, 
que os indivíduos se achem classificados segundo a presença ou au-
sência de certo atributo. A fórmula (5. 8) nos dá 

(f- np)t 
xt = ----

npq 
(5.9) 

Comumenta a significância de uma proporção determina-se com-
parando a diferença entre ela e o valor teórico com o seu êrro padrão 
(§ 3.8); o valor de x 2 que obtivemos é exatamente o quadrado dessa 
relação. Por conseguinte, as tabelas de ·· 2 podem ser utilizadas para 
determinar a significância de uma proporção em vez das da curva 
normal. 

Aliás, era êsse um resultado de se esperar. Se fizel'mos k' = 1 na 
1 xt 

distribuição de x2, ela se reduz a (.e1r) -""i e - - e- dx, que é a distribuição 
normal. 

O processo é interessante porque permite uma estima mais rigo-
rosa dos limites fiduciais de p.9 E' claro que o sentido das diferenças 
entre os valores observados e os teóricos não importa, havendo em to-
dos os casos contribuição para o aumento de x? e diminuição de sua 
probabilidade P. Se quisermos os limites correspondentes ao nível de 
95%, podemos pôr na fórmula acima x 2 igual ao valor correspondente 
a P = . 05, seja x2o. Tem-se então npq X! o= (f- np) 2

, ou seja, 

e ( 2 ) ( 2 ) 1
2 

p Xo + n - p Xo + 2f + - = O, (5.11) 
n 

equação quadrática, cujas raízes dão os limites fiduciais p' e p". No-
tar-se-á que êsses limites, em contraste com o processo aproximado do 
§ 4. 3, não são equidistantes em relação à percentagem observada. 

Exemplo. Numa experiência sôbre a duração de dormentes tratados com 
creosoto, verificou-se que, após 20 anos de uso, 22 dormentes de um lote de 50 
estavam ainda em boas condições. enquanto anteriores experiências com dor-
mentes não tratados indicavam que apenas 27% deveriam subsistir. E' eficiente 
o tratamento pelo creosoto? Entre que limites pode-se esperar, com uma pro-
babilidade de 95%, que oscilará a percentagem de aproveitamento dos dormen-
tes tratados ? 

5o u~- .27)2 
Temos ! I n= .44, p = .27, e portanto xt = ----- - = 7.84. 

(.27) (. 78) 

Para ki = 1 grau de liberdade, a probabilidade dêsse x2 é menor que 0.01. A 
proporção de dormentes tratados que subsistem é significantemente maior que 
a dos não tratados; logo a aplicação do creosoto é vantajosa. 

Para estabelecer os limites fiduciais da percentagem de aproveitamento_ 
devemos entrar na equação (5.11) com o valor de x0

2 = 3.841, correspondente 
ao nível de O. 05. Obtém-se 53.84 pz - 47.84 p + 9. 68 =0, que, resolvida, nos dá 
as duas raízes p' =. 312 e p" =. 577, que não são simétricas em relação à percen-
tagem encontrada de O .44. 

• Outro método e>cato deve-se a CLOPPrR, C. J .. c PEARSON, E. S., "The Use of Confldence 
or F:ctuc!al Llm!t,• in lhe Case of the B J110m!al", Biometrika , vol. 26, pág. 404. 
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O processo habitual ( § 3. 8) levaria, notando que no caso sP = 
=.07, aos limites fiduciais p'=.44- (1.96 x .07) =.303 e P"=.577. 

5.11 Teste de homogeneidade. 

(.44) ( .56) 

50 

O cálculo do índice de dispersão ( § 5. 9) importa, na realidade, em 
verificar a homogeneidade dos dados em relação à proporção teórica p. 
:Êle também equivale ao cálculo de x2 baseado numa tabela de con-
tingência de 2 X k elementos. Podemos generalizar o método, tornando-o 
aplicável aos casos em que as amostras sucessivas não têm o mesmo 
tamanho. 

Seja fi a freqüência do atributo observado na amostra i, de tama-
nho n,. Se considerarmos unicamente a proporção resultante do con-
junto global de observações, p = ;~, , pode-se ter a impressão de 
uma menor variabilidade do que a realmente existente entre as dife-
rentes amostras. Imagine-se, por exemplo, que os valores de x.2 para 
cada uma delas situam-se próximo ao nível de significância, mas que 
as razões t~/n; variam num sentido e outro em tôrno do valor teó-
rico p. Ao totalizarmos êsses valores, as diferenças tendem a se can-
celar, e daí resulta para a proporção global um X 2 correspondendo a 
uma probabilidade exagerada. 

Para obviar êsse inconveniente, apoiar-nos-emas na propried'ade 
aditiva de x2 • Os valores de x2 relativos a cada uma das amostras são 
adicionados, e a probabilidade de x1 

= x~ + x; + . . . resultante é 
obtida da tabela com um número de graus de liberdade igual ao núme-
ro de amostras. 

Exemplo. MENDEL observou o número de grãos redondos e angulosos obti-
dos numa hibridização de ervilhas, obtendo os resultados constantes da tabela 
abaixo. Verificar se os resultados correspondem à expectação mendeliana 
de P = .75. 

Num. grãos 
PLANTA 

n 

A ...... . ......... . ..•..• .. .....•... 57 
B ........................... . ... . . . 29 
C . ... . ........... .... . . . ........ .. . 32 
D ....... .. ... .. ............. .... .. . 32 
E ...... . . ..... .......... . .. . . . .. . . . 34 

Total .... .. ............ .. .... . 184 

Grãos red. 

f 

45 
19 
26 
22 
28 

140 

f 

n 

. 7895 

.6552 

.8125 

.6875 

.8235 

. 7609 

.47 
1.39 

.67 

.67 

.98 

A percentagem observada sôbre o resultado global p =. 7609 corresponde a 
x! = .098 com 1 grau de liberdade, ou seja a uma probabilidade de desvios maio-
res de P=. 76, confirmando-se a hipótese. Nenhum dos resultados parciais a in-
firma, pois x2 para o nível de significância de 5% é 3.841. Contudo, baseando-nos 
nesses x 2 parciais, que constam da última coluna, obtemos para o experimento to-
tal :xe = 4.18, com 5 graus de liberdade, o que corresponde a apenas P= .51 . 
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5.12 Tabelas de contingência 2x2. Significância da diferença 
entre proporções. 

O caso particular de tabelas de contingência relativas a dois atri-
butos, ambos classificados segundo a alternativa de sua presença-ausên-
cia, é de grande importância prática. Então, há apenas um grau de li-
berdade; isto é, basta calcular a diferença entre o valor teórico e o obser-
vado em uma das células, as discrepâncias nas demais obtendo-se soman-
do ou subtraindo aquela diferença das freqüências observadas. Ou en-
tão, designando por a, b, c, d as freqüências celulares e Na total, obtém-
se x2 diretamente pela fórmula 

N (ad- bc)! 
xE = ---------- (õ.12) 

(a + b) (c + á) (a + c) (b + d) 

A êsse caso se reconduz o teste de significância da diferença entre 
duas proporções. Basta convertê-las em freqüências e aplicar a fórmula 
acima. Obtém-se resultados idênticos aos expostos no § 3 .10, em vir-
tude da redução da distribuição de x2 à norm~l neste caso. 

5.13 Correção de continuidade de YATES. 

A distribuição x2 é uma função contínua enquanto que a distribui-
ção de freqüências numa tabela de contingência é sempre descontínua. 
Os testes baseados em x2 são, pois, aproximados, e supõe-se que a amos-
tra seja suficientemente grande para que se possa admitir a continui-
dade entre as freqüências nas diversas células. 

Uma correção para essa falta de continuidade foi estabelecida por 
YATES 10 para o caso de uma tabela de 2x2 elementos. Neste caso, >..9 

pode ser calculado a partir da freqüência observada numa só célula e 
os totais marginais. Suponhamos que aquela freqüência seja muito pe-
quena; a probabilidade de termos desvios menores é, na realidade, a 
soma de um número limitado de probabilidades finitas, enquanto que 
x·2 corresponde à fração do ramo superior de uma curva contínua. O 
cálculo da integral deve-se estender, pois, até o limite da classe cujo ponto 
médio é a freqüência observada; isto é, devemos acrescer V2 unidade a 
essa freqüência para obter o limite de integração. Feita essa retifica-
ção, as freqüências das demais células são corrigidas de modo a man-
terem-se constantes os totais marginais. Noutros têrmos, a correção 
de YATES importa em calcular x 2, não sôbre os valores observados, mas 
sôbre aquêles que se obteriam se as freqüências fôssem menos extre-
mas do que são de meia unidade. 

Isso equivale a substituir à fórmula (5 .12) esta outra 

1Y ( lad - bc -
1~- r 

X~ = -,---,-::,--,--.,--:----,---''-:-:---::-
(a + b) (c + d) (a + c) (b + d) 

(5.18) 

sendo que N / 2 sempre reduz o valor numérico de iad- be l. 

Para tabelas 2 x 3 a correção de continuidade já não é tão impor-
tante; a elevação do número de graus de liberdade também aumenta 
as combinações possíveis, e melhora a aderência à distribuição con-
tínua. 

10 YATES, F., "Contlngency T ables lnvolvlng small numbers and the x.· test", Supplement 
Jour. Roy. Stat. Soe., vol. 1 (1934), pãg. 217; !RWIN, J. O., "Tests of slgnlficance for dlfferences 
between percentages based on small numbers", Metron, vol. 12 (1935), pãg. 83. 

-5-
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Quando o menor dos valores cai abaixo de 10, e preferivelmente 
até 100, deve-se também levar em consideração a assimetria da distri-
buição resultante. FrsHER e YATES 11 dão tabelas contendo os valores 
de x2 para os níveis de 5 a 1% em cada um dos ramos da curva. 

Em casos de dúvida, pode-se recorrer ao cálculo exato da probabi-
lidade de se obter um qualquer conjunto de valores celulares a, b, c, d. 
Demonstra-se 12 que essa probabilidade é 

(a + b)! (c + d)! (a + c)! (b + á)! 

N/ a! b! c! d! 

Se a representa a menor das freqüências, a probabilidade de termos a 
figuração observada ou outras mais extremas é dada pela soma das 
probabilidades calculadas como acima, em que se supõe a freqüência 
a decrescer dêsse valor até O, mantendo-se constantes os totais mar-
ginais. 

Exemplo. Num inquérito sôbre a prática habitual de atos religiosos, obti-
veram-se as respostas constantes do quadro abaixo. Verificar se a religiosidade 
difere significantemente ehtre os dois sexos. 

(i) Freq. observadas (ii) Freq. corrigidas 

SEXO Praticam Não prat. Teta I SEXO Praticam Não pral. Total 

Masculino .... . ... 68 32 100 Masculino ...... . . 67.5 32.5 100 
Feminino . ..... . .. 52 4'l 100 Feminino . ..... . .. 52.5 47.5 100 

Total ..... . ... 120 80 200 Total ..... . .. . 120 80 200 

Calculando x2 diretamente sôbre os valores tabulares, teremos, para a pri-
meira tabela 

[(68 X 4B)- (82 X 62)]1 X 200 
x' = ---- ---- = 6.33, 

120 X 80 X 100 X 100 

a que cm·responde, com 1 grau de liberdade, a probabilidade P= .022. A dife-
rença de prática religiosa é, pois, significante. 

Introduzindo a correção de YATEs na tabela (ii), teremos x: = 4.688, donde 
P=. 034. Assim, a falta da correção de continuidade sobrestima a significância 
da diferença. 

Podíamos ter utilizado a tabela de FrsHER e YATES. Calcularíamos Xc= 2.165, 

a menor expectância m = 100 x 80 = 40 e a razão p = E = . 50. Como a me-
200 80 

nor freqüência observada, 32, está abaixo de m, devemos utilizar o ramo infe-
rior da distribuição e a tabela nos dá o valor crítico 1. 96. O calculado é supe-
rior a êsse valor, confirmando-se a significância da variação de religiosidade 
com o sexo. 

5.14 Combinação de probabilidades de testes de significância. 

Outro uso de chi-quadrado, indicado por R. A. FrsHER, refere-se ao 
caso de termos vários testes de significância independentes, dos quais 
apenas poucos ou nenhum é individualmente significante, mas que, 
em conjunto, dão a impressão de significância, que se quer verificar. 

11 FISHER, R. A., e YATES, F., Statistical Tables, tab. VIII. 
12 FISHER, R. A., Statistical Methods tor Research Workers, 8.• ed., pág. 95. 
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Sejam 13 p1, Pz, ... p,, as probabilidades dos diferentes testes, não 
sendo necessário que êles se refiram à mesma estatística para as vá-
rias amostras. Como a distribuição de p não depende de uma parti-
cular distribuição da estatística, da qual êle é a integral de probabili-
dade, podemos admitir que p se possa obter como a integral de proba-
bilidade de uma qualquer distribuição contínua. FISHER admite que 
esta seja a distribuição x2 com 2 graus de liberdade. 

Temos então que a integral de probabilidade é 
1 1 

f 
co - T xs - T xs 

e xdx = e 
)( 

- .!_ xt 
Se p =e e , vemos que - 2 loge p segue a mesma distribuição 
que x 2 com 2 graus de liberdade, e 

1 
log,[p] = log,p1 + log,p3 + ... + log.pk =-- (x; + x; + ... + xD· 

2 

Em vista da propriedade aditiva de x 2, a expressão entre parênteses 
segue esta distribuição com 2 k graus de liberdade. 

Por conseguinte, as probabilidades de k diferentes testes podem 
ser combinadas num teste de conjunto, cuja significância será verifi-
cada mediante a tabela de x J com 2 k graus de liberdade. 

Exemplo. Numa experiência sôbre novo método de ensino, 3 turmas fica-
ram a cargo de professôres diferentes, que, medindo o aproveitamento por tes-
tes diversos, obtiveram, para probabilidade de uma diferença igual ou maior, 
relativamente ao método ordinário de ensino, os valores de 0.09, 0.12 e 0.00 
respectivamente. Que conclusões se podem firmar a respeito do novo método ? 

Evidentemente, êsses resultados não podem ser englobados num experi-
mento único, por terem sido diferentes os testes de aproveitamento usados. 

Nenhuma das turmas revelou uma diferença significante, embora tôdas 
confirmassem a superioridade do novo método. Usando o processo descrito, 
teríamos 

log. .09 3.592 
log. .12 3.888 
log. .06 3.187 

log. = 8.667 = - 7.333, 

donde x 2 = 14.666 com 6 graus de liberdade. A tabela mostra que então P< .05, 
de modo que o resultado coletivo é significante. 

10 Cf. NAIR, K. R., "A note on the exact d!stribut!on of 'A.n"• Sankyã-The lndiam Journ. 

Stat., vol. 3 (1937), pág. 171. 
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CAPÍTULO VI 

A DISTRIBUIÇÃO DE STUDENT 

6 .1 A significância da média. 

O processo habitual de determinação da significância da média, que 
expusemos no Cap. II, pressupõe o conhecimento da variância do uni-
verso. Na realidade, raramente êste elemento é dado a priori, e antes 
cumpre calculá-lo a partir da amostra. 

Se dispomos de N observações x1, x 2, • •• XN, a melhor estimativa 
N 
~ (x; -X)t 

da variância do universo é, como veremos adiante, 3.e = ..::.1 __ _ 

N- 1 

Então, s será o êrro padrão de uma observação, e V~ o êrro padrão 

da média. Para verificar se a média da amostra x difere significante-
mente da média ~t do universo, utiliza-se a estatística 

ex- p,) vfi 
t = (6.1) 

Durante mais de um século, admitiu-se que esta estatística tinha 
distribuição normal, e a avaliação da probabilidade de um determi-
nado desvio fazia-se mediante a tabela das áreas da curva normal. E' 
esta uma conclusão errônea, pois tanto o numerador como o denomi-
nador são funções das observações, e pois estão sujeitos a erros de 
amostragem. Só em 1908 W. S. GossET, mais conhecido sob o pseudô-
nimo de "STUDENT~' 1 , assinalou essa circunstância e determinou, em-
bora emplricamente, a verdadeira distribuição de t. A dedução rigo-
rosa da forma analítica dessa distribuição foi obtida em 1925 por 
R. A. FISHER.2 Na realidade, STUDENT lidou com a variável z, definida 

1 
pela relação z = t (N-1) -T 

6. 2 A distribuição de STUDENT . 

Consideremos um universo caracterizado pela distribuição normal 
1 (x- p,)B 

df = Uhru')- T e- 2;;8 dx . Se dele colhermos uma amostra aleatória de 
N elementos (x1, x2, ... Xs), a probabilidade de que esta amostra caia 
no elemento de volume dv = dx1 dx2 ... dxN é 

1 N (x;- J.l.)z 
--~ --

e .e t u dv. (6.2) 

Em vista da identidade ~ (x, - ~) ! = ~(x, -x)• + N (x- ~)2, a 
diferencial dF se reduz a 

N 1 
dF = (27ru!}- s e - .e u2 [N (X- p,)! + (N - 1) 3t] dv. (6 .S) 

1 STUDENT, " The p robable e r ror of a m ean" , Bi ometr ika, vol. 6 (1908), pág. 1. 
• FISHER, R . A ., " Appllcatlons o f " S t u den t" 's distribution ", Metron, vol. 5 (1925) , p ág, 90. 
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6. 3 Independência das distribuições de x e s2 • 

Escrevamos a equação (6.3) sob a forma 
N (N- I) s9 N- S --.• <x-~t)S ---

aF = k1 e srr dxX k2 e ~ 11' (sS) s d (s2) . (6.8) 

o primeiro fator é uma função apenas de x, G (x), e o segundo 
apenas de s2, H (s2); isto é, F (x, s2) = G (x) H (s'). Quer isso dizer 
que a média e a variância se distribuem independentemente, no sen-
tido do cálculo de probabilidades. GEARY 3 provou que a condição ne-
cessária e suficiente para que essas duas estatísticas tenham distribui-
ções independentes é que a variável x se distribua normalmente no 
universo a que pertence a amostra. 

G (x) nos dá a distribuição por amostragem de médias de um univer-

l co ( f21rae) _ _!_ 
so normal. Pela condição da área -co G CX> di= 1, e vem k1 = N 9 , 

donde 
- ! 

(
f21ri1B ) _ __!__ _N(Z - J.L) 

G (X) = -- t e sa' , 
N 

(6 9) 

que é uma distribuição normal com média igual a 1-t e desvio padrão 
igual a 11 jVfj, resultado já conhecido. 

A distribuição da variância 

(N-1) ,s N-3 

H (sS) = ke e-~ (sS)_2_ d(sS), (6.10) 

será estudada no capítulo seguinte. 

6 . 4 Propriedades e tabelas da distribuição de t. 
A propriedade fundamental da distribuição de t, como também 

da de z, é que não depende da variância 112 do universo, e pode, pois, 
ser usada quando esta grandeza é desconhecida. Isso é importante 
quando se lida com pequenas amostras, devido aos erros na esti-
ma de <12 • 

A equação da curva de t mostra que ela é simétrica em tôrno de 
t =O, a que corresponde a ordenada máxima; quando t-+ + oo, a 
curva torna-se asimptótica ao eixo das abscissas. A distribuição de t 
assemelha-se à normal, da qual se aproxima para valores crescentes 
de n. Contudo, para um dado n, ela é platykúrtica, e, portanto, para 
valores suficientemente grandes de n, as suas ordenadas sobrepas-
sam as da curva normal. Isso implica que a prática habitual de cal-
cular a probabilidade dos desvios mediante a curva normal erra no 
sentido de exagerar a significância dos grandes desvios, imputando-
lhe probabilidades escassas. 

Para verificar a normalização da curva de t, escrevamo-la sob a 
forma 

( 

t! )- .1._ (n + 1) 
F (t) = K 1 + -;;- s , 

• GEARY, R. C., "The D!stribution of "Student's" Ratlo for Non-Normal Samples", Supplement 
Jour. Roy. Stat. Soe., vol. 3 (1936), pág. 90. 
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onde K 
r (n) 

Tomando os logarítmos de ambos os têr-

mos, vem 

log0 F (t) = log, K - n : 
1 

loge ( 1 + : ). 

Desenvolvendo o último têrmo em série, segundo as potências de 
a qual converge uniformemente quando n>tJ, obtemos 

- n + 
1 

log0 (1 + ~) = - ~~ + ... 
2 n n 

-- ' 
n 

log. r (n) e log. r(-~) 
desenvolvimentos em série de STIRLING,4 resulta, após certas reduções, 

Por outro lado, substituindo a os seus 

1 zt z4-2zl-1 
loge F (I) = - - log, 21r - -- + + ... 

2 2 4n 

Daí se conclui 1 zl 
lim log, F (I) = -- log. 21r-- , e, pela continuidade 

n~oo 2 2 

- .1_ t' da função exponencial, lim F (t) = (27r) t e-T , que é a função normal. 
n~oo 

Para avaliar a probabilidade de se ter um desvio igual ou maior 

1
00 

( t! )- L(n + 1) que t, devemos calcular a integral p1 = K 
1 

1 + -;; 8 dt. 

Pela substituição tan 8 = tyn, essa integral se reduz à forma 
7r 

i Tcosn-1 o d:J , que se integra por partes, obtendo-se 

1 1 1 1 1.3 1 Pt = - - - sen () l l + - cos () + - cos4 () + ... J 
2 2 2 2.4 

para n par: 

para n ímpar: 
1 () sen () f 2 2.4 l 

Pt = - - - - - -- l cos () + - cos3 () + - cos5 () + ... J 
2 7r 7r s 3.5 

Como no caso da distribuição de x1 , o cálculo da integral para n ím-
par envolve uma função transcendente, que é aqui uma função cir-
cular inversa. 

STUDENT ~ publicou extensas tabelas da integral]~ F (tJ dt = 1 - Pt, 

com os argumentos t e n. Mais práticas são, contudo, as tabelas de 
FISHER,6 que dão os valores de t para os argumentos P t e n. 

• WHITTAKFR, E . T ., e WATSON, G. N., A Course O/ Modem Analysis (3.• ed., Cambrldge, 1920), 
pág. 252. 

• "STUDENT", ".New tables for testlng the slgnlflcance of observations", Metron, vol. 5 
(1925). pág. 105 . 

• FISHER, R. A., Statistical Methods for Research Worker's, tab. IV; FISHER, R. A., e 
YATES, F., Statistical Tables, tab. III. 
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Para os valores de n > 30, STUDENT mostrou que a distribuição 
I 

dez tende para a forma normal com desvio padrão igual a (N-3) -~ 
Daí se conclui que podemos então usar as tabelas da curva normal, 

tomando ~c ~-=yt como desvio reduzido. ;DEMING e BrRGE 7 

1 

sugerem tomar-se t ( n - -;-) · + que dá melhor aproximação que a 
11 

anterior para valores centrais ( P t > . 30), mas pior para valores extre-
mos. HoTELLING e FRANKEL 8 mostraram que, quando n :::::,. t ! , é pràti-

camente suficiente tratar t ( 1- tB 
4
:

1
) como distribuido normalmen-

te, o que dispensa o uso da própria tabela de t. Outra aproximação é 
devida a FrsHER,9 envolvendo porém o uso de tabelas auxiliares. 

Acima de 100, admite-se que t se distribui normalmente com des-
vio padrão unitário. Para uma avaliação de Pt, pode ser utilizado o 
nomograma de NEKRASSOFF .10 

6. 5 Significância e limites fiduciais da média. 

A aplicação da distribuição de STUDENT na verificação da signifi-
cância da média, ou no estabelecimento de seus limites fiduciais, ope-
ra-se nas mesmas linhas expostas relativamente às grandes amostras. 
Dada a média do universo donde se presume derivar a amostra, cal-
cula-se a estatística t, e, conforme o nível de significância em que 
caia Pt, é a hipótese confirmada ou rejeitada. 

Se se trata de estabelecer limites fiduciais da média, a tabela nos 
dá, para o nível de significância de p por cento escolhido, o valor to sa-

' tisfazendo a relação P (it i:::::,. t a)= Pa, donde se conclui lx - J.L I:::::, lo , !.;'' 
v N 

s ' 
e portanto os limites J.L' = x- lo • 

1
_ e J.L" = x + lo • 

1
_ . 

v N v N . 
Exemplo A . Retomemos o Ex. 2 . 9 A, supondo não conhecido o êrro padrão 

da determinação experimental de densidade . A que resultado se chega? 
Temos' de estimar s mediante os dados observados, obtendo-se s = 1 .097. 

1 . 097 . 25 
Daí s;;- = --= = . 548 e 1 = -- = . 456 • Reportando-nos à tabela de 

~ v 4 . 548 
t com n = 3 graus de liberdade, vemos que P t está compreendido entre O. 60 e 
O. 70, podendo-se, pois, concluir que a amostra é de ouro. 

Exemplo B. Suponhamos que as determinações de densidade tivessem for-
necido os valores 19 .31, 19 .20, 18.90, 18.79, cuja média é ainda 19.05. 

• D EMING, W . E. , e BIRGE, R . T ., " On the Statistlcal Theory of Errors", R eviews o/ M odem 
Physics, vol. 6 (1934) . pág. 130. 

• H oTELLING, H ., e FRANKEL, L . R ., " T he transformation of s t atist ics to simplify their dis -
trlbutlon", Ann. Mathem. Stat .• vol. 9 (1938). pág. 89 . 

• FISHER, R. A ., " E xpansion of "STuDENT" 's integral in powers of n- 1
.", Metron, vol. 5 

(1925). p ág. 109 . 
10 NEKRASSOFF, V , A ., "Nomography in Applications of S tatlstics" , M etron, vol. 8 (1930), 

p ág. 95. 
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A dispersão é agora muito menor, obtendo-se a estimativa s = .245, e por-
• 1!5 

tanto s-x = . 122. Daí t = -- = 2.05, a que COlTesponde, com 3 graus de liberda-
. 122 

de, uma probabilidade P1 > .10. A diferença não é significante. Mas, se seguir-
mos a prática habitual de referir o desvio 2. 05 !j. tabela da curva normal, va-
mos achar uma probabilidade P = .04, indicando uma diferença significante. 
No primeiro caso a amostra seria considerada de ouro, no segundo não. 

6. 6 A distribuição de t em universos não-normais. 

A distribuição de STunENT foi deduzida supondo-se normal a po-
pulação donde deriva a amostra. Abre-se, pois, a questão de se saber se, 
no inadimplemento dessa condição, deve-se preferir êsse processo ou 
o clássico, baseado na distribuição normal. E isso é de grande rele-
vância prática, pois muitas vêzes nada conhecemos sôbre a forma do 
universo. 

Da normalidade do universo resultam as propriedades seguintes, 
utilizadas na dedução da distribuição de t: (i) a distribuição da mé-
dia é normal; (ii) a da variância é uma curva do tipo III de PEARsoN; 
(iii) x e s2 não são correlacionados. Ora, quando o universo não é nor-
mal, se a primeira condição ainda se verifica aproximadamente, o 
mesmo não acontece com as demais, se o tamanho da amostra é pe-
queno. 

NEYMAN 11 determinou a regressão da variância sôbre a média 
para amostras derivadas de universos caracterizados pelos parâme-
tros ~1 e ~2 , mostrando que é aproximadamente parabólica, o sinal do 
têrmo quadrático dependendo de ~e- ~1- 3. Se essa expressão é nula, 
isto é, se ~1 e ~2 são pontos de uma reta no plano ~1 ~2, a regressão é li-
near. Para os pontos situados acima dessa linha, a parábola de regres-
são no plano x- J.A. e s2 é côncava no sentido positivo do eixo s2, e vice-
versa. O efeito dessa regressão sôbre a distribuição de z é óbvio. Para 
grandes valores de x -J.A., o valor de s2 tende a ser menor que o seu valor 
médio, e 1z1 maior; logo, haverá um maior adensamento de valores 
de z além do particular lzl considerado, do que no caso do universo 
normal. Por outro lado, para valores de x- J.A. próximos de zero há ra-
refação. 

Tais efeitos foram verificados teàricamente por RIDER, e experimen-
talmente por SHEWHART e WINTERS, e NEYMAN e PEARSON, para amos-
tras de 4 elementos extraídos de universos retangulares e 'triangula-
res. Estes estatísticos mostraram ainda que uma assimetria positiva 
do universo provoca uma assimetria negativa da distribuição de z, e 
inversamente. Outros estudos são devidos a BARTLETT, GEARY, RrETZ, 
e outros, e levam à conclusão de que a aplicação da teoria de STUDENT 
dá melhor resultado que a teoria clássica para grande número de dis-
tribuições não-normais, mas que há falhas, atribuíveis sobretudo ao 
grau e à natureza da correlação enter x- J.A. e s ~ . De qualquer modo, 
obtém-se melhores resultados quando se calcula a probabilidade de 
que t caia no intervalo -to a +to do que quando essa probabilidade 
se refere ao intervalo to a co. No primeiro caso, há uma compensação 
das deficiências dos valores de t no intervalo - co a t. contra um ex-
cesso no intervalo to a + co. 

u NEYMAN, J., "On the correlation of the mean and the variance in samples from an 
"lnflnite" population", Biometrika, vol. 18 (1926), pág. 401. 
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6. 7 Generalização do uso da distribuição de STUDENT. 

Reportando-nos ao exposto no § 6. 3, notemos que R. A. FrsHER 12 

assinalou que a distribuição de STUDENT compõe-se das duas distribui-
(i- f.J.l vli' 

ções independentes: (i) de , distribuída normalmente 
(N- 1) 3S 

com média igual a zero e variância unitária; (ii) de ---- = xs 1 

-.L xs ( xf ) N-s distribuída 13 segundo k e s -
2
- -e- d (xt) , de modo que 

(6.11) 

Isso mostra que o emprêgo da distribuição de STUDENT pode-se 
generalizar a todos os casos que importam na comparação de uma va-
riável distribuída normalmente com uma estimativa de seu êrro pa-
drão de distribuição independente, sendo o número de graus de liber-
dade igual ao utilizado nessa estimativa. 

Dêste modo, poude-se estender o uso dessa distribuição a proble-
mas referentes à significância da diferença entre médias e à verifica-
ção de hipóteses relativas aos coeficientes de regressão. 

6. 8 Significância da diferença entre médias. 

Para determinar a significância da diferença entre duas médias, 
verificamos a hipótese de que elas provenham da mesma população 
normal. Sejam x1 e Xs as médias, e s1 e s2 os desvios padrões de duas 
amostras de tamanhos N1 e N 2 respectivamente. Supondo-as não cor-
relacionadas, a variância da diferença entre essas médias será 

u' - + - = ut e a estatística ( 
1 1 ) N1 + Ne 

N1 Ns N1Ns ' 

distribui-se normalmente com desvio padrão unitário. Como não co-
nhecemos cr , vamos estimá-lo combinando as dispersões de ambas as 
amostras, isto é, tomando 

N1 Ne 
2: (XJ - XJ)2 + 2: (xs - xs)t 

$2 = 1 1 

N1 + Ns-2 

que tem a distribuição x,2 com N 1 + N 2 - 2 = n 1 + n J graus de liber-
dade. Conseqüentemente, 

terá a distribuição de STUDENT com n1 + n2 graus de liberdade. 

12 FISHER, R. A., "Ap plications of ' ' STUDENT" 's dis tribution", Metron, voL 5 (1925), pág. 94. 
" Essa grandeza que não é o mesmo x,' usado nos testes de aderência de a justam en t os, 

tem p orém a mesma d is tribuição. 
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Se ambas as amostras são do mesmo tamanho, n1 = n2, a fór-
mula simplifica-se para 

(6.13) 

com n = 2 (N -1) graus de liberdade. 
Se se trata de grandes amostras, pode-se pôr aproximadamente 

nz = Nz e n2 = N 2, e obtém-se a fórmula habitual 

(6.15) 

Como t tem distribuição assimptótica normal, justifica-se o emprêgo 
das tabelas da curva normal para grandes amostras. 

Exemplo. (WISHART) A fim de confrontar dois tipos de segadeiras, um tri-
gal foi dividido em secções longitudinais, e cada duas secções contíguas trata-
das pelas duas máquinas. Obteve-se a produção constante da tabela abaixo, e 
pede-se verificar a signicância das médias. 

Secção Máquina A Máquina B D 

1 8.0 5.6 3.5 
2 8.4 7.4 1.0 
3 8.0 7.3 . 0.7 
4 6.4 6.4 0.0 
5 8.6 7.5 1.1 
6 7.7 6.1 1.6 
7 7. 7 6.6 1.1 
8 5.6 6.0 -0.4 
9 5.6 5.5 0.1 

10 6.2 5.5 O. 7 

Total 72.2 63.9 8.3 
Média 7. 22 6.39 0.83 

~<x-i)e 11.936 5.569 6.001 

Temos primeiramente que estimar a variância comum, que, no caso, é 
11.936 + 5.569 7.22- 6.39 

as = = . 9725, a = . 9862. Pôsto isto, temos t = y5 = 1.89. 
W+W-2 .Nn 

Entrando na tabela de t com n = 18 graus de liberdade, vemos que não atinge 
o nível de 5%, e pois não há superioridade significante de uma segadeira sô-
bre outra. 

6. 9 Diferença entre medidas emparelhadas. 

A fim de diminuir a variabilidade das medidas, e assim aumentar 
a precisão dos experimentos, podemos escolher os casos aos pares, de 
modo que ambos os membros de cada par estejam sujeitos às mesmas 
influências perturbadoras. Por exemplo, ao estudar a eficiência de 
dois métodos de ensino, podemos formar as turmas com alunos que 
tenham obtido o mesmo escore num teste de inteligência; às vêzes, 
comparamos as notas obtidas pelos mesmos alunos antes e depois da 
introdução de novo sistema. 
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Nesses casos, calculamos as diferenças d = x1- x2 entre as me-
didas de cada par, e· verificamos se a média da distribuição dessas di-
ferenças, isto é, a diferença média d, difere significantemente de zero. 
Temos 

(6.15) 
_ [X (N- 1) ]_!_ 

t = d f . 
~ (d- d)! 

A estima da variância de d baseia-se agora em N - 1 graus de li-
berdade. Se tivessemos considerado os X1 e os X 2 como duas amostras 
separadas, a comparação de suas médias apoiar-se-ia em 2 (N -1) 
graus de liberdade, e resta saber se o aumento de precisão de d resul-
tante da redução da variabilidade pelo emparelhamento das medidas 
é ou não contrabalançado pela perda de precisão devida ao abaixa-
mento de 50% nos graus de liberdade. 

Exemplo. Reportando-nos ao Ex. 6 .8, vemos que, o fato de terem sido tra-
balhadas as secções aos pares com os dois tipos de segadeiras, permite fazer a 
comparação mediante as diferenças d, que constam da última coluna do 
quadro. 

- ~ Tem-se d = . 88, t = . 83 -- = 8 .22. A tabela de t, com n = 9, mostra 
6.001 

que êsse valor está aproximadamente no nível de 0.01, e portanto o novo 
cálculo revela a superioridade da máquina A. 

Superficialmente, podíamos esperar que ambos os processos con-
duzissem ao mesmo resultado. Isso não acontece porque cada uma das 
medidas da primeira amostra liga-se, de um certo modo, à da segunda, 
isto é, elas são correlacionadas, enquanto que o processo habitual as 
pressupõe independentes. 

Por conseqüência, devemos corrigir a estimativa da variância co-
mum s2 do efeito dessa correlação, usando 

~ (xt - xt)B + ~ (zt - x)t - 2 ~ (xt - xt) (xt - X2) 

2 (N- 1) 

E' fácil de ver que o numerador corresponde agora a ~ (d- d) 2, e os 
graus de liberdade se reduzem a N -1, pois N -1 são absorvidos pela 
estimativa da covariância. 

11.986 + 5.669 - 2 (6. 752) 
No exemplo tratado, teríamos a! = ------- = . 3384 ' 

18 
e portanto t = 3 .22, como no segundo processo. 

Nada se pode afirmar antecipadamente sôbre a eficiência de um 
ou outro processo, no caso de medidas emparelhadas. Se há uma cor-
relação positiva entre as variáveis, ou formando as diferenças, ou 
corrigindo a estimativa de s2, reduzimos a variância da diferença 
x1- x2, e, pois, aumentamos a precisão do experimento. Mas êsse ga-
nho pode ser anulado pela perca da metade dos primitivos graus de 
liberdade. 

6.10 Universos com diferentes variâncias. O teste FISHER-
BEHRENS. 

A aplicação de t como teste da significância da diferença entre 
médias importa na aceitação ou rejeição da hipótese de que duas po-
pulações normais têm a mesma média x1 = x2 e a mesma variância 
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a;, = a;~ . Se a!, ~ a~ , qualquer inferência relativa à validade da 
hipótese da igualdade das médias é questionável, pois um valor alto 
de t pode traduzir antes diferenças entre as variâncias que entre as 
médias. Veremos no capítulo seguinte processos que permitem discer-
nir se as variâncias são ou não iguais. Só no primeiro caso podemos 
utilizar, a rigor, o teste t. 

Suponhamos, por conseguinte, diferentes as variâncias das duas 
populações. Sejam s-;1 e s-z 3 as estimativas dos erros padrões das duas 
médias; t 1 e t z quantidades seguindo a distribuição de STUDENT. Então 
R. A. FrsHER 14 mostrou que a estatística 

d - - ( ! ! ) .!... (} (} = x~ - XJ si, - 3Z, 2 = l3 (03 - t1 un 1 (6. 16) 

sl:1 
onde tan O = --=.- , devida originàriamente a BEHRENS, fornecia um 

3xz 
teste para verificar a hipótese de que a diferença entre as médias das 
duas populações era nula. Para tanto, devemos considerar a distribui-
ção de t1 cos (}- t1 sen 8 em função de n1 = N1 -1, nz = N z -1 e 8, a fim 
de avaliar a probabilidade de que d exceda um certo valor. A forma 
analítica da distribuição é difícil de se obter, mas podem ser calcula-
dos os valores correspondentes a dados níveis de significância. Para 
a aplicação dêsse teste, SUKHATME 15 calculou tabelas dando os valores 
de d para o nível de 5 por cento. 

A comparação dos valores a 5% de d e t, baseados em n1 + n~ 
graus de liberdade, mostra que os valores de d são maiores que os de t, 
evidenciando as conclusões errôneas a que pode levar a aplicação do 
teste t em vez do d, especialmente quando n1 = n2 = n. É-se então le-
vado rejeitar a hipótese nula, embora sendo verdadeira, quando o 
valor calculado cai entre 4 % e t5o/. • Pelo teste t a conclusão é que 
as duas amostras não provêm da mesma população normal, ao passo 
que o teste d indica essa possibilidade. Freqüentemente, o exagerado 
valor de t que se encontra é devido à diversidade das variâncias. 

Exemplo. As percentagens médias de cinzas em dois carvões A e B, con-
forme ensaios tabelados no Ex. 7.12, são X1 = 9.8 e x2 = 7 .9. Verificar se a di-
ferença é significante. 

Nesse Ex. 7.12 veremos que as variâncias s; = 18.398 e s; = 3. 476 dos dois 
carvões diferem significantemente, e por isso não podemos empregar com se-
gurança o teste t. Para o teste FISHER-BEHRENS, calculemos 

! ! 1.621 
1- = 2.628 , 3- = .574 , lan (} = -- = !.127, 
~ ~ .m 

7.9- 9.8 
(} = 6.j•' d = = - 1.06/ . v 2.628 = .579 

Entrando na tabela de SUI<HATME, vemos que o valor de d para o nível de 
significância de 5% e os valores n 1 = n2 = 6 e (} = 60° é 2.436, evidenciando, 
pois, que os dois carvões não diferem quanto ao teor médio de cinza. 

,_. F'IsBER, R . A., "The F lduclal Argument In Statistlca l Inference", Annals ot Eu.gen ics, 
-vol. 6 (1935). Dág. 391. 

a SUKHATME, P. V., "On FisHER and BEHRENS t est ot s lgnlflcance for the dlference in means 
of two normal samples", Sankhya - The Indian J011.r . Stat., vol. 4 (1938), pág. 39 . 



CAPÍTULO VII 

A ESTIMAÇÃO E COMPARAÇÃO DE VARIÃNCIAS 

7 .1 A distr-ibuição da variância. 

Vimos, no capítulo anterior (§ 6.3) , que a distribuição da variân-
cia, em amostras oriundas de um universo normal, era dada por 

n.,Z n -1 

H (&11) = kt e - e u' (s!) -~- d (si) , (7 .1) 

onde n = N -1 são os graus de liberdade usados na estimação de CJ8 • 

E' essa uma curva do tipo III de PEARSON, com amplitude limita-
da de um lado a s2 = O, e estendendo-se até o infinito do outro. O va-
lor da constante k 2 determina-se mediante a condição da área 

1
00 n.Z n-11 

k! = 
0 

e su• (s~) -s- d (sZ) = 1. 

nsZ 
Pela substituição x =- obtém-se 

eus ' 

_!_ = (2 ut) ; I 00 x "---;-~ e_ z 

k, n o 

e portanto 

~ 

ns ""' n-t ------ e - su• (st) -,- d (st) . (U) 

Essa distribuição foi obtida pelo astrônomo alemão HELMERT em 
1876; mas o seu trabalho 1 passou desapercebido, e só em 1908 foi a 
distribuição redescoberta emplricamente por STUDENT. 

Podemos reconduzir a distribuição de s2 a outra, já conhecida. 
:E (x; - x)t nsB , 

Ponhamos x1 = = - . Obtem-se 
u S uS 

(7.8) 

que é a distribuição chi-quadrado. 

1 P ublicado n os Astronomische Nach richten (vol. 88, pág. 122) sob o título " Die Genauigkelt 
der Formei von Peters zur Berechtmg des wahrschelnlichen Beobachtungsfehlers" . 

-6-
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A vantagem dessa transformação é que, na verificação de hipóte-
ses relativas a s2, podemos empregar tabelas da distribuição xe. Utili-
zando a expressão (7. 2), teríamos de recorrer a outras tabelas, de ma-
nuseio muito mais incômodo. Com efeito, a probabilidade de s2 ex-

n s2 

ceder um certo valor, ou seja, 
te, é dada por 

:r=-- exceder o valor corresponden-

P = 1 - 1" x n-;z e -X dx 

r(:) 
onde r ,,(x) é a função Gama Incompleta, tabelada por PEARSON.2 

Exemplo. A variabilidade do teor de cinza de um carvão, tipo A, obtida 
em 7 análises, é de s• = 18.398 (ver Ex. 7 .12) . Sabendo-se que os anteriores for-
necimentos tinham uma variabilidade média de a• = 10.560, pode-se admitir 
que esta partida tenha sido obtida nas mesmas condições ? 

6 X 18.398 
Temos que· xt = ----- = 10.450 . Para 6 graus de liberdade, a tabela de 

1'1.560 
xt nos dá a probabilidade dêsse desvio P = .10, denotando que não houve al-
teração significante na homogeneidade do carvão. 

7. 2 Estimativa ótima da variância. 

Apliquemos o método da max1ma verossimilhança (§ 1.5) para 
obter a estimativa ótima da variância. A equação (7. 2) nos mostra 

n s2 

que a verossimilhança é proporcional a (J- n e - tu2 
• Para determinar o 

valor máximo dessa expressão, tomemos primeiramente o seu loga-
ns2 

rítmo - n log, (J - - , e igualemos a zero a sua derivada em rela-
2crt 

nsi 
ção a a. Designando por ô-2 a estimativa ótima, temos - n +.---;:-;- = o , 

(J 

ou seja :1-2 = s2 • 

Quer isso dizer que a melhor estimativa .da variância do universo 
o~tém-se calculando a variância da amostra com n = N -1 graus de 
liberdade. A razão de adotar o divisor N- 1 para a soma dos quadra-
dos das discrepâncias, e não N, é que a estimativa da média x nessa 
expressão faz-se com os mesmos dados da amostra, reduzindo de uma 
unidade o número de variações independentes. 

7. 3 Gmus de liberdade na distribuição de s2 • 

Suponhamos, porém, que tivessemos um conhecimento prev10 do 
valor da média do universo !-1-. Não mais subsistindo a exigência do 
ponto P situar-se no hiper-plano definido pelo valor de x (vide § 6. 2), as 
superfícies de densidade constante serão hiper-esferas a N-dimensões. A 
diferencial de volume será proporcional a sN- 1 ds, e é fácil de ver que se 
obtém então a mesma equação (7. 2), desde que se substitua n por N. 

• P EARSON, K . (ed.), T ables O/ the Incomplete Gamma Function (Londres, 1922). 
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Aplicando o método da máxima verossimilhança, segue-se que a esti-
mativa ótima da variâncía basear-se-á em N graus de liberdade, 
• , A ~ (Ii - J.l. )S 
Isto e u f = --- . 

N 

Ordinàriamente, adota-se essa mesma fórmula ainda quando não 
se conhece 11, mas apenas x. Se a amostra é suficientemente grande, a 
diferença entre N e N-1 é de somenos importância; mas se é pequena, 
resultam diferenças apreciáveis. 

Consideremos, ao invés, o caso em que, além da relação entre a 
média da amostra e seus valores constituintes, existem p relações in-
dependentes entre x1, x2, ... X:v . O ponto P representativo da amos-
tra, além de jazer no hiper-plano ~x, = Nx, também pertence a p ou-
tros hiper-planos. A superfície da hiper-esfera, de centro em M, à qual 
pertence P, terá, então, dimensões iguais a N- p- 2. Se definirmos 

1 N 
a variância como s3 = -- ~ (xi- x)E , com n = N- p -1, obteremos a 

n 1 

mesma equação (7 .2) que é, assim, a forma geral da distribuição de s2 • 

A estimativa ótima será aqui baseada em N- p -1 graus de li-
berdade. 

Os graus de liberdade do sistema equivalem, pois, ao número de 
observações dadas, menos o número de relações independentes que en-
tre elas existem, levando-se em conta que a média da população tam-
bém é estimada a partir da amostra. 

7.4 Expectância de s2 em universos não-normais. 

A dedução acima fundamenta-se na forma analítica do universo, 
que supusemos normal. Há interêsse em determinar a expectância de 
s2, quando essa forma é desconhecida. 

Consideremos amostras independentes de tamanho N da variável 
u, sendo u a discrepância relativa à média do universo, isto é, u = x - 11. 
Definamos a variância da amostra como habitualmente se faz, 

1 N 1 N 1 
= - ~ uf - - ~ uÍ- - ~ ui Uj . 

N 1 Xt 1 .\"f i ;;oói . 

Daí se obtém a expectância 

E ('ae) =..!.__E { ~ u7}- _!_E {; uf}- -1- E {.~. UjUj} 
N 1 1yg 1 Nt •>"'J 

Notando que a expectância do produto das discrepâncias de duas 
variáveis independentes relativamente às próprias expectâncias é nula, 
E (u, u ;) =E (xi- !-ti) E (xi - 11;) =O, obtém-se finalmente 

N- 1 
E ('at) = - - ut. •7 .j) 

N 
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Por conseguinte, a expectância de 's2 para um universo arbitrário 
N -1 

é igual à variância do universo multiplicada pelo fator 
}.; 

Tal resultado era de se esperar. Para cada amostra, ~~ constitui 
uma origem arbitrária. Como a soma dos quadrados das discrepân-
cias é mínima em relação à média, a média de todos os valores 's~, cal-
culados em relação às médias das respectivas amostras x, será menor 
que cr2, calculado em relação a ~ . 

• Segue-se que a estatística 's2, obtida pela divisão da soma dos qua-

drados das discrepâncias por N, não é justa ( § 1 . 5). Como E fl_:.~ 'st} = ut, 
N -1 

a estimativa justa â-t da variância do universo será 
N 
~ (x;- x)S 
1 

~2 = -- 's9 = ---
.1\' - 1 N-1 

Demonstra-se que â-e também é uma estatística eficiente, isto é, nenhu-
ma outra estimativa de as tem menor êrro de amostragem. 

O fator 
11

. z:_ 
1 

denomina-se "correção de BESSEL", embora tenha sido 
usado primeiramente por GAuss. 

7. 5 Momentos da distribuição de s' . 
Tomemos a distribuição de s2 sob a forma 

A sua função característica será 

[ ( 
n )J-1100 -~(t-t) ( xs )n-;t (x') 1/; (t) = r - e - d - . 
2 o 2 2 

x' Pondo - - (1 - t) = x, vem 
2 

if; (t) = [r(-~) J- 1 

(I -I)- T lco e- x I n-;t ~X = (I - t) - ; , 

xt n ( eut )- 2!. Como - = - , a função característica de se será if; (t) = 1 - - t 1 
; 

2 k! n 

e a função geratriz de semi-invariantes nos dá 
n ( fJuS ) n ( ut t u4 tt ) 

L (t) = - - log. 1 - - t = -- 2 - + 4 -- + : .. 
S n 2 n n 

2u4 tt 
= ut t +- -+ ... 

n 2! 

O valor médio de s2 é pois cr2, a variância e:• ; daí o êrro padrão 

u~ = ue V: 
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Quando n cresce, a função geratriz tende para equivalência as~ 
e 

1 
v~ te 

simptótica com t{; (t) eu + -n- , e portanto a distribuição de s2 

tende para a normalidade. 

7. 6 A distribuição de s e seus momentos. 

A distribuição de s obtém-se imediatamente de (7 .1), e resulta 
n 

(7.5) 

Anulando a derivada primeira dessa equação, acha-se o valor modal 

~- vfn -1 S-v --. 
n 

Pela substituição x = s- s, verifica-se que a distribuição de x é, em 
(J 

primeira aproximação, uma curva normal com desvio padrão 
ViN 

O cálculo do momento de ordem h da distribuição de s efetua-se 
a partir de sua definição 

co n ~2 

1 -- n-t+h 
Mh = 2 ks 

0 

e 2u' a ds . 

Substituindo a variável s = yx, vem 

(
n +h) 

100 - ;~ n-f+h ( !2ue)n+h (n +h) r -!2-
!II,, = ks e (J X e d.z: = k! - f r -- = ----

0 n 12 r(-;) 
Daí se conclui o valor médio de 

E (s) (7G) 

Resulta também que a estimativa justa de a é ô = [b(N )]- 1s, sen~ 
do que os valores de b(N) acham-se tabelados.3 E' costume 4 tomar-se 

como estimativa ô- =· [ _!_ ]f s • Ora Ro~ANOWSKY mostrou que 
N-1 

s r 
b (N) = 1 - - - -- - ... 

4N 82.\'2 

• V. g., SHEWHART, W. A., Economic Contro~ o/ Quality ot Manutactureà Proàuct (Nova 
Iorque, 1931). pãg. 185. 

• KENNI:Y, J. F., Mathematics o! Statistics, vol. 2, pág. 126. 
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A prática habitual corresponde a substituir essa expressão por 
1 1 

'b (X) = 1 - - - --- .. . 
2N 8 NS 

b (N) 1 11 
A relação entre as duas expressões -- = 1------ ... dá-nos a 

'b (N) 4 N 32 Nt 

grandeza do êrro que assim se comete . 
Vejamos agora o êrro padrão de s. Temos 

(n+l ) rg --
2 

N [t -_!__ + 
2 2N 

RoMANOWSKY 5 indicou o desenvolvimento 

t 3 
+ -- + -- + . . . ' donde se conclui 

8 NS 16!.;3 

[ 
1 2 8 ] .!.. 

<J, = <J 2(N-1)- 8!-\(1:;-1)- !ONS(N-1) + ... e 

A fórmula usualmente apresentada nos compêndios corresponde 

apenas à aproximação do primeiro têrmo <Js = , 
1 

(J , que é interpreta-
v 21\" 

da como sendo o êrro do desvio padrão , :- vezes o da média. Para sua 
v 2 

utilização na prática fazem-se mister mais duas suposições, que só são 
válidas para N suficientemente grande. Primeiro, a incógnita a é subs-
tituída pelo s calculado; depois, admite-se que a distribuição de s é 
normal.6 

7. 7 Variância de s em universos não-normais 

Suponhamos desconhecida a fórma analítica do universo, que 
admitimos apenas definido pelos seus momentos !-l-2 , ~~3 , • • • referidos à 
média. Adotemos um sistema de coordenadas tal que o valor médio 
da variável x seja nulo; então fl k = E xk . 

A variância de uma amostra de tamanho N será 

s2 = ~~f - ~ ( : y. 
Calculemos a sua variância. Temos 

<J~ = E [se- E (s$)] = E (sS)S - [E (s2)]2. 

• RoMANOWSKY, V., "On the moments of standard d ev!atlon and of correlatlon coefflclent in 
samples from normal", Metron, vol. 5 (1925), pág. 3. 

6 Cf. HOTELLING, H. , "The Conslstency and Ultima te Distribut!on of Optlmum Statlstlcs", 
T rans. Amm·. Mathem. Soe., vol. 32 (1930) , pág. 851. 
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Ora, E si = E ~ :: = J.Le ; e E (3t)f = E ( '1:, :~r= ;e { N E xf + N (N - 1) E <zi xj)} . 
Como as amostras são independentes, E (x1 x~ = (E' x)1 = ,.,.' e portanto 

E (ll = ~ {J.14 + (N- 1) J.L~ }. Obtém-se final~e~te e ' 

(7. 7) 

Para obter a variância do desvio padrão de uma amostra de tama-
nho N, notemos que, como a média de s em amostras suficientemente 
grandes difere tão pouco quanto se queira de cr, temos que o valor 
médio da variância será aproximadamente o valor de (s - cr)2 = 

(3t - !Jf)B 

. O numerador tem por valor médio (J~ • Para grandes 
(s + u)Z 

amostras, podemos substituir s + cr por 2 cr, e temos, assim, aproxima-
damente, (J; = (J~/4 !J

1
, ou seja . 

e J.L~ - J.L2 
(J. = --. 

4 N J.Lt 
(7.8) 

Para uma população de distribuição normal, ~J- 1 = 3 ~Ll, e obtém-se 

(J~ = 112;s = (J 1~· (J• = t/ ;~ = V:N' 
como anteriormente acháramos. 

7. 8 A superfície de freqüência u,s·. Teste I • . 

A distribuição (6. 8) pode ser transformada de modo a dar a dis-
tribuição conjunta das discrepâncias das médias das amostras em re-
lação á do universo, u = x- ~L, e de s. Obtém-se uma função do tipo 
F (u,s) = G (u) H (s), a qual define a superfície de freqüência u,s.7 

O volume elementar F (u,s) dá a percentagem de amostras cujas 
discrepâncias caem no intervalo u -+- Y2 du e cujos desvios padrões 
caem em s -+- % ds; integrando, obtém-se o volume sob essa superfície 
compreendido num contôrno fechado no plano u,s, que dá a propor-
ção de amostras cujas discrepâncias e desvios padrões caem simultâ-
neamente nos intervalos definidos pela figura de contôrno. 

Em ·vista da independência de u e s, tôdas as secções planas 
u = const. dessa superfície serão curvas assimétricas definidas pela 
equação H (s); para valores crescentes de N, elas tendem para a nor-
malidade, com centro em s = cr e desvio padrão cr/yi"N . As curvas 
s = const. são normais, tôdas com centro em u =O e desvio padrão 
crj...jN. Quando N cresce, a superfície tende a se concentrar em tôrno 
do ponto u = O, s = cr . 

A posição de uma amostra no plano u ,s só se pode fixar se conhe-
cido o parâmetro ~-L do universo. A consideração da superfície u ,s tor-
na-se útil para a verificação de hipóteses relativas à média, ou ao des-

• DEMING, W. E., e BIRGE, R . T., "On the Statlst!cal Thcory of Errors", R ev. Modern Physics, 
vol. 6 (1934), I>ág. 130 . 
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vio padrão, ou a ambos. Dados os valores hipotéticos de 11 e a, marca-
mos a posição do ponto representativo da amostra (u,s). Por êsse ponto 
podem ser traçados vários contornos que dividem o volume simetrica-
mente em relação ao eixo dos s . Êsses contornos são: 

1L 

± u = const. , ~ = consl. , ±z =- = const. , 

( 
s )N - ~ (u + s2

- uZJ 
À = - e O" = const . 

O" 

Os três primeiros são retas prolongando-se até o infinito: o últi-
mo consiste em curvas ovais fechadas, rodeando o ponto máximo da 

superfície de coordenadas u = o , s = u V N -
2 

. 
N 

A o 

A fração de volume exterior aos contornos simétricos AA e BB 
equivale à probabilidade de se obter uma amostra de N elementos, 
cuja média difira da do universo mais que dado valor de u. Temos as-
sim o teste u (§2. 9) . 8 Tomando a fração do volume além do contôrno 
EE, temos a probabilidade de se obter uma amostra com desvio padrão 
maior que um dados. O cálculo dêsse volume conduz à função Gama 

Incompleta(§7.1),pois P, =1 - rx (N~t)jr(N~ 1). sendo x= ;:: . 
Os contornos CO e CD são traçados de modo a formar os ângulos 

1L 

-+ are tan - com o eixo dos s. A fração P 111 do volume exterior a êsses 
s 

contornos mede a probabilidade de se obter uma amostra onde a ra-
1L 

zão Z= seja maior que a razão entre o valor hipotético de u e o s 

0 Notemos que ou definido n o § 2. 9 equivale ao atu al u v-: . 
O" 
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observado. Chega-se à função Beta Incompleta, ou, mais precisamen-
te, à integral da distribuição de STUDENT (§ 6.4). Notemos que os con-
tornos z são os únicos independentes de a. 

Os testes descritos dependem de contornos que se estendem até 
o infinito; por isso, para extrair tôdas as informações referentes ao 
universo donde porém a amostra, devemos recorrer às vêzes a mais de 
um deles. Notável contribuição deve-se a NEYMAN e PEARSON,9 cujo 
teste À baseia-se numa única família de contornos fechados, as cur-
vas À 10. Ao longo de uma dessas curvas, permanece constante a razão 
entre a freqüência de um dado ponto da superfície u,s para o valor má-
ximo correspondente ao ponto de coordenadas (O,a). A fração de vo-
lume compreendido pela superfície u,s, exterior ao contôrno /,, é 
dada por 

- _]!__ (u' + •') 
e lu' 

du a~' 

a integração se realizando externamente à curva À. NEYMAN e PEAR-
soN publicaram tabelas e diagramas facultando a aplicação dêsse 
teste, que permite distinguir, quando Pt.. é excepcionalmente pequeno, 
se a infírmação da hipótese se deve atribuir a ~L ou a, ou a ambos. 

7. 9 A estimação de a a partir de várias amostras. 

Se tivermos várias séries de observações, do mesmo grau de pre-
cisão, mas de diferentes médias, devemos avaliar a variância do con-
junto para determinar a precisão das médias. Se as médias dos uni-
versos, como geralmente acontece, são desconhecidas, calculamos a 
variância de cada série em relação à sua média. Seja N, = x, + 1 o 
número de elementos e sl a variância da amostra i, e m o número de 
séries observadas (i= 1, 2, ... m). Segue-se que n , s,! dividido pela 
verdadeira variância a2 tem a distribuição xt com n, graus de liber-

1 m 
dade; e, em virtude da aditividade dessa estatística, também-~ n; s~ 

uS 1 

tem a distribuição x$ com um número de graus de liberdade igual a 
::s n, = N 1 + N 2 + ... N.,- m, isto é, a diferença entre o número total 
de observações e o número de séries. 

A verossimilhança é aqui proporcional a 
e, por conseguinte, a estimativa ótima de a, 
máxima verossimilhança, será 

obtida pelo método da 

(7.9) 

Se a verdadeira média é conhecida para cada caso, é a partir dela 
que se computarão os devias, e a fórmula será válida, substituindo 
n1 por N1. 

• NEYMAN , J ., e PEARSON, E. S., "On the use and !nterpretation of certaln test crlter!a for 
purposes of stat!stlcal lnference", Biometrika, vol. 20 A (1928), pág. 175. 

10 Outro sistema de curvas fechadas, os contornos 1), fornecem também um teste pelo 
cálculo de Pi); mp.s a diferença entre êste e PÀ é insignificante e o último é preferível por 
certas razões teóricas. 
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Quando a variância difere de uma série para outra, mas numa de-
terminada proporção, então a variância da série i será ·k , a2 , e a variá-

s 
n i S· 

vel ~ --' terá a distribuicão x2 com =s k , n, graus de liberdade. A 
k; ue ~ 

estimativa ótima da variância será ~s = 

7.10 Comparação de duas variâncias. A distribuição F. 

O desenvolvimento de um teste de significância para a diferença 
entre as variâncias de duas amostras aleatórias, além de sua impor-
tância intrínseca, é capital para a exata comparação entre duas médias 
pelo teste t. Com efeito, uma das hipóteses aí implícitas é que a va-
riância de duas amostras podiam ser utilizadas conjuntamente como 
estimativa da variância do universo, e precisamos verificar até que 
ponto tal suposição é real. 

Para tal fim, R. A. FISHER 11 considerou, não a própria diferença 
entre as variâncias sl e s2

2, mas a sua relação sl/l . Além das dificul· 
dades analíticas que assim são aplainadas, demonstra-se que essa es· 
tatística corresponde ao princípio da razão de verossimilhança (like· 
lihood ratio), estabelecido por NEYMAN e PEARSON. 

Sejam n 1 e n 2 os graus de liberdade das estimativas das variâncias 
das duas amostras, obtidas independentemente; sabemos que a.s ex-

pressões 1 e e têm distribuição x: e com n1 e n.l 
us u IJ 

graus de liberdade respectivamente. Para a hipótese nula, isto é, de 
que ambas as amostras provenham de universos com a mesma variân-

e 
· t 2/ 2 d' t 'b · n; X1 c1a, emas que s 1 2 se 1s n UI como F = - - -; 

n1 x; 
E' essa a distribuição da análise da variância, também chamada 

da razão de variâncias (variance ratio) ,12 à qual se reconduzem todos 
os problemas oriundos daquele método de análise, a notação F tendo 
sido adotada em honra de seu inventor, R. A. FISHER. 

Como x7 e x; se distribuem independentemente, a sua distribui-
ção conjunta obtém-se como o produto de a!llbas as distribuições, 
donde 

~ n 
X1 1 o • 1 Introduzamos as novas variáveis definidas por ----;=-F e xi+ x;= x. 
x;; nil 

X~= Xs (1 +~F)-
1 

n2 

n 1 ( n 1 ) - 1 Daí se conclui x: = x$- F 1 + --F e 
nt ns . 

u FrsHER, R . R ., " On a d lstributlon yield ing the er ror funct!ons of severa! well k nown 
ata tlstlcs", Pr oc. Int. Math. Congress, Toronto (1924), vol. 2, pág. 806. 

lll FISHER, R. A., e YATES, F .• Statitsical Tables, pág. 2 . 
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Para obter a distribuiçâo conjunta de x9 e F, temos de substituir 
x~ e x~ por seus valores dados pelas equações acima, e dxl , dx~2 pela 

<x7. x:l expressão J --.- a F d xz , onde J é o Jacobiano da transformação 
(F, x~l 

ax~ ax7 
a F éJx3 

J = 

ax~ ax~ 
a F ax! 

No caso vertente, temos 

n1 
v! 1 + - -F --F L + - -F 
" 

( n1 )-t 711 ( 111 ) - 1 

ne 11! nz nl 
11J ( II J ) 

J = = X! -- L + -- F . 

( n ) -• ( n1 ) - 1 
n., n? 

n1 
- x:e l+_.!._ F - L +-F 

ne ns 11! 

Substituindo êsse valor na equação (7 .10), obtém-se 

Para obter agora a distribuição de uma das variáveis, devemos 
integrar a distribuição conjunta em relação à outra variável em todo 
o seu intervalo de variação. Ora, F dá-nos exatamente a distribuição 

x! 
procurada; quanto a - , o seu intervalo é de O a + co , pois também 

2 

êsses são os intervalos de x7 e x~- Daí temos que 

[ (
n1) (nz)]-1 (n1) !!:J. 

71

1-
2 

( 
111 ) -~ 

dp = f --;; r -; ~ B F ! 1 + ~ F ! dP 

ou seja 

, ( n1 +ne ) I ---
2 

n1 n: n1-2 

n1 2 n~ 8 F 9 

dF (7. 11) 
n1 +11! 

(ns + n1 F) e 

que é a distribuição da análise da variância. O seu intervalo de varia-
ção vai de O a + co , e, tal como a distribuição de t, ela não depende de cr. 
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7.11 A distribuição Z de FISHER. 

Na realidade, para verificar a significância da diferença de duas 
variâncias, R. A. FISHER não utilizou a razão s//s/, mas a metade de 

1 
seu logarítimo neperiano. Pondo 13 z = -- log, F , tem-se F = et• , e por-

2 
tanto a diferencial de probabilidade (7 .11) transforma-se em 

( n1 ns) 
B -,-

2 2 

onde B representa a função Beta. 

nt +ns 
(n

1 
l• + n

2
) -s-

d z' (7 .1.?) 

A variável z varia entre - co e + co, sendo negativa quando s1/s 2 

é menor que a unidade, e reciprocamente. A sua distribuição é assi-
métrica, a menos que n1 = nJ; mas a parte positiva da curva z = log. s1/s2 
é a mesma que a parte negativa de z = log. sz!s1, de modo que basta o 
conhecimento das integrais de probabilidade do ramo positivo para o 
cálculo relativo a qualquer combinação de graus de liberdade. 

A distribuição de z é extremamente geral, e compreende como 
casos particulares diversas outras. Por exemplo, para n 2 = co, n1 = n, 

xt 1 xs 
temos a distribuição xz mediante substituição e2

' =- ou z = -log, -. 
n 2 n 

Para n1 = 1, n 2 = n, temos a distribuição de STUDENT com a substitui-
I 

ção z = -log, tt. Para n 1 = , n 2 = co, vem a distribuição normal me-
2 

1 
diante a transformação z =- log, ut. 

2 

7.12 Aplicação e tabelas das distribuições F e z. 
Para verificar a significância da diferença entre duas vanancias, 

devemos calcular a probabilidade de que F seja maior que o valor 
sl/ sJ2 observado; isto é, devemos calcular a integral da função (7 .11) 

1 
entre êsse valor e + co. Alternativamente, toma-se - log, 

2 

gra-se a função (7 .12) daí até + co • 

Tabelas têm sido calculadas, dando os valores de F ou z corres-
pondentes a vários valores de n1 e n 2, e os níveis de O. 05, O. 01 e O. 001, 
isto é, os valores que seccionam uma parte do ramo positivo da curva 
de distribuição equivalente a essas frações. 

As tabelas de z são devidas a FISHER 14 para os níveis de O. 05 e 
O. 01, e sua extensão a O. 001 a CoLCORD e DEMING 15 ; essa extensão 
facilita conjeturas sôbre a probabilidade P, quando z cai além do nível 
de O. 01. Nessas tabelas os últimos argumentos estão em progressão 
harmônica, e a interpolação é aproximadamente linear se se tomam os 
inversos de n1 e n2. 

1" :tl:sse z não se deve confundir com o utilizado por STUDENT em sua distribuição. 
10 FISHER, R. A., Statistical Method.s for Research Workers, tab . VI; FISHER, R. A. 

e YATEs, F., Statisticaz Tables, tab. v. 
l1l CoLCORD, C. G., e DEMING, L. S., "The One-tenth Percent Level of Z", Sankhya - The 

Indian Jour. Stat .• vol. 2 (1936). pág. 423. 
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Para valores altos de n1 e n 2 (n1 > 24, n2 > 30), FrsHER indica a 

aproximação z = , 
1 

u -À (_!_ - _!_) , onde u é o desvio correspondente 
v h - 1 n1 nB 

ao nível de significância em questão para um dos ramos da curva nor-
2 1 1 

mal, h indica a média harmônica de n1 e n 2, isto é,- = - +- , e 
h n1 nt 

Xg + 2 
À = 

6 
CocHRAN 16 obtém melhores resultados substituindo yh-1 

x3 +S 
por yh-/...', onde 'A' -- . Os valores dessas constantes estão con-

G 
signados abaixo. 

Nível sign. 
u 

1. 

.05 
1.6449 

.7843 

.95 

.01 
2.3263 
1.235 
1.40 

.001 
3.0902 
1.925 
2.09 

Para o cálculo dez podem-se empregar, evidentemente, os logarítmos 
decimais; temos a relação 

Nas aplicações, torna-se mais prático o emprêgo das tabelas de F, 
que evitam o cálculo de logarítmos. Tais tabelas foram apresentadas 
por MAHALANOBIS 17 e por SNEDECOR. 18 

É usual a advertência nessas tábuas de que n1 deve sempre cor-
responder à maior variância. Assinalou A. WALD em suas lições (Co
Zumbia University, 1941) que, nessas condições, a região crítica com-
preende todos os pontos que satisfazem ao menos uma das desigual-
dades 

nz X~ 
F = -- --:g _ Fo 

nt x~ 

1 n1 X~ , 
ou - = -- -f ::::,. F0 , 

F ns Xt 

onde F 0 corresponde aos valores críticos da tabela relativos a n1 e n! 

graus de liberdade, e F'0 os relativos a n 2 e n1. Como essas desigualda-
des são mutuamente exclusivas, a probabilidade de que ao menos uma 
delas seja satisfeita é igual à soma das probabilidades de ambas, isto é, 

P = Prob. (F::::,. F0 on -i ::::,. F' o) = Prob. (F::::,. F0) + Prob. (; ::::,. F'0 ) , 

e como cada uma dessas probabilidades é igual ao nível de significân-
cia de 5 % (ou 1% ), segue-se que P = 1 O% (ou 2%) . Por conseguinte, 
a aplicação estrita da regra corresponde ao uso da região crítica de 
10% (ou 2 % ). 

'" CocHRAN, w. G., "Note on an approxlmate formula for tha slgnlflcance l eveis o f Z", 
Ann. Math. Stat., vol. 11 (1940), pág. 93. 

11 MAHALANOBIS, P . c., "Auxlllary tables for Flsher's Z-test for use in the Analysls of 
Var!ance", Ind. Jour. Agric. Scíen .. vol. 2 (1932). pág. 679. 

ts SNEDEcon, G. W., Calculation aneL Interpretation ot Analysis of Variance aneL Covariance 
(Ames, Iowa, 1934). 
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Na maioria dos problemas de análise da variância, temos a con-
siderar apenas as alternativas cr1 ;;:::: cr2 , e portanto devemos usar ape-
nas o ramo à direita da curva; as tabelas devem ser usadas sem se 
atender à advertência mencionada. Isto é, dividiremos sempre S1 2 por 
sl ; se acontecer que s1

2 seja menor que s2
2

, então não é necessário a 
consulta às tábuas, porque todos os valores críticos (para o ramo à di-
reita) são maiores que a unidade. A hipótese é então rejeitada. 

Exemplo. A tabela abaixo dá os resultados de ensaios para determinar as 
percentagens de cinza em amostras de carvões provenientes de duas minas, 
A e B. Pede-se comparar os dois carvões relativamente à homogeneidade. 

Amostra Carvão A Carvão B 

1 5.G 8.3 
~ 13.2 7.G 

3 12.0 4. 7 
4 4.G 10 .3 
~"i 13. i 9. 1 

" 5. 5 7.5 
7 13. 5 -

Média u 7.9 
Variância 18.398 3. 47G 

18.8.98 
Dos elementos fornecidos conclui-se F = -- = 5.298. Para n, = 6, n, = 5, 

8 .476 
temos que o valor de F correspondente ao nível de significância de 5% é 4.95. 
Por conseguinte, a variabilidade do carvão A é significantemente maior que a 
do carvão B. 

O teste poderia ter sido feito com a tabela z. Teríamos log0 S 1
2 -log. Sll = 

3. 9122 - 1. 2459 = 2. 6663, donde z = 1.332. A tabela nos dá, para n 1 = 6, n2=5, 
o valor de z = O. 7997, donde se confirma a significância da diferença. 

7.13 Comparação entre variâncias de gmn(j,es amostras 

Quando tanto n, como n. são grandes números, ou, se moderados, 
são iguais ou quase iguais, a distribuição de z aproxima-se suficiente-

1 ( 1 1) mente da forma normal, com média zero e variância - - - + - . 
2 11J 11t 

Podemos, pois, referir a estatística n = [ 1 ( 1 

2 

1 )] .!__ à tabela da 
- +- ! 

2 11 J 11! . 

curva normal. 
Outro processo baseia-se em que a variância da diferença w = s1

2 

- sl é, de conformidade com a fórmula 2. 6 e por se tratar de grandes 

( 

1 1 ) 1 s7- 3; 
amostras, aw = u - + -- 2 . A estatística u = -- tem, então, 

2X 1 .'2JY2 (Jw 

distribuição normal, em tôrno da média zero e desvio padrão 
unitário. A estima de cr faz-se como indicado no § 7. 9. Se as 
amostras são suficientemente grandes para que se possam confundir 

• 



-95-

n1 e n2 com N1 e Nz, resulta finalmente u = 

[ 
s: 

fJ}\ E 

interpreta mediante a tabela da curva normal. 

, que se 

7.14 Significância das variações entre várias amostras. 

Analisando dados experimentais, tem-se freqüentemente necessi-
dade de verificar a homogeneidade de um conjunto de estimativas de 
variâncias. Por exemplo, se queremos combinar os resultados de vá-
rias experiências ou de várias fontes, devemos primeiro perquirir sôbre 
essa possibilidade; ou ainda, ao aplicar os processos de análise da va-
riância, convém verificar essa homogeneidade, sôbre a qual êles se 
baseiam. 

O problema foi abordado com caráter mai~ geral por NEYMAN 
e PEARSON 19 que procuraram critérios para verificar se um grupo de 
amostras, oriundas da mesma popu~ação normal, se diferenciam esta-
tisticamente em suas médias ou variâncias. Três foram as hipóteses 
consideradas e os respectivos testes de significância: 

(i) Hipótese H 0 : as amostras provêm de populações normais, tendo 
a mesma média e a mesma variância (teste L 0 ). 

(ii) Hipótese H1: as amostras provêm de populações tendo a mesma 
variância, independentemente de terem ou não a mesma média 
(teste L1). 

(iii) Hipótese HJ: as amostras provêm de populações tendo médias 
aproximadamente iguais, admitindo-se que as variâncias também 
sejam iguais (teste L 2). 

Seja k o número de amostras consideradas, e nt, Xt e s/ o tama-
nho, a média e a variância da amostra t; então 

Xt = 

1lt 

~ (Iti) 
i=/ ---. 

llt 
~ (rti- "IDe 

i=/ 

A variância média de tôdas as amostras será st = 
a 

k 

N 

N = ~ nt. Quanto à variância geral de todos os valores, temos 
1=1 

k 1lt /; 1lt 

~ ~ (I ti) 1: 
,, 

(Iti- Xo)! <.-

1=1 i=J . 1=1 i=/ 
Xo = $- = 

J.; o .v 

, onde 

No caso particular em que tôdas as amostras são do mesmo ta-
manho, n, = 2 = ... = n~ = n, N = nk, as estatísticas L tomam a 
forma simplificada 

10 o seu trabalho " On the problem of k samples" fol publicado no Bull. Acad. Polonaise 
Scien. et Let., ser. A, 1931. 
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(7.13) 

Estas estatísticas são iguais à unidade quando as hipóteses H o, H1 
e H 2 são verdadeiras, e decrescem até zero à medida que erramos nes-
sas afirmativas. 

A forma exata da distribuição dessas estatísticas ainda não é co-
nhecida, mas, baseados nos seus primeiros momentos, pode-se ajustar-
lhes curvas do tipo I de PEARSON, e calcular os valores corresponden-
tes aos vários níveis de significância. Essas tabelas foram preparadas 
por MAHALANOBIS 20 para L 0 e L 1 , e por NAYER 21 para L 1 , com maior am-
plitude de valores k e n. 

Constata-se que L 2 = Tl2 , sendo Tl a razão de correlação de PEARSON. 

Também L, = [ 1 + k-
1 e~'] -

1 

, onde z é a função usada por FrsHER 
N - k 

como teste da análise da variância. Quando z ~ o , L2 ~ <N -I=> f<N _1> , 

do z ~ co, L2 ~ O. Assim, L~ fornece apenas uma forma alternativa 
do teste z de FrsHER. 

A aplicação dos testes Lo e L1 faz-se como segue: se o valor de L o 
obtido da amostra não é significante, confirma-se a hipótese Ho, isto é, 
tôdas as amostras provêm de populações normais caracterizadas pela 
mesma média e mesma variância, quer dizer, idênticas; o teste L1 e a 
análise da variância nenhuma informação podem acrescentar, pois 
êles apenas verificam a natureza da heterogeneidade das amostras. 

Se L 0 é significante, cumpre discenir se a heterogeneidade é de-
vida a diferenças nas médias, ou nas variâncias, ou em ambas. Apli-
cando o teste L 1, verificamos se a hipótese da igualdade das variâncias 
é plausível ou não. Se L1 · 1, a variabilidade pode-se considerar cons-
tante, o que permite aplicar com segurança o teste da análise da va-
riância para verificar a variabilidade das médias. Ao contrário, se 
L 1 =O, a variabilidade não é constante para as amostras, e se o teste z 
também é positivo, conclui-se que as amostras diferem tanto relativa-
mente às médias como às variâncias. 

Exemplo. Para comparar a eficiência de 3 métodos de ensino, realizaram-
se experiência com 3 turmas de 20 alunos cada, constatando-se as seguintes 
variabilidades no teste final de aproveitamento: s/= 74, s'2 = 132, ~.l = 97. 
A variância do resultado global das 3 turmas é so' = 107. Podem-se considerar 
as turmas como homogêneas, isto é, derivando de uma população normal comum? 
Podem-se considerar como homogêneas em relação à variância, independente-
mente das médias de aproveitamento? 

A primeira questão resolve-se pelo teste L 0, a segunda pelo Lr Temos 

s/ ·sí 30 1 s~ . s~. s: = V 74 X m X 97 = 98.22, s! = 00 (74 + 143 + 97) = 101. 

oo MAHALANOBIS, P. C., "Tables for L-Tests", Sankhya - The Indian Jour. Stat., vol. 1 
(1933). pág. 109. 

21 NAYER, P. N., "An lnvestlgatlon into the applicatlon of Neyman and Pearson's L 1 test", 
Stat. Res. Memoirs, vol. 1 (1936), pág. 38. 
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98.22 
Daí Lo = -- = . 918 • A tabela nos dá o valor de L 0 correspondente ao nível 

107 
de 5% para k = 3 e n = 20 como 0 .8450; donde se conclui que as amostras são 
heterogêneas. 

98.22 
Aplicando o segundo teste, temos = . 972 , enquanto que a 

101 
tabela nos fornece o valor crítico O .8980. Segue-se que também as variâncias, 
quaisquer que sejam os aproveitamentos médios, diferem significativamente 
entre si. 

7.15 Os testes L1 generalizado e f..t. 

No caso geral, em que os tamanhos das amostras diferem, temos que 

(7.14) 

isto é, L 1 é a razão da média geométrica ponderada das variâncias das 
amostras para a sua média aritmética. NAYER estudou a aproxim~ão 
dessa estatística por uma curva pearsoniana. Seria impossível cal-
cular tabelas para tôdas as combinações possíveis dos valores k e n t; 
mas êle mostrou que podiam ser utilizadas as tabelas de L 1, calcula-
das na hipótese da constância dos n t> fazendo-se a entrada com k e 
- nt 
n = - - , isto é, com o tamanho médio das amostras. Admite-se que 

1: 
essa aproximação seja válida se nenhum dos n 1 fôr menor do que 
20, ou mesmo 15. 

Quando o número de observações n , de cada amostra é grande, 
NEYMAN e PEARSON mostraram que a distribuição de L 1 se confundia 

- xt 
pràticamente com a de x2 , se usarmos a transformação L 1 = e N 
e entrarmos nas tabelas com k -1 graus de liberdade. Os níveis de 
significância de L 1 podem então ser obtidos introduzindo os respecti-
vos valores de x2 nessa equação. Notemos que a distribuição de L t só 
depende então de N=~nt e k, e não dos valores individuais de n t. Essa 
aproximação é satisfatória para n > 60, isto é, além dos limites da ta-
bela de NAYER. 

Outro teste para verificar a homogeneidade de diversas variân-
cias foi proposto por BARTLETT 22 • Consideremos k populações nor-
mais com variância cr1

2 (t = 1, 2, . . . k). Seja sl uma estimativa 
justa de cr12 baseada em /1 graus de liberdade, e F o número total de 
graus de liberdade F = ~ ft • A estatística ,..., de BARTLETT é 

I 

dada por 

"" BARTLETT, M . S ., "Propertles of sufflciency and stat!stlcal tests", Proc. Roy. Soe. L ondon, 
s er. A, vol. 160 (1937), pág. 273. 

- 7-
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Designemos o segundo membro dessa equação por x. Verifica-se 
que a distribuição de x aproxima-se da de x', e BARTL,ETT sugere que 

o teste se faça com a estatística ~ , onde c = 1 + --
1 

- - (~ (.!_) - .!_) , 
C 3 (k - 1) t ft F 

entrando-se na tabela de x.2 com k -1 graus de liberdade. Como C> 1, 
dispensa-se o seu cálculo, se x2 para C=1 é significante. 

Exemplo. Além dos carvões A e B, referidos no Ex. 7 .12, foi examinado 
mais um carvão C, realizando-se 10 ensaios com os resultados: x8=8 .2, 
s', = 12.560. Verificar se as três variâncias divergem significativamente. 

Aplicando o teste J.L, teriam os: 

Cartão s! 
t ft 11 s~ log, s~ n1 log, sz 

A 18.398 6 110.388 2.9177 17.506 
B 3.476 5 17.380 1.2459 6.230 
c 12.560 9 113.040 2.5306 2. 775 

Total - 20 240.803 - 46.511 

24.808 
Daí X=02 log. ----zo - 46.511 = 3.185. Para 2 graus de liberdade, o valor 

critico de xe a 5% é 5. 991. Não é preciso, portanto, calcular o divisor C; as 
variâncias dos três tipos de carvão não diferem significativamente. 



CAPÍTULO VIII 

A ANALISE DA VARIANCIA 

8 .1 A análise da variância. 

A variação de uma certa grandeza pode-se, geralmente, atribuir 
a um certo número de causas principais, às quais se superpõem as ações 
de uma multidão de pequenas causas fortuitas. Por exemplo, o rendi-
mento de uma certa variedade agrícola depende da variação da fer-
tilidade do sólo, ou da diferente adubação aplicada ao mesmo, e tam-
bém de várias causas acidentais, como a dissemelhança das sementes, os 
fatôres climáticos, etc. A qualidade de um certo produto industrial 
varia com o tipo de máquina ou a técnica de produção empregada, e 
ainda com outros fatôres acidentais, dependentes do operador, con-
dições de trabalho, etc. 

O processo da análise da variância, estabelecido por R. A. FISHER 1 , 

tem precisamente por objetivo analisar a variação total de um material 
heterogêneo segundo as variações componentes devidas a fatôres in-
dependentes, possibilitando assim segregar aquêles que produzem va-
riações significantes. 

8. 2 A decomposição da variância. 

Consideremos o caso mais simples, da existência de um único fator 
principal. Seja N o número total de observações, classificadas em k clas-
ses de h elementos cada uma, segundo a intensidade dêsse fator, isto 
é, N = hk. Representemos por X i; a medida da característica do ieslmo 
indivíduo da jeslma classe, por X 1 a média da jes!ma classe, por X a média 
geral. Podemos dispor os dados segundo a forma tabelar 

Temos, então, que a variação total dos elementos X;; pode ser de-
composta como segue 

k h k h [ JB k h 1: 1: (X;;- X)B = 2:: 2:: (X;;- X;) + CX;- X) = 2::2:: (X;;- :\')1 + 
j=1 i=1 j=1 i=1 1 1 

kh kh kh " + 2 2::2:: (X i; - x;) CX; - X; + ~ ~ CX; - X)e = ~~(X;; - x;)2 + h~ CX; - xl2, (8.1) 
11 11 11 1 

1 FISHER, R . A., "On a distrlbutlon yleldlng the error functlons of severa! well-known 
statlstlcs", Proc. Int. Mathem. Congress (Toronto, 1924), pág. 805, e artigos subseqüentes; StatisticaZ 
Methods for Research Workers. cap. VII. 
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o têrmo produto anulando-se na somação. Operou-se assim a decompo-
sição em duas parcelas, a primeira representando a variação de cada 
elemento em tôrno da média da respectiva classe, a segunda a variação 
ponderada, segundo o número de elementos nas classes, da média das 
mesmas em tôrno da média geral. Chama-se à primeira componente de 
variação intra-classes, à segunda de variação inter-classes. Essa última 
componente representa a influência do fator principal considerado, a 
outra o efeito dos demais fatôres, aleatórios ou estranhos àquele fator. 

Suponhamos que os Xi; representem observações independentes de 
k h 
~~(X;;- X)! 

uma população normal homogênea, de variância a2 • Então, _1_ 1 ___ _ 
hk- 1 

será, como sabemos, uma estimativa justa dessa variância, baseada em 
hk-1 graus de liberdade. 

Calculemos as expectâncias do segundo membro da identidade 
(8 .1). Temos, denotando por ~L a média da população, 

Ora, 

[ 
1 h ]! 

E (X;- X)i = E - .~ (.\;1 - J.L) -(X- J.L) 
h •=1 

[ 
1 ,. s ex - J.ll h J 

= E - ~ (X;; - p)~ - --- ~ (X;; - J.l) + ex - J.l)! 
h! i=1 h i=1 

u! ut 
E(X;;- J.l)! = us, E.CX- J.l) (X;;- J.l) =-, E(X- J.l) = -, 

hk TI 

e portanto ue 2 u2 us ut ( k - 1 ) 
E(X; -x) =h- hk + hk =-h- --k-· -

Daí se segue que E { h 1~1 CX; - x)t } = uS (h - 1) 

Assim h ~CX; x)t é uma estimativa J·usta de a2 • Como os X se dis-
' k- 1 

tribuem normalmente, também X;, que depende apenas de uma soma 
dêles, terá essa distribuição; e a distribuição da grandeza considerada 
obtém-se conforme exposto no capítulo anterior. Ela é, com efeito, uma 
estimativa da variância da população baseada em k-1 graus de liber-
dade, os quais resultam das K classes consideradas, um grau de liber-
dade tendo sido absorvido na estimativa de X. 

Quanto ao outro têrmo, temos 

E(X;;- x;l• = E [ex;; - J.ll- ex1 - J.llJ = E(x;1 - J.llg- ze(x;1 - J.ll cx1 - J.ll + ECXj- p)'. 

u! u! 

Ora, E (X;; - J.ll CX; - JJ.l = - , E CX; - JJ.) = -- , 
h h 

donde h-1 
E(X;; -X;)! = ut h e portanto E[~~ (X,; - x;)sJ = ue k (h - z) 

Conclui-se que ~~(X;;- x;)s também é uma estimativa justa 
k(h- 1) 

de a2 , cuja distribuição nos é conhecida, por se tratar de função linear 
de variáveis normalmente distribuídas. Essa estimativa baseia-se em 
k (h-1) graus de liberdade, pois temos k classes com h-1 graus de 
liberdade cada, sendo que um grau é absorvido na estimativa da média 
da classe. 
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Podemos, por conseqüência, escrever a identidade (8 .1) sob a forma 
(hk-1)rrf=k(h-1)rrt+(k 1)o-B, ou seja 

hk - 1 = k (h - 1) + (k - 1) (8.1:) 

o que mostra que os graus de liberdade gosam da mesma propriedade 
aditiva que a soma de quadrados. 

8.3 Significância de um conjunto de médias. 

Os resultados precedentes podem ser sumariados sob a forma ta-
belar seguinte: 

NAY'UR. VAR. Soma quadrados Gráus /iberd4de Variância 

lnter-cl:;,sses .. ..... h'l:,(Xj- x )e k- 1 
r. 

sj 

Intra-classes ....... :';'i:, (X;; - Xi)i k(h-1) t 
si 

'J'o!al ... ...... 2~::'; (Xij - x)z hk - 1 

Se a amostra com que lidamos provém de uma população homogê-
nea normal, de variância a2 , cada uma dessas somas de quadrados, di-
vidida pelos respectivos graus de liberdade, fornece uma estimativa 
justa dessa variância. Demonstra-se 2 que essas estimativas são inde-
pendentes, pelo que podemos utilizar a teoria da distribuição de z ou F 
para verificar se diferem significantemente entre si. 

Nessas considerações se apoia o teste da análise da variância. Mes-
mo lidando com uma população homogênea, é natural que as diversas 
estimativas de a l difiram por erros de amostragem. O cálculo das esta-
tísticas z ou F permitirá descriminar se há diferenciação significante 
entre as mesmas. Se a probabilidade do valor z ou F encontrado é muito 
pequena, rejeita-se a hipótese da homogeneidade do material. 

A comparação faz-se relativamente à variação intra-classes, sl. Com 
efeito, ela compreende tôdas as causas aleatórias e fatôres secundários 
que influem no fenômeno, depois de isolado o fator principal; isto é, a 
sua natureza é a mesma dos erros de observação, inerentes a tôdas 
as medidas físicas. Daí também ser denominada essa componente de erro 
ou variação residual. A estatística F= sl/s2

2 será, pois, o elemento afe-
ridor da homogeneidade dos dados observacionais. 

Se o teste é negativo, a heterogeneidade pode provir da variação das 
médias, ou da diversa variabilidade dos elementos nas classes, ou de 
ambos. Em geral, admite-se que a variância nas classes é constante, 
hipótese que, aliás, podemos verificar pelo teste L1 • Então, a análise da 
variância importa em verificar a significfmcia de um conjunto de mé-
dias, constituindo assim uma generalização do teste t. 

8.4 Simplificação de cálculos. 

Cada uma das expressões que figura no quadro da análise da va-
riância pode ser calculada diretamente, a partir de sua definição. Con-
tudo, o cálculo da variação residual é trabalhoso, e costuma-se obtê-lo 
por diferença entre a total e a inter-classes. 

2 FrsHER, R. A., "Aplicatlons of "Student's d lstrlbutlon". Metron, vol. 5 (1925), pãg. 97, 
CocHRAN, W. G., "The dlstrlbutlon of quadratlc forros in a normal system", Proc. o/ the Cambridge 
Phil. Soe .. vol. 30 (1933-34), pág. 178. 
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Na prática, os cálculos são simplificados recorrendo-se à identidade 
seguinte~ (X-X)!= ~X2 -NX2 =~X$ -T2/N, onde T representa 
a soma dos valores da variável para as N observações, isto é, T = ~~X,1• 

Aplicando essa identidade, obtém-se as fórmulas simplificadas 
Tt 

'">'(X -)• - """<' r! .-~w ii- x>J- -.J • .J .{l.i,.--
i i i i N 

(8.9) 

onde T1 é o total dos valores da coluna j. 
Podemos também referir a variável a uma origem arbitrária, ou 

dividí-la por uma constante arbitrária c, de modo a simplificar o cálculo 
dos quadrados e somas. Nestes casos, após a aplicação das fórmulas 
8 .3, devem-se multiplicar as somas de quadrados resultantes por c!. 

Exemplo. Para verificar a qualidade de cimentos de 5 procedências, fizeram-
se ensaios de ruptura em cinco briquetes de cada um, obtendo-se os resultados 
(em lbs.) do quadro (i). Verificar se as médias de carga de ruptura diferem signi-

ficantemente. • 
(i) (i i) 

A B c D A B c D 
---------- --------

518 508 554 535 18 8 54 55 
500 574 598 567 o 74 98 67 
538 528 579 560 88 28 79 50 
510 534 588 338 10 34 88 38 
51,4 588 541; 5.}0 H 38 44 40 
----------- --------

TotaiJ .... .. 110 18J 318 247 

Considerando 500 como origem arbitrária, obtemos o quadro (ii). A soma 
total de valores é T = 852, e o têrmo corretivo T 2/N = (852) 2120 = 31290. Tomando 
os quadrados dos elementos na tabela (ii), vêm ~~ x2 = { (18)~ + (8)2 + ... + (40)' } = 
47708, donde se conclui a variação total ~~ (X <J - }{) • = 47708-31295 = 11413. 

Quanto à variação inter-classes, temos ~i rJ jh = ~ { (110)e + (182l + (813/ + (247)~ } 
= 50840, e portanto h :S (XJ -X)'= 4545. 

Temos assim o quadro da análise da variância: 

NATUR. VAR. Soma quadradm Gráu3 lib. Variá11 c ia 

Inler-clas3es . ..... .. 4545 s 151.5 
ReJidual . . ...... .. 6868 16 1,!29 

-----
'l'dal .... .. ... 11413 19 

Calculemos a estatística F= 1515/729 = 3.88. Das tabelas se vê que o valor 
de F para o nível de 5% é 3.24, donde se conclui que a resistência média à 
ruptura dos diversos cimentos difere significantemente. 
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8. 5 Tabelas com classes desiguais. 

A análise da variância pode ser aplicada a tabelas, em que o nú-
mero de elementos varia de uma classe a outra. Seja n ; o número de 
elementos na classe j ; então, a identidade (8 .1) transforma-se em 

As fórmulas (8 .3) modificam-se consoantemente, devendo-se sub-
stituir nelas l:; rJ jh por l:; ( TJ/n;). 

8. 6 Análise da variância segundo duas componentes. 

A análise da variância exposta pode ser fàcilmente estendida ao 
caso em que os elementos estão subordinados a dois critérios de classifi-
cação. Suponhamos, com efeito, que a disposição dos elementos segun-
do as linhas se faça obedecendo a um segundo critério, traduzindo a 
influência de outro fator principal. 

A influência dêsse fator, que na análise precedente estava englo-
bada na variação residual, deve agora ser isolada. Consideremos as ex-
pectâncias dos elementos X i; relativamente às médias das colunas, isto 
é, os valores X ;; - X ;. Imaginemo-los dispostos segundo um retângulo, 
do mesmo modo que anteriormente dispusemos os X i;, e tratemo-los 
anàlogamente. Denotemos por X. ; á média da coluna j estma, por X i . a 
média da lina i estma ; isto é, o ponto denota a somação para todo os ele-
mentos que êle substitui. 

Prevalece então a identidade 

l:l: (X;;- x.y = l:l: [ <xij - x.;- x;. + x) + <x;.- x)]t 
., - -;. - ! - -;.! 

= l:'Z (X;; - X.; - X;. + X) + k l:; (X; . - X) , (8.5) 

em vista do têrmo produto anular-se na somação. 
A expectância do têrmo kl:; (X; . - x)s é, de conformidade com a 

eXpOSiÇãO anterior, E { k l:; (X; . - xl} = ut (h - 1) , de modo que k 'Z (~~-; X)! 

é uma estimativa justa da variância da população cr! , baseada em h -1 
graus de liberdade. 

Vejamos o têrmo resíduo. Temos 

E<x;;-x.;+ x;.+ xl = E {<x;; - f.J.) - (x.;- f.J.) - <x;.- f.J.) + x- f.J.) }1 

{ s - ~ - e - e -
=E (X;;- f..l.) + (X.;- f..l.) +(X;.- f..l.) + (X- f..l.) -2(X;;- f..I.)(X.;-f..l.) 

- 2 (X;;- f..l.) (X;. - f..l.) + 2 (X;;- f..l.) (x- f..l.) - 2 (X., -... f..l.) (X- f..l.) 

- 2 (X;. f..l.) (X - f..l.) + 2 (X.; - p.) (i;. - p.) } 

Recordando as expectâncias já calculadas, e que 

E(X.;- f.J.) (x - f.J.) , E(X;. - p.) (x - p.) e E(X.;- p.) (X;.- f.J.) 

são todos iguais a ~: , temos finalmente que 

_ _ _. s( 1 1 1 ) 
E(X .. - X . - X - +X) = u 1- - - --,, ., ,. 

h 1: hk 

ue (h - I) (k - I) 

hk 
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Por conseqüência, E {1:1:(Xij- X.;- X;.+ X)!} 
(h - 1) (k- 1) 

também constitui 

uma estimativa justa de o2, baseada em (h-1) (k-1) graus de liber-
dade. É fácil ver que êsses graus de liberdade são a diferença entre os 
totais hk-1 e os absorvidos pelos dois outros têrmos calculados, isto é, 

(hk - 1) = k (h - 1) + h (k - 1) + (h - 1) (/c - 1). (8.6) 

O quadro da análise da variância com dois critérios de classificação 
assume, pois, a forma. 

J.;ATCJR. VAR. Soma quadrados Gráus lib. Variância 

Colunas .......... h~; ex.; - x)! k- 1 s' 1 

Linhas ............. lc 1:;(X;. - x)' h- 1 ! 
$2 

Residual. . .. ....... ~~<xi;- x-;- x;.+ x)t (h -1)(k -1) $$ s 

Total ........ .. 2::::'; (X i; - x)t hk- 1 

Na hipótese de perfeita homogeneidade do material, tôdas as so-
mas de quadrados, divididas pelos respectivos graus de liberdade, dão 
estimativas justas da variância da população. Para contrastar essa 
hipótese, comparam-se as variâncias devidas aos dois princípios de clas-
sificação, sl e s2

2, com a residual sz3, devida a causas aleatórias ou estra-
nhas àquêles princípios. Entrando nas tabelas de z ou F, verifica-se até 
que ponto as diferenças entre essas estimativas se podem considerar 
como fortuitas ou reais. 

Exemplo. (SANDERS) • Numa experiência para confrontar o rendimento de 
variedades de milho, utilizaram-se seis replicações e obtiveram-se os resultados 
seguintes (em lbs.) : 

VARIEDADES 
BLOCOS 

A B c D E Total 
----

1 ....•.......... 82.1 70.2 81.1 79.4 88.4 896.2 
2 .. .. •.... .. . ... 85.7 82.8 84.5 82.6 89.4 425 .0 
8 .............. . 85.0 84.8 77.9 84 .4 85.7 417.8 
-~ ........ .. . . .. . 86.6 68.0 78.7 78.2 86.6 898.1 
J . . .....•.....•. 77.4 7S.1 76.0 75 .8 78.0 880.6 
6 ............... 71.6 63.8 7.~ .. "J 79 .6 78.0 867.8 

Total . . . . . . . 484.4 41,.8.0 I 472 .3 480.0 501.1 2885.0 
J!édia ....... 81.40 78.83 78.75 80.0 88.52 79.5 

A soma total dos valores é 2385.0, e o têrmo corretivo 189,607.5. Pôsto isto, 
calculamos: 

(a) soma dos quadrados para todo sos rendimentos (82 .1) z + (85. 7) z + 
... + (78.0)2 = 190,667.24, donde, deduzida a correção, temos que a soma dos 
quadrados das discrepâncias é 1,059. 74; 

(b) soma dos quadrados dos totais das variedades, dividida por 6, igual a 
189,923 .5, donde, deduzida a correção, temos a soma dos quadrados das discre-
pâncias para as variedades como 316.00; 
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(c) soma dos quadrados dos totais dos blocos, dividida por 5, igual a 
190,081.11 , donde, deduzida a correção, temos a soma dos quadrados das dis-
crepâncias para os blocos como 4 73. 61. 

Com êsses elementos, formamos o quadro da análise da variância: 

. \"A.TUR. YAR. Soma quadr . Gráus lib. Yariáncia Y2 loge 

rariedades .... 816.00 4 79 .00 :2.1847 
Blócos ... .... 478.61 5 94.?2 9.2754 
Residual .. .. 270.18 !20 18 .51 1.8017 

Total .... 1059.74 29 - .8880 

Para verificar a significância dos resultados, usaremos neste caso o teste z, 
calculando para tal, a última coluna. Apenas temos de considerar o valor de z 
referente a variedades e residual, pois a classificação segundo blocos teve por 
finalidade isolar o fator da heterogeneidade do solo da componente do êrro. 
Então, z = 2 .1847/ 1.3017 = .8830. Entrando na tabela com n , = 4, n. = 20, vemos 
que o valor de z no nível de 5% é . 5265 e no de 1% é . 7443. O valor encontrado é, 
pois, altamente significante, isto é, os rendimentos das diferentes variedades di-
ferem significantemente. 

8. 7 Subdivisão da variância em mais de duas componentes. 

O processo exposto pode-se generalizar, permitindo a subdivisão 
da variância em mais de duas componentes, além da residual. Sempre 
se decompõe a variação total ~L (X;i- x)t em um certo número de 
formas quadráticas que, divididas pelos correspondentes graus de li-
berdade, fornecem estimativas justas da variância da população. Po-
rém, à medida que se introduzem novas componentes, a complexidade 
das fórmulas aumenta muito. 

Atentemos para o caso de três componentes principais. Dispomos 
de N =h k m valores observados, sujeitos a uma tríplice classificação 
segundo grupos, colunas e linhas. Sejam m os grupos, de k colunas 
e h linhas cada um, e denotemos por X ijt o elemento constituinte 
da linha i da coluna j do grupo l. 

Os valores serão distribuídos no quadro seguinte: 

Coluna~ ... . . . . .. .... .. . k 

{

X1It · ·. · · · · · · · · · · · • · .Xtkt 
Grupo i..... . ... .......... .. . 

.Yhtt ... ............. . xhkt 

{
X um . . · .............. Xnm 

Grupo m.... . .. ..... .. .•..... 
Xhtm. · ·• · · · · · ··•··•· . .\'um 

Despresando por um instante a circunstância das linhas estarem 
reunídas segundo um certo número de grupos, consideremos a tabela 
como consistindo de hm linhas. A análise da variância comum daria 
então 
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NATUR. VAR. Gráus lib. 

Colunas . ...... .. ... k - 1 

Linhas (tot.) . . . . . . . . hm - 1 

Residuo (tot.)...... . (k- 1) (hm- 1) 

Total........... hkm- 1 

Na realidade, os hm -1 graus de liberdade atribuídos às linhas 
(tot.) podem-se decompor num outro quadro da análise da variância, 
levando em conta a subdivisão em grupos; temos 

NATUR. VAR. 

Linhas .... . .............. . 

Grupos ................... . 

Interação ... . ............. . 

Linhas (tot .) ..... 

GráU$ lib. 

h -1 

m -1 

(h- 1)(m- 1) 

hm -1 

Aparece aqui uma noção nova, a da interação linhas x grupos, 
que representa a ação simultânea de dois fatôres principais sôbre o 
fenômeno em estudo. Isto é, a presença do fator G pode modificar a 
ação do outro fator L sôbre o fenômeno; é êsse efeito diferencial que 
aparece representado na análise da variância pelo têrmo interação 
L X G. 

Por sua vez, o têrmo resíduo (tot.) representa a interação entre 
estes três últimos elementos considerados e as colunas. Daí podermos 
decompô-lo como segue: 

NATUR. YAR. Gráus lib. 
-------1----------

InteraçiW C X L (k- I) (h- 1) 

CX G (k-l)(rn-1) 

C X L X G (k - 1) (h - 1) (m- 1) 

Resíduo (tol .).... (k - 1) (hm - J) 

O último têrmo, interação C X L X G, engloba o efeito dos três fa-
tôres além das flutuações casuais; é o equivalente da variação residual 
na análise a dois componentes, e serve de têrmo de comparação para 
avaliar a significância dos fatôres considerados. 

No cálculo prático de uma análise da variância segundo três cri-
térios de classificação serão utilizadas as mesmas simplificações de 
cálculos expostas no § 3 . 4. 

Observemos, finalmente, que temos exposto os princípios de clas-
sificação binária ou múltipla supondo a freqüência constante em cada 
uma das classes. Caso contrário, faz-se mister a introdução de certas 
modificações de cálculo, cuja exposição excede o âmbito dêste trabalho. :1 

• Cf. YATES. F., "The analysis of multiple classlficat!ons wlth unequal numbers in the 
d lfferent classes". Jour. Amer. Stat. Assoe., vol. 29 (1934), pág. 51. 



CAPÍTULO IX . 

VERIFICAÇAO DA INTERDEPENDÊNCIA ENTRE FENôMENOS 
ANÁLISE DA COV ARIANCIA 

9 .1 Significância do coeficiente de correlação. 

A interdependência entre fenômenos pode ser medida, ou pelos 
coeficientes de correlação ou pelos coeficientes de regressão. Ambos 
estão sujeitos a flutuações por amostragem, e importa estabelecer tes-
tes permitindo a verificação de sua significância. 

Consideremos, em primeiro lugar, a significância do coeficiente de 
correlação pearsoniano r, calculado sôbre uma amostra de N pares 
de valores (X,Y). Para verificar se êsse coeficiente difere significan-
temente de zero, devemos calcular a probabilidade de que êle possa pro-
vir, por flutuações de amostragem, de uma população caracterizada pelo 
parâmetro Q = O. Si essa população tem uma distribuição f(X,Y) 
normal, então a distribuição por amostragem de r é dada por 

r.(N;J ) 
f (r) = (l - rS) 7rv. r( N;J? ) 

AB curvas conespondentes são simétricas em tôrno de ,. = O, e 
tem-se 

Para valores elevados de N, a função torna-se pràticamente normal, 
e podemos pois referir a expressão 

t =r (N - 1)!1 (9.1) 

à tabela das áreas da curva normal. 
Para pequenos valores de N, a aproximação deixa de ser válida. 

Façamos, porém, a transformação r = tjé<í ( 1 + 1~ ) v., n = 1Y - 2 . Obtém-se 

f (r) dr = 

r (~) 
(1rn)~5 r ( ; ) 

n+t 
s 

dt, 

dt 

IL ( ti )>;, 
n'" 1 + -

11 

que é a distribuição de STUDENT (6. 7), com n = N - 2 graus de liber-
dade. 
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Portanto, para verificar se a população donde provém a amostra 
é correlacionada ou não, utilizamos a transformação inversa 

r n!2 
t = , n = N - 2 . 

(1- rB)':i (9.2) 

e utilizamos a tabela da distribuição de STUDENT. 

Da mesma forma, si tivermos um coefiente de correlação parcial 
ru . Jl .•• ,, baseado em N pares de valores, a verificação de sua signi-
ficância pode ser obtida pela transformação precedente e a utilização 
da tabela de distribuição de STUDENT com n = N- k. 

R. A. FISHER 1 calculou tabelas permitindo a aplicação direta dêste 
teste, às quais dão os valores de r para os níveis de significância de 
P = .10, .05, .02, e .01, e para vários valores de n. Um exame dessas 
tabelas evidencia a precariedade da classificação costumeira do coefi-
ciente de correlação como desprezível (1· < . 30) ; sensível (. 30 < r < . 50); 
médio (.50 < r <. 70) e forte (r >. 70). Um coeficiente de O. 30 é perfei-
tamente válido no nível de significância de 5%, para amostras de 40 
elementos, enquanto um de O. 80 não o será para amostras de 4 elementos. 

Aproveitemos êsses resultados par aconfrontar a validade da apro-
ximação normal, quando se trata de pequenas amostras. Para N=20, 
1/V .v _ 1 = . !229, e o coeficiente de correlação O . 449 corresponde ao ní-
vel de significância de 5%; a tabela de FISHER dá o valor exato de r 
para N-2 = 18 graus de liberdade como O .444. Para N = 10 e N = 5, 
temos respectivamente, com a aproximação normal, os valores de r 
no nível de significância de 5% como O. 664 e O. 980, enquanto que a 
tabela de FrsHER nos dá os valores exatos O. 632 e O. 878. Como se vê, 
a aproximação normal não conduz a erros exagerados, mesmo para 
amostras de 10 elementos; mas abaixo dêsse limite, ela exagera as con-
dições de significância. 

Exemplo. Num estudo biométrico feito por PEARL sôbre 292 inglêses adultos, 
obteve-se o coeficiente de correlação + .12 entre a estatura e o pêso do cérebro. 
Verificar se êle é significante, e, caso não seja, de que tamanho deveria ser a 
amostra para torná-lo altamente significante . 

Usando a transforrnacão (9.2 ) temos t = ~ 17 .029 = 2.058. As tabelas 
- .9928 

nos dão, no nível de 5%, t = 1. 958, e no de 1%, t = 2. 593. O coeficiente 
de correlação encontrado é significante, mas não altamente significante (nível 
1%) . Para alterar sua significância, o tamanho da amostra deveria ser 
V.v _ t = 2.598 (.9928/ .112) = 21.4, donde .\' = (214)! + 2 = 460 . 

9. 2 Aplicação da análise da variância 

A questão poderia, também, ser ventilada à luz da análise da va-
riância. Representemos por Y' a estimativa da variável Y obtida me-
diante a equação de regressão linear y' = a+ bX • Veremos adiante 
( § 9. 5) que a variação total de Y em tôrno da média geral Y é igual à 
variação da reta de regressão em tôrno da média, mais a variação resi-
dual em tôrno daquela reta, isto é, 

~(Y -1/ = ~ (r' -1f+ ~ (Y- y')t, 

1 FISHER, R. A., Stat;stical J\1ethods for Reswrch Workers, tab. V A . 
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e que os graus de liberdade correspondentes à primeira e segunda par-
• celas são respectivamente 1 e N-2. Ora , 

~c r' - 1"-)9 = bt :z (X- X) 2 = ~ (X- X) (Y- f) I ~ (X- x)' = l :z (1'- }·)!, 

portanto ~ (1'- y')! = (1 - rf) :z (r- yl, 

A análise da variância correspondente será, pois, 

NATUR. l'AR. Soma quadrados G. L. 

Regressão .... . . . ... r' :Z (Y - Y)t 1 

n~sidual ........... (1 - r~) 2: (Y - 'Yl N-2 

Total ... .. ... .. :Z (Y- Yl N - 1 

Comparando a variação devida à regressão com a residual, esta-
mos, ipso facto, verificando a significância do coeficiente de correlação. 
Daí o teste F = ~ (N 2) , que, referimos à tabela da distribuição da 

J - Tk 

análise da variância, com n1 = 1 e n2 = N-2 graus de liberdade. Ora, 
vimos (§ 7 .11) que, para n1 = 1, a distribuição de z se reconduz à de 
STUDENT com a transformação z = f log. t ~ , o que se consegue 
correlativamente com a distribuição F mediante a transformação 
F = t 2 • Recaímos destarte na expressão ( 9 . 2) . 

9. 3 O caso das populações correlacionadas (C! =1= O) . 

Se a população se caracteriza por um coeficiente de correlação C!, 

a distribuição de o obtida por R. A. FISHER 2 em 1915, assume uma 
forma muito mais complicada 

.!_ (N- 1) .!_ (N- 4) 
t t t $ 

rj> (r) = k (1 - p ) (1 - r ) 
aN-s 

d(r p)N - t ( 
arccos (-rp) ) · 

V1- rS p! 

As curvas correspondentes são assimétricas, e nalguns casos de 
talho-U. Compreende-se a existência da assimetria, e que ela cresça 
com o. Suponhamos o universo com C!= • 8; a amplitude de variação 
de r acima de C! é apenas O. 2 , enquanto que abaixo de C! é 1. 8. 

Para grandes amostras e baixos valores de C! a distribuição tende 
para a forma normal, com média igual a C! e desvio padrão 
a,.= (1- C! 2 ) (N -1)-%. Daí a prática habitual de interpretar a es-
tatística t = (r- C! ) f ar mediante a tabela de áreas da curva normal. 

Um estudo extensivo da distribuição de r e de sua normalização, 
foi realizado cooperativamente por SoPER e outros,3 mediante o cálculo 
dos coeficientes ~1 e ~2 . As conclusões são que as condições de norma-
lidade, ~1=0 e ~2=3, não são satisfeitas para amostras de 25; e mesmo 
50 elementos, qualquer que seja o valor de C! . Para amostras de 100, 
a aproximação é aceitável para baixos valores de o, isto é, C!< . 5, mas 

2 FISHER , R . A. , " F requency dlstrlbution of the values of the cor relatlon coeff lclent in 
samples from a n lndeflnitely large popu lation", B iometr ika, vol. 10 (1915), pág. 507. 

3 SoPER, H. E., and OTHERS, "On the d1strlbutlon of the correlatlon coefflclent in sma!l 
samples", Biometrika, vol. 11 (1915-17). pág. 328. 
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inválida para valores superiores. Para amostra"s de 400 elementos, a 
normalização melhora, mas há ainda desvios sensíveis para º ;;:: . 8. Tais 
resultados evidenciam os perigos da interpretação de r mediante a fór-
mula habitual de seu êrro padrão, referido à tabela da curva normal. 

No estudo citado, figura um conjunto de tabelas das ordenadas 
da distribuição de r para valores de º de O a 1. Outras tabelas, e a in-
tegral da função de distribuição, foram calculadas por DAVID4 para 
Q= .1, .2, . .. , .9, e n=3, 4, . .. , 25, 50,100,200 e 400. 

R. A. FISHER3 mostrou que a transformação da tangente hiper-
bólica 

z' = _!_ log
6 
(~·) , ~ = _!____ loge (~~), (9.8) 

!2 1-r 2 1-p 

produz uma distribuição que, mesmo para amostras com N=20, é apro-
ximadamente normal, com média 1; e desvio padrão oz' = (N- 3)-%, in-
dependente pois de º. 

Dêste modo, para verificar se um dado valor de r difere significan-
temente do valor hipotético da população º' calcula-se a estatística 

t = (z' - ~) (N - 8)~0 , 

que é referida à tabela da curva normal. 
(9.4) 

Se se trata de um coeficiente de correlação parcial, a mesma trans-
formação é utilizada, mas o seu desvio padrão é oz' = (N- m- 3)-% 
onde m o número de variáveis eliminadas; isto é, para o coeficiente 
r12·34 ••• 7" adota-se t= (z'-1;) (N-k-1)%. 

O processo estende-se ao caso da verificação da significância da 
diferença entre dois coeficientes de correlação. Se r 1 e r 2 são calculados 
sôbre amostras de tamanhos N1 e N 2 respectivamente, obtém-se os 
valores transformados z'1 e z'!. O desvio padrão da diferença d=z'1- z'! 

( 
1 1 )~ será u2~ -Zf = ( u;; + u~)~ = -- + --

N1 - 8 Nt- 8 , 
e a entrada na tabela 

da curva normal faz-se com a estatística 

( 
1 1 )-~ 

t = (zí - z') -- + --
t ,. i\' "t-8 , ,-8 

(9.6) 

Notemos que os testes da significância de r foram estabelecidos 
sem aplicação da correção de SHEPPARD, e portanto estas não de"fem 
ser utilizadas no cálculo do coeficiente de correlação, para o fim de ve-
rificar a sua significância, pois elas tendem a aumentar o valor de r. 

Observemos também que êstes testes se baseiam na normalidade 
da população donde derivam as amostras. Há, porém, estudos experi-
mentais evidenciando que êles prevalecem, dentro de limites práticos 
razoáveis, desde que as distribuições marginais de uma ou ambas as 
variáveis não sejam de talho-J ou U. Mas, nesses casos, é a própria 
validade do uso de r como medida de associação que se torna questio-
nável. 

• DAvm, F. N., Tables o/ the Distribution o/ the Correlation Coejjicient (Londres, Biometrika 
OI/ice, 1938). 

• FrsHER, R. A., "On the "probable error" o! a coeff!c!ent of correlat!on deduced !rom a 
small sample", Metron, vol. 1 (1921), pág. L 
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Exemplo. Num estudo biométrico, PEARL determinou os coeficientes de cor-
relação entre o pêso do cérebro e a estatura de mulheres suécas e tchécas, obten-
do respectivamente +. 345 numa amostra de 253 individuas da primeira nacio-
nalidade, e + . 216 numa amostra de 128 da segunda. Verificar se a diferença en-
tre os dois valores de r é significante. 

Temos, no primeiro caso, z', = .3598, e no segundo, z' = .2195, donde a 

diferença .1403. O êrro padrão dessa diferença é -~~-1- + - 1
- = .1095. Daí 

' 250 125 
t = .1403/.1095 = 1. 281, que não é significante. Desvios numericamente maiores 
obter-se-iam ao acaso em 20 vêzes sôbre 100. 

9. 4 Combinação de estimativas homogêneas do coeficiente de 
correlação .. 

A transformação z' vai-nos permitir combinar diversos coeficien-
tes de correlação, calculados sôbre amostras extraídas de populações 
caracterizadas pelo mesmo coeficiente de correlação a de modo a se obter 
uma estimativa melhor dêsse parâmetro. 

Sejam r11 r2, ••• r~c os k coeficientes procedentes de amostras de 
tamanhos N1, Ns, . . . N~c respectivamente. Feita a transformação 

1 + r; 
z; = -- log. - - I i = 1, 2, . . . k, toma-se a média ponderada dos Z';, 

2 1 - r; 

sendo os pesos as respectivas variâncias; logo, o valor médio dos z'1 
"L; (N;- S)z'; 

será z' = . Dêsse valor retorna-se à estimativa do coefici-
l:(N;- S) 

ente de correlação mediante a transformação inversa 

r= (l''- 1) 1 e··+ 1) = tanh z'. 

Uma precaução, contudo, deve ser observada antes de se combi-
narem os coeficientes; urge verificar se êles realmente provêm de po-
pulações homogêneas relativamente ao coeficiente Q. Cada um dos r4 

é uma estimativa de um coeficiente populacional 'h, e a hipótese a ser 
verificada é que os !h= Q, ou seja que z'i = !;, = ;, sendo Q e !; constantes 
(i= 1, 2, ... k). 

Sob essa hipótese, temos k grandezas independentes z',, distribuídas 

de modo aproximadamente normal com média !; e variância 

A estimativa da variância comum é dada por 
[.Z (N; - 8) z';J! 

(k-1)'~2 = "L,(N;-S)(zi-z'/= l:(N;-S)z}t- ------
L:, (N;- 8) 

N;-S 

(9.6) 

Então, a grandeza 'X~= (k -1)'s2 ja2 tem a distribuição %2 com k -1 
graus de liberdade. Como no caso a2 = 1, a expressão (9. 6) é o próprio 
%2, o qual permitirá verificar se a variação dos z'1 é devida apenas a 
flutuações de amostragem ou não. Se o teste fôr negativo, podemos 
fazer a combinação dos coeficientes. 

I 

Exemplo. Em três anos sucessivos (1925-27), o coeficiente de correlação en-
tre o volume de vendas semanais de peras Bartlett em Nova Iorque e o preço 
foi o seguinte: -.75, -.80 e -.70, tendo as observ ões abrangido 14, 16 e 13 
semanas de estação respectivamente. Verificar se os três resultados diferem 
significantemente, e, caso não, combiná-los numa estimativa melhorada. 
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Com êsses elementos, organizamos o quadro seguinte: 

z'. I N; -3 (Ni-S)zl (N;-3)zi8 

.9730 11 10 .703 10.414 
1.0986 13 14.282 15.696 

.8678 10 8.673 7.522 

34 33.658 83.632 

Daí 's2 = 33.632-1132 .99!34 = .309. Pam n = 2, temos que r.,2 no nível de 
5% é 5.99, pelo que o nosso x.s não é significante e as três estimativas podem-se 
considerar como homog.êneas. 

A estimativa melhorada será então zl = { (11 x .9730) + (13 x 1.9086) 

+ (10 x . 8673 ) } / 34 = . 9899, donde r =. 757. 

9. 5 Aplicação da análise da variância à regressão linear. 

Consideremos uma série de pares de valores da variável dependente 
Y e da independente X, tais que a regressão de Y sôbre X se possa re-
presentar pela equação linear Y' =a+ bX. Ora, a soma dos quadrados 
dos desvios de Y em relação à média geral Y pode ser decomposta como 
segue: 

~ (Y - y} = ~ [ (Y - y~ + (Y' - Y) ]8. 

O têrmo produto vai anular-se, pois que 

~ (Y - Y') (Y' - Y) = ~ (Y- a - bX) (a + bX - Y) 

= (a - Y) ~ (Y - a - bK) + b ~X c r - a - bX), 

e ambos os têrmos são nulos em vista das equações normais sôbre que 
baseamos o cálculo da regressão. Temos, por conseguinte, que 

~ (Y - Y)s = ~ (Y - Y')~ + ~ (Y' - Y)s . 

A primeira parcela representa os desvios em relação à função de 
regressão, pois, para cada valor de Y, consideramos o quadrado de sua 
discrepância para o valor Y' calculado segundo essa função; a segun-
da parcela representa a função de regressão porque, para cada valor 
de Y, tomamos o quadrado da discrepância entre o valor estimado Y' 
e a média geral Y. 

Ao têrmo ~ (Y- Y') 2 correspondem N- 2 graus de liberdade, pois 
as discrepâncias são calculadas a partir de uma reta, cuja fixação 
absorve 2 graus de liberdade. Quanto ao segundo têrmo, temos que 

.. ~ (Y' - Y) 9 = ~ (a + bX - 'Yl = b2 ~(X - xl. 

Como '2-(X- X)! é independente da correlação, qualquer variação em 
~ (Y'- Y) 2 é devida i:uficamente a b, o que mostra que êsse têrmo, para 
uma dada distribuição de Y, depende apenas da estatística b e repre-
senta 1 grau de liberdade. 
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Podemos assim organizar o quadro da análise da variância: 

NATUR. VAR . Soma quadrado3 G. L. 

Regressão ......... b! 1: (X- 'f)! 1 

Residual ........... ~(Y - Y')t N -2 

Total ...... . ... ~(Y- Y)! N -1 

Para verificar a significância da regressão linear usamos então a 
estatística 

b! ~ (X - :X)t (N - R) 
F= (9.7) 

~ (Y- Y')! 

ou, alternativamente, tomamos a raiz quadrada dessa expressão e re-
portamo-nos à tabela da distribuição de STUDENT, com n = N- 2 graus 
de liberdade. 

A questão pode ser apreciada sob um ponto de vista mais geral. 
Suponhamos que se quer verificar a hipótese da compatibilidade da 
equação de regressão obtida com a regressão hipotética da população 
y:X, = a+ (3x, , admitindo que a origem das abscissas coincide com a 
média. A decomposição faz-se agora segundo os têrmos 

~ (Y - y:X, )1 = ~ [ (Y - a - bX) + (a - a) + (b - {3) x T 
= (Y - a - bx)t + N (a - a)t + (b - {3)t ~ xt, 

os têrmos produtos anulando-se. Daí o quadro da análise da variância: 

NATUR. VAR. Soma q1tadrado3 G. L. 

Têrmo constante ... N (a- a)~ 1 

Têrmo 1.0 gráu .... . (b - {3)t ~ x! 1 

Residual. .......... ~(Y- a - bx)t N-2 

Total .......... ~ (Y - a- {3x)t N-1 

Calculamos as estatísticas F, para verificar a significância do têrmo 
constante e do 1.0 grau isoladamente, ou então, tomando-os em con-
junto, 

[N (a - a)! + (b - {3)f l:xt] (N - 2) 
F= (9.8) 

, 2 2: (Y - a - bX)t 

a significância da regressão observada em relação à regressão hipoté-
tica da população. Notemos que neste caso, n1 = 2, ne = N- 2, e não 
podemos pois usar o teste t. 

-8-
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9. 6 Aplicação à correlação curva ou múltipla. 

O processo exposto generaliza-se fàcilmente para os casos de re-
gressão curva ou múltipla. Consideremos o caso de uma regressão para-
bólica. Quando verificamos a regressão linear, decompusemos a varia-
ção total em uma parcela devida a esta regressão e outra residual, a 
qual inclui, além dos efeitos fortuitos, possivelmente regressões de 
ordem superior. Seja R1 êsse primeiro resíduo, isto é, R 1 = ::S(Y- Y') 2 • 

A análise da variância corresponde a 

NA TU R. VAR. Soma quadrados G. L. 

Regressão linear .... ~(r'- rl 1 

Resíduo ....... .... R1 = ~ (Y- Y')S N-2 

Total ........ .. R
0

= ~ (Y- Y)s N-1 

Se introduzirmos um segundo têrmo na função de regressão, isto 
é, tomando-a como Y" = a2 + b2 X+ c2X2 , êsse resíduo R1, se decom-
porá em dois outros têrmos: um representando a variação da parábola 
em tôrno da reta de regressão, o outro a segunda variação residual 
R z ; e a análise será 

NATUR. VAR. Soma quadrados G. L. 

Regressão paraból. . ~(Y"- Y')S 1 

Residuo . .......... R! N-3 

Total. ......... RJ N-2 

Essa decomposição continua indefinidamente, permitindo a cada 
passo verificar a significância do têrmo adicional introduzido. Tanto 
que o resultado do teste é positivo, o têrmo introduzido representa uma 
peculiaridade real do fenômeno. Evidentemente, para-se quando o novo 
têrmo não atinge à significância, ficando então englobado com os res J-
duos devidos a causas aleatórias. 

No caso de regressão múltipla, Y' = bo + b1 X1 + bz X 2 + ... + b~o X"' 
a decomposição da variação total compreendendo um têrmo representa-
tivo da função de regressão, e os resíduos em tôrno da mesma. Tem-se, 
em virtude de propriedades conhecidas, representando por R2 o coefici-
ente de correlação múltipla, que 

NATUR. VAR. Soma quadrados G. L. 

Regressão .. .. .•............... ~(Y' - Y)t = RB ~(Y- íl>s lc 

Resíduos . .........•. . . . ...... ~(Y - Y')! = (1-RSJ~(Y-Y)2 N-lc-1 

Total. ................... ~(Y- f )! N -1 

. 
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O teste de significância da regressão múltipla importa, pois, em ve-
rificar a significância do coeficiente R. Para tal fim, temos a estatística 

Rt N-k-1 
F =------- , (9.9) 

(1 - R!) k 

entrando-se na tabela de F com os graus de liberdade n1 = k e 
n2=N-k-1. 

9. 7 Significância da razão de correlação. 

! ~j n; (Y; - Y)t A razão de correlação TJy, , definida como 1lux = --'----'-----'----
~;~i (Y,; - Y)t 

mede a variabilidade total das médias das colunas, independentemente 
da natureza linear ou não da relação entre as variáveis. Temos que 
~~ (Yi; - Y) 2 = :;s n i (Y; - Y) 2 + ~~ (Yii - Y;) 2 , e daí o quadro da análise 
da variância: 

li'ATUR. l'AR. Soma quadrados G. L. 

Inler-colunar ... :. . . ::::; n; (Y; - f )t = 71! ~~(Y - Y)g k-1 

l n!ra-colunar.. . .... ~~ (Y;; - Y;)t = (1-7]S) ~~ (Y- Y)~ N- k 

--------1--------------------------------- -
Total ... .. .... .. . . N -1 

Para verificar a existência da correlação, ou, o que é o mesmo, se o 
TJ! difere significantemente de zero, usamos a estatística 

71! N- k 
F=--- (9.10) 

1-TJ~ k-1 

9. 8 Teste de linearidade da regressão. 

O teste de lineridade da regressão equivale a verificar se TJ2 difere 
significantemente de r2 • Para tal fim, subdividimos a variação interco-
lunar em duas parcelas, correspondendo a primeira à soma dos qua-
drados dos desvios das médias das colunas relativamente à regressão li-
near, a segunda à soma dos quadrados dos desvios devidos a essa última 
regressão. Temos assim 

Se as médias das colunas caem sôbre a linha de regressão, 
~ n; ( Y ; - Y' } 2 anula-se, ao passo que o seu valor aumenta à medida 
que a linha de tendência das médias colunares se afasta da regressão 
linear. Tomando a variação intracolunar, devida a flutuações casuais, 
como têrmo de comparação, podemos verificar a linearidade da re-
gressão. 
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O quadro da análise da variância toma a forma: 

NATUR. 1' A.R. 

.Média col./ regressão 

Regressão ....... . ... 

Retíduofmédia col .. . 

Total .... . .. . .• 

Daí a estatística 

Soma quadrados 

~ n; (r;- Y')f = (112- rS) ~~ (Yi;-Y)S 

.::: n; (Y' - f )Z = rZ .::;.::; (Y,; - Y)f 

~.::; rY,;- Y;)e = (1 - 11t; ~.::; (Y,; - y)e 

:::;.::; <Y•; -l'Je 

17f-rt .V-k 
F=---

1- 'Y}e k -2 

G. L. 

k-2 

1 

N- k 

N - 1 

(9 .11) 

Se não tiver sido calculado o coeficiente 11! , podemos verificar a li-
N-k 

nearidade da regressão diretamente, usando F = 
~~ (Yi; - Y;)S k - 2 

Para calcular as diversas somas de quadrados, partimos da identidade 

.::; n; (Y;- "Y;t = .::; ( T; ) '- ; • Em seguida calcula-se ~ n i (Y'- Y) ! , e por 
n; N 

diferença obtém-se o numerador. Quanto ao denominador, resulta por 
diferença entre ~~ (Y- Y)2 e ~ n i (Yi - Y) 2

• 

Êste teste, que é exato, substitui o habitual teste de linearidade de 
BLACKEMAN, que é errôneamente utilizado, pois a distribuição de 
(TJ 2 - r2 ) nem para grandes amostras tende para a normalidade. 

Ex emplo. Num estudo sôbre a relação entre o rendimento unitário do trigo 
e o custo de produção em 216 fazendas nos Estados Unidos, os resultados foram 
grupados em 7 classes de rendimento, e obtiyeram-se o coeficiente de correlação 
linea r 1· =- .642 e a r azão de correlação 11 = .7574 . Pede-se verificar a lineari-
dade da regressão. 

.0866 209 
Temos 112 - r2 = .4988- .4522 = .0866, e port anto F = --- = 5. 112 . 

. 5012 7 
Para os graus de liberdade n , = 7 e n, = 200 , o valor de F no nível de 5% é 
2 . 05 . Por conseguinte, os dados n ão satisfazem a condição de linearidade, e 
não deve ser utilisado o coeficiente T. 

9. 9 A análise da covariância. 

A precisão dos experimentos estatísticos aumenta, se conseguimos 
igualar as fontes de êrro incidentes sôbre os fatôres principais ou tra
tamentos. Suponhamos uma experiência para determinar a eficiência 
de dois métodos de ensino; se as turmas são escolhidas de modo que a 
cada aluno da primeira corresponde outro tendo obtido num teste ini-
cial o mesmo escore, é óbvio que eliminamos as perturbações oriundas das 
diferenças individuais de aprendizagem anterior. Nem sempre, porém, 
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é possível obter um emparelhamento dos grupos experimentais. Por 
exemplo, num experimento agrícola, não se pode eliminar totalmente 
a diferença de fertilidade entre os diversos lotes de um bloco, ou as di-
ferenças de rendimento oriundas do diverso número de plantas por 
unidade de área. Devemos, contudo, levar em conta êsses fatôres, que 
não podem ser igualados satisfatàriamente. É o que se consegue com a 
análise da covariância. O seu escopo é, portanto, verificar a homogenei-
dade do material em problemas envolvendo duas ou mais variáveis corre-
lacionadas. Atendendo à natureza das diferenças iniciais existentes, ela 
permite ajustar convenientemente as médias dos grupos que se vão 
comparar pela análise da variância. 

A covariância da população define-se como E (X -llt) (Y -ll-2), 

denotando por ll-1 e ll-2 as médias das duas variáveis. A estimativa da co-
variância a partir de uma dada amostra basear-se-á na soma de pro-
dutos ~ (X- X) (Y- Y). O processo focalizado funda-se, em suma, 
na possibilidade de decompôr essa soma de produtos em componentes 
tal como decompusemos a soma de quadrados. Obtém-se, dest'arte, 
estimativas da covariância, e ainda dos coeficientes de correlação e 
regressão, dos quais se isolam os efeitos representados pelos diversos 
critérios de classificação adotados. 

9 .1 O A decomposição da covariância. 

Consideremos os resultados de observações simultâneas sôbre duas 
variáveis X, Y, dispostos em k classes com h elementos cada. Contém 
cada célula um par de valores X i;, Y,;; representemos por x,j, Y\; as mé-
dias de X e Y respectivamente na classe j eslma. 

CLA.SSES k 

Xu, Yu ..... Xtk> Ytk 

Podemos então decompôr a soma de produtos como segue: 

h k - - - -- ---_2:: _2:: (X;;- X) (Y;;- Y) = ~_,[(X;; -.\"";) + (X; - X)] [(Y;, - r;)+ (Y; - 1')] 
t= J J= 1 

= ~1: ex;; - .f;JCY;; - ij) + h~; eX;- .'D <fi - n , co. Js) 

pois que se anulam os produtos da forma ~~(X; - X) (Yij - Y1) = 
= ~; (X; -X) h (Y; - Y;) = O. 

Dêste modo, a soma de produtos das discrepâncias em relação às 
médias gerais é igual à soma dos produtos das discrepâncias intra-clas-
ses mais a soma de produtos das discrepâncias das médias dos grupos, 
multiplicada pelo número de elementos nas classes. A êsses dois têrmos 
correspondem os graus de liberdade respectivamente de k (h -1) e 
k - 1 . Daí podermos organizar o quadro da análise da covariância: 
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NATUR. VAR . G. L. 1:(X -X)! 1:(X -.Y) (Y-Y) 1:(Y-Y)8 bl/Z by,1:(X -X) (Y-Y) 

Blócos ... . .. ............. h Ao Bo Co 

Tratamento . ... ... ... .... k AJ BJ CJ b1=B1/A1 b1B1 

Erro ....... . ............ n A-1 Bt Cs be=Be/At beBs 

T+E .............. n+ k At Bt Ct bt = Bt/ At btBt 

Êsse quadro nos fornece, além da estimativa da regressão baseada 
na totalidade dos dados, as correspondentes a blocos, tratamentos e 
erros, mas a que nos interessa é a b2 , que traduz a regressão dos valores 
observados sôbre os iniciais, após eliminação do efeito dos blocos e tra-
tamentos. 

A significância dêsse coeficiente de regressão será verificada pelos 
processos anteriormente indicados. A soma de quadrados devida à re-
gressão é bs B 2, e a das discrepâncias relativamente à regressão 
C2- b2 B2, com os graus de liberdade respectivamente de 1 e n -1. 

be Be (n- 1) 
Daí o teste F = ---- . 

Cs-beBs 

9 .11 Ajustamento de valores na análise da variância. 

Podemos agora corrigir os valores observados Y segundo a regres-
são observada, isto é, tomando os valores ajustados Y- b (X- X). Es-
sas são as melhores estimativas do que se presume que as médias te-
riam sido, caso não tivesse havido a perturbação devido à variável inde-
pendente. Como a primitiva variância devida ao êrro dos dados experi-
mentais contém uma componente devida à regressão, a soma de qua-
drados adequada para verificar a significância dos valores ajustados 
é a residual, após eliminação da parte devida à regressão, isto é 
C2 - b2 B 2 com n-1 graus de liberdade. 

Além disso, como o coeficiente de regressão está êle mesmo sujeito 
a erros de amostragem, os valores ajustados tem precisão variável, o que 
deve ser levado em conta ao obter a estimativa justa da soma de quadra_ 
dos devida a tratamentos. Consideremos os valores inscritos na linha 
T +E; a estimativa da soma de quadrados mais êrro é Ct; dessa gran-
deza devemos abater bt B 1 , que representa a quantidade com a qual essa 
soma de quadrados, inclusive a regressão, está inflacionada, devido aos 
erros do coeficiente de regressão. Deduzindo, pois, de Ct - b1 B t a parte 
relativa ao êrro, teremos a justa estimativa referente aos tratamentos. 

A análise toma assim a forma: 

NATUR. VAR. G. L. Soma quadrado& Variância 

Tratamento ..... .. . q CJ+btBs-btBt VJ 

F.rro .............. n -1 Cs - bf Bt Vt 

T+E ........ n+q-1 c,-btBt 
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O teste de significância da diferença de tratamentos, após ajusta-
mento devido à regressão dos Y sôbre os X, importa, pois, na compara-
ção das variâncias V1 e V g. 

Se as diferenças entre as médias da variável independente são pe-
quenas, podemos utilizar um êrro padrão comum para tôdas as compa-
rações; caso contrário, deve-se calcular um êrro para cada diferença 
entre as médias dos valores ajustados, de modo a levar em conta a varia-
bilidade de X. A variância da diferença entre as médias Y 1 e Y 2 será 
igual a 

{ 

2 (xt - Xs)1 } 
st -+ ' 

h ~ (X - X)S 
(9.13) 

onde s2 é a variância correspondente ao êrro na tabela da análise da 
variância, e X1, X s são as médias usadas no cálculo de Y 1 e Y s . 

' 
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